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Ferenczi Miklós MTA doktori disszertációjának témája a Tarski-féle al-
gebrai logika (mostantól AL) reprezentáció elméletének egyik legmodernebb
fejezetéhez tartozik: reprezentáció un. relativizált halmaz algebrák

seǵıtségével.

Az AL bizonyos logikai gondolatok absztrakciójával indul, majd ezeket
az absztrakciókat prećız algebrai környezetbe helyezi. Ezáltal alapvető kapc-
solatokat éṕıt ki a logika és az univerzális algebra között, de kapcsolódik a
matematika más ágaihoz is, például geometriához, kombinatorikához, hal-
mazelmélethez, topológiához. Azt lehet mondani, hogy az AL ma már egy
karakteres külön ága a matematikának. A téma úttörői a 19. században
Boole, DeMorgan, Peirce, Schröder, bár már előttük Leibniz és Pascal is
fölvetették azt az alapvető gondolatot, hogy logikai problémákat időnként
érdemes úgy megoldani, hogy először leford́ıtjuk őket az algebra nyelvére,
az ı́gy kapott algebrai problémát megoldjuk az algebra hatékony eszközeivel,
majd a kapott megoldást visszaford́ıtjuk logikára.

Az AL Alfred Tarski és iskolájának kb. 1948-ban kezdődő munkája
nyomán vált külön matematikai diszcipĺınává. E munka kiinduló pontja
az volt, hogy a Boole algebrák elmélete hihetetlenül sikeresnek bizonyult
a klasszikul ı́télet kalkulus megismerésében. Ezt a diadal menetet szerették
volna kiterjeszteni a predikátum kalkulusra.

Az ı́télet kalkulusnak a Boole halmaz algebrák osztálya felel meg
természetes módon. Stone ünnepelt tétele azt mondja ki, hogy:
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(A) A Boole halmaz algebrák véges sok azonossággal axiomatizálhatók, azaz
végesen axiomatizálható varietást alkotnak.

Ugyanennek a tételnek egy másik olvasata ı́gy szól:

(B) Minden absztrakt Boole algebra reprezentálható egy Boole halmaz al-
gebrával.

Az (A) megfogalmazás egy un. axiomatizálhatósági tétel, mı́g a (B) megfo-
galmazás egy reprezentálhatósági tétel . Látható, hogy axiomatizálhatóság és
reprezentálhatóság kéz a kézben járnak, ugyanannak a dolognak két oldala.

Tarskinak és iskolájának az volt a célja, hogy a Boole halmaz algebráknak
olyan általánośıtását találják meg, amely a predikátum kalkulus algebrai
megfelelője lehet. Továbbá természetesen azt szerették volna, ha az új alge-
bra osztály hasonlóan szép lenne, mint a Boole algebrák: ha végesen axioma-
tizálható varietás lenne. Vagy legalábbis véges sok sémával axiomatizálható
varietás vagy esetleg kvázi-varietás.

Mivel ı́téletekről predikátumokra akarunk áttérni, természetesen adódik,
hogy a Boole halmaz algebrák elemeit unér relációknak tekintsük,
az általánośıtásuk pedig több argumentumú relációk legyenek. A
legközvetlenebb ilyen általánośıtás vezetett el a cilindrikus halmaz algebrák
fogalmához, az egyenlőség mentes predikátum kalkulus esetében pedig a po-
liadikus algebrákhoz. Ezek tehát olyan Boole algebrák, melyeknek elemei
relációk, vagyis sorozatok halmazai. Egy ilyen relációkból álló Boole algebra
úgy néz ki, hogy adva van egy U halmaz és egy α rendszám, az algebra ele-
mei pedig valamennyien az U elemeiből felépülő α argumentumú relációk. A
Boole algebra legnagyobb eleme αU , a többi reláció pedig ennek részhalmaza.
U -t az algebra bázisának, α-t pedig az algebra dimenziójának nevezzük.
Ilyen módon, ha a dimenzió 3, akkor a legnagyobb elem egy kocka. Ezért
ezeket az algebrákat kockás algebráknak is titulálják. A Boole műveletek
mellett pedig az α argumentumú relációkhoz passzoló újabb műveleteket
is felveszünk (cilindrifikációk, diagonálisok, helyetteśıtések). Ezekkel többek
között azt is ki lehet fejezni, ha egy bizonyos elemét az algebrának inherensen
kevesebb mint α argumentumúnak szeretnénk tekinteni (pl. véges dimenziós
elemek).

Hamar kiderült, hogy relációk ilyen kockás algebráinak axiomatizálása
sokkal összetettebb feladat, mint a Boole halmaz algebráké. Tarski hero-
ikus erőfesźıtést tett arra, hogy összegyűjtse a fenti módon definiált kockás
cilindrikus halmaz algebrák léırásához szükséges összes azonosságot. Az
első ḱısérlet után munkatársai találtak olyan, Tarski azonosság halmazát
teljeśıtő algebrákat, melyek nem izomorfak egyetlen kockás cilindrikus
halmaz algebrával sem. Az ilyen algebrákat nem-reprezentálható vagy
reprezentálhatatlan algebráknak nevezzük.
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Erre Tarski újabb azonosságokkal bőv́ıtette axiómarendszerét, hogy
kizárja a talált nem-ḱıvánatosakat. A munkatársak pedig, élen Leon Henk-
innel, megint találtak a bővebb rendszert kieléǵıtő nem-reprezentálható al-
gebrát. Ez a játék még több lépésben folytatódott, és úgy tűnt, hogy sohasem
lesz vége. Ezért egyszer csak leálltak vele. Az utolsó fázis az volt, amikor
Tarski a [3] monográfiában megadott (C0)–(C7) axióma rendszert rögŕıtette.
(Absztrakt) cilindrikus algebrának nevezett minden olyan algebrát, mely
ezeket kieléǵıtette. Henkin pedig talált egy végtelen nagy azonosság halmazt,
melyeket kőrhinta (merry-go-round) azonosságoknak nevezett el. A kőrhinta
azonosságoknak minden cilindrikus halmaz algebrában nyilvánvalóan tel-
jesülniük kellett, és Henkin bebizonýıtotta, hogy ezek nem következnek a
(C0)–(C7) axióma rendszerből.

Bár csöppet sem érdektelen, mégsem szeretném most felidézni azokat a
nagyon érdekes és nem-triviális eredményeket, melyek arról szólnak, hogy
az absztrakt cilindrikus algebrák általában nem reprezentálhatók kockás
cilindrikus halmaz algebrákkal, sőt, a megfelelő halmaz algebra jelöltek ax-
iomatizálása csak mélyenszántóan végtelen, és sokrétűen komplikált lehet.
Ezeket az eredményeket sok publikáció részletesen áttekinti, ld. pl. [1], [4],
[5], [6]. Noha pozit́ıv részeredmények is keletkeztek a cilindrikus algebrák
reprezentáció elméletében, az első átütő eredmény Diane Resek (Henkin
tańıtványa) disszertációjában található. Resek a Tarski által bevezetett
(C0)–(C7) azonosságok és a Henkin által bevezetett kőrhinta azonosságok
összessége által meghatározott absztrakt osztályt reprezentálja olyan halmaz
algebrákkal, melyek az eddigiektől abban térnek el, hogy legnagyobb elemük
nem kocka-szerű, hanem a kockának csak egy részhalmaza. Ezeket az új fajta
halmaz algebrákat relativizált halmaz algebráknak nevezzük.

Pontosabban, Resek a következőt bizonýıtotta. Jelölje Crsα az α di-
menziós cilindrikus relativizált halmaz algebrák osztályát (ld. pl. Def.1.1),
CAα az α dimenziós cilindrikus algebrák osztályát (ld. pl. Def.1.5). Resek
azt bizonýıtotta, hogy

a Crsα ∩ CAα osztály olyan varietás, melyet axiomatizál a

Γ
def
= “(C0)–(C7)+kőrhinta azonosságok” azonosság halmaz.

Ezt az eredményt Richard Thompson jav́ıtotta két módon is:
- Egyrészt, a Γ azonosság halmazt úgy módośıtotta, hogy a végtelen sok

kőrhinta azonosságból csak kettőt tartott meg, mostantól ezeket MGR-rel
jelöljük; a (C4) axiómát pedig gyenǵıtette. Ezt az új, kisebb halmazt jelöljük
Σ-val. Tehát Σ a véges dimenziós esetekben egy véges azonosság halmaz,
egyébként véges sok sémával megadható azonosság halmaz.
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- Másrészt, Thompsonnál a Σ-nak megfelelő Dα halmaz algebra osztály a
Crsα következő egyszerűen módośıtott változata:

Dα
def
= {A ∈ Crs : (∀i, j ∈ α)(∀f ∈ 1A)f(i/fj} ∈ 1A.

(Ld. Def.1.2.)
Resek tételének rettentő hosszú a bizonýıtása, ezért sohasem publikálta

a disszertációján ḱıvül; Thompson bizonýıtás elméleti jellegű bizonýıtása
pedig sohasem lett rendesen léırva; viszont Thompson tételére Andréka Ha-
jnal késźıtett egy aránylag rövid áttekinthető, Thompsonétól lényegesen
különböző szemantikai jellegű bizonýıtást, ld. [2]. Ez a tétel, melyet
mostantól RTA tételnek nevezünk Jelölt nyomán, a következőt álĺıtja. I

jelöli az izomorfia operátort, Mod(∆) pedig a ∆ formula halmaz modelljeit
tetszőleges ∆ esetén.

IDα = Mod(Σ) minden α > 2 dimenzió esetén.

Jelölt az RTA tételből indul ki, a disszertáció első részének első fejezetében
(Part I, Chapter 1) ezt fejleszti és elemzi. Például a (C4) axióma Thompson
féle (C4)

∗ gyenǵıtésének megadja három ekvivalens új formáját (Lemma 1.4),
melyek szintén érdekesek. Ily módon az IDα osztály újabb axiomatizálásaihoz
jut el. Pl. a Thm.1.15 tételbeli axiomatizálás azért elegáns, mert benne a
cilindrifikációk kommutat́ıvitását kimondó (C4) axiómát egy másik kommu-
tat́ıvitást: helyetteśıtések kommutat́ıvitását kimondó axiómára cseréli.

Az első fejezetből a második fejezetbe a gondolati átmenetet a következő
észrevétel nyújtja. Az RTA tétel Andréka-féle bizonýıtásából kiderült az,

hogy az MGR axióma séma az ks(i, j)
def
= ski s

i
js

j

k transzpoźıció operátornak egy
fontos tulajdonságát fejezi ki. Az RTA reprezentáció azon múlt, hogy ezt a
tulajdonságot bevették az elméletbe. Jelölt felteszi a kérdést, hogy az ennél
egyszerűbb de sokban hasonló pij operátor tulajdonságai milyen szerepet
játszhatnak a reprezentáció elméletben. Erről szól Part I Chapter 2. Itt
olyan algebra osztályokról van szó, melyek a cilindrikus algebrák bőv́ıtései
a pij operátorral és esetenként még más poliadikus helyetteśıtésekkel mint
műveletekkel.

Egy Trs (relativizált transzpoźıció halmaz algebra) egy olyan Crs, melyet
a pij absztrakt operátornak megfelelő Pij reprezentált operátorral bőv́ıtünk
ki, ez a pij szándékolt jelentése. Ha egy Crs legnagyobb eleme V , akkor

PV
ijX = SV

[i,j]
def
= {y ∈ V : y ◦ [i, j] ∈ X}
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minden i, j ∈ α-ra és X ∈ A-ra ([i, j] az y elemeiben az i-edik és j-edik
elemet cseréli föl). Jelölt ezt az operációt [i, j]V -vel jelöli – ami szerintem
nem szerencsés. Vö. Def.2.1.

Egy Gwt (általánośıtott gyenge relativizált halmaz algebra) hasonló
változata Trs-nek, mint amilyen Gws a Crs-nek cilindrikus algebráknál,
mégpedig egy Trs akkor Gwt, ha legnagyobb eleme gyenge terek uniója
(Def.2.2).

Egy TA (transzpoźıció algebra) pedig egy olyan absztrakt osztály, mely-
ben a cilindrikus műveleteken ḱıvül még pij és sij absztrakt poliadikus
helyetteśıtések is vannak (minden lehetséges i, j-re). TA-t 11 azonosság séma
definiálja, ld. Def.2.3. Ez az osztály a [7]-beli véges egyenlőséges poliadikus
algebrák olyan gyenǵıtése, melyben a cilindrifikációk kommutat́ıvitását ki-
mondó (F5) axiómát az előző fejezet-beli egyik gyenǵıtése (ott −(C4), itt
(F5)∗, ld. Def.2.3) helyetteśıti. A véges egyenlőséges poliadikus algebrákat
jelen dolgozat erős transzformáció algebrák -nak nevezi, és TAS-sal jelöli.

Jelölt egy TA t́ıpusú algebrát r-reprezentálhatónak nevez, ha izomorf egy
Trs-sel. A fejezet fő tétele a Thm.2.8, mely ezt mondja: minden α > 3-ra

A ∈ TAα ⇐⇒ A ∈ IGwtα.

E tétel következménye Coroll.2.9: α > 3-ra

A ∈ TASα ⇐⇒ A ∈ I(Gwtα ∩Mod(F5)).

Ez a két tétel párhuzamba hozható a cilindrikus esettel, amikoris

A ∈ CA−

α +MGR ⇐⇒ A ∈ IDα,

és
A ∈ CAα +MGR ⇐⇒ A ∈ I(Crsα ∩ CAα).

Fent CA− a CA azon gyenǵıtése, amikor (C4)-et
−(C4)-ra cseréljük. Mindkét

esetben a második ekvivalencia “hibrid” osztályt tartalmaz (Gwtα∩Mod(F5)
ill. Crsα ∩ CAα) mı́g párjuk elegánsabb.

Az első rész utolsó fejezete (Part I, Chapter 3) egyenlőséges poliadikus-
és un. m-kvázipoliadikus algebrákkal foglalkozik. Az általános poliadikus
algebráktól eltérően, itt többnyire csak olyan cilindrifikációkat használ Jelölt,
melyek indexe az α dimenzió halmaznak egyetlen eleme, nem pedig esetleg
nagyobb részhalmaza.

A poliadikus- és a kvázi-poliadikus eseteket hagyományosan úgy
különböztetjük meg, hogy ami korlátlanul végtelen is lehet az általános
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esetben (Sτ -ban τ ∈ αα tetszőleges), az végesre van lekorlátozva a kvázi-
poliadikus esetben (τ véges transzformáció kell hogy legyen). Egy közbülső
lehetőséget is bevezet Jelölt: τ -tól ekkor azt követeljük meg, hogy egy
rögźıtett végtelen m < α halmaznál több értéket ne mozgasson meg. Ha-
sonlóan, a gyenge terek általánośıtásaként m-gyenge terekről is beszél, ahol
a defińıcióban az eredeti végességet megint a végtelen, de m-nél nem nagyobb
feltétel helyetteśıti.

Mı́g az előző fejezetek reprezentáció tételeinek bizonýıtásainál megéltünk
a “step-by-step” módszer alkalmazásával, ebben a fejezetben már az un. neat
beágyazásos technikára is szükség van a végtelen τ transzformációk jelenléte
miatt.

A fő tételek
Thm.3.25: egyenlőséges cilindrikus poliadikus algebrák reprezentációja;
Thm.3.24: lokálisan m dimenziós egyenlőséges cilindrikus m-kvázi po-

liadikus algebrák reprezentálása.
Nem ı́rok le itt erről többet, de a tézisek 11.-15. oldalain megtalálhatók

a pontos részletek. Amit viszont kiemelnék, az az, hogy Jelölt min-
den lépésénél konkrét kapcsolatokat teremt a cilindrikus- és poliadikus al-
gebrák hagyományos elméletének analóg éṕıtkezésével, ami még sokat emel
a tárgyalás értékén.

A második rész (Part II) neat beágyazásokra koncentrál. Egy A ∈ CAα

neat beágyazható egy B ∈ CAα+ε algebrába, ha a B-beli új cilindrifikációk
mind identitások az A részalgebrán. A cilindrikus algebrák nevezetes neat
beágyazási tétele szerint
egy A ∈ CAα cilindrikus algebra akkor és csak akkor reprezentálható (kockás
halmaz algebrával), ha A neat beágyazható egy α + ε dimenziós cilindrikus
algebrába valamely ε > ω, α > 2-re.
Jelölt azt vizsgálja, hogy ez a tétel általánośıtható-e r-reprezentálhatóságra.

Jelölt bebizonýıtja, hogy igen, a szokásos CA axiómáknál kevesebb is elég
a neat beágyazási tétel teljesüléséhez, pl. a cilindrifikációk kommutat́ıvitása
nem szükséges. Ezáltal a RTA tétel is egy új bizonýıtást nyer.

Továbbá Jelölt az első, akinek sikerült neat beágyazási tételt bizonýıtania
poliadikus algebrákra (Thm.6.2).

A dolgozat kitér még a neat beágyazási tételek logikai alkalmazásaira is.

A dolgozat egy gondosan meǵırt munka, csak a szőrszálhasogatás szintjén
tudnám b́ırálni aprócska hibáit. Helyenként hálás lettem volna egyes lépések
részletesebb kiszámolásáért, azon fölül, hogy Jelölt megmondta, hogy mikből
következik egy álĺıtás. Ezzel időt spórolt volna az olvasónak.
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Jelölt úttörő jellegű eredményeket ért el az AL reprezentáció elméletében.
Mindezt úgy, hogy a klasszikus eredményeket nagy tisztán látással analizálta
és megkereste bennük a lényeget. A bizonýıtási technikáinak (step-by-
step módszer, neat beágyazási módszer, ultraszorzat módszer) van ugyan
előzménye, de az új helyzetekben ezeket kreat́ıvan tovább kellett fejlesztenie.

Mindezek alapján meg vagyok győződve arról, hogy Ferenczi Miklós dis-
szertációja megfelel az MTA doktori disszertációkkal szemben támasztott
követelményeknek. Melegen javaslom a disszertáció nyilvános vitára

bocsátását és az MTA doktori ćım odáıtélését.

Budapest, 2014 július 4

Sain Ildikó
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