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Ferenczi Miklos MTA doktori disszertaciéjanak témaja a Tarski-féle al-
gebrai logika (mostantél AL) reprezentacié elméletének egyik legmodernebb
fejezetéhez tartozik: reprezentacié un. relativizalt halmaz algebrak
segitségével.

Az AL bizonyos logikai gondolatok absztrakciéjaval indul, majd ezeket
az absztrakcidokat preciz algebrai kornyezetbe helyezi. Ezaltal alapveto kapc-
solatokat épit ki a logika és az univerzalis algebra kozott, de kapcsolédik a
matematika mas agaihoz is, példaul geometridhoz, kombinatorikdhoz, hal-
mazelmélethez, topoldgidhoz. Azt lehet mondani, hogy az AL ma mar egy
karakteres kiilon dga a matematikdnak. A téma uttor6i a 19. szazadban
Boole, DeMorgan, Peirce, Schroder, bar mar el6ttiitk Leibniz és Pascal is
folvetették azt az alapveté gondolatot, hogy logikai problémékat idonként
érdemes ugy megoldani, hogy eldszor leforditjuk Oket az algebra nyelvére,
az igy kapott algebrai problémét megoldjuk az algebra hatékony eszkozeivel,
majd a kapott megoldast visszaforditjuk logikara.

Az AL Alfred Tarski és iskoldjanak kb. 1948-ban kezdéd6é munkaja
nyoman valt kiillon matematikai diszciplinava. E munka kiindulé pontja
az volt, hogy a Boole algebrak elmélete hihetetleniil sikeresnek bizonyult
a klasszikul itélet kalkulus megismerésében. Ezt a diadal menetet szerették
volna kiterjeszteni a predikatum kalkulusra.

Az itélet kalkulusnak a Boole halmaz algebrak osztalya felel meg
természetes mdédon. Stone iinnepelt tétele azt mondja ki, hogy:



(A) A Boole halmaz algebrdk véges sok azonossdggal axiomatizalhatok, azaz
végesen axiomatizdlhato varietdst alkotnak.

Ugyanennek a tételnek egy méasik olvasata igy szél:

(B) Minden absztrakt Boole algebra reprezentdlhaté egy Boole halmaz al-
gebrdval.
Az (A) megfogalmazés egy un. aziomatizdlhatésagi tétel, mig a (B) megfo-
galmazas egy reprezentdlhatosdgi tétel. Lathato, hogy axiomatizalhatésag és
reprezentalhatésag kéz a kézben jarnak, ugyanannak a dolognak két oldala.
Tarskinak és iskolajanak az volt a célja, hogy a Boole halmaz algebraknak
olyan altalanositasat talaljak meg, amely a predikatum kalkulus algebrai
megfelelje lehet. Tovabba természetesen azt szerették volna, ha az 4j alge-
bra osztaly hasonléan szép lenne, mint a Boole algebrak: ha végesen axioma-
tizdlhato varietas lenne. Vagy legaldbbis véges sok sémaval axiomatizalhato
varietas vagy esetleg kvazi-varietds.

Mivel itéletekrol predikatumokra akarunk attérni, természetesen adodik,
hogy a Boole halmaz algebrdk elemeit unér relacioknak tekintsiik,
az altaldnositasuk pedig tobb argumentumu relaciok legyenek. A
legkozvetlenebb ilyen altalanositas vezetett el a cilindrikus halmaz algebrdk
fogalmahoz, az egyenl6ség mentes predikatum kalkulus esetében pedig a po-
liadikus algebrakhoz. Ezek tehéat olyan Boole algebrak, melyeknek elemei
reldcidk, vagyis sorozatok halmazai. Egy ilyen relaciékbol allé Boole algebra
gy néz ki, hogy adva van egy U halmaz és egy « rendszam, az algebra ele-
mei pedig valamennyien az U elemeibdl felépiilé a argumentumt reldciok. A
Boole algebra legnagyobb eleme U, a tobbi relacié pedig ennek részhalmaza.
U-t az algebra bdzisdnak, a-t pedig az algebra dimenzidjanak nevezzik.
[lyen médon, ha a dimenzié 3, akkor a legnagyobb elem egy kocka. Ezért
ezeket az algebrakat kockds algebrdknak is titulaljak. A Boole miiveletek
mellett pedig az « argumentumu reldciékhoz passzolé jabb mitiveleteket
is felvesziink (cilindrifikdciok, diagondlisok, helyettesitések). Ezekkel tobbek
kozott azt is ki lehet fejezni, ha egy bizonyos elemét az algebranak inherensen
kevesebb mint a argumentumiinak szeretnénk tekinteni (pl. véges dimenzids
elemek).

Hamar kideriilt, hogy relaciok ilyen kockas algebrainak axiomatizalasa
sokkal Osszetettebb feladat, mint a Boole halmaz algebrédké. Tarski hero-
ikus erofeszitést tett arra, hogy Osszegytjtse a fenti mdédon definialt kockas
cilindrikus halmaz algebrdk leirdsahoz sziikséges Osszes azonossagot. Az
els6 kisérlet utdn munkatarsai talaltak olyan, Tarski azonossag halmazat
teljesité algebrakat, melyek nem izomorfak egyetlen kockas cilindrikus
halmaz algebraval sem. Az ilyen algebrakat nem-reprezentdlhato vagy
reprezentdlhatatlan algebraknak nevezzik.



Erre Tarski 1jabb azonossagokkal bdévitette axiémarendszerét, hogy
kizarja a talalt nem-kivanatosakat. A munkatarsak pedig, élen Leon Henk-
innel, megint talaltak a bévebb rendszert kielégito nem-reprezentdlhatd al-
gebrat. Ez a jaték még tobb 1épésben folytatodott, és tgy tiint, hogy sohasem
lesz vége. Ezért egyszer csak ledlltak vele. Az utolsé fazis az volt, amikor
Tarski a [3] monogréafidban megadott (Cy)—(C7) axiéma rendszert rogritette.
(Absztrakt) cilindrikus algebranak nevezett minden olyan algebréat, mely
ezeket kielégitette. Henkin pedig talalt egy végtelen nagy azonossag halmazt,
melyeket kdérhinta (merry-go-round) azonossdgoknak nevezett el. A kérhinta
azonossagoknak minden cilindrikus halmaz algebrdaban nyilvanvaléan tel-
jesiilnitik kellett, és Henkin bebizonyitotta, hogy ezek nem kovetkeznek a
(Co)—(C7) axiéma rendszerbél.

Bar csoppet sem érdektelen, mégsem szeretném most felidézni azokat a
nagyon érdekes és nem-trividlis eredményeket, melyek arrél szélnak, hogy
az absztrakt cilindrikus algebrak altaldban nem reprezentalhatok kockas
cilindrikus halmaz algebrakkal, s6t, a megfelel6 halmaz algebra jeloltek ax-
iomatizaldsa csak mélyenszantoan végtelen, és sokrétiien komplikalt lehet.
Ezeket az eredményeket sok publikdcié részletesen attekinti, 1d. pl. [1], [4],
[5], [6]. Noha pozitiv részeredmények is keletkeztek a cilindrikus algebrdk
reprezentacié elméletében, az els atiité eredmény Diane Resek (Henkin
tanitvdnya) disszertdcidjaban taldlhaté. Resek a Tarski dltal bevezetett
(Co)—(C7) azonossdgok és a Henkin altal bevezetett kérhinta azonossagok
Osszessége altal meghatarozott absztrakt osztalyt reprezentélja olyan halmaz
algebrékkal, melyek az eddigiektol abban térnek el, hogy legnagyobb elemiik
nem kocka-szerti, hanem a kockanak csak egy részhalmaza. Ezeket az 4j fajta
halmaz algebrakat relativizalt halmaz algebrdknak nevezzik.

Pontosabban, Resek a kovetkezot bizonyitotta. Jelolje Crs, az o di-
menziés cilindrikus relativizalt halmaz algebrak osztalyat (1d. pl. Def.1.1),
CA, az « dimenziés cilindrikus algebrak osztalyat (ld. pl. Def.1.5). Resek
azt bizonyitotta, hogy

a Crs, N CA, osztély olyan varietas, melyet axiomatizal a

& “(Cy)—(C7)+kérhinta azonossdgok” azonossdg halmaz.

Ezt az eredményt Richard Thompson javitotta két médon is:

- Egyrészt, a I' azonossdg halmazt gy médositotta, hogy a végtelen sok
kérhinta azonossagbdl csak kettét tartott meg, mostantdl ezeket MGR-rel
jeloljiik; a (Cy) axiémat pedig gyengitette. Ezt az j, kisebb halmazt jel6ljitk
Y-val. Tehat X a véges dimenzids esetekben egy véges azonossag halmaz,
egyébként véges sok sémaval megadhato azonossag halmaz.



- Masrészt, Thompsonnal a Y-nak megfelel6 D, halmaz algebra osztaly a
Crs, kovetkezo egyszeriien modositott valtozata:

Do & {2 € Crs : (Vi,j € a)(Vf €1 f(i/f;} €1

(Ld. Def.1.2.)

Resek tételének rettentd hosszu a bizonyitésa, ezért sohasem publikalta
a disszertaciéjan kiviil, Thompson bizonyitas elméleti jellegii bizonyitasa
pedig sohasem lett rendesen leirva; viszont Thompson tételére Andréka Ha-
jnal készitett egy aranylag rovid attekinthetd, Thompsonétdl lényegesen
kiillonb6z6 szemantikai jellegi bizonyitést, 1d. [2]. Ez a tétel, melyet
mostantdl RTA tételnek neveziink Jelolt nyoman, a kovetkezdt allitja. 1
jeloli az izomorfia operatort, Mod(A) pedig a A formula halmaz modelljeit
tetszoleges A esetén.

ID, = Mod(¥) minden o > 2 dimenzié esetén.

Jelolt az RTA tételbdl indul ki, a disszertacio elsé részének elsé fejezetében
(Part I, Chapter 1) ezt fejleszti és elemzi. Példaul a (C}) axiéma Thompson
féle (Cy)* gyengitésének megadja hdrom ekvivalens 1j formajat (Lemma 1.4),
melyek szintén érdekesek. Ily médon az ID,, osztaly tjabb axiomatizalasaihoz
jut el. PL. a Thm.1.15 tételbeli axiomatizdlas azért elegans, mert benne a
cilindrifikdcick kommutativitdsat kimondé (Cy) axiémat egy masik kommu-
tativitast: helyettesitések kommutativitasat kimondé axiéméara cseréli.

Az els6 fejezetbdl a mésodik fejezetbe a gondolati atmenetet a kovetkezo
észrevétel nyujtja. Az RTA tétel Andréka-féle bizonyitasabdl kiderilt az,
hogy az MGR axiéma séma az x5(3, j) &f sfs?s{; transzpozicio operatornak egy
fontos tulajdonsagat fejezi ki. Az RTA reprezentacié azon mult, hogy ezt a
tulajdonsdgot bevették az elméletbe. Jelolt felteszi a kérdést, hogy az ennél
egyszeribb de sokban hasonl6 p,; operator tulajdonsigai milyen szerepet
jatszhatnak a reprezentécié elméletben. Errdl szél Part I Chapter 2. Itt
olyan algebra osztalyokrdl van szé, melyek a cilindrikus algebrdak bovitései
a p;; operatorral és esetenként még mds poliadikus helyettesitésekkel mint
miiveletekkel.

Egy Trs (relativizdlt transzpozicic halmaz algebra) egy olyan Crs, melyet
a p;; absztrakt operdtornak megfeleld P;; reprezentdlt operatorral bévitiink
ki, ez a p;; szandékolt jelentése. Ha egy Crs legnagyobb eleme V', akkor

PIX =S5 def{yGV cyoli,jle X}

[id] —



minden i,j € a-ra és X € A-ra ([i,j] az y elemeiben az i-edik és j-edik
elemet cseréli fol). Jelolt ezt az operdciét [i, j]V-vel jeléli — ami szerintem
nem szerencsés. VO. Def.2.1.

Egy Gwt (dltalanositott gyenge relativizaltl halmaz algebra) hasonld
valtozata Trs-nek, mint amilyen Gws a Crs-nek cilindrikus algebraknal,
mégpedig egy Trs akkor Gwt, ha legnagyobb eleme gyenge terek unidja
(Def.2.2).

Egy TA (transzpozicio algebra) pedig egy olyan absztrakt osztaly, mely-
ben a cilindrikus miveleteken kiviil még p,; és s;'- absztrakt poliadikus
helyettesitések is vannak (minden lehetséges i, j-re). TA-t 11 azonossig séma
definidlja, 1d. Def.2.3. Ez az osztdly a [7]-beli véges egyenléséges poliadikus
algebrdak olyan gyengitése, melyben a cilindrifikaciok kommutativitasat ki-
mondé (F5H) axiémét az eléz6 fejezet-beli egyik gyengitése (ott —(C4), itt
(F'5)*, 1d. Def.2.3) helyettesiti. A véges egyenldséges poliadikus algebrédkat
jelen dolgozat erds transzformdcio algebrak-nak nevezi, és TAS-sal jeloli.

Jelolt egy TA tipusu algebrat r-reprezentalhatonak nevez, ha izomorf egy
Trs-sel. A fejezet f6 tétele a Thm.2.8, mely ezt mondja: minden o > 3-ra

A e TA, < A € 1Gwt,,.
E tétel kovetkezménye Coroll.2.9: o > 3-ra
2A € TAS, <= 2 € I(Gwt, N Mod(F'5)).
Ez a két tétel parhuzamba hozhato a cilindrikus esettel, amikoris
A€ CA, + MGR < A € 1D,,

és

2 € CA, + MGR <= 2 € I(Crs, N CA,).
Fent CA™ a CA azon gyengitése, amikor (Cy)-et ~(Cy)-ra cseréljik. Mindkét
esetben a méasodik ekvivalencia “hibrid” osztalyt tartalmaz (Gwt, N"Mod(F'5)
ill. Crs, N CA,) mig parjuk elegansabb.

Az els6 rész utolsé fejezete (Part I, Chapter 3) egyenldséges poliadikus-
és un. m-kvazipoliadikus algebrdkkal foglalkozik. Az altaldnos poliadikus
algebraktol eltérden, itt tobbnyire csak olyan cilindrifikacidkat hasznal Jelolt,
melyek indexe az a dimenzié halmaznak egyetlen eleme, nem pedig esetleg
nagyobb részhalmaza.

A poliadikus- és a kvazi-poliadikus eseteket hagyomédnyosan gy
kiilonboztetjiikk meg, hogy ami korlatlanul végtelen is lehet az &altalanos



esetben (S;-ban 7 € “a tetszileges), az végesre van lekorlatozva a kvazi-
poliadikus esetben (7 véges transzformécié kell hogy legyen). Egy kozbiilsé
lehetOséget is bevezet Jelolt: 7-t6l ekkor azt koveteljilk meg, hogy egy
rogzitett végtelen m < o halmazndl tobb értéket ne mozgasson meg. Ha-
sonldan, a gyenge terek altalanositasaként m-gyenge terekrol is beszél, ahol
a definicioban az eredeti végességet megint a végtelen, de m-nél nem nagyobb
feltétel helyettesiti.

Mig az el6z0 fejezetek reprezentacié tételeinek bizonyitasainal megéltiink
a “step-by-step” moddszer alkalmazasaval, ebben a fejezetben mar az un. neat
bedgyazasos technikéra is sziikség van a végtelen 7 transzformaciok jelenléte
miatt.

A {6 tételek

Thm.3.25: egyenldséges cilindrikus poliadikus algebrak reprezentacidja;

Thm.3.24: lokdlisan m dimenzids egyenldoséges cilindrikus m-kvdzi po-
liadikus algebrak reprezentalasa.

Nem {irok le itt errdl tobbet, de a tézisek 11.-15. oldalain megtalalhatok
a pontos részletek. Amit viszont kiemelnék, az az, hogy Jelolt min-
den lépésénél konkrét kapcsolatokat teremt a cilindrikus- és poliadikus al-
gebrak hagyomanyos elméletének analdg épitkezésével, ami még sokat emel
a targyalas értékén.

A masodik rész (Part II) neat bedgyazdsokra koncentral. Egy 24 € CA,
neat beagyazhaté egy 8 € CA, . algebraba, ha a B-beli 4j cilindrifikaciok
mind identitdsok az A részalgebran. A cilindrikus algebrak nevezetes neat
beagyazasi tétele szerint
eqy A € CA,, cilindrikus algebra akkor és csak akkor reprezentdlhats (kockds
halmaz algebrdval), ha 2 neal bedgyazhatd eqy o + & dimenzids cilindrikus
algebraba valamely € > w, a = 2-re.

Jelolt azt vizsgdlja, hogy ez a tétel altalanosithaté-e r-reprezentélhatosagra.

Jelolt bebizonyitja, hogy igen, a szokasos CA axiémaknal kevesebb is elég
a neat beagyazasi tétel teljesiiléséhez, pl. a cilindrifikaciék kommutativitasa
nem sziikséges. Ezaltal a RTA tétel is egy 1j bizonyitast nyer.

Tovabba Jelolt az elsd, akinek sikeriilt neat beagyazasi tételt bizonyitania
poliadikus algebrakra (Thm.6.2).

A dolgozat kitér még a neat beagyazasi tételek logikai alkalmazdasaira is.

A dolgozat egy gondosan megirt munka, csak a szérszalhasogatas szintjén
tudnam biralni aprocska hibdit. Helyenként hélas lettem volna egyes 1épések
részletesebb kiszamolasaért, azon foliil, hogy Jelolt megmondta, hogy mikbdl
kovetkezik egy allitas. Ezzel id6t spérolt volna az olvasonak.



Jelolt uttord jellegli eredményeket ért el az AL reprezentacié elméletében.
Mindezt gy, hogy a klasszikus eredményeket nagy tisztan latassal analizalta
és megkereste benniik a lényeget. A bizonyitdsi technikdinak (step-by-
step médszer, neat bedgyazdsi mddszer, ultraszorzat mddszer) van ugyan
elézménye, de az 1j helyzetekben ezeket kreativan tovabb kellett fejlesztenie.

Mindezek alapjan meg vagyok gy6zodve arrol, hogy Ferenczi Miklés dis-
szertacidja megfelel az MTA doktori disszertaciokkal szemben tamasztott
kovetelményeknek. Melegen javaslom a disszertacié nyilvanos vitara
bocsatasat és az MTA doktori cim odaitélését.

Budapest, 2014 julius 4

Sain 1ldiké
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