Vélasz opponensi biréalatra
Opponens: Ronté Miklos, a matematikai tudomany doktora, az MTA doktora

Mindenekel6tt halasan koszonom Ronté Miklos Professzor Ur gondos és alapos, sok részletre
kiterjed6 biralatat. Nagyon megtiszteld szamomra, hogy szinvonalasnak és nemzetk{zi
Osszehasonlitasban is jelentOsnek ertékeli az értekezésben bemutatott eredményeket. A
biralatban feltett kérdéseket szeretném kilon megkdszonni, mert igy kitérhetek sz&mos olyan
kutatasi eredményre, amely az értekezés benyujtasa utan keletkezett.

Elsé kérdés: Melyik pont kornyezetében célszerii a (68) differencidlegyenlet-rendszer
“linearizaciojat* elvégezni? Hogyan keletkezett a (69) linearis differencialegyenlet-rendszer
a (68) nemlinearis rendszerbol?

A (68) és a (69) differencidlegyenlet-rendszerek leirjdk a tomeg levalasat kovetden a
megmarado test helyzetvaltozasat. Ezzel igazolni szeretnénk azt a feltételezést, miszerint a
test szétvalasat kovetben az alap €s a levalt test helyzet- és szogkoordinatai nem valtoznak. Az
egyenletek ravilagitanak a test rovid idé alatti, a kezdeti helyzethez viszonyitott
elmozdulaséara és szogelforduldsara. Az egyenleteket a kezdeti helyzet- és szogkoordinatak
kornyezetében volt célszeri meghatarozni. A (68) és a (69) egyenletrendszer ugyanazt a
mozgast irja le. Matematikai okok miatt a nemlinearis (68) differencialegyenlet-rendszert
linearizaltam, feltételezve, hogy a sz6g- és helyzetkoordinatak megfelelé kezdeti értékhez
viszonyitott eltérése kicsi. Az értekezésben a linearizalt (69) egyenletrendszert
tanulmanyoztam. Eredmeényil a rendszer egyik stacionarius megoldasat kaptam, amelynek
alapjan megvizsgaltam a test mozgésanak stabilitasat.

Megjegyzés: A valtozé tomegii testek vizsgalata sordn a jelolt feltételezi, hogy a test
tdmegének valtozasa “nagyon rovid ideig tart“. Ezek utdin sikeriil eléallitani és vizsgalni az
alap test és a levalt rész, illetve az alap test és a hozzaadott test dinamikajat.

Masodik Kkérdeés: Hogyan viszonyul ez a ‘“nagyon rovid iddintervallum* ahhoz az
intervallumhoz ahol vizsgaljuk a rendszer teljes dinamikéjat?

A test szétvalasanak dinamikajat harom részre osztom:
1. Az egeész test dinamikajara (a mozgastol fliggéen meghatarozom a test szogsebességét es
tdmegkozéppontjanak sebességét).
2. A valtozo tomegi test dinamikajara. A kovetkezoket feltételezem:

- A test szétvalasztasa rugalmatlan,

- Atest tdmegének valtozasa nagyon révid ideig tart,

- Alevélasztott és az alap test helyzet- és sz6gkoordinatai nem valtoznak,

- A testek sebességének és szogsebességének valtozasa dinamikus jellegii.
Meghatarozom a levalé és az alaptest sebességeit és szogsebességeit.
3. A levél6 és az alaptest dinamikaja. A testek mozgasa az elobb meghatarozott kezdeti
feltételektol (helyzetkoordinataktdl, szogkoordinataktol, sebességektdl és szogsebességektol)

flgg.

A testek egyesiilésének dinamikaja is hasonl6an harom részre oszthato:

1. Az alaptest és a hozzaadott test dinamikaja. A testek mozgasa ismert, a rendszer teljes
dinamikai vizsgalata alapjan meghatarozzuk a testek sebességét és szOgsebességét az
egyesiilés elott.



2. Az egyesulés dinamikdja. Ezt az esetet ugy vizsgaljuk, mint a rugalmatlan Utkdzést és
meghatarozzuk az igy képz6do test sebességét és szdgsebessegét, feltételezve, hogy a test
nem valtoztatja helyzetét, vagyis, tdmegkozéppontjanak helyzet- és szogkoordinatai nem
valtoznak.

3. Az egyesitett test dinamikaja. Kezdeti feltételként felhasznalva a fenti értékeket (a test
tomegkdzéppontjanak helyzetkoordinatait és sebesség-komponenseit, valamint a test
szogkoordinatait és szogsebesség komponenseit), az egyesitett test mozgasat meghatarozzuk.

Harmadik kérdés: 4 , generald” megoldasok az x(0) = xo, x(0) = 0 (258) alaku kezdeti
feltételekhez lettek hozzarendelve. Alkalmazhat6-e javasolt matematikai eljaras abban az
esetben, ha a derivalt értéke nem nulla?

Ez a matematikai eljaras alkalmazhaté abban az esetben is, ha a derivalt kezdeti értéke nem
nulla, vagyis, x(0) # 0. Ekkor is a ,,generald” differencialegyenlet megoldasatél fligg a
modszer hatékonysaga. Ha az igy kapott fliggvény jol megkozeliti az egyenlet pontos
megoldasat, a perturbalt egyenlet is sikeresen megoldhat6. A megoldas annal jobb, minél
pontosabb a generald differencialegyenlet megoldésa.
Példa a fentiekre: A rezgések differencialegyenletének alakja

X+ f,x,1)=¢f1(x,%,17) , 1)
ahol f(x,x,1) és ef;(x,x,7) két kilonb6zé nagysagrendii, folytonos, nemlinearis fliggvény,
amelyben a valtozo a helyzetkoordinata, a sebesség és a r=¢t az un. ,,lassitott id6”, ahol e<<1.
A kezdeti feltételek

X(0) =Xo, x(0) = xo. )
Ha =0 és r=rp=const., az egyenlet a alabbi alaktra egyszertisodik:
X+ f(x,%,19) =0. (3)

A (3) ,generalo” differencidlegyenlet egzakt analitikai megoldésa ritk&n talalhato, ezért
altaldban kozelité megoldast keresiink. Minél pontosabb a megkdzelités, annal hatékonyabb
az eljaras és megfelelébb a végeredmény is. Ez a bemutatott mddszer legnehezebb és
legfontosabb része. Megoldasként kilonbdzo fiiggvényeket valaszthatunk. Célszerti a kozelité
megoldast Ggy valasztanunk, hogy a rezgés periddusanak, amplitiddjanak és a legnagyobb
rezgéssebességnek megfeleljen. Altalanos megkdzelitésként a (3) egyenlet megoldasa a
kovetkez6 alaku flggvénnyel adhaté meg:

x = Acp(wt + 0), 4)
tovabba annak id6 szerinti derivaltja,
x = Awsp(wt + 0), (5)

ahol cp-vel jeloljuk az altalanos fliggvényt, sp-vel a derivalt flggvényt. A és 6 konstans
paraméterek, amelyek megfelelnek a kezdeti (2) feltételeknek és

w=w(A,0,1) . (6)
a fuggvény korfrekvencigja. Amint lathato, a fliggveny korfrekvencidja az A, 6, 7o kezdeti
feltételektol fligg. Kiindulva az eldallitott (4) és (5) megoldasokbol, a (1) egyenlet kozelitd
megoldasat a kovetkezd alakban irjuk:

x = A(t)cpy(t), (7

x = A)w(t)spy(t), (8)
ahol A(t) és #(t) idében valtozo ismeretlen fliggvenyek,
YO =00+ Je®adt, ©)
és

w(t) = w(4(t), 6(t), 7(t)). (10)
Felirva a (7) egyenlet pontos id6 szerinti derivalt fliggvényét,

% = A w(®)spp(t) + A cpp(t) + AR)O(O)spp(8). (11)

A (11) pontos egyenlet megfelel a (8) bevezetett egyenletnek, ha
A(t)cpy(t) + A(©)0(t)spy(t) = 0. (12)



A (8) egyenlet id6 szerinti derivaldsa és (1) egyenletbe torténé behelyettesitése utan a
kovetkezo els6fokt egyenlet adodik:

" ADw®Ospp(t) + Ao (©)spy(t) + A (O w(t)cpy(t) = efi, (13)
aho

efy = ef1 (A ep(8), A w(O)sp(¢), 7). (14)
A (12) és (13) egyenletek felirhatok a kovetkez6 formaban is,

AOw(®)(sp*P(8) — cp®P(1)) + AOO(Osp*P(t) = spy(D)efy, (15)

AW (&) (cp*P () — sp*(1)) + A (D) cpspp(t) = cp(t)ef;. (16)

A két els6foku (15-16) egyenlet megfelel az (1) masodfoku egyenletnek. Sajnos az ilyen
egyenletek analitikai megoldasa igen nehézkes, emiatt atlagolassal kozelité egyenleteket
képezulnk:

ADw@(sp*P(t) — cp*P(1)) + A @ () {(sp*P (D)) = (spp(t)efy), (17)

A0 w () {(cp?P(t) — sp* (1)) + A D () {cpp ()sp(t)) = (cpyp(t)efy), (18)
ahol (-) = foT(-) dt és T a cp flggvény periddusideje. A (17) és (18) egyenletek megoldasaval
az amplitado és a fazis idoben valtozo fliggvényei meghatarozhatoak. Behelyettesitve az
A(t),0(t), vagyis, az w(t) és a y(t) fliggvenyeket a (7) egyenletbe, az (1) egyenlet kozelito
megoldasat kapjuk.

Megjegyzés: Kissé hianyolom a dolgozatbol a szamitdgépes eredmények részletesebb
bemutatésat, illetve a (72)-(74) oldalon taldlhaté szamitasoknal a kapott analitikus és
numerikus megoldasok egymastol valo eltérésének szambeli értékeléset.

A (72)-(74) oldalon egy Duffing tipusu, %(ma’c) + x3 =0 alak( egyenlet analitikus és
numerikus megoldasa lathatd. A tdmegvaltozas idében lineéarisan valtozo fuggvény, vagyis,
m =1+ 0.1t, tovabba a kezdeti feltételek, x(0) = 1, x(0) = 0. A masodfoku differencial-
egyenletet levezettem két elsé foku egyenletre és lehetéve tettem a Runge-Kutta numerikus
modszer hasznalatdt. A megoldast ‘pontosnak’ értékeltem, mivel a szamitast 107
pontossaggal végeztem. Osszehasonlitottam a numerikus és az analitikus szamitas
eredményeit. Az analitikus kozelité értékeket Ateb, trigonometrikus és Jacobi elliptikus
flggveényekkel szamitottam. Az eredmények Osszehasonlitasat a 22a), 23a) és 24a) abrak
mutatjak. A rezgés-sebesség numerikus és analitikus megoldasai a 22b), 23b) és 24b) abrakon
lathatoak.

1. Tédblazat.

t 0 | 418616 | 940225 | 157615 | 233772 | 32.3624
T, 1| —094343 | 0.89548 | —0.85418 | 0. S1S11 | —0.7862
Ana T | —094338 | 0.89541 | —0.85409 | 0.81801 | —0.7861
[Z — Ama| | O | 0.00004 | 0.00007 | 0.00009 | 0.00010 | 0.00011
|Zm=A=ma 100 | 0 | 0.0045% | 0.0078% | 0.0103% | 0.0122% | 0.014%
T 1| —08396 | 071792 | —062304 | 054736 | —0.4859
s — Aos] 0 | 010384 | 017757 | 023114 | 0.27074 | 0.30039
|Zm=A2 1100 | 0 | 11.006% | 19.820% | 27.060% | 33.094% | 38.21%
Ay 1| —0.94683 | 0.90162 | —0.86255 | 0.82834 | —0.7981
|Zm — Ams| | 0| 0.00340 | 0.00613 | 0.00837 | 0.01024 | 0.01181
(Zm=A=s 1100 | 0 | 0.3605% | 0.6851% | 0.9805% | 1.2515% | 1.502%




Az &brék alapjan megallapithatd, hogy a trigonometrikus megoldas nagymértékben eltér a
pontos eredményt6l, mig az Ateb és a Jacobi elliptikus eredmények megfeleléek. Sajnos,
ennek alapjan nem lehet értékelni az eredmény szamszerii eltérését. Erre ramutatott Ronto
Miklds Professzor Ur, az Opponensi biralataban is. E problémat ugy kiiszébéltem ki, hogy a
rezgés amplitaddjat és legnagyobb rezgéssebességét analitikusan és numerikusan
meghataroztam és dsszehasonlitottam. gy a megoldasok egymastol valé eltérése
szdmszerisithet6. Az értékeket két tablazatban foglaltam 0Ossze. Az 1. tablazatban az
amplitadd numerikus (Xy) és analitikus értékei (az Ateb Ap, trigonometrikus An: és Jacobi
elliptikus An;) lathatéak. A 2. tablazat a legnagyobb rezgéssebesség numerikus és analitikus
értékeit tartalmazza, ahol x,,, a numerikusan meghatarozott érték, x,, (az Ateb flggvény), x,;
(a trigonometrikus fliggvény) és x,, (a Jacobi elliptikus fliggvény) ertékei.

2. Tébldzat.

t 1.34951 590864 | 11.5449 18.3719 | 26.5031 36.0519
Tin —0.63368 | 0.47856 | —0.37187 | 0.29576 | —0.23982 | 0.19765
TAA —0.63631 | 048024 | —0.37299 | 0.29654 | 0.24037 0.19805

T —%aa] | 0.00263 | 0.00168 | 0.00112 | 0.00077 | 0.00055 | 0.00040
|Z==£44 1100 | 0.4151% | 0.3510% | 0.3013% | 0.2617% | 0.2295% | 0.203%

m

T At —0.70069 | 042222 | —0.26790 | 0.17728 | —0.12148 | 0.08573
Tn — T AL 0.06707 | 0.05634 | 0.10397 | 0.11848 | 0.11834 | 0.11192
% 100 | 10.574% | 11.772% | 27.959% | 40.060% | 49.346% | 56.63%
Fas 0.63799 | 0.48491 | 0.37900 | 0.30305 | 0.24694 | 0.20445

T — T AT 0.00431 0.00635 | 0.00713 0.00729 | 0.00712 0.00680
|Zm—247 1100 | 0.6807% | 1.3267% | 1.9183% | 2.4638% | 2.9700% | 3.442%

T

Az Osszehasonlitast elvégeztem mind az abszolt értekek kilonbségére, mind a szazalékos
eltérésekre vonatkozéan. A szamitasok alapjan a kovetkez6 lathatd: a legkisebb eltérés a
numerikus megoldastél az Ateb fuggvény alkalmazasanal jelentkezik, valamivel nagyobb a
Jacobi elliptikus fliggvénynél, mig a legnagyobb a trigonometrikus fliggvénynél. Itt az eltérés
meghaladja az 50 %-ot is. Az ilyen megoldas természetesen nem fogadhatd el. Az Ateb
fliggvény hasznalata a legkedvezobb, itt az eltérés 0,25 %, mig a Jacobi elliptikus flggvény
esetén kisebb, mint 5%. Az eltérés az id6vel novekszik. Ezek az eredmények csak megerdsitik
a mar megadott 6sszegzésben azt, hogy a Jacobi elliptikus fliggvény alaki analitikus
megoldas megfeleld pontossagu és a gyakorlatban alkalmazhatd. Az Ateb fliggvény
pontosabb eredményt ad, de szamitasa problémat okoz, mivel egyelére még nincs bevezetve a
specialis flggvények listajara.

Ujvidék, 2014. oktober 7.

Cvetityanin Livia



