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1. fejezet

Bevezetés

Szalas strukturak a természetben a legkis@laegnagyobbig minden méretbederdul-
nak: a DNS-molekulaktdl és a szalas baktériumoktdl a goortzdhkon és mérndki radszerke-
zeteken at a tbbbszaz kilométeres planktonvirdgzas-matakig. Ebben a dolgozatban ezen
struktarak kozul vizsgalunk meg néhanyat, €s ezek mecaami&dellezésével foglalkozunk.

A dolgozatban szalas strukturan olyan alakzatokat értémielyeknek Iényeges tulajdon-
saga, hogy egyik térbeli kiterjedése |ényegesen meglaadanijasik ketit. A mérnoki gyakor-
latban ilyen szerkezetek a rudak, radszerkezetek, és azhtlgpk ilyen szerkezetek képezik
az egyik b témajat: az eredmények egyik része rugalmas radlancell&sh feladataival kap-
csolatos. Mar korabbrol ismert, hogy a rugalmas radlangylelesulyi helyzetei nyomaoterhe-
lés hatasara igen bonyolultak lehetnek, és ismert az iy, Gioogek oka egy kaotikus dinamikai
rendszerrel valé analdgia. Ezen analdgia alapjan szokasyohult térbeli ,viselkedést”, vagy-
is a bonyolult alakot &érbeli khosmnévvel jelezni. A dolgozatban ezt az anal6giat és a térbeli
kaosz elnevezést is részletesebben megvizsgaljuk. Rakagutatni, hogy ezt az elnevezést,
a kaosz és a térbeli khosz kapcsolatat nem is olyan egypmettisan megragadni. Megvizs-
galjuk azt is, hogy térbeli khosz lehetséges-e nemkontiem@vel terhelt ridlancok esetében
is: a korabbi eredmények mindig a konzervatitileesetét vizsgaltak. Azt is vizsgalni fogjuk,
hogy a bonyolult egyensulyi helyzetek leirdsara hagyormsary alkalmazottlasszikus invari-
ansok(stabilitas, szimmetridk, zérushelyek szama) kivaltkag@gy korabban mar bevezetett,
a kaosz és a térbeli kaosz analégiajat kihasznal6 jetleriza szimbolikus dinamikan alapul6
cimkézéssel.

A masik rendszer, ahol a szalas strukturak jélesizerepet kapnak, a hidrodinamikai aram-
lasokban zajlé kaotikus sodrodas jelensége. Ismert, hdglyadékban sodrodd részecskék
mozgasa nem koveti a folyadék aramvonalait, ha az arambesseégtere ifliggd. Ez lehe-
tové teszi, hogy a sodrodo részecskék mozgasa sokkal bdtaypdidegyen, mint az aramlasi
kép. Még ha az aramlas magalmen periodikus, akkor is &ordulhat, hogy a sodrodé ré-
szecskék mozgasa rendkivil bonyolult, kaotikus lesz. Atikas rendszerek egy jol ismert
tulajdonsaga, hogy a kedaftltételek egy adott halmazat rovidialattnydjtasok és hajtogata-
soksorozatanak teszi ki, és ezaltal bonyosdalasszerkezetlivé alakitja. Ezt nagyon egyszer(
ellerdrizni folyadékaramlasok esetében: kezdjink lassanitgjkeverni egy csésze kavéban,
és a szalas alak a szemunk lattara bontakozik ki. Amenngb@namlasyitott, vagyis a vizs-
galt tartomanyba van bearamlas, majd onnan a keveredékistd@inodnak a részecskék, akkor
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1. FEJEZET. BEVEZETES 2

a szalas strukturak edyaktalalakzatotalkotnak. A keveredés okozta szalas szerkezetnek Ié-
nyeges szerepe lehet a gyakorlatban igen sok esetben:daoldkban lappangd régi és friss
viz eloszlasaban, a szenn@eeések (olajfoltok, szennyviz) eloszlasaban stb. A datmen azt
vizsgaljuk, hogy a keveredés okozta szalas szerkezetgkmskerepet jatszanak, ha a sodrodo
részecskélaktivak kémiai reakciokban vesznek részt, vagy biologiailagvakti Ennek jelen-
tOs szerepe lehet az égési folyamatokban, a motorok vizébala, tervezésében, a mikroaram-
lasokban (pl. szamitdgépes nyomtatdkban), Iégkorkémligamatokban, 6ceani aramlasokban
€él6 planktonpopulaciok életében, altaldban a kdérnyezetegdszamos tertletén.

A dolgozat harmadik részében azt vizsgaljuk, hogy milydegeetességei vannaknéve-
kedbszalas strukturaknak. &zor egy altalanos kinematikai leirdséat adjuk novékgarbék-
nek. Ez modellezheti példaul egyalas baktériunvagy egygombafonahdvekedését is egy
egyszeri biolégiai feltevés mellett. Ezutan megmutatiidgy ha nemcsak egy szal névekedé-
sét vizsgaljuk, hanem pl. szalakbol &ll6 teljes baktérialbkia vagy gombatelep névekedését,
akkor is figyelembe kell venni, hogy a telep szalakbol allelea szalak egyddben valto-
z6 fraktalmintazatoalkotnak, és a telep ndvekedését ez j@emhértékben meghatarozza. Az
idében valtozé fraktalsag otlete azonban nemcsak itt alkathaté. Megmutatjuk, hogyart
aramlasokbareajl6 aktiv folyamatok esetén is az teszi léhat kémiai egyenletek felirasat,
ha figyelembe vesszik, hogy az aramlas mechanikai torvényszgei iGben valtoz6 szalas
struktarak felbukkanasat okozzak.

A Bevezetés kovetkéerészében a fent vazolt teriileteken mar korabban ismehtreéneye-
ket foglaljuk 6ssze, és felsoroljuk, hogy melyek azok a ksek, amelyeket a dolgozatban meg
kivdnunk vélaszolni.

1.1. A kutatas ebzményei, idbszerlisége

1.1.1. Rugalmas radlancok és térbeli kaosz

A dolgozat egyik & témaja a rugalmas rudak kihajlasanak vizsgalata. Eteg€Gaspar és
Domokos, 1989) ez a modell azt volt hivatott szemléltetogyha folytonos szerkezetek nume-
rikus modellezése (pl. végeselemmabdszer, diszkrételamddszer stb.), ami 6hatatlanul egyuitt
jar a szerkezet diszkretizalasaval, milyen nem vart hibékazhat. Olyarparazitamegolda-
sok bukkanhatnak fel, amelyek a diszkrét rendszernek vaiédoldasai, azaz pl. a rugalmas
radlancnak valodi egyensulyi helyzetei, de az eredetitfwigs feladatnak egyik megoldasara
sem hasonlitanak. Ez a jelenség mas folytonos feladatakrdiszalasa kapcsan is felmertilt
(Gaines, 1974; Peitgeat al., 1981; Heged(s, 1986; Gaspar és Németh, 2004).

Az eredetileg vizsgalt rugalmas radlanc a jél isnteuter-feladatdiszkretizalaséval all él
Az Euler-feladat egy végein nyomdeel terhelt rugalmas, karcsu rid egyensulyi helyzeteivel
foglalkozik, és Euler (1744) a feladatot t6bb, mint két dséfészdzaddal ezélt Iényegében
meg is oldotta. A rugalmas radlanc ennek a feladatnak a natiean €s egyben a mechanikai
értelemben vett diszkretizalasaval is megkaphatd (Dom@soHolmes, 1993). Ha az Euler-
feladat egyenleteit a megfetein6don differencia-egyenletté alakitjuk, akkor éppen.azib-
ran lathat6 rugalmas radlanc egyensulyi és geometriairdgigat kapjuk (Domokos és Holmes,
1993). A rugalmas rudlan®’ darab végtelenil merev rudeledildll, amelyeket nyomatékbi-
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ré rugék kapcsolnak csuklésan dssze. A rugokban ébnydmaték a legegyszeriibb esetben
aranyos a két 6sszekapcsolt ridelem relativ elfordul§s@vagoallandd. Az igy kialakitott
rugalmas rudlanc egyik végét az 1.1 abran egy fix csukl6 tié@ztalajhoz, a masik vége sza-
badon el tud mozdulni a két végpontot 6sszékdinal mentén. A legegyszeriibb, kordbban is
vizsgalt esetben a terlieed, F', ezen a gorgs csukléval megtamasztott végen hat, ahogy azt
az 1.1 4bra mutatja. A kébbiekben ennél bonyolultabb, teljesen altalanos (akérkoezer-
vativ) terhelést is meg fogunk vizsgalni, €és megengedinKinearis kapcsolatot a ridelemek
relativ elforduldsa és az 6sszekdtigokban ébretlnyomatékok kdzott.

1.1. abra. A rugalmas radlanc modellje.

A rugalmas radlanc alakjat egyértelmien jellemezni lehetukldknak az eredeti, terhelet-
len helyzetbl mért fugdleges eltolédasaval (az abrgy), valamint a ridelemek vizszintessel
bezart szogével (az abrar). A radelemek hossza a legegyszerlbb, korabban is vizssgt-
ben azonos (az abrdi), kéHbb tekintiink majd eltérhosszusagu elemeblfelépitett lancot
is.

A rugalmas rudlanc egyensulyi helyzeteinek vizsgalatdhjok fel az egyensulyi és ge-
ometriai egyenleteit! A geometriai egyenletek az egye®lerdek helyzetét irjék lej, ., =
y; + {sina;. Az egyensulyi egyenletek az éls radelem nyomatéki egyensulyat irjak le:
play — ai1) = Fyiyq. Az egyenleteket dimenzidtlan alakban is fel lehet irnibkaezetjik a
A = F(/p dimenzi6tlan teherparamétert, ésiaz— (y; valtozécserével dimenzidtlan tavol-
sagokra téruink at (a nyil itt, és l@sb hasonlo esetekben azt jelenti, hogy az egyenletekben
helyébely;-t irva az Ujy; dimenziodtlan lesz( egységekben mérjik). Ezzel az egyenletek

Yirr = Yi Hsinag, i = — AYigr (1.1)

alakba irhatok (Karolyi és Domokos, 1999). Emellett ki kéli a peremfeltételeket is, ame-
lyek szerint a két tAmasz nem mozdulhat el a terhelés eggéhes

Yo=0=yn. (1.2)

A lehetséges egyensulyi helyzetek megtalalasara a kaethédszer kinalkozik (Domo-
kos és Holmes, 1993). Valasszunk kis Iépésekben nivekikezdszogeket, és legye = 0.
Ezutan az (1.1) egyenleteket alkalmazva sorjabaN azdelemre, kiszamithatg, mindegyik
oo kezdbszdghoz. Ha valamelyiky = 0, vagyis kielégiti az (1.2) peremfeltételt, akkor a hozza
tartozéa, egy egyensulyi alakot hatdroz meg. Ha két egymast Kavghoz eltéd eldjelliyy
tartozik, akkor a két keZibzdg kozti tartomany finomitasaval téikeges pontossaggal megha-
tarozhaté egy megoldas.
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Az oy kezdbszdg egyértelmiien meghataroz egy megoldast, hiszenlgzflyenletek se-
gitségével az dsszes tobbi ridelem helyzete meghatédéoZrmtiehebvé teszi egyglobalis
bifurkaciés diagramszerkesztését: ezen egy addttelemszam esetén mindenteherpara-
méterhez feltliintetve azom, kezddszdgeket, amelyek egyensulyi helyzetet hataroznak meg,
megkapjuk a szerkezegyensulyi Utjaitllyen bifurkacios diagramot mutat az 1.2a abra egy
N = 12 elemi rugalmas radlanc esetére (Gaspar és Domokos, 1288okds és Holmes,
1993; Karolyi és Domokos, 1998, 1999). Osszehasonlitdskemh.2b abra az eredeti, folyto-
nos Euler-feladat hasonl6 bifurkaciés diagramjat mutatja

ANZ/TE

0 w4 w2 34 T 0 w4 w2 314 m

1.2. abra. a)N = 12 elem( rugalmas radlanc bifurkaciés diagramja. b) Az Euler bi-
furkaciés diagramja. A fldijeges tengelyen a teherre jellednértékek szerepelnek, a viz-
szintes tengelyen a keésizog. Az Euler-rad esetén/adimenzidtlan teherparaméter értéke
A = FL?/EI, ahol F ateher értékel, a rad hosszaly I a hajlitbmerevsége.

Lathato, hogy az Euler-feladat bifurkaciés diagramjahépdst a rugalmas radlancé sokkal
bonyolultabb. Hogy ennek az okat megértsuk, tudni kell,yhogndkét feladat matematikai
alakja, vagyis a hozzajuk tartoz6 peremérték-feladat, feheltethed egy-egy kezdetiérték-
feladatnak. A peremérték-feladat és a megéeledzdetiérték-feladat kdzott az a kapcsolat,
hogy az egyenletek azonos alakban irhatdk, de a perenfétéglat ivhossz vagy elemszam
valtozéjanak a kezdetiérték-feladatban az (esetleg diszkdo felel meg, és peremfeltételek
helyett kezdfeltételeket adunk meg. Az Euler-feladat egyenleteinelgfieleb kezdetiérték-
feladat amatematikai inggThompson és Virgin, 1988; El Naschie, 1990), ami egy jolasm
regularis (nem kaotikus) dinamikai rendszer. Ezzel szendbeugalmas radlanc egyenletei
megfelelnek astandard leképezésn€ékomokos és Holmes, 1993), ami egy jol ismert kao-
tikus dinamikai rendszer (Lichtenberg és Liebermann, 19BRgjegyezzik, hogy a rudak
egyensulyi alakjai és a porgettyl dinamikaja kdiichhoff-analégiamar régéta ismeretes
volt (Kirchhoff, 1859; Love, 1893; Antman, 1995), az Eutéd és az inga kozti analégia en-
nek specidlis esete.

Az egyensulyi helyzetek és egy dinamikai rendszer vis@kedkozo6tt fennalldé analégia
jogossa tette, hogy a sok bonyolult egyensulyi alakot ndugaerkezetekre azt mondjuk, hogy
azok atérbeli khoszallapotaban vannak (Mielke és Holmes, 1988; Thompson &grit 988;

El Naschie, 1990; Davies és Moon, 1993; Hental., 1997). A térbeli khosz elnevezést mas,
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hasonl6 esetekben is alkalmaztak mar, nemcsak a rugalrdiscdk bonyolult egyensulyi
helyzeteire: példaul folyadékaramlas allandésult miataizesetében (Eguiliet al., 1999) és
altalanos matematikai vizsgalatokban (Albeverio és NizH2001) idbfliggd rendszerek allan-
dosult allapotainak leirasara.

A teher novelésével a bonyolult ridlancalakoknak megbedglyensulyi utak a bifurkacios
diagramon mind az, = 0 illetve azay, = 7 helyzethez tartanak (Domokos, 1997). Az egyen-
sulyi helyzetek ,kilapulnak”, megmutathaté (Domokos, I9%hogy az 6sszes; sz6gr egész
szamu tobbszordse lesz; = k;m, k; € 7, aholZ az egész szamok halmaza. Ez az eredmény
lehebve tette (Kéarolyi, 1998; Karolyi és Domokos, 1999), hogyifatzacioés diagram egyen-
sulyi Gtjaitegyértelmiiesimkézni lehessen. A cimkék a kovetk&gppen allithatok él Az N
rudelem végtelen nagy értékénél felvetty; = k;w értékéldl csak ak; (i = 1,---, N) egész
értékeket megtartva egy egész szambdl allé cimkét kapunk. Megmutattuk (KarolyB8L9
Karolyi és Domokos, 1999), hogy ezek a cimkék nemcsak \&gtelgy\ teher esetén jellem-
zik arugalmas rudlanc alakjat, hanem minden egyensulgi#tiezik egy minimalis teher, ami
felett a rad alakja ,keffen lapos”, és a cimkét ugy is megkapjuk, hogyazzdgek milyen
egészk; szamok esetén vannak legkdzelébib-hez. Ez azt is jelenti, hogy a rugalmas rudlanc
egyes egyensulyi Utjait olyan cimkékkel sikerult ellaamelyet egyszerlen le lehet olvasni az
egyensulyi helyzet alakjara ranézve. Fontos hangsulybngy az egyensulyi utak cimkézése
egyértelmi, azaz adott teher esetén a cimke elvileg mimdermaciot hordoz az egyensulyi
alakrél. Ez nagyon alkalmassa teszi ezt a cimkét, hogyts@alz egyensulyi utak jellemzésére
klasszikusan hasznalt moédszereket. Ezek a klasszikusze@ltsaz egyensulyi alak stabili-
tasan (Maddocks, 1984; Coleman és Swigon, 2000), szimare(tHealey, 1988a,b; Wohle-
ver és Healey, 1995), illetve zérushelyeinek szaman (@lhéd Rabinowitz, 1970; Healey és
Kielhofer, 1991, 1993) alapulnak. Mivel megmutathaté,ynagimkézés a megfefedinami-
kai feladatszimbolikus dinamikajavabkon, ezért a cimkézésrimbolikus dinamikan alapuld
cimkézésnehkeveztik el (Karolyi, 1998; Kéarolyi és Domokos, 1999). Azsikertlt kimutatni
(Kérolyi és Domokos, 1999), hogy a bifurkacios diagram egyryi Gtjait leird, NV darab egész
szambal allé cimkék milyen sorrendben kévetik egymast.farkéaciés diagramon, adottés
N mellettay nbvelésével sorra véve az egyes egyensulyi utakat, egglesgitozik a cimkék
utolsé, N-edik eleme ky), majd néha az utolsé @&ti (ky_,) is valtozik eggyel, majd még
ritkabban az azt meg&t6 (ky_»), €s igy tovabb. Ennek segitségével megadtuk az egyensulyi
utakat jellemd cimkék teljes sorrendjét (Karolyi és Domokos, 1999). Msakcaz a kérdés
maradt megvalaszolatlan, hogy vajon a klasszikus invaoiémeghatarozhatok-e a cimkézés
segitségével, azaz megadja-e a cimke, hogy az egyes elyyeriakhoz tartozé radlancala-
kok stabilak-e, milyen szimmetrigjuk van, és mennyi zéelyglik van. Ennek a kérdésnek az
eldontése lesz a dolgozat egyik célkitiizése.

A cimkézés bevezetésével kihasznaltuk a statikus perékafatadat és a megfefedina-
mikai rendszer kdzotti kapcsolatot. Arra is utaltunk, ha@glgonyolult alakokat eredményiz
statikai feladatot akkor nevezik térben kaotikusnak, halka megfeleltethét dinamikai rend-
szer iddben kaotikus. Nehézségeket okozhat azonban annak eddpht¥yy egy rendszer a tér-
beli khosz allapotaban van-e. A kezdetiérték-feladatokdzaid tetsdlegesen hosszu lehet, és
annak eldontése, hogy a rendszer kaotikus-e, vagy seneghvégtelen hosszu ideig vizsgalt
viselkedés alapjan dontlieel, a kaotikus viselkedést leir6 mennyiségek (Ljapurxpeeens,
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topologikus entropia stb.) mind végtelen hoss#irédatlagolt mennyiségek (Ott, 1993; Tél és
Gruiz, 2002). A dolgozatban vizsgalt kovetkezérdés az lesz, hogy vajon lehet-e kritériumot
adni arra, hogy mikor nevezlieegy peremérték-feladat térben kaotikusnak.

A rugalmas rudlancok vizsgalata soran jellérea konzervativ terhelésekkel foglalkoztak.
Habar a folytonos rudak vizsgéalata soran felbukkannak oemxdrvativ terhek (pl. Beck, 1952;
Szabd, 1999, 2000, 2003; Bou-Ralseal., 2002), a diszkrét esetben igen kevés ilyen tanul-
manyrol tudunk (Popper, 1978; Szabd, 2001). Eppen ezérigaziat célja, hogy megvizsgal-
ja, hogy vajon altalanos, konzervativ vagy nemkonzervatier esetén milyen kezdetiérték-
feladat tartozik a rugalmas radlanc egyensulyat leirémpéreek-feladathoz, konzervativ ma-
rad-e ekkor a megfeléldinamikai rendszer. Megvizsgéljuk azt is, hogy ekkor iigfee térbeli
kaosz.

1.1.2. Fraktalok szerepe a nyitott aramlasokban zajl6 akti folyamatok-
ban

A kdoszelmélet egyik leglatvanyosabb alkalmazasi tesliletrészecskék kaotikus sodro-
dasa folyadékaramlasokban, az utoblblidn az érdekidés kozéppontjaba kerilt (Aref, 1984;
Chaikenet al., 1986; Shariffet al., 1988; Solomon és Gollub, 1988; Ottino, 1989; Ae¢fal.,
1989; Ottino, 1990; Rom-Kedat al., 1990; Shariffet al., 1991; Crisantet al., 1991; Jung és
Ziemniak, 1992; Jungt al., 1993; Sommerer és Ott, 1993; Elhmaatlial., 1993; Ziemnialet
al., 1994; Janat al., 1994; Aref, 1994; Ottinet al., 1995; Péntekt al., 1995a,b,c; Stolovitzky
et al, 1995; Péntelet al.,, 1996; Sommeregt al., 1996; Karolyi és Tél, 1997; Toroczket al.,
1997; Rom-Kedar és Poje, 1999; Giosiaal., 1999; Giona és Adrover, 2001). A legegysze-
ribb eset a részecsk@lassziv sodrodasamikor a folyadék pontszeri, tehetetlentll sodrodo
részecskéket szallit. Ekkor a mozgasegyenlet azt fejehidgy azr helyen lew részecske
sebessége megegyezik a folyadék t) sebességével:

(1) = v(r(t), ). (1.3)

A valtozok feletti pont & id6 szerinti derivalast fejezi ki. Megmutathatd, hogy ha gdolek
mozgasa idtdl fuggetlenul allando, vagyig(r(t),t) = v(r(t)), akkor a részecskék altal be-
futott r(¢) palya azonos az aramlési tér aramvonalaival, és igy az nieeb b®nyolult, ha az
aramlas is egyszerl, nem turbulens. Ha azonban az ararghsiten id6fliggd, mar mas a
helyzet: a részecskék nem az aramvonalakat kovetik, azigtéonek, és az (1.3) differenci-
alegyenletnek lehetndkaotikus megoldasaiAz utébbi évtizedben vilagossa valt, hogy még
egyszeri idfuggést mutatd (pl. idben periodikus) aramlasok esetén is a sodrédé részecskék
mozgasa tipikusan kaotikus (pl. Pénttkal., 1996; Karolyi és Tél, 1997).

Kulonods érdekességgel bir a részecskék kaotikus sodragdtsdt folyadékaramlasban
(Shariff et al., 1988; Arefet al, 1989; Rom-Kedaet al., 1990; Shariffet al., 1991; Jung és
Ziemniak, 1992; Jungt al,, 1993; Ziemniaket al., 1994; Stolovitzkyet al., 1995; Péntek
et al, 1995a,b,c, 1996; Sommerer al., 1996; Toroczkaet al., 1997; Karolyi és Tél, 1997;
Rom-Kedar és Poje, 1999). Az aramlast akkor nevezzik ny#dkf ha egy véges megfigye-
lési tartomanyon keresztil folyd aramlasrol van sz6 (Lat¥82). Ekkor az aramlas abban
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az értelemben nyitott, hogy a megfigyelési tartomanybato&h#olyadék csak bizonyos ide-

ig tartézkodik ott, aztan tovabbhalad, mikdzben Ujabb ddktomegek hatolnak a vizsgalt
tartomanyba. Ha az aramlasbidiggd a megfigyelési tartomanyban, akkor az ide besodrédé
részecskék kaotikus mozgast végezhetnek, de csak véggsadelyadék dsszenyomhatat-
lansaga miatmajdnem mindenészecskének végesidlatt el kell hagynia a vizsgalt véges
méretl tartomanyt (Karolyi és Tél, 1997). Ez azt jelentigy a részecske viselkedése tipiku-
san tranziensen kaotikus. Ezért a nyitott aramlasbandtéetl sodrodo részecskek leiraséra
jol alkalmazhat6 aranziens kaoselmélete (Tél, 1990).

1.3. &bra. A Karman-féle orvényut aramvondla: 0 ést = T'/4 idopontokban, ahol" az
aramlas periodusideje. Az aramvonatak T7'/2 (t = 37'/4) idopontban & = 0 (t = T'/4)
idépontbeli aramvonalak vizszintes tengelyre vett tikoeképfolyadék balrél jobbra aramlik.

Az els) fél periddus alatt a henger félsészének kdzelében keletkezik egy 6rvény, mikbzben
egy korabban szlletett 6rvény kihal a viszkozitas miatt. &sadik fél periédus alatt ennek
pont a forditottja zajlik. Az aramlas szamitdgépes szitaskhoz a Jungt al. (1993) altal
bevezetett modellt hasznaltuk.
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Az 1.3 &bra egy tipikus nyitott dramlast mutat: egy hengakeslaly koril aramlo folya-
dék aramvonalai lathaték. A folyadék balrél jobbra mozogkdmben a henger hatsé falarol
idében periodikusan drvények valnak le, ha a Reynolds-szdranyészaz koril van (Ziem-
niak et al., 1994). Ezek a leval6 drvények alakitjak kkarman-féle érvényutamajd ahogy
tovasodrodnak, a folyadék viszkozitasa miatt kihalnak.ééamlas nyitott, hiszen a tavolrol
érked folyadék mozgéasa @ben valtozé az akadaly kérnyékén niigkovasodrédna. Habar ez
az dramlas idben periodikus, nem turbulens, a sodrodo részecskék rs@rgd@yon bonyolult
lehet. Ahogy azt az 1.4 dbra mutatja, a részecskepalyakonagrzékenyek a pontos kerd
feltételekre: a kis kezdeti eltérések gyorsan niegpk, €s tipikusaexponencialisasavolodo
palyakon futd részecskéket eredményeznek. A kdzelidfettetelekkel inditott palyak tavolo-
dasat jellemé@ exponens & Ljapunov-exponen@tt, 1993; Tél és Gruiz, 2002): két részecske
tavolsaga tipikusan\r(t) ~ Ar(0)e’. A palyak kezdetben nagyon hasonlék, szabad szem-
mel nem is lathaté a killénbség, de végll eltérnek egymastaiagyon kulonbdzhelyeken
hagyjak el az akadaly kornyékét. Ez a kéfaltételekre vald nagyfoku érzékenység a kaotikus
dinamikai rendszerek sajatossaga.

1.0

0.5
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1.4. abra. Sodrodo részecskék péalyaja a Karman-féle tiatiéay. A megfigyelési tartomanyt
vizszintesen megnydujtottuk, hogy lathatébb legyen, nmétiik a henger mogott. A folyadék
balrél jobbra aramlik. Kis kezdeti eltérés a részecskékdwstében nagyon el@malyakhoz
vezet, ami a kaotikus viselkedés jelledje

Egy masik példat az 1.5 abra mutat: egy tartaly két lefoly,vaikor az egyik lefolyo nyit-
vavan, a tavozé folyadék forog (pl. a Coriolistdratasara), azaz a lefolyélel drvényekEz
a nyeb orvény egyszerli modellje lehet példaul a fikdd lefolydjanak. Ebben a példaban két
lefoly6 van, amelyek felvaltva mikodnek: az@&fél periddus alatt csak a bal oldali lefolyd m{-
kodik (1.5a abra), mialatt a sodrédo részecskék spiralgpakpzelednek a lefolybhoz. Aztan
a kovetked fél periddus alatt csak a jobb oldali lefolyé miikodik, é®szecskék most ehhez
a lefolydhoz kdzelednek spiralisan. Ez a két fél periodogii 6nmagat, mialatt egy sodrodo
részecske az 1.5b abran mutatott palyat futja be. Az 1.5¢ édpy kicsit megvaltoztatott kez-
dbhelyzetdl inditott részecske palydjat mutatja, a gyorsantéliérések megint a kaotikus
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viselkedésre utalnak. Ezt az egyszer(l modellt Axtedl. (1989) dolgoztak ki, tulajdonséagait
részletesen a 3.1. alfejezetben fogjuk vizsgélni Karatyél (1997) munkaja alapjan. Ez is
nyitott aramlas, hiszen a lefolyoktdl tavoli helyzétlinduld részecskék a lefolydk kérnyékén
erdsen idfuggd aramlasba kertilnek, majd a lefolyokon keresztiil tavoaréramlasbol, és
igy a megfigyelési tartomanybal is.

ﬁ Cal ] ! LT T 9]

1.5. abra. Sodrédo részecske palyaja a kétlefolyés kadkmaramlas két lefolyobaol (nyél
orvények, az abran fekete kereszttel jeldlve) all, amefpbkaltva mikddnek. a) Az etsfél
periédus alatt a sodrodo részecske logaritmikus spiraténeidzeledik a baloldali nyéhoz,
majd a kovetkea fél periddus alatt a jobb oldalihoz vebetpiralon halad tovabb. b) A teljes
részecskepdlya logaritmikus spiralok révid szakaszabot) A b) képbl kicsit elté6 kezd-
feltételek nagyon eltérpalydkat adnak: a részecske masik lefolyon keresztigtiévo

Tovabbi példakat, modelleket sokan masok is kidolgoztagd Ipl. Shariffet al. (1988);
Aref et al. (1989); Rom-Kedaet al. (1990); Shariffet al. (1991); Jung és Ziemniak (1992);
Junget al. (1993); Ziemniaket al. (1994); Stolovitzkyet al. (1995); Péntelet al. (1995a,b,c,
1996); Sommereet al. (1996); Toroczkaet al. (1997); Rom-Kedar és Poje (1999) munkait.
Mindegyik példaban azt lehet latni, hogy a nyitott, kaosiwiamlasok minden esetbeidgrde
nem tokéletes keveredést okoznak, ami a sodrodo részesséikds fraktaleloszlasahorzet
(Junget al., 1993; Ziemnialet al., 1994; Péntelet al., 1995a,b,c, 1996; Toroczkei al., 1997;
Karolyi és Tél, 1997). Ezt Sommeret al. (1996) laboratériumi kisérletekben is elteizték.

A fraktalok rendkiviul bonyolult geometriai struktarak. ¢gdeon nagy kerulet/tertlet, vagy
felllet/térfogat arany jellemzbket, emiatt barmilyen aktiv folyamatot jelésen fel tudnak
ersiteni. A fraktalok bonyolult geometriajat nem lehet ay@mganyos geometriai eszkdzok-
kel jellemezni. Példaként az 1.6 abran egy egyszerl fiedtAaz készitésének éldepései
lathatok. Ez egy egységnyi hosszu és egységnyi széleb@sikdul, amelynek a kdzéjs
harmadéat eltavolitjuk az éldépésben. Ezzel két csik marad, amelyek szélességeA ko-
vetked Iépésben a megmaradd savok kdépéparmadat tavolitjuk el, igy négy sav marad,
amelyek szélessedg9. Ezt a szabalyt végtelen sokszor alkalmazva kapjuk megksafteal-
mazunkat, amely kulénalld szakaszokbdl, szalakbdl akkeszzadma nem megszamlalhat6an
végtelen. A letakart felllet zérus, de a kerllet végtelegynsaléban, prébaljuk megmérni a
lefedett terliletet és a szakaszok hosszat! A tertletmérésmédja, hogy lefedjik a halmazt
¢ oldalhosszUsagl négyzetekkel (,dobozokkal”), ekkor adeft terlletd(¢) = ¢2N(¢), ahol
N(e) a lefedéshez sziikséges dobozok szama. Ez a teriilet tetesesréigg:-tol, de azt re-
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méljuk, hogy ha egyre kisebb dobozokat veszink, azaz 0, akkor a mért terilet az igazi
lesz: A(e) — A. Hasonl6an, a kerilet hossza becsidhefc) = ¢N(e)-nal. Az 1.6 &bra alap-
jan kiszamithataV (¢): valasszuk a dobozméretet= (1/3)"-nak, aholn tetsdleges egész,
ekkor1/e = 3" doboz kell egy szal lefedéséhez, éswaedik szinter2™ ilyen szal van. Ezzel
N(e) = 6" adadik, vagyis a lefedett terllet(e) = (6/9)", ami nullava valik, han — oo
(¢ — 0). Masrészt,L(e) = (6/3)™, ami végtelen nagy lesz, ha — oo (¢ — 0). A kulo-
nds viselkedés oka az, hogy az 1.6 abran mutatott objektavedebb”, mint egy sikidom,
de ,t6bb”, mint egy egyszerl vonal. llyen objektumokra égfgjta dimenziét lehet definialni,
amely jol jellemzi a bonyolult struktarat, de hagyomanytakaatokra a szokasos dimenziot
adja (Mandelbrot, 1977). Ennek megféleh, legyenD egy alakzafraktaldimenziéjaha aze
oldalhosszu dobozok minimalis szama, amely az alakzastidfedéséhez sziikséges,

N(e) ~e (1.4)

modon viselkedik, ha — 0. Egy alakzatot akkor neveziiftaktalnak ha az ily médon defini-
alt dimenzioja nem egész szam. Habar léteznek ennél bdtafdi) de pontosabb definiciok a
fraktaldimenziéra (Mandelbrot, 1977; Falconer, 1990),/pi fogjuk fraktaldimenziénak ne-
vezni, mert az esetek talnyomo tébbségében, amelyekndtodgt jelenBsége van, a fenti
definicié ugyanazt az eredményt szolgaltatja.

—) —)

1.6. abra. Egy szalas fraktal, a Cantor-szaldlakitasa. Az el§ |épésben az egységnyi éli
alakzat harmadat tavolitjuk el. Aztan a megmaradt savakadat vagjuk ki. Ezt a szabalyt ko-
vetve vizszintes szakaszok maradnak, melyekdleges metszete a j6l ism&antor-halmaz
(Mandelbrot, 1977; Tél, 1988; Falconer, 1990). Az alakzaktfildimenziéja (1.4) alapjan
D =1n6/In3 ~ 1.631.

Megjegyezzik, hogy ezek a szalas fraktalstrukturak ilyent@san csak diffiziomentes
esetben jelennek meg nyitott aramlasokban. A diffuziéddatalesz egy olyan als6 méretskala,
amely alatt a fraktalszerkezetet a diffazié ,kisimitja'niek hatdsa azonban a legtdébb eset-
ben elhanyagolhat6, mert a diffazional sokkal jeteebb kever hatést fejt ki az aramlas, a
diffziés méretskala sokkal kisebb, mint az aramlas &&lerés meretskalaja.

A 3.1. alfejezetben a kétlefolyds kad egyszerl példajaeszil megvizsgaljuk, hogy mi-
lyen altalanos tulajdonsagai vannak a nyitott aramlasiokmaként bukkannak fel a sodrédé
részecskék altal benépesitett szalas fraktalmintazbfmki fogjuk, hogy ezek a szalas fraktal-
mintazatok az 1.6 abran mutatott Cantor-szalakhoz hasael&kezetet mutatnak.

A kémiai reakcidkat hagyomanyosan olyan reakcioegyekiteteszokas leirni, amelyek a

Ve

zelités mar bizonyitotta létjogosultsagéat. Az utdbliiidn azonban egyre tobb olyan feladat
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vizsgalatat kell(ene) elvégezni, ahol a kémiailag aktiyagok nemegyenletesen vannak el-
osztva abban a tartomanyban, ahol az aktiv folyamatok giéerkciok) zajlanak. A leggyak-
rabban ilyen esetekben valamilyen aramlas okozza a reapgiigok keveredését: ilyenkor
a keveredés meglelieten j6 lesz, deem tokéletesazaz a kémiai egyenletek nem irhatdk
fel pusztan a reagalé anyagok atlagos koncentracioiraoalap llyen esetek a gyakorlatban
legtbbbszor a Iégkorkémidban, égések soran, motorokbrdnlf@k eb, vagy példaul vizes
kornyezetben sodrédé plankton-populéciok esetében.drélra kérdés, hogy a nyitott aram-
lasokban felbukkané szalas fraktalalakzatoknak milygddeavan a kémiai aktivitasra, vajon
a hagyomanyos kémiai egyenlet és latasmaod ilyenkor is gegea. Ennek a kérdésnek a meg-
valaszolasa lesz a dolgozat koévettkezlkitlizése.

A legtdbb természetes@elyen rengeteg versehdnj képes egydtt élni, mikdzben rend-
szerint viszonylag kevés forras (pl. taplalék, oxigényfst.) korldtozza a szaporodasukat. Ez
ellentmond a klasszikus elméleteknek, amelyek az egyessiokat legratermettebben felhasz-
nalo6 fajokon kivil az dsszes tbbbi kipusztulasat jésoljgkbgén kérnyezetben.

Az egyik legjellembbb példa, ahol a kompetitiv kiszoritas (Gause és Witt, 1Bi3&din,
1960) ellentmond a tapasztalatnak, a fitoplankton-koloesetében mutatkozik meg, ezt neve-
zik plankton-paradoxonnagHutchinson, 1961). A fitoplanktonok a tengerekben, taaakéb
mikroszkopikus névényi élények 6sszessége, és rendkivil jedsrszerepet tdltenek be a foldi
oxigénhaztartasban, hiszen a legjebmatbb CQ-fogyasztok és @termebk. Szamos vizsga-
lat javasolt megoldast a plankton-paradoxonra, amennyibegmutattak, hogy kulonféle me-
chanizmusok léteznek — pl. kérnyezeti inhomogenitasajadazok jelenléte, kitszavarok,
egyuttes evollcio sth. —, amelyek a biodiverzitast fenfétuthrtani (Connell, 1978; Wilson,
1990). A fentiek alapjan azonban felmerul a kérdés, hogyrvag aramlasok mechanikai sajat-
sagai altal megjelénszalassag, fraktalitas vajon nem elegemhomogenitas-e ahhoz, hogy
onmagaban is biztositani tudja a vers@ifgjok egyittélését. Ennek elddntése lesz a dolgozat
Ujabb célkitiizése.

1.1.3. NOvekw szalak és szalas struktirak

Az dramlasokban zajlé bioldgiai aktivitas nem az egyetlédja fraktalkoloniak létrejotté-
nek. Ahogy azt Oberet al. (1990); Patankaet al. (1993); Lejeune és Baron (1997); Bodely
al. (1999) kimutattak, bizonyos mikrobatelepek is mutathktkomplikalt, fonalas fraktalszer-
kezetet. llyen kolonidkat alakitanak ki a prokaridtetinomycetalebaktériumok és az eukari-
Ota gombak (Prosser és Tough, 1991). Ezek mindegyike refidkzamossagban forduldeh
természetben, a talajtdl kezdve az emberi testig. Hatlalerjedtségiik mellett nagy gyakor-
lati fontossagukat jelzi az is, hogy a vilag antibiotikumrzim- és citromsav-termelésének je-
lentds részét ezeActinomycetalesés gombatelepek tenyésztésével végzik (Prosser és Tough,
1991; Chater és Losick, 1997; &t al,, 2000).

Nagy gyakorlati hasznuk és elterjedtségik ellenére ezdénglek névekedésének pontos
részletei Iényeges részben nem ismertek. Novekedéstlsaaldaszbol all, amelyek kilénbo-
z6 szinten modellezhék, kezdve a sporak ndvekedésének beindulasaval, folytt\vegyes
szalak novekedésének részleteivel, a szalak elagazaswuktésén at a teljes telep ndveke-
dési torvényszerliségéig. Mi elillkét szakasz modellezését fogjuk elvégezni. Egyrészt egy
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szalnak a ndvekedését fogjuk vizsgalni, ehhez egy kind&miatizsgalatot fogunk elvégezni.
Masrészt a teljes telep ndvekedését szereténk modekdrgz a telep fraktaltulajdonsagainak
figyelembevétele lesz sziikséges.

A prokariotaActinomycetalegs az eukariota gombak, a koztik talalhato hatalmas kilénb-
ségek ellenére, hasonlo topoldgiaval és névekedési tijiszéniségekkel rendelkeznek. Eletii-
ket spora allapotban kezdik, amedlielészor egy hosszu szal, fonab ki, aminek nevéhifa.
Mivel ezek az élények masképpen nem képesek helyvaltoztatasra, a hexsak ndveszté-
sének egyik célja Ujabb és Ujabb, tApanyagban gazdagtadciiddderitése. A szal ndvekedése
gyakorlatilag kizardlag a csucsanal torténik (Reinhat892; Grove és Bracker, 1970; Saun-
ders és Trinci, 1979; Gragt al., 1990; Prosser és Tough, 1991; Chater és Losick, 1997ekEnn
oka, hogy ha a szal teljes hossza mentén torténne a ndvekd#tés hallatlan nagy surldédast
kellene legyznie szilard kozegben névekedés esetén, mikdzben asehesa csucs felé éte
haladna. Tehéat csak a csucsnal van nbvekedés, de ahhozteljgsdhossza hozzajarul: a tel-
jes hossz mentén hasznositja a kdzegben talalt tapanyegelynek egy részét arra forditja,
hogy sejtfalépit anyagot juttasson a csticshoz (Saunders és Trinci, 1988sdtrés Tough,
1991, Bartnicki-Garcieet al,, 1989; Regaladet al., 1997; Regalado és Sleeman, 1999). A
ndvekedés biologiai részletei nem ismertek, de valosegnéltérnek azActinomycetalegs
a gomba esetében. A sejtmaggal nem rendélkpmkaridtaActinomycetalegsetén valdszi-
nileg a beld folyadéknyomast(rgornyomas ,felfdjja” a szal csucsat, ahova a sejtfalépit
polimerek beéplilnek (Kookt al., 1981; Grayet al., 1990; Prosser és Tough, 1991). Nem telje-
sen vilagos, hogy milyen mechanizmus szallitja azégpiyagot a csicshoz: egyes vélemények
szerint (Grayet al.,, 1990) a diffazi6é szerepe jeldid lehet ebben a folyamatban. A gomba-
fonalak sokkal nagyobb atniérel és hosszal rendelkeznek, és a ndvekedést szolgalbpegépe
is sokkal 0sszetettebb. Habar itt is a ldefsyoméas az altalanosan elfogadott hajidemnek
pontos szerepe és fontossaga még vita targya (Money, 1¥818xzinlleg a sejtvaz is fontos
szerepet jatszik a sejtfal szétfeszitésében és a holykdgjdizs csomagolt sejtfalépipolimerek
csucshoz juttatasaban (Bartnicki-Garetal., 1989; Grayet al., 1990; Prosser és Tough, 1991;
Regaladet al., 1997; Regalado és Sleeman, 1999). Egyes megfigyelésikt segombak no-
vekedése 0sszefligg egy jol lathatd, @tésszetételll folt (UrSpitzenkdrpermegjelenésével
a csucs kozvetlen kdzelében (Grove és Bracker, 1970; BkiHGiarciaet al., 1989; Prosser és
Tough, 1991; Regaladet al., 1997; Regalado és Sleeman, 1999). Mindazonaltal a Sjifze
per szerepe nem tisztazott, és nem is minden gomba eseiatoléGrove és Bracker, 1970),
azActinomycetalekifa esetén pedig még egyaltalan nem figyelték meg.

A bioldgiai részletek ellenére, a morfologiai hasonloségtacsalad kozott mar Reinhardt
(1892) uttéd munkaja 6ta nagy érddidést keltett. Reinhardt (1892 Bdareptomycesevii bak-
térium novekedésél végzett részletes megfigyeléseket. A cslcs ndvekedézéletett eld
modellek pusztan geometriai alapon prébaltadk ko zeliteaias alakjat (da Riva Ricci és Kend-
rick, 1972; Trinci és Saunders, 1977). Ezutan két egymastélked iranyzat jott létre. Az
egyik modell a fellleti feszlltség szerepét hangsulyo3aaders és Trinci, 1979; Koehal.,
1981; Koch, 1982; Gragt al., 1990), amely szerint a bélsurgornyomas felfljja a csucsot, és
utana épllnek be a falépipolimerek. A masik elképzelés (Grove és Bracker, 197 0triBzai-
Garciaet al., 1989; Regaladet al., 1997) a Spitzenkoérper szerepét probalja megfejteniirsze
tik ez az esetenként lathat6 folt gy(jtené dssze a fél@oilimereket a csiucs kdzelében, aztan
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ez osztja szét a csucs iranyaba, mikdzben valamilyen modsaas felé halad.

Anélkil, hogy ebben a vitaban allast kivannank foglalrddkgozunk egy kinematikai mo-
dellt a néveked sikbeli goérbék modellezésére. Ezzah@ekvd gorbévedzeretnénk leirni a
szal hosszmetszetének a konturjat, vagyis a ndvekucs alakjat. A dolgozatban eldénténd
kovetked kérdés az lesz, hogy vajon milyen feltevés mellett lelyets@ valddit megkdzedit
névek\w csucsokat kapni.

Ha egy baktérium- vagy gombafonal tul hosszubé rakkor a csucs mar nem képes a hifa
teljes hossza mentén folyamatosan ké$fdélépit anyag beépitésére. Ekkor a fortgazik
és Ujabb novekeilcsucsok keletkeznek (I. 1.7 abra). Ez segiti a kdrnyepeaingagtartalma-
nak minél jobb kihasznalasat is: végil a rendelkezésret@tidetet striin behal6zo koloniat
kapunk. Egymast kdvételagazasok utan egy bonyolult geometriaju telep jon [@tréabra):
ennek nevanicélium(Prosser és Tough, 1991). A ndvekedés kezdetén a biomassiavel
linearisan ndvekszik, ami hamarosan a sok elagazéas mianhexcialissa valik (Trinci, 1971;
Steele és Trinci, 1975; Prosser és Tough, 1991; Ikasari tehdi, 2000). Ké8bb a telep koze-
pén, a kolonia legbregebb részén nagyon siri lesz a omegdis a taplalékhiany miatt lelassul
a novekedés (Steele és Trinci, 1975; Prosser és Tough, IK&hri és Mitchell, 2000). Vé-
gul a telep kozepén teljesen leall a ndvekedés, és az csagpasttlein folytatddik, ahol a
tapanyagforrasok még nem merultek ki.

1.7. &bra. AStreptomyces coelicol@mlagazéasai (University of Arizona).

Ebben a végs szakaszban a tapanyaghiany miatt a kol6nia kézepe boaklasdul. A
felbomlé micélium azonban tapanyagforrast jelent abfifls kovetkel szakaszahoz: &gi
agaknovesztéséhez (Prosser és Tough, 1991; Chater és Los&R), Bzilard talajon (nem fo-
lyadékban) névesztve a légi agak a felsaietfelé n6 b fonalak, amelyek az elhalé micélium
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altal szolgaltatott tapanyagot hasznaljak a novekedéstéegil ezek a légi Agak sporakra esnek
szét, amelyekil mashol, kedvez kdrilmények kdzott az életciklus Ujra kemthet (Prosser és
Tough, 1991; Chater és Losick, 1997). A micélium leépllésa Iégi agak nbvekedése kdzben
kerll sor az antibiotikum-termelésre is: ennek célja, hadgépid koldnia altal szolgaltatott
tapanyag mérgézlegyen a kdrnyezetben@kgyéb baktériumok szamar#étsazokat elpusz-
titva a 1égi 4gak még tébb tApanyaghoz jutnak (Chater ésk,05097), I. az 1.8 abran.

A teljes koldnia ndvekedésének modellezésére sok modstipdtak ki. A modellek egy
része jol meg tudja magyarazni a kezdeti exponencialisk®ilést az elagazasos véletlen bo-
lyongéas otletédl kiindulva (Prosser és Trinci, 1979; Kotov és Reshetniki890; Yanget
al., 1992a). Ezek kozott vannak szamitogépes modellek (khgohet al., 1980; Yancet al.,
1992b) és analitikus eredmények (Prosser és Trinci, 19@&Wés Reshetnikov, 1990), ame-
lyek az exponencialis ndvekedés fazisat paraméterezikodettek masik csoportja eleve fel-
tételezi, hogy a telep csak a szélén(Rirt, 1967; Trinci, 1971; Edelsteat al., 1983; Georgiou
és Shuler, 1986). Ezek a modellek j6 leirasat adjak a kolkésai, lelassult névekedésének.
Habar mérések és szamitogéepes szimulaciok (Lejeune én,B&97) is mutatjak a két fazis
kozti atmenetet, eddig még nem dolgoztak ki olyan anaktikodellt, amely megmagyarazna,
hogyan zajlik ez az atmenet.

Medgfigyelték, hogy a baktérium- és gombatelepek jo! letkat fraktalgeometria médsze-
rével (Obertet al., 1990; Patankaet al., 1993; Lejeune és Baron, 1997; Bodelyal., 1999).
Eddig azonban nem tortént arra kisérlet, hogy a fraktalsggliembevételével probaljak meg
leirni a nOvekedést. Ugyanakkor mérések (Oleul., 1990; Ruzickaet al.,, 1995) és szimu-
laciok (Lépez és Jensen, 2002) is mutattak, hogy a telepékdidimenzidja idben valtozik.
Felmeril a kérdés, hogy vajon lehetséges-e ahed valtozo6 fraktaldimenzié otletét felhasz-
nalva olyan modellt kidolgozni, amelyik a teljes telep nkegesének kezdeti, exponencialis,
€s Vég#, lelassulé szakaszat is képes leirni. Ez lesz a dolgoxatkeéd célkitlizése.

ld6ben véltozo6 fraktaldimenzié nemcsak a baktérium- és gtefdyzek biologiai torvény-
szerliségei miatt alakulhat ki. A nyitott aramlasban sddréészecskék kapcsan emlitettik,
hogy azok egy fraktélon gylilnek 6ssze, amelgtdn allandé dimenzidval jellemezbetel-
merll a kérdés, hogy mi a helyzedrt aramlasok esetén, vagyis amikor az aramlas zart tar-
talyban zajlik, ahonnan nincs kiszokeés. A szalas struktily&nkor is megjelennek, gondol-
junk csak a kavéban elkevert tejszin mintgjara. Azonbanrdaaniliyenkor nyilvanvaléan nem
allando, a keverés soran a részecskék eloszlasa egyre @oefglesz. Korabbi vizsgéala-
tok (Wonhas és Vassilicos, 2002) alapjan felmerul a kérdégy vajon a zart aramlasokban
jellemezhebk-e a kialakuld szalas strukturak a fraktalgeometria @seivel, és hogy ezek a
struktarak vajon hogyan befolyasoljak a reakciéegyekbdtda a sodrodo részecskék kémiai-
lag aktivak. A dolgozat utolso célkitlizése ennek a kérelésmmegvalaszolasa lesz.
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1.8. abraStreptomyces coelicol@ital termelt antibiotikum (John Innes Centre). A felsepen
az antibiotikumot a lila csepp tartalmazza, bal oldalontétethb kék szin jelzi a kolonia kordl,
a jobb oldali képen a vords részeken gyult ssze.
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1.2. A dolgozat célkitlizései

Az el6z6 részben bemutatott kérdések alapjan a dolgozat céfiséiizaz alabbiak szerint
fogalmazhatjuk meg:

1. Meg kivanjuk vizsgalni, hogy a rugalmas rudlanc egyendiglyzeteit leird, szimbo-
likus dinamikan alapuld cimkézés segitségével megkagratiz egyensulyi utak jel-
lemzésére klasszikusan haszndlt jelléinza stabilitds, a szimmetriak és a zérushelyek
szama.

2. Adjunk egy széles korben alkalmazhaté modszert anndkeddére, hogy egy szerkezet
bonyolult egyensulyi helyzetei térbeli kaotikus rendkéet kezelhdik-e.

3. Vizsgaljuk meg, hogy altalanos konzervativ vagy nemkovettiv teher hatasara kihaj-
|6 rugalmas radlanc egyensulyi helyzeteit leird perenkéitéadatnak megfeleltethi@t
kezdetiértek-feladatnak milyen tulajdonsagai vannak.

4. Vizsgaljuk meg, hogy a nyitott hidrodinamikai aramlésak kaotikusan sodrodoé ré-
szecskék szalas fraktaleloszlasa hogyan valtoztatja magyomanyos kémiai egyenle-
teket.

5. Vizsgéljuk meg, hogy a nyitott &ramlasok mechanikaijtidasagai képesek-e olyan in-
homogén eloszlast eredményezni, amely a ves@tanktonfajok egyittélését leliee
teszi.

6. Adjunk egy altalanos kinematikai 6sszefliggést a noviekedlak lehetséges alakjara, és
vizsgaljuk meg, hogy hogyan kaphaté ébh baktériumszalak és gombafonalak lehet-
séges alakja.

7. Az id6ben valtozé fraktaldimenzid otletének felhasznalasé&wabktrualjunk modellt a
szalas baktérium- és gombatelepek ndvekedésének madsiez

8. Az iddben valtozo fraktaldimenzié otletét felhasznélva vidisdggdmeg, hogy milyen mo-
don valtoznak meg a hagyomanyos reakcidéegyenletek a zémi@okban sodrodo, ké-
miailag aktiv anyagok esetében.
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1.3. Az értekezés szerkezete

A 2. fejezetben a rugalmas rudlancok egyensulyi helyzetdéoglalkozunk. A szimboli-
kus dinamikan alapulé cimkézés segitségévhlétjuk az egyensulyi helyzeteket jelletz
klasszikus invariansokat. Adunk egy lehetséges megfaggdst a térbeli kaosz jelenségére, és
megvizsgaljuk az altalanos konzervativ és nemkonzerwatihelés hatasat. A kapott eredme-
nyek alapjan kimondjuk a dolgozat élkdrom tézisét.

A 3. fejezetben a nyitott aramlasokban felbukkané szalasanatokkal foglalkozunk. Egy
egyszeri hidrodinamikai modellben megmutatjuk, hogyénikbukkannak fel ezek a szalas
fraktalstrukturak. Megvizsgaljuk, hogy ha a sodrodoé réskék kémiailag aktivak, akkor az
eloszlasuk fraktaltulajdonsaga hogyan modositja a hagygos reakcidegyenleteket. Ennek
az eredménynek egy lehetséges alkalmazasat is megmuwatfuamlasban sodrédoé plankton-
populaciék dinamikajara. Latni fogjuk, hogy az aramlas hasikai tulajdonsagai hogyan se-
gitik a biodiverzitast. Ezek alapjan Gjabb két tézist fogatunk meg.

A 4. fejezetben a novekédszalakat és szélas struktlrakat vizsgaljuk. Altalanosrkia-
tikai egyenleteket irunk fel novekédszalakra, majd egy lehetséges alkalmazasként a szalas
baktériumok illetve gombafonalak névekedését modellezEzutan az idt6l figgd szalas
fraktalok oOtletét alkalmazzuk egyrészt baktérium- és gatmlepek ndvekedésének modelle-
zésére, masrészt zart aramlasban zajlé aktiv folyamatgiérésére. Az eredményeket Ujabb
harom tézisben 6sszegezzik.

Az utolso, 5. fejezetben 6sszefoglaljuk a téziseket, ésitamnk tovabbi lehetséges alkal-
mazasokra is.



2. fejezet

Rugalmas rudlancok és térbeli kdosz

Ebben a fejezetben a rugalmas rudlancok egyensulyi helyxétsgaljuk kilonféle terhek
hatasara. Eiszor a végein terhelt rugalmas rudlancot vizsgaljuk a Bejeaetben, és megmu-
tatjuk, hogy a globalis bifurkaciés diagram egyensulyaiifl milyen informéaciét ad a szim-
bolikus dinamikan alapuld cimkézés. Utana a 2.2 alfejezetiitalanos (konzervativ és nem
konzervativ) terhek és nemlinearis rugok figyelembevegtldheghatarozzuk a radlancalako-
kat leir6 peremérték-feladatot. Kapcsolatot teremtiink digamikai rendszerek elméletéb
szarmaz6 mennyiség, a topologikus entropia és az egyemddlincalakok szama kozott; ez
lehetséget teremt a térbeli kdosz jelenségének egy Uj meghatia. Végul a 2.3 alfejezet-
ben meghatarozzuk az altalanos esethez tartozo kezdktiéthdatot, megvizsgaljuk ennek a
tulajdonsagait, €és néhany specialis esetben meghaté&razglobalis bifurkacids diagramot.
Mindegyik alfejezetben egy-egy tézist fogalmazunk megradiatott eredmények alapjan.

2.1. Szimbolikus dinamika és klasszikus invariansok

Az alfejezet eredményei a Kapsegal. (2003) altal bemutatott eredményeken alapulnak.

Vizsgaljuk meg ebszor is, hogy a jol ismert Euler-feladat esetén milyenddds inva-
riansok rendelhék az 1.2b bifurkaciés diagram egyes egyensulyi Utjaihozz ik el§ként
az egyes agakhoz tartoz6 megoldasalakékushelyeinek szamatérushelynek nevezzik a
megoldas alakjanak azon b@lpontjait, amelyek az eredeti konfiguracié egyenesén édsan
vizsgalt egyensulyi alakban is. Az egyes egyensulyi utaiden pontjahoz olyan megoldasala-
kok tartoznak, amelyek zérushelyeinek szama azonos (@ltsgslRabinowitz, 1970; Healey
és Kielhofer, 1993). llyen értelemben nevezzik a zérugthetgamat invariansnak, azaz a zé-
rushelyek szama nem valtozik meg egy egyensulyi Ut mentiwalVea

Az egyes egyensulyi helyzetek esetében kénnyli meghaiaaozérushelyek szamat. A
legalsd, a trividlis egyensulyi Utrdl élként leagaz6 4g megoldasai esetében nincs zérushely, a
kovetked agon egy van, aztan kétts igy tovabb. Jeldljg (i) egy adott, rogzitett teher mellett
azi-edik egyensulyi uton a megoldasok zérushelyeinek a szdthata megoldas sorszamat
jelenti az 1.2b abra szerint balrol jobbra haladva. Legyen 1 a trivialis megoldéas, ehhez
végtelen nagyZ(1) tartozna, de ehelyett, az egyszerliség kedvéért, valassmek ertékét
Z(1) := Z(2) + 1-nek. Igy az egyensulyi utakhoz tartoZdi) értékek egyesével csokkennek,

18
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ahogyi novekszik, végil a legutolsé ag esetén nulla lesz az érféle:) fuggvényt abrazolva
egy egyszer( hisztogramot kapunk, I. a 2.1a abran. Megj#iktjuk, hogy ez az invarians, a
zérushelyek szama, egyértelmien jellemzi a bifurkaci@grdm egyensulyi Gtjait.

Hasonldéan egyszer( eredményt kapunk, ha az egyes egyemsik mentén talalt megol-
dasokstabilitasatvizsgaljuk. A nemtrivialis egyensulyi utak vasvilla-bikéciok sorozataval
keletkeznek (I. 1.2b abran), és minden ilyen bifurkacio dEz@él eggyel tobb negativ sa-
jatértéket eredményez a potencidlis energia masodikalgaii tartalmazé Hesse-matrixban.
Vagyis, a legalso, stabil &g esetén zérus a Hesse-matratinegpjatértékeinek szama, aztan
a soron kovetkez agak esetében egyesévél ha tehat bevezetjik azedik egyensulyi Utra
az £(i) szamot, mint a Hesse-matrix negativ sajatértékeinek dzénagd ezt mint egy Ujabb
hisztogramot abrazoljuk egy adott teherérték esetén miaggensulyi Uthoz, akkor a 2.1b ab-
rat kapjuk. Megint leolvashatd, hody(i) egyértelmien jellemzi az egyensulyi utakat, tehat az
Euler-feladat esetében ez a klasszikus invarians nagybaganalhato.

A harmadik klasszikusan alkalmazott invarians a megolklasakjanakszimmetriainala-
pul. A megoldasok alakjanak kétféle egyszert szimmettitpet: vagy tengelyesen szimmet-
rikusak a kbzépponton atména szerkezet sikjaba®saz eredeti alakra méleges egyenesre,
vagy kdzéppontosan szimmetrikusak a rud kézéppontjaen K/l lehetnek még részleges
eltolasi szimmetridval rendelkéalakok is, de ezek nem igazi szimmetriak a rad véges hossza
miatt, ezért ezekkel nem foglalkozunk. A tengelyes és kpaafos szimmetriak alapjan mostis
szerkeszthéthisztogram. Sorszamozzaa valamelyik szimmetriaval rendellk@megoldaso-
kat tartalmaz6 egyensulyi utakat balrél szamitva (a tivig lesz’ = 1). Valasszuk a trivialis
egyensulyi thoz tartoz6 cimkét1) = 0-nak, a trivialis egyensulyi helyzet mindkét szimmet-
riaval rendelkezik. Ezutan legyen dzedik szimmetrikus megoldasokat tartalmazé egyensulyi
ut cimkéje pozitiv, ha a megoldas szimmetrigja tengelyesraetria, €s negativ, ha kézéppon-
tos szimmetria. Valasszuk még:') nagysagat akkorara, ahany egyensulyi 4ggal korabban volt
az ebz6 szimmetrikus megoldas. Mivel az Euler-feladat minden oldfisa vagy tengelyesen,
vagy kdzéppontosan szimmetrikus, ezért a megoldasédgakszama azonos a szimmetrikus
megoldasokat tartalmazé egyensulyi uiakorszamaval. Szintén emiad(:')| = 1 minden
i > 1 esetén, tehat az aktualis és a@z6l szimmetrikus megoldas sorszama mindig eggyel
tér el. Ennek alapjan megrajzolhato a hisztogram, ezt adbfiax mutatja egy adott teherérték
esetén. Eszreveligthogy a kétféle szimmetrian alapul6 cimkézés mar az Heladat esetén
sem adja egyértelm leiraséat az egyensulyi utaknak.

A klasszikus invariansok alapjan definiélt hisztogramahkat lehet hatarozni az 1.1 abran
mutatott rugalmas rudlanc esetére is. A rugalmas radlanid €6 (1.2) egyenleteit megoldva
egy adott teher esetén, majd minden megoldasnak megszamaérushelyeit, meghatarozva
a stabilitasat és szimmetridit, a 2.2 dbran mutatotthoaridisztogramok rajzolhatok. Kis
pillantasra lathatd, hogy ezek lényegesen bonyolultabiaht az Euler-feladat esetén kapott
hisztogramok.

A zérushelyek szamén alapufy:) cimkék a rugalmas radlanc esetén nem alkotnak olyan
monoton valtozo hisztogramot, mint az Euler-feladat esdtem is adnak egyértelmi jellem-
zést, hiszen a zérushelyek szdma legfelj®bb2 lehet, mivel csak a belsridelemek metszhe-
tik az eredeti, vizszintes konfiguragjé= 0 egyenesét, a két szélsiidelem nem. Vagyis nem
sok remény van, hogy az abran mutatott esetben talalt 15k4@loast a 0,1,2,3 szamokkal
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2.1. abra. A klasszikus invariansokon alapul6 hisztogtaamEuler-feladat esetén. Az egyen-
sulyi utakhoz tartoz6 megoldasok a) zérushelyeifiék szama, b) instabilitdsan&k:) rendje,
és c)G(i') szimmetrigja. Az jeldli a megoldas sorszamat,a szimmetrikus megoldasok sor-
szamat, ami ennél a feladatnal megegyeéaikl. A vizsgalt teherparaméter értéke= 757
volt, ami megfelel az 1.2b abran mutatott legmagasabb detédnek, amikor kilenc megoldas
adodott.
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2.2. &bra. A klasszikus invaridnsokon alapul6 hisztogtaamV = 5 elem( rugalmas rudlanc
esetén. Az egyensulyi utakhoz tartoz6 megoldasok a) zélyeshek Z(:) szama, b) instabi-
litasanakE (i) rendje, és c) a szimmetrikus megoldaspl’) szimmetridja. A vizsgalt teher-
paraméter értéka = 20 volt, és aza, € [0, 7] tartomanyba & megoldasokat vizsgaltuk.
Lathato, hogy a szimmetrikus megoldasok szama (230) nemoazaz 6sszes megoldas sza-
maval (15140).

egyértelmien jellemezni tudjuk egy = 5 elem rugalmas radlanc esetén.

Hasonldan, a potencidlis energia Hesse-matrixanak egggéitértékein alapulé(:) cim-
kézés sem lehet egyértelm(. Az = 5 elem( rugalmas radlanc esetén a Hesse-méatkix5
meéretl, vagyis legfeljebb 6t negativ sajatértéke lehmat,lkevés a 15140 megoldas egyértel-
mi cimkézéséhez. A hisztogram ebben az esetben sem egyandinggveny. Vegyik észre,
hogy az Euler-feladattal ellentétben most nemcsak egyl stalgoldas van: a rugalmas rudlanc
esetén sok megoldasra teljesiif) = 0. Erdemes megfigyelni ezeknek az énhasonld elrende-
zO0dését a tobbi megoldas kozott a 2.2b abran.

A harmadik invarianstol, a szimmetriatol eleve nem is vétnk sokat, az mar az Euler-
feladat esetén sem adott egyértelm( leirast. Ott azomgadlbb minden megoldas szimmet-
rikus volt, amit a rugalmas rudlanc esetében nem lehet edlamuinMost csak 230 megoldas
volt szimmetrikus az abran mutatott esetben, a sok nem szirikms megoldast mutatja, hogy
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aG(i') hisztogramon nagy ugrasok vannak, vagyis messze vannakéstgl a szimmetrikus
megoldasok.

Felmerdl tehat az igény arra, hogy a megoldasokhoz takakggy olyan cimkézést, ami
egyréeszt egyértelmd, tehat minden egyensulyi Gthoz kdlgsen egyértelmien rendel egy cim-
két, masrészt amdd a megoldasok klasszikus invariansai is megkaphat6kt elegend fizi-
kai informéciét hordoz.

Az els) feltételnek megfelél cimkézés mar kordbban is ismert volt, ahogy azt a Beveze-
tésben is emlitettik. A szimbolikus dinamikan alapulé aads egyértelmi leirasat adja az
egyensulyi utaknak, és konnyerdéllithatd. Azt kivanjuk megmutatni, hogy ennek a cimké-
zésnek a segitségével konnyedadlithatok a klasszikus invariansok is.

A Bevezetésben emlitettiik, hogy a rugalmas radlancokal&ippul” a A teherparaméter
novelésével, vagyis ahogy egy egyensulyi Uton haladunlkel& a bifurkaciés diagramon,

A — oo, azt tapasztaljuk, hogy; — 0, a; — k;w. Arra is utaltunk a Bevezetésben, hogy ha
a teher mar elég nagy, akkor a rugalmas rudlanc alakjat néegizé valtozok is kézel vannak
a lapos alakhozy; ~ 0, o; =~ k;m, vagyis ak; szamok leolvashatok a megoldas alakjarol.
Most megmutatjuk, hogy ennek a cimkézésnek mi kéze van adkaarendszerek elméletéb
ismert szimbolikus dinamikahoz.

‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ o
-5m2  F3m2 Fmi2 ) 3m2 | sm2

2.3. abra. AZ o, y) fazistér particidja és a cimkék kiosztasa.

A rugalmas radlanc egyetleiredik elemének helyzetét egyértelmuien leitjésc; értéke.
A teljes radlancalakot megadhatjuk ugy is, hagyegymast kovet pontot kijeldlink az «, y)
valtozok alkottdazistérbenEkkor az (1.1) képlet ennek a fazistérnek a pontjainleggpezést
hataroz meg: ezt a teret onmagara képezi. Ennek hatasggalmas radlané-edik elemének
megfeleb pont az(i + 1)-edik elemet leiré pontba jut. Ay, y) fazistéren értelmezett (1.1)
leképezés tehat egyinamikai rendszeralkot. Definialjunk most egyarticiot az («, y) fa-
zistéren, ahogy azt a 2.3 abra mutatja: vagjuk fel@zy) sikoty tengellyel parhuzamos;
széles savokra! A savokat, szintén a 2.3 abran mutatott mda@dyy-egy egész szammal jelol-
juk. Ha most a rugalmas rudlanc helyzetétraz2sy; mennyiségek helyett csak azokkaka
( =1,---,N) egész szamokkal jellemezziik, amelyek azt jelzik, hogyikeidvokba estek
az egyes elemeknek megfé@gbontok, akkor pontosan azt a cimkézést kapjuk, @nnivar a
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Bevezetésben is beszéltiink. Ez csak nagyon pontatlammafiét hordoz a rugalmas rudlanc
alakjarol: semmit nem monkl; értéke arrdl, hogy milyen; tavolsagra van egy-egy rudelem
az eredeti helyzetél, és azv; szogeket is csak pontossaggal adja meg. A particid, a savokra
osztas a dinamikai rendszer szempontjabol egy szimbotikuesmikat definial, vagyis azt le-
het tekinteni, hogy az egyes palyak melyik savbol melyikséwdnak eljutni. Megjegyezzik,
hogy a 2.3 4bran mutatott particié természetesen nem démpeardicio (Badii és Politi, 1997),
de a cimkézés szempontjabdl igy is megfeld végtelen nagy terhek tartomanyaban, ami-
kor a rad lapos, akkor egyértelm( a cimkézés, hiszen artékekdl nem is kell informacio,
mindegyik zérus, az; érteékekdl pedig elegend azt tudni, hogy melyik savban vannak, hiszen
a; = k;m miatt mindig a sav kdzepén maradnak.

A kovetkedkben meghatérozzuk a klasszikus invariansokat ennekrebelikus dinami-
kan alapul6 cimkézésnek a segitségévdsir is, vezessik bedelta-cimkéked kdvetked-
képpen:

di=kin—k;, i=1,2--- N—1. (2.1)

Egy N elemi rugalmas radlanchay¥ darabk; egész szambal allé cimke, 86— 1 darabd;
egész szambdl all6 delta-cimke tartozik.

Ezek a delta-cimkék egy durva kozelitését adjak az egydddesial 160 szdgelfordula-
soknak. Ha a rudelemek mentédmdhaladvait ndvelve) valamelyik megoldashoz tartozé
delta-cimke dijelet valt, akkor azv; . ; — «; relativ elfordulas is éljelet valt. Ez viszont azt
jelenti, hogy a megfelél csuklénal az elfordulassal aranyos nyomaték agedt valt, emiatt,
az (1.1) képlettel 6sszhangbay, ; is elbjelet valt. Ez viszont azt jelenti, hogy a megz)
rudelem metszette ag = 0 egyenest, azaz egy zérushelyet talaltunk. Tehat a deitkebien
sorra tekintve a szamokat, mindedjelvaltdshoz a megoldasalaknak egy zérushelye tartozik.
Ez az 6sszefuggés egyértelml mindaddig, amig a deltaétiemknincs zérus elem. Még ekkor
is altaldban meg lehet hatarozni a zérushelyek szamatnisyydnogy azt a Bevezetésben em-
litettlik, a bifurkaciés diagramon ismert az egyes egysmsatikhoz tartoz6 cimkék sorrendje,
és a zerushelyek szama csak akkor valtozhat meg, ha a deka-atolsé eleme zérus. Ha te-
hat a delta-cimkében nem az utolsé elen_(;) zérus, hanem valamelyik masik elem, akkor
a zérushelyek szama ugyanannyi, mint a szomszédos egyeasin a zérushelyek szama.
Ez azt jelenti, hogy az esetek tuinyomo tdbbségében a digitke segitségével egyértelmiien
megadhaté a zérushelyek(i) szama. A 2.4 abran két példat lathatunk: egy olyan esetét, am
kor a zérushelyek szama kdnnyen eldoritetelta-cimkékdl, és egy olyat, amikor az utolsé
eleme a delta-cimkének zérus.

A stabilitast jellemd £(i) értékek kozvetleniil meghatarozhatok;aszimbolikus dinami-
ka segitségével. Ha valamelyik szam paros, akkor a megfdéeaiudiancelem nyomott, hi
paratlan, akkor huzott allapotban van. A huzott rudelentekikallapotnak felelnek meg, a
nyomott elemek instabilnak. Vagyis a stabilitasra jelléréizi) egyszerlien a nyomott radele-
mek szamaval, vagyis a szimbolikus dinamika paros elerkesmémaval egyezik meg. Két
példa a 2.5 abran lathato.

Az egyensulyi alak szimmetrigja is a delta-cimke segiteéid@aphatd meg. Habar a cimkék
csak kozelid alakjat adjak meg a rugalmas rudlancnak, a megoldas akkjgzimmetriajat
orokli a delta-cimke. Kénnyen ellérizhet, hogy tengelyesen szimmetrikus rudlancalakok
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a b)

)
;k=0—110 k= 0 -1 -2 =

d= -1 2 -1 d= -1 -1 O

2.4. abra. A delta-cimke és a zérushelygkzamanak kapcsolata. a) Egyértelm( eset, amikor
a delta-cimke kétszer valtdgelet, vagyisZ = 2 zérushelye van a megoldasnak & 4, A\ =
10/(167?%), ay ~ 0.3683). b) Nem egyértelm(i eset, a delta-cimke utolsé eleme ,ndigyis

Z = 0 vagy 1 zérushelye van a megoldasnak a delta-cimke alapjan ¢, A = 10/(1672),

oo ~ 0.6789).

a) b)
k=1 1 -1 -3 k=1 0 -1 -1
[x\z % X%

2.5. &bra. A szimbolikus dinamikan alapul6 cimke és a stabiljellem® £ kapcsolata. a)
Stabil konfiguracio, csak huzott ridelemek vannéks= 0 (N = 4, A = 10/(167%), ap =~
2.715). b) Instabil konfiguracié, egy nyomott ridelem vah= 1 (N = 4, A = 10/(167?),
ap ~ 2.674).

esetén
di=dy_;, 1=1,2,--- N—1 (2.2)

teljesil, vagyis a delta-cimke nem valtozik a sorrend metifasanak hatasara, a delta-cimke is
sLengelyesen szimmetrikus” lesz. Hasonl6an, kdzéppamezimmetrikus radlancalak esetén
teljesul, hogy

di = —dn_;, 1,2,---,N —1, (2.3)

vagyis a delta-cimke egy @klvaltast szenved a sorrend megforditasanak (,tUkémsds) a
hatasara. Ezeknek az allitasoknak a forditottja is igazdgyacimke rendelkezik a (2.2) szim-
metridval, akkor a radlancalak tengelyesen szimmetrikasa (2.3) teljesul, akkor a radlanc-
alak kozéppontosan szimmetrikus. Tegylk fel ugyanis &Aslellenkeéjét, hogy vagy a (2.2)
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vagy a (2.3) teljesul, de a radlancalaknak nincs meg a magfeskimmetrigja. Ekkor hajtsuk
végre a megfelé szimmetria miveletet a radlancalakon; ezzel a feltezésrg masik rud-
lancalakhoz jutunk. Viszont a cimkéje a két alaknak meg kelyjy egyezzen, hiszen a cimke
szimmetrikus volt, és mivel a cimkézés egyertelmd, igytakaéiancalak mégiscsak meg kell,
hogy egyezzen. lllusztracioképpen a 2.6 abra két szimkusstrildlancalakot mutat a megfeiel
cimkékkel egyditt.

a) b)

k=0 -1 -3 -4 k=1 -1 -1 1
= -1 -2 -1 = -2 0 2

2.6. dbra. A delta-cimke és a rudlancalak szimmetriajanpk$olata. a) Tengelyesen szimmet-
rikus konfiguracio v = 4, A = 10/(167?%), ap =~ 0.7363). b) K6zéppontosan szimmetrikus
konfiguracié (V = 4, A = 10/(167?), o ~ 2.300).

Sikerult tehat a harom fontos klasszikus invarians és alsdikus dinamikan alapulé cim-
kézés kozott kapcsolatot teremteni. Ez alapjan kimondhalidigozat 1. tézise:

1. tézis. Megmutattam, hogy a rugalmas radlancok egyensulyi heditdeird, a szimbolikus
dinamikaval rokon cimkézeés segitségével egyértelmighatéeozhatdak a hagyomanyosan
az egyensulyi helyzetek osztalyozasara hasznalt klassmikariansok: az egyensulyi helyzetek
stabilitasa, szimmetriaja és zérushelyeinek szama. Abshikas dinamikan alapulé cimkézeés
kivalthatja a klasszikus invariansok alkalmazasat. (Koei@dmény Kapsza Enikdvel.)

2.2. Térbeli kaosz és periodikus palyak

Az alfejezet Karolyi (2003) valamint Kocsis és Karolyi (B)@ikkei alapjan készult.

Az 1.2a abran lathatd, hogy)aeher ndvelésével a végein megtamasztott rugalmas radlanc
egyensulyi helyzeteinek szama gyorsan novekszik. Meg halgeni, hogy mennyire gyors ez
a novekedés: a 2.7 abran azt latjuk, hogy kulohdzelemszamu rugalmas radlancok esetén
hogyan fligg a tehdst a megoldasok, vagyis az egyensulyi helyzetek szama.apzisiztaljuk,
hogy a megoldasok szama aranyos” —! mennyiséggel:

S(N, ) ~ AN-1 (2.4)

Vagyis, a megoldasok szareaponencialisan né radlanc hosszaval. Osszehasonlitasképpen,
az Euler-feladat esetén, ahogy az az 1.2b abrardl leoli@simm egyensulyi helyzetek szama
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S ~ v/A/7, és mivelA = FL?/EI volt (I. 1.2 &bra alairasa), ezét~ L adodik. Vagyis, a
bonyolult esetben az egyensulyi helyzetek szama expafieasi ndvekszik a rugalmas rud-
lanc hosszéaval, mig az egyszerlibb esetben a megoldaso& Bnaarisan, az exponencialisnal
lassabban névekszik a rad hosszaval. Ez azt az Gtletethantjg,a peremérték-feladat bonyo-
lultsagat,térbeli kaotikusvoltat esetleg lehetne jellemezni azzal, hogy a megoldagéakna
milyen gyorsan névekszik az értelmezési tartomany noeetds

10
106,
105,
104,
103,
102,
10'
10°

Megoldasok szama

1 10 100 300

2.7. dbra. Az egyensulyi helyzetek szamataher és azv elemszam figgvényében egy vége-
in megtamasztott rugalmas rudlanc esetében. A legjoblemzldled egyenesek meredekségei
alapjan a megoldasok szarfia~ \V—1.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez a viselkedés nemcsak ennajegykezeriibb esetnek a
sajatja, vizsgaljunk meg egy altalanosabb feladatot iglyeha 2.8 abra mutat. Most is egy
kezdetben (terheletlen allapotban) egyenes rugalmadndall vizsgalunk, de ennek egyik vé-
ge szabad, a masik vége pedig rogzitve van egy fix csuklovedjgsyomatékbird rugdval.
Tehét ez egkonzolos rugalmas rudlantekinthet egy konzol diszkrét modelljének. A rudele-
mek hossza eltérlehet, az-edik elem hosszd jel6li. Vonatkoztatasi rendszerlinket a szabad
véghez rogzitjuk, az abran ezt ,0” jeldli, ezt tekintjuk dladik csuklonak. Azi-edik csuklo
helyzetét az éppen vizsgalt egyensulyi helyzetheny;) koordinaték jeldlik; = 0,1,---, N.

Az (i+ 1)-edik radelem vizszintessel bezéart széggeloli, i = 1,2, - - -, N — 1. Ennek alapjan
a rud egyensulyi egyenletei a kbvetkesdakba irhatok:

sinaiq:%, cosal-q:%, 1=1,2,--- N —1. (2.5)
Feltételezzik, hogy a rudelemeket 6sszékitgok nem feltétlendl linearisan rugalmasak, a
rugékban ébre@l nyomatékrél csak annyit tesziink fel, hogy invertalhatfgfiénye a két csat-
lakoz6 rudelem relativ szogénelt; = M;(«; — 1), aholi = 1,2, - - - N. Itt feltettik, hogy
ay = 0 a fal elfordulasa, és igy a rogzitett végnél talalhat6 ragaéibred nyomatékot is agy
lehet kezelni, mint a befscsukloknal led rugdk nyomatékat. A szerkezetre hato statikus teher
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tetsDleges ebkbdl allhat. Mivel az egyes rudelemek merevek, az egyes elmtedtd terhe-
ket eredjik vizszintes és fudileges komponenseivel helyettesithetjik. Jeldljelletve V;
(:=1,2,---,N) azi-edik elemre hat6 teher er@ének vizszintes illetve fudgdeges kompo-
nensét, és metssze aedik ridelem egyeneséi; illetve V; hatasvonald; fliggbleges, illetve
¢; Vizszintes tavolsagra azedik csuklotol, ahogy azt a 2.8 abra mutatja. Feltesszagy laz
erok fuggenek az adott rudelem helyzélétH; = H;(o;—1,vyi-1), Vi = Vi(a;—1,vi—1), ahol
i=1,2,---,N. Az x koordinatatol valo fliggést az egyszerliség kedveéertartélk, az ered-
ményeken nem valtoztatna ezek figyelembevétele sem. &&lidz el : radelem nyomatéki
egyensulya:

j=1 j=1
El6 kell még irni a kdvetkez peremfeltételeket:

Ty = 0, Yo = 0, ay = 0. (27)

YN

2.8. abra. A konzolos rugalmas radlanc modellje.

A (2.5) geometriai és a (2.6) egyensulyi egyenletek, vatami(2.7) peremfeltételek se-
gitségével mar elvileg szamithatok a konzolos rugalmagngdegyensulyi helyzetei, de (;
valtozok bevezetésével eltiintethiebeble a (2.6) egyenletben szerépisszegzéses (,memo-
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ria”) tagok. Legyenek az U] valtozék a kovetkdz

Vi—1 :ZH]'7 Wi—1 :ZHj<yi—yj+dj)=
=1 j=1

Pi1 = Z Vi, qi-1= Z Vi@ — 2+ ¢;). (2.8)
j=1 j=1

Itt v; illetve p; a vizszintes illetve fugdleges ebk 6sszege az-edik csuklbig,w; illetve g;
pedig a vizszintes illetve fugdeges edbk nyomatékainak 6sszege aedik csukloig. Ezek
segitségével a geometriai és egyensulyi egyenletek akeéredlakba irhatok:

Yi = Yi1 + lisina; 1,

M;(o; — oi—1) + wiy + gi—1 = 0,

v = vi—1 + Hiyi (0w, vi),

Pi = pic1 + Vigr (s, 4i), (2.9)
w; = Wi—1 + Lip1vi—sin oy + Hipy (o, yi)digr (s, 4i),

¢ = ¢i—1 + liyapi—1 cos a; + Visi(ay, yi)cipar (o, vi),

Ha adottak af;(c;_1,yi—1), Vi(ai_1,y;—1) terhek és aadl;(a; — «;_1) nyomatékflggvények
(anyagegyenletek), akkor a megoldast lehet a Bevezetésbgadott mddszerrel keresni. Azaz,
vegyuk fel, a (2.7) peremfeltételeknek megféby, = 0-t, majd kis |épésekben valtoztatgat-
va o értékét, (2.8) segitségével szamitsukkiwg, po €Sq értékét. Ezutan (2.9) segitségével
szamithat6é az 6sszes valtozo tovabbi értéke, véglils. Haa, értékét lIéptetve a végsyy
eléjelet valt, akkor a kéty, kezdbhszbdg kdzott biztosan van egy, ami egyensulyi alaknak felel
meg, és a kéty, érték kozott finomitva a |épéskdzt tebdzges pontossaggal megkaphaté az
az oy, amelyikay = 0-nak felel meg. Megjegyezzik, hogy értéke egy implicit egyenlet-
bdl szamithatd, (2.9) masodik egyenlgiélile ez mindig megteh@thiszen feltettiik, hogy/;
anyagtorvény invertalhato. A tbbbi egyenlet explicit.

Legegyszerlbb specialis esetként vizsgaljuk meg, hotemaz egyenletek alakja akkor,
ha egy azonog hosszusagu rudelemekballé konzolos rugalmas rudlancot csak egyetlen,
adottF' nagysagu, vizszintes@terhel szabad végén. Tegylk fel még azt is, hogy az anyagtor
vény linearis:M; = p(o; — a;_1), aholp a torzios rugd merevsége. Az egyes rudelemekre hato
terhek:H, = F,H; =01 =2,3,---,N),V; =0(@ = 1,2,---, N). Az egyetlen vizszintes
erd helye:d; = ¢sinagy. Mivel csak vizszintes érvan, ezérp; = 0 ésq; = 0. Mivel csak
egyetlen eb van, ezért;, = F. igy csak harom egyenlet marad meg (2.9) egyenléieldzek
dimenziétlanitott alakja:

Yi = Yi—1 +sinag_q,
Q; = Q-1 — Wi—1,
w; = w;_1 + Asinq;, (2.10)

ahol\ = F'//p a dimenzi6tlan teher, és a valtozok dimenziétlanitottjatsdkz

yi — yil,  wi — wip. (2.12)
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transzform@cio irja le, vagyis ag ertékétl, aw; értékétp egységekben mérjik. A (2.7) pe-
remfeltételek segitségével megkeredhetz egyensulyi helyzetek; = 0 mellett tetsbleges
o éswy = A sin oy esetén kiszamithatoy, és kereshét hogy ez milyeny, esetén lesz zérus.
Tehat egy kezdetiérték-feladat megoldasai kozil kerekisikokat, amelyek teljesitik a rugal-
mas ruadlanc végeén is a peremfeltételeket. A kezdetiédtldat egyenleteit (2.10) adja meg, a
kezdbfeltételek pedig tetétegesn, mellett

Yo =10, wy= Asinay. (2.12)

A peremfeltételeket kielédita, értékeket dbrazolva mindenteher esetére, fidy elemszam
esetén megszerkeszthed bifurkaciés diagram. Egy példat = 4 elem esetére a 2.9 abra
mutat. Lathatd, hogy a megoldasok szama most is gyorsarksiikea teher ndvelésével. Egy
bonyolult alaku egyensulyi utat pedig a 2.10 abra mutat.

2.9. abra. A végén terhelly = 4 elemi konzolos rugalmas rudlanc bifurkacios diagramja az
ap € [0, 7], A € [0, 20] tartomanyban.

Tekintsiink most Ugy a (2.9) egyenletekre, mint egy dinanméadszerre! Ismert (New-
house és Pignataro, 1993; Tél és Gruiz, 2002), hogy dinamgkdszerekben a periodikus pa-
lydk P szama exponencialisaid m periddusid T hosszavalP ~ ¢, ahol K atopologikus
entrépia Megmutatjuk, hogy peremérték-feladatunk megoldasaidegfeled kezdetiérték-
feladat periodikus palyai kozott szoros kapcsolat vanzéshetséget teremt a térbeli kaotikus
viselkedés azonositasara. A periodikus palyak és az eglyehslyzetek kozotti kapcsolat az
eredeti, 1.1 abran mutatott rugalmas radlanc esetén mabkan is ismert volt (Domokos és
Holmes, 1993).

Akar a végeén terhelt konzolos rugalmas radlanc (2.10) dgyeiy, akar az altalanos (2.9)
egyenleteket tekintjik, konnyl megmutatni, hogy (2. A)dtiezményeként teljestilnek az alab-
bi egyenbségek, ha azindexeket kiterjesztjik az= 1,2, - - -, N tartomanyon tllra is:

Yi = —Y—iy 0= 041, (2.13)
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2.10. abra. A végén terhely] = 15 elemi konzolos rugalmas radlanc egyik egyensulyi alakja.
A teherparaméter értéke= 2, a kezdszO6goy ~ —3.044365.

a)

b)

s ool
o2 20l

2.11. abra. A konzolos rugalmas rudlanc alakjanak kaptsaldeképezés periodikus palya-
javal. a) Az N = 3 elemi konzolos rudlanc egy egyensulyi alakjanak vazlata (2.13) és
(2.14) képletekkel megadott kiterjesztése a rudlancallakiz eredeti alak szinezéssel jelblve.
Egy4N + 2 = 14 elem( lancot kaptunk.



2. FEJEZET. RUGALMAS RUDLANCOK ES TERBELI KAOSZ 30

YN—i = YN+i+1, ON—j = —ON4- (2-14)

Fizikailag, a (2.13) egyenletek azt jelentik, hodyelemkdl allo6 konzolos rugalmas rudlan-
cunk szabad végehez odailleszthetiink még egy konzoloancmoli annak a szabad végével,
hogy a két radlanc egymasnak a kdzéppontos tikorképe leggerkkor a két radlanc egyditt
is egyensulyban lesz. A (2.14) egyenletek azt jelentikytengid fal febli végét elvalasztva a
faltél, beillesztve a fal helyett egy vizszintes rudelenmesjd hozzakapcsolva az eredeti kon-
zolos rugalmas radlancnak a tikorképét (a beilleszteth é@ézéppontjan atménfliggdleges
tengelyre vonatkoz6an), megint egy egyensulybat saerkezetet kapunk. Folytatva ezeket az
0sszecsatolasokat, kapunk egly + 2 elemtdl all6 szerkezetet, amely egy periédusat adja a
leképezésnek, ahogy azt a 2.11 dbra mutatja. iy€n+ 2 elemidl &ll6 szerkezeteldl bar-
mennyit egymas utan kapcsolva egyensulyi szerkezeteithésimk, ami tehét kielégiti a (2.9)
egyenleteket. Masrészt viszont ez a rudalak egyben a (@y@néetek altal megadott dinamikai
rendszernek egy periodikus palyajat adja meg. Vagyis mirdgensulyi radlancalak megfe-
lel a dinamikai rendszer egy-egy periodikus palyajanakitgsabban annak egy részletének.
Megforditva ez persze nem teljesll, hiszen csak azokhozradilaus palyakhoz tartozik rid-
lancalak, amelyeknek van, = 0 eleme (azvy = 0 peremfeltétel miatt), €s aminek vgn= 0
eleme is (az, = 0 peremfeltétel miatt).

Mivel a periodikus palydk szdma exponencialisan novekszkrt feltehdi, hogy a rad-
lancalakoknak megfelélperiodikus palyadk szdma is exponencialisan ndvekszithaté tehat,
hogy az egyensulyi alakok szama €gyelemi lanc esetén, ahol a periédus ho§sza4 N + 2,
tipikusan

S(N,\) ~ eUNFDE (2.15)

ahol K a topologikus entropia. Vagyis, ha a dinamikai rendszekadtikus, azaz< > 0,
akkor a peremérték-feladat megoldasainak szama expatieaai fligg a vizsgalt tartomany
hosszatdl, azaz az elemek szamatél, mig ha a statikai fedmegfeld dinamikai rendszer
nem kaotikus, &K < 0, akkor a megoldasok szdma az exponenciélisnal gyengébiggnaz
elemek szamatol.

A csak a végeén terhelt konzolos rugalmas radlanc esetélf@ri@ és (2.7) egyenletekkel
megadott peremérték-feladatot megoldva kiloiibdzelemszamok esetében, abrazolhato6 a
megoldasok szamaateherparaméter fliggvényében. Ezt mutatja a 2.12 dbrayedhkdol-
vashaté, hogy a megoldasok szama most is

S(N, ) ~ AN-1 (2.16)

Vagyis ebben az esetben is, mint ahogy a két végén megtattasfalmas rudlanc esetén,
a 2.7 abra kapcsan emlitettik, az egyensulyi alakok szampanercialisan fiigg a vizsgalt
tartomany hosszatél. Osszehasonlitva a megoldasok sz&aygott (2.15) és (2.16) képleteket,
azt kapjuk, hogy a (2.10) egyenletekkel megadott dinamiéadszer topologikus entropiaja

1
K~ In (2.17)

kellben nagyN-ek és\-k esetén.
Az egyensulyi helyzetek szaméanak exponencialis fliggésetanany hosszatél megeért-
he® a kdvetkedképpen is. Ugy kerestiik a megoldasok szamat, hogy egy tiédk-feladat
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2.12. abra. Az egyensulyi helyzetek szama teher és azV elemszam fliggvenyében a veé-
gén terhelt konzolos rugalmas rudlanc esetén. A legjodlEszked egyenesek meredekségei
alapjan a megoldasok szarfia~ AV 1.

20
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2.13. abra. Kezifeltételek halmazanak szétteriilése a (2.10) leképdzés 4 iteracidjanak
hatasara\ = 5 esetén. Az € [0, 71|, wy = Asin oy (vastag fekete vonallal jel6lt) halmazrol
50000 kezdfeltételt inditottunk, ezek képéf = 4 iteracié hatasara a vékony vonal jelzi. Az
a = 0 vonalon lew pontok felelnek meg a¥ = 4 elemi konzolos rugalmas radlanc egyen-
sulyi helyzeteinek. A\ teherparaméter és d¢ elemszam novelésével az iteracio eredmeénye
egyre hosszabb és kanyargdsabb gorbe lesz.
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megoldasai kozil valogattuk ki azokat, amelyek teljesatigeremérték-feladat peremfeltéte-
leit a rid masik végén is. Ezt grafikusan is be lehet mutatmigg azt a 2.13 abra mutatja a
végeén terhelt konzolos rugalmas rudlanc esetében. A vastaglal jel6lt helyzetek felelnek
meg a (2.12) kezifeltételeknek, a vékony, kanyargés vonal a Kdettételek képe (2.10) le-
képezésV = 4 alkalmazésa utan. A keateltételek vonalat alkotd pontok koziil azok felelnek
meg egyensulyi rudlancalaknak, amelyeknek a képe rajtazan= 0 fliggbleges tengelyen,
hiszen ezek teljesitik a radvégi peremfeltételt. Lathhtiyy az iteracié eredményeként kapott
vonal jelenbsebb hosszabb, mint a kezdeti vastag vonal. Ismert, homndkai rendszerek
fazisterébera kezdfeltételek halmaza exponencialisan ,folyik szét”, azgy kis vonaldarab
hossza tipikusan exponencialisan ndvekszik éxédl vagyis a leképezések soran (Newhouse
és Pignataro, 1993; Tél és Gruiz, 2002). Ennek a nbvekekésnétemét is a topologikus
entropia jellemzi: ez lesz az exponencialis hossznovekkidévdjében az id (illetve a leké-
pezések szdméanak) egyutthatdja. Mivel a vonalnak nemcbaksza & meg, hanem ésen
0ssze is hajtogatja a kaotikus leképezések sorozata,tgattgy a peremfeltételeknek meg-
feleld o = 0 egyenessel val6 metszéspontjainak szama ugyanilyen étendb és emiatt a
peremérték-feladat megoldasainak szdma ezen gondolatapjan is exponencialisab a
rudelemek szamaval.

A fazistérbeli exponencidlis szétterlilés és a hajtogdti@iados jellembje a kaotikus rend-
szereknek, ezért mas peremérték-feladatok esetén istvahwy a megoldasok szama ex-
ponencialisan figg a tartomany hosszatol, ha a peremtsiatat a térbeli khosz jelenségét
mutatja. Ennek alapjan megfogalmazhato a 2. tézis:

2. tézis. A dinamikai rendszerek elméletébdl ismert topologikusipiia segitségével egy le-
hetséges modszert adtam a térbeli kaosz felismeréséradgzsr@zon alapszik, hogy a vizsgalt
rendszert leir6 peremérték-feladat megoldasainak sz&parencialisan fligg az értelmezési
tartomany méretétdl térbeli kaotikus rendszer eseténz@ eredmény doktoranduszommal,
Kocsis Attilaval.)

2.3. Konzervativ térbeli kAosz nemkonzervativ terhek esén

Az alfejezet Kocsis és Karolyi (2005, 2006) cikkei alapjd@skuilt.

Eddig minden példa, amit vizsgaltunk, konzervativ terhatabara torténkihajlassal fog-
lalkozott, tehat amikor a terhiele® munkaja utfiiggetlen volt. Ennek hatasara a peremérték-
feladatnak megfelélkezdetiérték-feladat, vagyis a dinamikai rendszer, izkovativ volt. Pél-
daul a (2.10) egyenletekkel leirt, végén terhelt konzolagalmas rudlanc esetében a (2.10)
egyenletek is konzervatiterilettartoleképezést irnak le. Terllettartd egy leképezeés, ha a val-
tozéi altal kifeszitett fazistérben a kdéddltételek barmely halmaza altal lefedett terlilet nem
valtozik meg a leképezés hatasara. Val6jaban a (2.10) egkrazonosak atandard leképe-
zésselamelynek alakja (Lichtenberg és Liebermann, 1982):

[Z' = [Z'fl + Asin @Z’fla @Z = @ifl + [Z (218)

Valéban, bevezetve az
o =T+ @i - ]Z‘, w; = _Ii (219)
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valtozocserét, a (2.10) és a (2.18) egyenletek azonosaksiravesszik, hogy (2.10) @Js
y;-re vonatkozé egyenlete lecsatol6dik a masik &éilt csak kdveti azok valtozasat, de nem
befolyasoljabket, azaz (2.10) Iényegében egy kétvaltozés leképezés.

Hogy a standard leképezés terulettartd, az ismert, és jtdtjawa 2.14 abra is, ahol a (2.10)
leképezés fazisportréjat abrazoltuk nehamgrték esetére. Jol lathatok a terilettarto, konzer-
vativ rendszereket jellerdzegularis ,szigetek” és aiket korbeodled kaotikus ,tengerek”.

a)
.
al al
c) d 4
2
=3 = 0

0 W2 m 32 2’
q; q;

2.14. abra. A végeén terhelt konzolos rugalmas radlanc, §zag) fazisportréja a) = 0.1, b)
A= 0.5¢c)\=1.0ésd))\ = 5.0 esetén. Mindegyik esetbdn? kezdpontot helyeztiink el
egyenletesen elosztva ag < [0, 27|, wy € [—7, 7| tartoményban, majd ezeket iteralva 5000
Iépésen keresztiil, a képpontokat abrazoltuk.

Felmerul a kérdés, hogy vajon mi torténik nemkonzervativek esetén, vajon akkor nem-
konzervativva valik-e a statikus feladathoz renddiHetzdetiérték-feladat is. Elpéldaként
modositsuk a két végén megtamasztott, 1.1 abran mutagatinnas radlancra vonatkoz6 fel-
adatot. A médositas annyi lesz, hogy a konstans vizszimesadyett egy konstankovetd
er6 fog a gor@s végen mikodni, amely mindig parhuzamos a legutolsdetiael. Ezzel a
kihajlasi feladat nemkonzervativ lett.

A kovetH edvel terhelt rugalmas radlanc egyenletei konnyen felkaCsak azt kell ész-
revenni, hogy az éfliggdleges komponensét azonnal felveszi a §érgmasz, az tehét terhet
nem jelent a szerkezetre, mig ad etizszintes komponense cos o lesz. Ha tehat az (1.1)
egyenletbe\ helyett\ cos ag-t helyettesitlink, akkor megkapjuk a ké@etds rugalmas rud-
lanc egyenletét:

Vil = Yi TSNy, Qi1 = @ — Yip 1A COS Qp, (2.20)

mig az (1.2) peremfeltételek valtozatlanok maradnak.nfiskk a (2.20) egyenleteket dinami-
kai rendszernek, azaz kezdetiérték-feladatnak, és \jakgaeg, hogy vajon terilettart6-e! Ezt
ugy tehetjik meg, hogy linearizaljuk a (2.20) egyenletagys kiszamitjuk a Jacobi matrixat,
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és ha ennek determinansa egy, akkor a leképezés terideff@ttés Gruiz, 2002). A Jacobi
matrix alakja:

dyi By
I el O COs 0 (2.21)
83—;;#1 % —Acosay 1 —Acosageosay |’

és ennek determinangat J = 1. Tehét talaltunk egy példéat, ahol a kihajlasi feladat nemko
zervativ, de a megfel@ldinamikai rendszer terilettartd, konzervativ.

Koénny latni, hogy a kovétedvel terhelt rugalmas radlanc megoldasai szoros kapesolat
ban vannak az eredeti, vizszinte$\al terhelt rugalmas radlanc megoldasaival. Ha talalunk
egy megoldast a kéveterds rugalmas radlanc esetén, tehat egy ismgkezdszogl egyen-
sulyi helyzetet valamilyerv elemszam éa teher mellett, akkougyanezeny,-lal jellemzett
alak, tehaugyanez rudlancalak megoldasa lesz az eredeti, vizszintagkterhelt radlanc-
nak is, de mas teherparaméter melldtt= )/ cos o teher esetén. A bifurkéciés diagramja
a két feladatnak ennek alapjan abban tér el, hogy a vizszafieel terhelt rugalmas radlanc
(pl. 1.2a &bran mutatott) bifurkaciés diagramjanak eggismsitjait ,.el kell torzitani”, minden
ag minden pontjanak ordinatajat el kell osztani a hozzézérabszcissza koszinuszaval, azaz
cos ap-lal. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a vizszintéseaterhelt rugalmas rudlanc bifur-
kacios diagramjanak minden egyensulyi Utjabgz= 7/2 értéknél megfogjuk, és ,felhizzuk”
végtelen magasra. Az igy nyert bifurkacios diagramot &gy 4 elemi rugalmas radlanc ese-
tén a 2.15a 4bra mutatja: tehat ezz= 4 elem(, vizszintes éwel terhelt rugalmas rudlanc
bifurkaciés diagramjanak a torzitott valtozata, mindentgéggdleges koordinatajat elosztot-
tuk cos ap-lal. Osszehasonlitasként a 2.15b abra mutatja a &@ével terhelt rugalmas rid-
lanc bifurk&cios diagramjat, amit ugy allitottunldehogyy, = 0 mellett -t kis Iépésekben
valtoztatva megkerestiik (2.20) alapjan, hogy mikor véifedéty v. A két bra ugyanazokat az
egyensulyi utakat rajzolja ki, tehat a vizszinte$vel és a kovét eibvel terhelt radlancok igen
hasonloan viselkednek.

Alcos a

0 V4 w2 0 V4 V2
Ao Lh)

2.15. &bra. a) A vizszintes@rel terheltN = 4 elem( rugalmas rudlanc bifurkaciés diagramja-
nak az eltorzitott valtozata: minden pont fiddgges koordinatajat elosztottuls o, -lal. b) Az
N = 4 elem(, kéved edvel terhelt rugalmas rudlanc bifurkaciés diagramja.
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A kovetkedkben azt vizsgaljuk meg, hogy vajon mennyire altalanogyrokonzervativ
€s nemkonzervativ terhek esetén is tertlilettartd, kondeteaz a statikai feladatnak megfdiel
dinamikai rendszer. Egy eléggé altalanos esetet maaa,el 2.2 alfejezetben felirtunk a 2.8
abra kapcsan: a (2.9) egyenleteket a (2.7) peremfelté&leBzamitsuk ki ennek az egyenlet-
rendszernek, vagy leképezésnek is a Jacobi-matrixat! Brethked alakba irhato:

1 L 0 0 0 0
0 1 0 0
| H, H,+LH, 1 0 mH, mH,
1= Vy, Vo+LV, 0 1 mV, mV, ’ (2.22)
D, Do+LD, M 0 1+mD, mD,
| ¢, Co+LC, 0 N mC, 1 +mC, |
ahol a kdvetked jeloléseket vezettiik be:
L=/ M=/ i N =/ !
= {; coS i1, = ;41 8in oy, =/l 1co80, M=—"r",
1 +1 +1 M (s — ar 1)
OH; 1 (i, ;) Vi1 (i, yi) OH,; 1 (v, ;) Vi1 (i, vi)
Ha:—a Va:—, H :—7 V:—7
Oda; Doy v Ov; y ou;

ad; i, Yi

Dy = Hydis1(u,y:) + Hiya(ou, yi)#,

dc; Ay Yi
Cy = Vycira(ai, y;) + W+1(ai,yi)#,
ad; i, Yi
D, = Hydit1 (o, yi) + Hiva(ou, yz)# + {i110;_1 COS
Jc; sy, Y .
Co = Va0i+1(0éi, yi) + Vz‘+1(0%‘, yz)% - fz‘+1pz‘—1 Sin &; .

Ellendrizhe®, hogy a (2.22) Jacobi matrixnak a determindnsa mindebesétt J = 1, tehat
a teher konzervativ vagy nemkonzervativ volta nem befoljg@azt a tényt, hogy a megfetel
dinamikai rendszer terulettartd, konzervativ.

Vizsgaljunk meg néhany specialis esetet! Ezekben lin@dnisgalmas rugokat feltétele-
zunk, azazMl; = p(a; — a;_1), aholp a rugoallando. Feltesszik azt is, hogy a rudak hossza
azonos?; = /.

Elsdként vizsgaljuk meg egy, a konzol szabad végére hato &@éthatasat! Ez lehet egy
nagyon egyszer( diszkrét modellje egywrsk, amelybl folyadék aramlik ki, a kovét e
a kiaramlo viz altal kifejtett visszal@ke® modellje lehet (Bou-Rabeet al., 2002). Megje-
gyezzik, hogy léteznek ennél pontosabb modellek is a félatdszallito c8 modellezésére
(Szabd, 1999, 2000, 2001, 2003). Az egyetlen nemkonzerkatie® e miatt H; = 0 és
V; = 0, kiveve H; = F cosag ésV; = —F'sin . Az e a rugalmas rudlanc szabad végén
hat, ezéril; = /sin o, ¢; = ¢ cos ag. EKkor a (2.9) altalanos egyenlet az alabbi dimenzidtlan
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alakot olti:

Yi = Yi—1 +sinay_q,
Q; = Q1+ 21,
zi = zi—1 + Asin(a; — ap), (2.23)

ahol\ = F¢/p a dimenzibtlan teherparaméter,= (w; + ¢;)/p egy Uj, dimenzioétlan véaltozo,
azi-edik csukloig a nyomatékokat 6sszegziyesis dimenziotlanitottuk ag; — y,¢ valtozo-
cserével. Aterhek 6sszegét j@dl ésp, valtozok allanddk, ezért nem is irtukéket. Csakugy,
mint a kordbban mar vizsgalt (2.10) esetbgmost is csak kdveti a masik két valtozot, azo-
kat nem befolyasolja. Emiatt (2.23) két Iényeges valtoadatmaz. A peremérték-feladathoz
most is a (2.7) peremfeltételek tartoznak. Az= 0 az egyik peremfeltétek; definicidja és
(2.8) miatt pedigzyg = 0. Emiatt (2.23) alapjamy; = «g, €sy; = isin ay. Mivel azonban a
peremfeltételek alapjamy = 0, ezérta; = 0 €sy; = 0 lehet az egyetlen egyensulyi helyzet.
Tehét a kovdi evel terhelt konzolos rugalmas rudlanc csak az eredetereggy helyzetben
lehet egyensulyban. Ez persze nem jelenti azt, hogy ez @zadlinindig stabil, a stabilitas el-
vesztése utan a helystiabil mozgasnaldja at, csakugy, mint a koveerdvel terhelt folytonos
rud esetében (Beck, 1952).

Egy masik nemkonzervativ terhet kapunk, ha minden egyedenuet vizszinteg; inten-
zitasl megoszIo érterhel. Az egyes rudelemekredeeher ekkorH; = p|sino;_4|¢, V; = 0.
Az er mindig a rudelem kdzepén hat, tebdat= (1/2)¢sin «;_,. Az ered edben szerepl | - |
abszolut érték biztositja, hogy a teher mindig bal kéz fedgyis a fal felé hat. Ezek alapjan
a (2.9) a kovetkdz, dimenziétlan alakba irhat6:

Yi = Yi—1 + SN Q;_1,
Q; = Qj—1 — Wi—1,

v; = v + Al sin oy,

1
W; = W;_1 + v;_1 sin oy + 5)\ sin oy | sin ay], (2.24)

ahol\ = p¢?/p a dimenziétlan teherparaméter, a valtozékat pedig dinddlamiitottuk a kdvet-
kezd véaltozocserekkel:
yi — yil,  w; — wip,  v; — vip/L. (2.25)

Mivel csak vizszintes éink vannak, ezért a fudgeges ebknek és a bélik szamithat6 nyo-
matékoknak megfelélp; ésgq; valtozék azonosan nullak, igy nem irtuk d&ket. Mivel a te-
her most sem flugg ag; értékédl, ezért a (2.24) egyenletekben gzre vonatkozé most is
lecsatolddik a tobb@l, azaz harom lényeges valtozénk marad. A megoldas soltdastanal-
juk, hogyy, = 0, majd olyanay-t keresuink, amelyek a (2.8) alapjan kapett= \|sin ay|,
wy = (A\/2)]sin ag| sin oy Mellett teljesitik azvy = 0 peremfeltételt. Példaként egy = 4
elem( rugalmas radlanc bifurkacios diagramjat mutatj@kl® abran. Most is lathatd, hogy az
egyensulyi utak szadma nagyon magas, a szerkezet a térbs#i Blapotdban van.
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2.16. dbra. Megoszl6 ével terhelt,N = 4 elem( konzolos rugalmas rudlanc bifurkaciés diag-
ramja azog € [0, 7], A € [0, 20] tartomanyban.

Osszefoglalasképpen, kimondhatjuk a dolgozat 3. tézisét:

3. tézis. Megmutattam, hogy nemcsak a konzervativ erokkel terhglilmas radlancok ese-
tében lehetséges térbeli kdosz, hanem olyan rugalmasncaokéesetében is, amelyekre nem-
konzervativ terhek hatnak. A szerkezet egyensulyi eggerdke megfeleltethetd kezdetiérték-
feladat minden esetben terulettartd, konzervativ; ésikastvolta okozza a szerkezet térbeli
kaotikus allapotét. (K6z6s eredmény doktoranduszomnoakik Attilaval.)



3. fejezet

Nyitott aramlasok, fraktalok, aktiv
folyamatok

Ebben a fejezetben a nyitott aramlasban kaotikusan sodkéddiailag vagy bioldgiailag
aktiv részecskék tulajdonsagait vizsgaljukd&A6r az aktivitas nélkili, passzivan sodrodo ré-
szecskék mechanikajaval foglalkozunk, és a 3.1 alfejergtimutatjuk, hogy egy szalas frak-
talon gyllnek 6ssze a sodrédoé részecskéek. Ezt Kiven 3.2 alfejezetben a legegyszerlibb
esetre vonatkozéan megmutatjuk, hogy a kaotikus sodrodébamnikai tulajdonsagai, a szalas
fraktalok jelenléte milyen modon valtoztatja meg a reakgienletet. Végul megmutatjuk a 3.3
alfejezetben, hogy az eredményeket hogyan lehet alkaireggnégota megvalaszolatlan bio-
I6giai probléma megoldasara, az ugynevezett ,planktaagmon” feloldasara. Habar az éls
alfejezet is sajat eredményeket tartalmaz, azokat nerakdggis formaban is megfogalmazni,
mert masok mar korabban is kimutattak ezeket a jelenségedat mas aramlasok kapcsan. A
masodik és harmadik alfejezetben egy-egy tézist fogalmameg a bemutatott eredmények
alapjan.

3.1. Passziv sodrodas nyitott aramlasokban

Az alfejezet Karolyi (1996); Karolyi és Tél (1997); Karolgt al. (1997); Toroczkaget al.
(1997) altal bemutatott eredményeken alapul.

A nyitott aramlasokban zajl6 kaotikus sodrodas jelléina Bevezetésben mar ismertetett
kétnyebs kad modelljén keresztiil mutatjuk be. Ebben a modellbgkéglimenzids aramlast
vizsgalunk, amelyben a folyadék mozgasat két, felvaltukdad nyelb drvény iranyitja. Az
egyik nyeb orvény az(x,y) sikon azr = a, y = 0 helyen mikddik mindefi’ id6tartam elé
felébenT'/2 ideig, a masik nyd orvény al’ idoperiddusok méasodik felében mikddik 2
ideig azx = —a, y = 0 helyen. Egy nydl 6rvény hatasara a folyadék sebességének minden
pontban lesz egy, a nyefelé mutatdv, komponense, és egy erre rilgesv, komponense.
Ezek nagysagat a nyeerC' erdssége (egységnyiddalatt eltavozé folyadékmennyiség) és az
orvény2r K erdssége (6rvényesséq) hatarozzak meg:

Up=——, Up=—, (3.2)
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aholr a nyeb 6rvénybl mért tavolsag. Egy passzivan, tehat tehetetlenséglrsilinvdo, igen
kicsinynek tekintett részecske mozgasat ekkor az (1.3mgyhatarozza meg, ahova(t), t)
sebességtér @liggését az hatarozza meg, hogy minden fél periédus végeinességtér hirte-
len, ugrasszeriien megvaltozik a riyékvény helyének megvaltozasa miatt. Mialatt egy adott
lefolyd mikodik, a passzivan sodrodo részecske mozgasar egy nyd orvény hataroz-
za meg. Ha a részecske a lefoly6hoz rogzitett polarkoaiatirgndszerben az, ¢y) helyrdl
indul a lefolyd kinyitasakor, akkor (1.3) és (3.1) alapjado alatt az

r(t) =1/ —2Ct, o(t) = o — gln %z) (3.2)

helyre jut el. Mivel kbzben az aramlasifiiggetlen, a részecske az éppen aktudlis aramvonala-
kat koveti. Vegyuk észre, hogy ez a mozgas csak addig kdwetamig
2
,
t< % 3.3
<32, (33)
ezutan a részecske eléri a lefoly6t, és tavozik a rend8kzétmiatt az aramlasyitott
Megmutathato, hogy a sodrodast két dimenziotlan pararhétérozza meg. Az egyik)
az orvény és a nyélebsségenek ardnya, a masifk & nyeb dimenziotlanitott €rssége:

K  CT
C’ 77_ (1,2.

Ha a helyzet jellemzésére is bevezetjlik-az ar U], dimenzibtlan valtozot, amivel a lefolydk
helyzeter = +1,y = 0 lesz, és az idt at — tT cserével dimenzidtlanna tesszik, tehat az
idéperiodus egy lesz, akkor a (3.2) atirhat6 az alabbi, dimddan alakba:

= (3.4)

r(t) =\/18 —2nt, P(t) = pg —&EIn %z). (3.5)
Amig ez a lefolyé mikddik, addig a részecske (3.5) masaogllerlete alapjan egy logaritmikus
spirdlon mozog, aminek polarkoordinatas alakja) = roe(®0 =)/,

Minden fél peridédus elérésekor el kell végezni egy koortditranszformaciot, amivel a
lefoly6hoz illesztett polarkoordinata-rendszert at kedlyezni az éppen mikddésbeddpfo-
lyéhoz, és Ujra kell kezdeniaidd mérését. Ezt elvégezve, (3.5) egyerdétt lehet szamitani
egy passzivan sodr6dé részecske mozgasat, amig végulelalamyelon keresztil el nem
tavozik, ennek feltétele, hogy az aktualisan mikddéspe tgebhtz a részecske kdzelebb
legyen, mint, /7 a lefoly6 indulasakor.

Ha csak egyetlen ny@imikddne, akkor minden, az aramlasban sodrédé részeégies v
idd alatt eltavozna a lefolyon keresztil egy logaritmikusd&pnentén. Két, felvaltva mikdd
lefoly6é esetén azonban minden valtaskor Uj spiralt kezdogktni a részecske, és ez Iénye-
gesen bonyolultabb viselkedést eredményez. Nézzik ndsgdl hogy a sodrodo részecskek
mennyi ideig tartdzkodnak a megfigyelési tartomanyban! &#gyalrol részecskéket inditva,
€s megmérve, mennyiddalatt ,szoknek ki’ valamelyik lefolyén at, a mértGlésés nagyon
bonyolult médon flugg a kezihelyzet6l (1. a 3.1 abran). Az dbra megrajzolasakor alkalma-
zott véges felbontdson is latszik, hogy megléseh sok nagyon magas csucs bukkan fel, ami
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anomalidsan hosszu bent tartézkodaét iglez: mig a részecskék jo része viszonylag gyor-
san kijut valamelyik lefolyon keresztll, bizonyos rési&tshosszu idre csapdaba esnek. Az
abranal jobb felbontast alkalmazva még tobb ilyen magasscbukkan fel, és azok magas-
saga is 0. Valgjabanvégtelen sololyan csucs van, amelynekégtelen a magassaggnnek
ellenére ezek a végtelen hosszérielcsapdaba ejtett részecskék kivételeselidnem minden
részecske elhagyja a tartélyt végeé mlatt, a végtelen magas csucsok igy egyimérték
halmazt alkotnak. A 3.2b abran a siknak azokat a pontjaétzaituk, amelyek hosszuadlatt
sem hagyjak el a megfigyelési tartomanyt: ezek kéaelft (az alkalmazott felbontas esetén)
megegyeznek a soha el nem tavozoé részecskéloketyreteivel. Ezek egy bonyoldhaktal-
halmaztalkotnak, amelynek a dimenzidja nem egész szam. Ez egyssatalas szerkezeti
fraktal: egyik irAnyban sima vonalakat, gorbéket alkot, @sik iranyban a Cantor-halmazhoz
hasonl6 szerkezetet mutat, vagyis a Bevezetésben az A6 dlutatott Cantor-szalakhoz ha-
sonl6 a szerkezete. Az alakzatfraktaldimenzidja kétdimenzids aramlasban egy éKkegiré
esik:1 < D < 2.

Id6késés

-0.4 -0.3 -0.2 =

3.1. abra. Sodr6dé részecskélbkdsése a kétlefolyds kadban. Az alkalmazott paraméterek
értékeé = 10, n = 0.5 volt. Az &bra elkészitéséhdd* részecskét inditottunk az, y) =
(—0.4,1) és(z,y) = (—0.1,1) pontok kozti szakaszrol, és kerukelyzetik fuggvényében ab-
razoltuk, hogy hany periodus alatt érik el valamelyik lgfiil Erdemes megfigyelni a magas
csucsok kilonds eloszlasat.

Felmeril a kérdés, hogy mi torténik a soha ki nem jut6 réeskedd®l. Ha kovetjuk ezek
palyajat, akkor azt tapasztaljuk, hogy ezek hamarosana&fan lathatdé halmazon gyulnek
0ssze. Ez egy Ujabb fraktalhalmaz, amekabtikus halmaznakeveznek, ez ,ejti csapdaba”
azokat a részecskéket, amelyek sohasem érik el egyik tafedyn. Ebbe a halmazba tartoznak
tobbek kdzott az idben periodikus részecskepalyak, ezen nyilvanval6an ndjak elhagyni
a megfigyelési tartomanyt. Ide tartozik azonban egy megisdidatatlanul végtelen sok nem-
periodikus palyabdl allé halmaz is. Ezek egydtt ejtik csapala 3.2b abra palyait, azoloiel
a kaotikus halmazhoz tartanak. Emiatt a 3.2b abran jelditgdd ol indul6 palyakat a kaotikus
halmazstabil sokasaganakevezziik: a stabil sokasag azon palyak halmaza, amelys=iltet
gesen hosszu fdalatt a kaotikus halmazhoz tartanak.

Azonban a kaotikus halmaz nem stalnigm az dsszagszecskét vonzza magahoz, csak
azokat a kivételes részecskéket, amelyek a stabil sok@ddadulnak. A tobbieket eltaszitja
magatol adnstabil sokasaganentén, ezt az instabil sokasagot mutatja a 3.2c¢ abra. Aghihs
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3.2. abra. a) A kaotikus halmazrol késziilt pillanatfelVatkétlefolyds kadban. Az alkalmazott
paraméterek értéke= 10, n = 0.5 volt. Fekete pontok jelzik azokat a részecskéket, amelyek
soha ki nem juté csapdapalyakon mozognak. b) Pillanatielaékaotikus halmaz stabil soka-
sagarol. A fekete pontokrol indul6 részecskék a kaotiklaas@ghoz tartanak. A stabil sokasag
vonalai alkotjak az egyes lefolydk vonzasi tartomanyaratkiat. c) Pillanatfelvétel a kaotikus
halmaz instabil sokasagaroél. Ezt rajzolja ki a kéedtételek egy sokasaga. A kor jelzi azt a
tertletet, ami a kdvetkézél peribdus alatt tavozik a bal oldali lefolyon keresztil

sokasag is egy szdlas fraktal, hasonl6 a Cantor-szalalitiaktaldimenzidja egy és kétkozé
esik:1 < D < 2. Mivel a kaotikus halmaznak van stabil és instabil sokassgszokas a ka-
otikus halmazt &aotikus nyeregévvel is illetni. A kaotikus halmazon tartozkodo részetsk
korlatlan ideig kaotikus médon viselkednek. A tdbbi réskeclegfeljebb véges ideig viselke-
dik bonyolult médon, a viselkedésiik a tranziens kaosz eltééek targykdrébe tartozik.

Természetesen a kaotikus halmaz és annak stabil, instbg&gai iben valtoznak, még-
pedig az aramlas periddusidejének megtetal Példaképpen a 3.3 dbra mutatja az instabil
sokasag idfiggését. Habar az abra magében periodikus, ez nem jelenti, hogy az egyes
pontoknak megfelélrészecskék is visszakertilnek az eredeti helyikre. Asndkébb, hiszen
pont az instabil sokasag esetén a részecskék egy részezédtamlamelyik nyebn keresztul.
Habar a kaotikus halmaz és sokasagainak a kéjieeil (periodikusan) valtozik, az alakzatok
fraktaldimenziojadofiggetlen Vagyis, nyitott aramlasokban a kaotikus viselkettésziens
de a szélas fraktalok jelenlégermanens

A kaotikus halmaz stabil és az instabil sokasaganak vilfigisi jelentése van. A stabil
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3.3. &bra. Az instabil sokasadideli valtozasa a kétlefolyos kadbén- 10, n = 0.5 esetén. Az
egyes abrak a kaotikus sokasag instabil sokasagat muddtjak 0, b)¢ = 1/10, ¢)t = 2/10,
d)t = 3/10,e)t = 4/10,f) t = 5/10,9)t = 6/10, h)t = 7/10, i) t = 8/10 és j)t = 9/10
dimenzidtlan idvel a bal oldali lefoly6 kinyitasa utan. Az instabil sokgd&pet = 10/10 idd
utan ugyanaz lesz, mint az a) abran: az instabil sokasagd#@pen periodikus, habar az egyes
pontok altalaban nem térnek vissza ugyanabba helyzetbe.
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3.4. 4bra. A stabil sokasaggal kezdetben &tffastékcsepp a kaotikus halmaz instabil soka-
sagahoz tart. Azok a részecskék, amelyek kezdetben pondostabil sokasagon vannak, a
kaotikus halmazhoz tartanak (pont jelképezi vazlatosan). A tobbi részecske elhagyjaoa ka
tikus halmazt az instabil sokasag mentén, mikdzben szeisri@hatdan kirajzolja azt.

sokasag alkotja a hatart az egyes lefolydk vonzasi tartgen&idzott. Ha valasztunk két olyan
pontot, ahonnan a részecskék kulorbtiefolydkon keresztiil tavoznak, akkor kell legyen e két
pont kdzott legalabb egy olyan keruklyzet, ahonnan a részecske nem tudja ,.eldonteni”, hogy
melyik lefolyon keresztiil tavozzon, igy végtelen sokaigthearad: ez a kdzbetkezdpont
rajta van a stabil sokasdgon. Még érdekesebb az instalakégkielentése, mert az szabad
szemmel is lathatd, ha részecskék egy sokasagat (pl. éssigbet) inditunk az aramlasban.
Ha a festékcsepp kezdetben atfed a stabil sokasaggal, hskmarosan kirajzolja a kaotikus
halmaz instabil sokasagat. Ahogy azt a 3.4 abra vazlatosdatjan a kezdetben a stabil so-
kasagon indul6é pontok a kaotikus halmazt jelké&paygeregponthoz tartanak, az 6sszes tobbi
pont az instabil sokasag mentén tavolodik&dét Vagyis amit az aramlasokban tipikusan sza-
bad szemmel lathatunk, az nem az aramlasi kép (aramvonalak®ém az instabil sokasag;
néhany példat a 3.5 abra mutat, I. még Van Dyke (1998) albarf@yadékok mozgasardl. A
kétnyebs kad esetében egy festékcsepp instabil sokasaghoatata$ abra szemlélteti.

Mivel a festékcsepp az instabil sokasagra huzodik, szszeegen a festékcsepatar-
vonalais az instabil sokasaghoz, ehhez a fonalas fraktalhozHarkulonféle részecskékb
allo (pl. kilénbod szinl) cseppeket vizsgalunk egy aramlasban, akkor paszéaljuk, hogy
mindegyikcsepp az instabil sokasaghoz tart. igy az éltétajdonsagu (szinii) cseppek hatara
egymashoz igen kozel keril, vagyis a szinek nagyon jol éeseeednek egy fonalas fraktal
mentén. Az instabil sokasagtol tavolabb azonban a kevegginge lesz, a hamarosan kirben
részecskéknek nincs idejuk, hogy jol elkeveredjenek. Kétanutatni, hogy érvényesil az un.
Wada-tulajdonsagToroczkaiet al., 1997): az instabil sokasag pontjainak tétegesen kicsiny
kornyezetébemindenszin eb fog fordulni, ha elég sokéig varunk.
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SIELE IMAGE --

3.5. dbra. Miholdas felvételek a NASA archivumabdl. Fthibk a Karman-féle 6rvénydtban
a Guadalupe-sziget mogott. Also képek: tengeri jég mindéaamcsatka kdzelében. Figyeljuk
meg a fonalas szerkezetet, amegmaz aramlasi képet mutatja, hanemrgtabil sokasagot
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3.6. &bra. Egy00 x 300 részecskéll &llo, a[—0.25,0.25] x [—0.5,0.0] tartomanybdl induld
csepp idbeli valtozdsa a kétlefolyds kddban= 10, n» = 0.5 paraméterértékek esetén. Az
egyes abrak a csepp alakjat mutatjagk & 0, b)t = 1,¢c)t =2,d)t =3,e)t =4 ésf)t =5
dimenzidtlan idvel az inditas utan. A bennmarad6 részecskék egyre pdntaskirajzoljak
az instabil sokasagot.
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Osszefoglalva, nyitott aramlasban sodrodoé részecskék

e egy nagy fellletl, fonalas fraktalon, a kaotikus halmatahil sokasagan gytlnek dssze;
e anomaliasan hosszugttoltenek itt; és

e jOl elkeverednek a fraktal mentén.

Ezek a tulajdonsagok nemcsak a bemutatott példaban igaaakm minden nyitott aramlas-
ban, ahol kaotikus sodrodas zajlik. Ezért természetesédiladz az ttlet, hogy ha a részecs-
kék kémiailag vagy bioldgiailagktivak akkor nyitott aramlasokban az aktivitds nagy része
egy szalas fraktal mentén fog zajlani; ott ahol jol elkedersesok idt toltenek a részecskék.
A kovetked alfejezetben bemutatjuk, hogyan valtoztatja meg a ftedeékezet felbukkanasa
a kémiai aktivitast, és levezetlink egy Uj reakci6é egyenhlatai ezt a hatast figyelembe veszi.

Hangsulyozni kell, hogy bar a bemutatott példa kétdimeni@mlas volt, térbeli aram-
lasok hasonlé viselkedést mutatnak. Ebben az esetberdifaidlak helyetfraktalfeliletek
lesznek a stabil illetve az instabil sokasagok.

3.2. Kémiai reakcio nyitott aramlasokban

Az alfejezet Kéarolyiet al. (1999, 2004); Toroczkagt al. (1998, 2001); Péntedt al. (1999);
Tél et al. (2000, 2005) cikkei alapjan készilt.

Az egyszerlség kedvéért foglalkozzunk az @mtokatalitikusreakcioval, amely a termé-
szetben gyakran @&lordul (Epstein, 1995). Ez eqgy ,fézés” jellegli reakcio, amelyben az A
anyag, ha B-vel érintkezik, maga is B anyagga valk+ B — 2B (Muzzio és Ottino, 1989;
Metcalfe és Ottino, 1994; Muzzio és Liu, 1996). Az ilyen Bpueakciokat az A és B anyag ko-
z0tti éles hatarvonal, @akciéfrontielenléte jellemzi, amely valamilyer reakcidosebességgel
mozog ebre a B anyag felé (Kolmogorat al., 1937; Neufeldet al.,, 2002b). llyen reakciokkal
modellezhdh tobbek kdzt az égés, a planktonok szaporodasa, valangigkér 6zon lebomla-
sa; mindezen folyamatokban a kdzeg aramlésa is jgdesterepet jatszik. Az égés soran az A
€s B anyag szerepét az elégett és el nem égett anyagok wgKilséet al., 2003a,b). A plank-
tonok esetében a szaporodas és az aramlas 0sszjatékal\eptdrktonviragzasnak nevezett
jelenséghez, amikor a plankton mennyisége hirtelen jgésemt megnodvekszik (Abrahagnal.,
2000). Az 6zonbomlasi folyamatok soran a ClIO-ban gazdag Egtomegek fény hatasara
katalizaljak az 6zon lebomlasat, de ezt a folyamatot fekddD,-ben gazdag lIégtdmegeknek
az idearamlasa a CIO+NO—CIONGQO, reakcion keresztil (Edouast al., 1996b; Mariottiet
al., 2000).

Az autokatalitikus reakciok hagyomanyos leirasa soran anyaga illetve a B anyagh
koncentracidjara irhatunk fel egyenleteket:

da db
—_— = —ko CLb, E

dt
aholk, a reakcié sebességét jelledalandd. Mivel a két anyag egylittes mennyisége megma-
rad, ezért + b &llando, vagyis: ésb nem fuggetlen. Bevezettiedc = b/(a + b) mennyiség,

= koab, (3.6)



3. FEJEZET. NYITOTT ARAMLASOK, FRAKTALOK, AKTIV FOLYAMATOK 47

amelyre (3.6) alapjan teljesil, hogy

d
é = kec(1 — ¢), (3.7)
aholk = kq(a + b) jellemzi az atalakulas sebességét. Amennyiben az anydgsidsa nem
allandé, hanene helyfigd, de feltéve, hogy a kdzeg egped nem aramlik, azaz az anya-
gok mozgasat csak molekularis diffazio hatarozza eg diffazios allandoval, akkoe-re a
kovetked egyenlet irhato fel:

0

a_j = Je(1 — ¢) + DagV2e. (3.8)
Ez a Fischer-Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov egyenletlfiagorov et al., 1937; Fischer,
1937), amely két Iényeges paramétert tartalma2;a diffuzios allandot és & reakciosebes-

séget. Ezek a paraméterek meghatarozzak a reakci6é sebg€s@gs és Hohenberg, 1993):

VR = 2\/ deiff. (39)

Ekozben a reakcio egy/ Dair/ k szélességi savban zajlik, azon kiviil vagy csak B anyag van
(c = 1), vagy csak A ¢ = 0).

Ha a reakci6 és a diffuzié mozgd kdzegben, dramlasban zajkor a kozeg mozgasat is
figyelembe kell venni. Ekkor avaltozasat a kovetkézegyenlet adja meg:

oc n

ot
aholv = v(r,t) a folyadék sebessége. Ez az egyenlet jélergyszerisitéseket alkalmaz:
elhanyagolja a sodrodo részecskék tehetetlenségét egmeatamint a reakcio visszahatasat
az aramlésra.

Ennek az egyenletnek a megoldasa azonban igen nehéalégesszen élirt kezd- és pe-
remfeltételek és(r,¢) aramlas esetén. Ezért most olyan egyszeriibb egyenletetivik le,

,,,,,,

(v-V)e=ke(l—c)+ DggVie, (3.10)

leirja. Az ebzb alfejezetben emlitettiik, hogy a nyitott &ramlasban stb@m@szecskék igen
gyorsan egy szalas fraktalalakzatra gyllekeznek, és aiteg@varészt ezen szalak mentén
zajlik. A szalakat az aramlas egyre hosszabbra nyujtjaGéasytipikus mértéke a Ljapunov-
exponenssel jellemezlieexponencidlis hosszabbodés. Ez az igés ayUjtas a szalak mentén
kisimit minden inhomogenitast. Emiatt elegéna szalakra métegesen vizsgalni az anya-
gok eloszlasat. Ezt az egyszerlsiszil-szeleffilamental slice) modellnek nevezték el (Neu-
feld, 2001). Ha a szalaktol mért tavolsageszel jeldljik, akkor a szalakra nigdeges irany-
ban az aramlas hatasa eg@®rexponencialis 6sszehlzddas: az instabil sokasagfeldan
—ox sebességgel aramlik a folyadék.dtaz aramlas pozitiv Ljapunov-exponense, amelynek
nagysaga kéetdimenzios aramlasokban megegyezik a negapivrmiov-exponenssel az aramlas
0sszenyomhatatlansaga miatt. Emiatt a (3.10) egyenlenedtbegy dimenziés modellben igy

irhato:

dc dc dD*c
a —O'.T% —kC(l—C)—FDdiﬁ@. (311)
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Ezt az egyenletet fel lehet irni dimenziétlan egységekberessik be a lagrange-i érte-
lemben vetDa Damkdhler-szamot é8e Péclet-szamot a kovetkékzéppen:

k L?
—, Pe= o
o

Da = = ,
Daig

(3.12)
ahol L a vizsgélt tartomany jellenfzmérete. Eredetileg a Damkohler-szamot (Damkdhler,
1936) és a Péclet-szamot (Landau és Lifsic, 1988) az aragulési jellemdivel definialtak

a kovetkedképpenDa,, = kL/U €sPe., = LU/Dgg, aholU az aramlas jellentzsebessé-
ge. A Damkohler-szam a reakcidsebesség és a kaotikus diaamsségének aranyat jellemzi,
haDa > 1, akkor a reakcio nagyon gyorsan zajlik le a folyadék mozigas&épest. A Péclet-
szam a sodrodas és a diffazio relativ fontossagat jellemazre > 1, akkor a diffazié hatasat
el lehet hanyagolni. A mi esetlinkben az dertilt ki, hogy addBknaknemaz euleri jellemaje
(az aramlas sebessége) lesz Iényeges a reakciok szenydbrignem a lagrange-i jellerdiz
vagyis a sodrédo részecskék mozgasat jelemzjapunov-exponens. Ezekkel a mennyisé-
gekkel (3.11) dimenziotlan alakja

oc e 1 9%

ha bevezetjuk a dimenzioétlan hely- édvdltozokat azz — =L ést — t/o valtozocserével.

A minket érdekd tartomany az lesz, amikor a diffizié lassu, de a reakcidkspn lezaj-
lanak. Ez a nagy Damkdhler-szdm és Péclet-szam tartomdayagy, hogy a kefthdnyadosa
véges marad. Ez a gyakorlati alkalmazasok esetén csaknedignigaz, a reakciok gyorsak,
és a keverés hatasahoz képest a molekuléaris diffuzio edigatiyato (Tékt al., 2005). Ekkor
a diffaziénak a reakciofrontot szélegihatasat a kémiai reakcié gyorsan eltlinteti, vagyis éles
reakciofrontot kapunk, mig az aramlas hatarozza meg aksafd&jat és hosszat. Ebben az
esetben a vizsgalt tartomany egyes részein még nem indaltdekcio ¢ = 0), mas részein,

a fraktalszalak belsejében, mar teljesen lezajlott=(1), a kett kozétt pedig elhanyagolha-
t6 a reakciofront szélessége, aliok ¢ < 1. Ez azt jelenti, hogy jo kdzelitéssel a reakcio a
fraktalszalak peremén zajlik, sehol mashol. Ez |éhétteszi (3.11) tovabbi egyszeriisitését.

Tegytuk fel, hogy egy idopontban a fraktalszalak koril atlagosan é@y szélessegi sav-
ban mar lezajlott a reakci@, = 1. Ez ad(t) szalvastagsag két hatas miatt valtozik. Egyrészt
az instabil sokasag felé 6sszenyomja az aramlés aranyban, masrésztug reakcioéfront-
sebességgel szélesedik a sav a reakcid hatasara. Mivdeaesites a sav mindkét oldalan zaj-
lik:

6= —00 + 2ug. (3.14)

Ennek az egyenletnek van egy stabil fixpontja:= 2vg /0. A (3.14) egyenlet megmondja,
hogy egyetlen szalnak hogyan valtozik a szélessége. Athgitamlasban azonban nem egyet-
len szal van lefedve reakciétermékkel, hanem szalaknakraigtalhalmaza.

Ahogy a Bevezetésben is emlitettik, a fraktalgeometriandétbrot, 1977; Falconer, 1990;
Tél, 1988) eredményei alapjan, ha a fraktalszalakat lafediyan ,dobozokkal”, amelyeknek
oldalélee, akkor az alakzat teljes lefedéséhez szikséges dohwzokszama figgeni fog az
alakzat, jelen esetben az instabil sokadadraktaldimenzidjatol. Ezt a kovetkéképpen lehet



3. FEJEZET. NYITOTT ARAMLASOK, FRAKTALOK, AKTIV FOLYAMATOK 49

kifejezni (1.4) képlettel 6sszhangban (Mandelbrot, 19&iconer, 1990; Tél, 1988):

e\ —D
N(e) = H (—) , (3.15)
L
ahol aH dimenziétlan konstans a Hausdorff-térfogat,/€a vizsgalt tartomany jellenizmé-
rete. Ez az 6sszefliggés kiwkra teljesuil. A legkisebb dobozméret, ami a végezélessegl
savok lefedése soran szdba johet, az maga a savszélegpégeva 6. Mivel ekkor egy doboz
terlilete (kétdimenzids aramlasban) ezért a teljes, a szalak altal lefedett tertlet

) 5 2—D
A=ML <Z) . (3.16)

Mivel ¢ = 1 a lefedett teriileten a (dimenziétlanitott) koncentraeért A/ L* egyben a (di-
menzidtlan) anyagmennyiséget is jelenti, vagyis az atatikitus reakciéban keletkézermék
mennyiségeét.

Mivel a fraktaldimenzié nem fligg az @I, és ugyanezt feltéve a Hausdorff-térfogatrol,
képezhet a (3.16) egyenlet fil szerinti derivaltjaAd = HLP(2 — D)5'~P). Behelyettesitve
ide & helyére (3.14) kifejezést, majd &valtozét kifejezve (3.16) segitségével, a kovetkez
Osszefliggést kapjuk:

A=—(2-D)oA+q(2— D)%‘Aéi : (3.17)
ahol bevezettik @ = 2(L*H)'(~% geometriai tényed. Kihasznalhatjuk a tranziens ka-
osz elméletének azt az eredményét (Kantz és Grassber@&), Hogy a fraktaldimenzio, a

Ljapunov-exponens, ésralgynevezetszokési ratkdzott 6sszefliggés van:

>}

v}

2o-p=" (3.18)
o
A szokési rata (Tél, 1990; Karolyi és Tél, 1997) a nyitotimal@s megfigyelési tartomanyaban
tartozkodo részecskék szamanabidli valtozasat irja le, ami@ben exponencialisan csokken,
és ennek exponense a szokési rata. Vagyis,(hea még ki nem sodrodott részecskék szama,
akkorn(t) =~ n(0)e . Vezessik be még a

D -1
2—-D

G = >0 (3.19)
mennyiséget, amely kizarolag az instabil sokasag, a fisadkak D fraktaldimenzigjatdl fugg,
és mindig pozitiv, hiszeh < D < 2. Ezek alapjan az anyagmennyiségheli valtozasat leird
(3.17) egyenlet igy irhato:

A= —rA+ g2 AP, (3.20)
oL

Ez az egyenlet tehat leirja, hogyan valtozik a termék mesdg@ egy autokatalitikus reakcio
soran, amely nyitott aramlasban zajlik. Az@tag az egyenlet jobb oldalan a kiaramlas hatasat
irja le. A masodik tag a reakcié miatti anyagmennyiség valsbirja le, és ebben megjelennek
a sodrddas kaotikus voltat jelle@mmennyiségek: a Ljapunov-exponens, aszokési rata és a

D fraktaldimenzio. Ez az egyenlet markansan eltér a klagsz(B.7) egyenlefl, amely most
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csaklokalisanteljesil. Az aramlas hatasara kialakulé szalas fraktdbmat alapvet hatast
gyakorol a kémiai aktivitasra.

Amennyiben az aramlasban sodrédo részecskék sodrodaseandiRus, azaz a szalassag
nem alakul ki, a reagalé anyagok kozotti reakciofront sesz leaktal, vagyisD = 1 lesz.
Ekkor (3.20) egyszerlistdiki = 0 miatt a jobb oldalon a masodik tag konstans lesz, ami
egy klasszikus fellleti reakciénak felel meg. Ha azonbaoda&las kaotikus, a reakciéfront
jelenbsen megnyulik a nem-kaotikus esethez képest, fraktali&, \& a reakcio lefolyasa
jelenBsen felgyorsul, a masodik tag igen nagy lehet. Val6jdbaméhkevesebb anyag lesz
jelen a vizsgalt tartomanyban, azaz minél kisehlannal nagyobb lesz a negativ kifemiatt
a masodik tag, tehat annal gyorsabbéram anyagmennyiség. Viszont ha sok anyag van, azaz
A nagy, akkor a kifolyas szerepe, azé®kag ro meg. Ez a két vetélkédhatds végllis egy
dinamikus egyensulyhoz vezet, amikor a megfigyelési taattyhan az anyag mennyisége nem
valtozik, a reakcidban tern@dd anyag mennyisége azonos a kiaramlé mennyiséggel.

A (3.20) egyenletet a legegyszer(ibb esetre vezettik tdirkénzios, idben periodikus
aramlasban zajl6 autokatalitikus reakciora. A (3.18) haktaval még azt is feltettiik, hogy az
aramlas hiperbolikus, nincsenek benne olyan ,reguléigeszk”’, mint az ebzb fejezet 2.14
abrgjan. Megmutathaté azonban, hogy mindezek nem lényeggszoritasok. Sajat és masok
kébbbi munkai a bemutatotthoz hasonl6 egyenletet vezetteliriemdimenzids (de Moura és
Grebogi, 2004a), nemperiodikus (Kéarosti al., 2004), nemhiperbolikus (Mottet al.,, 2003;
de Moura és Grebogi, 2004b) aramlasokra, megvizsgaltakli@do részecskék inercigjanak
hatasat (Nishikawat al., 2001, 2002; Tékt al., 2004), és mas tipusu reakcidkat (langot (Kass
al., 2003a,b), bistabil (Neufeld, 2001; Neufatlal., 2002a) és sav-bazis (Karoki al., 1999)
reakciokat) is. Mindezen esetekben hasonlé reakcidegiatriehetett levezetni, amelyekben
kozos a fraktaltulajdonsagoktoél fiiggag. Ezen eredmények atfogdé bemutatasa meghaladja
ezen dolgozat kereteit, egy hosszabb lélegzetl 6ssaddagkkiink a kézelmultban jelent meg
errdl a témardl (Tékt al., 2005).

A levezetett Uj reakcidéegyenlet alapjan kimondjuk a dold@dvetked tézisét:

4. tézis. Nyitott hidrodinamikai aramlasokban a részecskék egy olutty szalas fraktalalak-
zatra gylinek 0ssze. Ezen a fraktélalakzaton hosszé Kapdaba esnek a kisodrédasuk elbtt,
igy ha a sodrédé részecskék kémiailag vagy bioldgiailatyakt akkor az aktiv folyamatok egy
szalas fraktalalakzaton zajlanak. Megmutattam, hogy aardéis mechanikai tulajdonsagai
modositjak a hagyomanyos reakcidegyenletet, az Uj kégyaingetben megjelenik a sodrodoé
részecskék eloszlasat jellemz6 fraktaldimenzié.

3.3. Szalas fraktalok és planktonok nyitott aramlasban

Az alfejezet Karolyiet al. (2000, 2002, 2005) és Scheuriagal. (2000, 2003a,b) cikkei
alapjan készllt.

A Bevezetésben emlitettiik, hogy az aramlo kdzegb&példaul fitoplankton) populaciok
dinamikajat hagyomanyosan azok atlagos koncentracidjgéta le. Ez azt feltételezi, hogy az
aramlas, amelyben ezek a populécidk élnek, homogén mokeveel az dsszes fajt. Az egyes

V4
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tekkel szokték leirni (Gurney és Nisbet, 1998):

Ai :bz‘Ai—CiAi, 1= ]_,2,"',N, (321)

aholi sorszamozza a¥ kulonféle fajt. Ab; ésc; mennyiségek jellemzik az 0] sziletések sza-
méat és a természetes kihalast, és fliggvényei lehetnek elkeradsre allé nyersanyagoknak (pl.
tapanyagok, oxigén, fény stb.). Megmutathat6, hogy edeimegyenleteknek csak olyan meg-
oldasa lehet, ahol az egytithdlnem zérus egyedszamu) fajok szama nem tébb, mint a nyersa-
nyagok szama (Gurney és Nisbet, 1998), j6l kevert kornperetsak azok a fajok maradhatnak
fenn, amelyek legalabb egy nyersanyag felhasznalasalegrétdrmettebbek (Epstein, 1995;
Gause és Witt, 1935; Hardin, 1960). Ez azonban ellentmdraatégan a nyilvanvalo tapaszta-
lattal: a sziikséges &orrasok szama (nem tdbb tiznél) joval alacsonyabb, nrrdgyittéd
fitoplankton-fajok szama (akar tébb szaz). Bdankton-paradoxoHutchinson, 1961).

Az el6z6ekben azonban lattuk, hogy ha az aramlas nem turbulengédaddfliggd, akkor
a keverésiem tokéletesa kaotikusan sodrodo részecskék szalas struktirakatmakzki. Ha
az aramlas nyitott, akkor ezek a szalak fraktalszerkdzettelelkeznek. A bioldgiai aktivitas
szempontjabdl, példaul a planktonpopulaciok szempoadtgbaramlas gyakran nyitottnak te-
kinthe®, hiszen pl. az 6cean egy bizonyos kiszemelt tartomanyabddir6doé planktonok igen
ritkan tudnak ide visszatérni az 6ceani aramlasok tipidtiskalajanal jéval révidebb élettarta-
muk alatt. Varhat6 tehat, hogy a planktonpopulaciok élstitan tipikusan szalas strukturakat
alkotnak, ahogy azt a 3.7 abra is mutatja, és ezek jellent@zhdraktalgeometria eszkzeivel.

A planktonok szaporodasa j6 kdzelitéssel tekiriitattokatalitikus folyamatnak: a sodro-
das kodzben talalt nyersanyagok felhasznalasaval sajatlatdikat allitjak eb. A természetes
kihalast el lehet hanyagolni egy nyitott aramlasban, meee kihalds mértéke jeledd lenne is a
vizsgalt tartomanyban toltott végesidlatt, annak hatasa legfeljebb kissé modositjiaadké-
si ratat, mas hatasa nem lesz. A nyitott &ramlasokban aatigkatalitikus folyamatok esetében
viszont lattuk a (3.20) egyenlet kapcsan, hogy a negativikigen edsen megndveli az aktivi-
tast, ha az autokatalitikusan szaporodé egyedigkdés van. A planktonpopulacidk esetében
ez azt jelenti, hogy ha egy faj gyengébb, a kihalas kdzelébi@ kakkor a (3.20) jobb oldalan
a masodik tag rendkivil nagy lehet, és ez megmentheti adgtidl Masképpen mondva, ez a
ritka elébnye ha kis mennyiségben van jelen valamelyik faj, akkor egykabknomabb felbon-
tasat fedik le az instabil sokasag fraktalszalainak, kidebz & atlagos lefedési szélesség, igy
tobb fraktalszalat tudnak lefedni, és sokkal nagyobb lesdtaluk lefedett tertilet hatara, ahol
hozzajutnak a nyersanyagokhoz. Ennek alapjan azt varpgy ha tobb faj verseng néhany
nyersanyageért, akkor a gyengébbek kihalasat éppen adgukgatolhatja meg.

A helyzet persze ennyire nem egyszer(l. Ha nemcsak egydippsadik az instabil sokasag
mentén, akkor kérdéses, hogy ezek hogyan oszlanak megaliisskasag fraktalszalai men-
tén. Vagyis, tobb verseiddaj esetén a (3.20) egyenlet nem pontosan teljesul. Hbgydéges-e
tobb faj egytttélése, azt numerikus szimulaciok segitegdégjuk megvizsgalni.

El6szor vizsgaljuk meg egyetlen faj autokatalitikus reakéitt modellezett reprodukcidjat
nyitott aramlasban! Példaként a 3.8 4bran a Karman-félenindtban & egyetlen planktonfaj
viselkedését lathatjuk. Kezdetben az egész populécidlegyds cseppben helyezkedik el az
aramlasba helyezett henger alaku akadabyteA folyadék besodorja a henger mogotto+d
fliggd aramlasba, ahol nyujtasok és hajtogatasok gyors egyaménak lesz kitéve, és szalas
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3.7. abra. Miholdas felvételek planktonviragzasrol (e8%archivumabdl). A bal oldali felve-
telen (2000. majus 12., Shetland-szigetek kérnyéke) gadderiletek felbk, a kék arnyalatai
mutatjak a planktonkoncentraciot. A jobb oldali felvét&d81. november 27., Tasman-sziget
kornyéke) kozépen a Tasman-sziget, a képfedszén Ausztralia déli partja lathatd. A mester-
ségesen szinezett abran a melegebb (voros, sarga) szimglasahb klorofill koncentraciot (és
igy a magasabb fitoplankton-tartalmat) mutatjak. Szeniid@&sa planktonpopulaciok fonalas
eloszlasa mindkét képen.
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>0

> 0

> 0

3.8. abra. Planktonfaj szaporodasa és sodrodasa a Kaaleaarfényutban. Kezdetben az a)
abran lathat6 fekete négyzetben helyezkedik el a plankttéppanyagot hordoz6 folyadék fe-
hér. Az egyes abrak az &)= 0, b)t = 1/5,¢c)t = 2/5,d)t = 3/5,e)t = 4/5,f)t =1, Q)

t =6/5,h)t =8/5,i) t = 2 és )t = 3 id6pontokban késziiltek, ahol az aramlaspdriddusa
1. A folyadék balrél jobbra aramlik.
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fraktalszerkezetlivé alakul a csepp. Hamarosan (kb. Késteidperiodus utan) a kialakuld
populacié alakja idben periodikus lesz, eléri a (3.20) egyenlet stabil hedtzex keletkeé

és a kisodrédo egyedek szama Iényegében meg fog egyezgy ahba 3.9 abra is mutatja.
Hasonlo viselkedést tapasztalunk, ha a kéthyddadban kialakulé aramlasban kovetjik egy
autokatalitikusan reprodukalddoé faj viselkedését, ataxgya 3.10 abra mutatja.
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3.9. dbra. A Karman-féle érvényutban szaporodo és sodriahitonfaj egyedszamanakde
beli valtozasa.

3.10. abra. Planktonfaj eloszlasa a kétgekadban. Fekete szin jeldli a planktont, fehér a
tapanyagot hordozo folyadék.

A numerikus szimulacié soran alkalmazott eljaras a ko#tkaz aramlasi tér megfigyelé-
si tartomanyat, ahol a részecskék mozgasat kivanjuk kiyezionos¢ oldaléll négyzetraccsal
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fedjik le. A sodrodo részecskék ennek a racsnak egy-egjatdibglaljak el, minden celldban
csak egy egyed lehet, tehat a cellak mérete megfelel a plaegyedek atlagos tavolsaganak.
A sodrédasi és szaporodasi folyamatot két Iépés egymasalkamazasaval modellezzik, ez

a két 1épés isméildik felvaltva. A szimulacio efs Iépésében a sodr6do részecskék az aram-
lasnak megfelé modon egy rovid- ideig elmozdulnak, az 0] helyzetiket (1.3) megoldasaval
kapjuk. A megoldashoz vagy a negyedrendli Runge-Kuttasgeytihasznaljuk (pl. a Karméan-
féle drvényut esetében, ahol az aramlas sebességterék@ipitenodell adja meg Jungt

al. (1993) cikke alapjan), vagy ha az aramlas szakaszonktagraihat6, akkor expliciten ki
lehet szamitani (pl. a kétnyid kad esetében). Ha egy részecske a megfigyelési tartomanyo
kivilre keril, akkor nem kévetjuk tovabb, téroljuk azt azedet. Amikor minden részecske-
nek megvan az Uj helyzeteidével kébb, akkor azokbdl a cellakbdl, amelyekbe egynél tébb
részecske kerilt, egy kivételével mindet tordljuk. Ezutémetkezik az aktiv [épése az algo-
ritmusnak: minden olyan dres cellaba, amelynek a szoméaadjvan részecske, egy Uj egyed
szuletik: vagyis ahol Ures és teli cella talalkozik, ott aedlil is teli lesz azA + B — 2B au-
tokatalitikus folyamatnak megfef@tn. Vagyis a részecskék ,megferik” a szomszédos Ures
cellakat. Ekkor az 0j részecskék pontosan az ures cellgkizsziletnek. A reakciétavolsag
tehat megegyezik a cellakméretével. Mivelr idokdzonként torténik szaporodagivolsagra,
ezért a reakciosebesség léenyegéhen- /7. A folytonos reakcid esetét ugy kaphatjuk meg,
hogye ést értéke is nullahoz tart, de hanyadosuk,véges marad.

Modellezziink most tébb, versedi@utokatalitikus folyamatot! Ekkor &ordulhat, hogy a
sodrodasi szakasz illetve a szaporodasi szakasz soraekdyaeltéro fajokegyedei is beke-
rilnek. Mivel feltevésiink szerint csak egy egyed lehet egjldban, ilyenkor véletlenszerlien
kisorsoljuk, hogy melyik marad meg, igy annak a fajnak leégibtesélye a megmaradasra,
amelyik tobb egyedet juttatott be az adott cellaba.

Az egyes verserigfajok tulajdonsagai nem egyformak. Ezt tébbféleképphptiett figye-
lembe venni. Az egyik lehéség az volt, hogy beiktattunk egy kihalasi |épést is a skniu
Oba: minden egyes egyedet egy adott, fajra jel@mwaldszinliséggel toroltink. Amelyiknek
ez a kihalasi valoszinlisége kisebb volt, annak volt tolelyesaz életben maradasra. Egy ma-
sik lehetség az volt, hogy megndveltilk a szaporodasi tavolsagdtanéttebb fajoknakdk
nemcsak a szomszéd cellakba tudtak egyedeket sziilni, haalamilyen annél nagyobb, fajra
jellemz sugaru kéron belul mindenhova. Ezzel tébb esélyik letbp@odéasra, gyakrabban
talaltak Ures cellakat, ahova szaporodhattak. A harmadtiiétiség az volt, hogy a gyengébbik,
kevésbé ratermett faj egyedei nem minadeddkozonként szaporodtak, hanem csak anndl rit-
kabban, ezzel csokkentve @szaporodasuk sikerét. Akar egyszerre tobbet is lehelinadizani
ezen lehdiségek kozil.

Egy tipikus szimulacios eredményt a 3.11 abra mutat. Itvkéseng fajt latunk, amelyek
egyutt élnek a Karman-féle 6rvényutban. A két faj egyedér@idokdzonként szaporodtak. A
hagyomanyos elmélet szerint a ratermettebb faj élhetrétéba versengést egy jol kevert kor-
nyezetben, hiszen csak egyetlen ,nyersanyag” van ebbamalazioban: a hely. A 3.11 abran
azonban ol latszik, hogy a kdrnyezet nem jol kevert, a kgedgltt tud élni az instabil soka-
sag fraktalszalain. A kihalast el tudja kerilni a gyengkpbkevésbé ratermett faj is a ,ritkdbb
elényét” kihasznalva: a ritkabb versdng fraktalszalak egy finomabb felbontasat tudja lefed-
ni, €s igy nagyobb hossz mentén fér hozza az lres helyekhez &gyszerl szimulaciod tehat
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azt mutatja, hogy a nyitott aramlasban a veréeagyedek kdnnyebben egyiitt tudnak létezni,
mint az aramlas nélkill, vagy éppen j6l kevert kdrnyezetbtasonld eredményeket kaptunk
akkor is, ha kefinél t6bb verseriyfajt vizsgaltunk nyitott aramlasban: ha azok ratermettsé

ge nem kulénb6zott tulsagosan, akkor egyitt tudtak élmata nyitott aramlas mechanikai
tulajdonsagaerositik a biodiverzitast

3.11. abra. A Karman-féle orvényutban autokatalitikusaapsrodd és sodrédé, verséng
planktonfajok. A kép 24 periddussal az indulas utan késk@rdetben egy-egy.07 x 0.76
méret, téglalap alaku tartomanybdl indult a z6ld illevairos szinekkel jel6lt faj is (az dbran
nincs feltintetve), a téglalapok kdzepexaz —1.36 (zold) illetvex = —1.10 (piros),y = 0
helyen volt (a henger sugara egységnyi, és a kdzéppontjiay.cdAz egyes fajok egyedszama-
nak idbfliggését mutatja az a) abra grafikonja, lathatd, hogy adisddlak mentén barmeddig
egyutt tudnak élni a versefidajok. A szimul&ci6 soran a négyzetracs méeete 1,/500 volt,

ez volt mindkét faj szaporodasi tavolsaga is. Az egyes fajthd id6kozonként szaporodtak:
z6ld esetén; = 0.6, piros esetém, = 0.8 volt, ahol az aramlas periddusideje egységnyi. A
kihalasi val6szinGséguk azondg10. A b) abra az a) abran téglalappal jel6lt rész kinagyitasa.
Az aramlas balrdl jobbra halad.

Az egyiittélés tényén talméen, az instabil sokasag fraktaltulajdonsagait kihaszndl]
tipusu populaciédinamikai egyenleteket is le tudtunk treiz#z autokatalitikus folyamatokkal



3. FEJEZET. NYITOTT ARAMLASOK, FRAKTALOK, AKTIV FOLYAMATOK 57

modellezett versengés esetére (Scheueingl, 2003b). Ez az egyenlet, (3.20) egyenlethez
hasonl6an, tartalmazza a nyitott &ramlasban tért&otikus sodrodas jellerdanennyiségeit,

a szOkési ratat, a Ljapunov-exponenst és a fraktaldimermaonban sokkal bonyolultabb, mint
(3.20), és itt nem részletezzik.

Azt is megvizsgaltuk (Benczikt al., 2006), hogyan alakul az autokatalitikusan szaporodo
fajok egyuttélése akkor, ha figyelembe vessziik azt, hoggwedeknek van kicsiny mérete és
tehetetlensége is. Korabbi vizsgalatok (Benalal,, 2002, 2003) azt mutattak, hogy ekkor
az eltéd méreti és tehetetlenségi részecskék mas-mas szétasomagyilekeznek az aram-
las hatasara. Azt vartuk, hogy ez a mas-mas fraktalon ggééskmég jobban &egiti, hogy
gyenguljon a verseny a fajok kozott, és atfogé numerikudragmyeink ezt maradéktalanul ala
is tamasztottak (Benczigt al., 2006).

Természetesen vannak olyadléhyek, amelyeknek a szaporodasi mechanizmusa joval bo-
nyolultabb, mint egy egyszer( autokatalitikus folyamMegvizsgaltunk mésfajta, a bioldgiai
szakirodalombol ismert szaporodasi-versengési modelAz egyik ilyen példa az ugyneve-
zettmetabolikus hal6zaEzt a modellt a korai evolicio modellezése soran vezegdkCharan
és Szathmary, 2000). Ebben a modellben az egyedek énmagpkatukalé makromoleku-
lak, amelyek az elérhétnyersanyagokért versengenek, mikozben mindannyiarsaggago-
kat biztositanak egymas szamara is. A modellben a veted@gniailag katalizalnak egy kdzos
metabolikus rendszert, amely cserében energiaban gazolagnmerekkel latja el a versetg
ket, amildl 6k fel tudjak épiteni sajat masukat, és igy szaporodnakitéviesek szerint (Czaran
és Szathmary, 2000; Karolgt al., 2002) a metabolizmus mikddtetéséhez, és igy a szageroda
hoz, mindegyik faj egyedeire sziikség van a szaporodni k&sgiyed kdrnyezetében. Vagyis,
ha egyetlen faj is kihal, az 6sszes tobbi is elpusztul. Habdéatt az egyuttmikddés miatt a ver-
sengés gyengébb, mint az autokatalitikus modell eseténaanodellre is igaz, hogy jol kevert
rendszerben nincs egylttélés, egy faj kihalasat Kiareminden faj kipusztul. Mas a helyzet
azonban, ha a folyamat egy nyitott aramlasban, példaulrey&s kadban zajlik, ahogy azt
a 3.12 abra mutatja. Az abra szerinti kéfltétellel inditva a harom fajt, azok kezdetben nem
tudnak szaporodni, mert tal thvol vannak ahhoz, hogy baikretk a kis (metabolikus) kor-
nyezetében az 6sszes faj egyedei megjelenjenek. Ahogpam@z aramlas elkeveri a harom
fajt, kozel kertilnek egymashoz, és a szaporodas beindut Mervényesil azonban a ritka
elénye: ha valamelyik versefdaj egyedeibl kevés van, akkor szaporodés csak ott lehetséges,
ahol az6 egyedei dfordulnak, mashol aéd hianyaban nem indulhat be szaporodas. Ahol vi-
szont szaporodas zajlik, ott a kihalofélbendds;j is képes lesz szaporodni, a fraktalszerkezet
szalak mentén is hozzajut az Ures helyekhez.

Mindezen eredmények alapjan kimondhato a dolgozat 5.&ézis

5. tézis. Numerikus kisérletek segitségével megmutattam, hogyatriramlasokban sodro-
do részecskék bonyolult eloszlasa tokéletlen keverezrleshaet, amely lehetdvé teszi versengd
planktonpopulacioknak a hagyomanyos populaciodinaneiggenletek altal kizart egyuttéle-
sét. A nyitott hidrodinamikai aramlasok mechanikai tu@dagai erositik a biodiverzitast.
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3.12. &bra. A kétnyék kadban verseiig metabolikus haldzatot alkot6 fajok egyuttélése. A
harom faj (kék, zold, piros) hamarosan kirajzoljak az indtsokasag szalas fraktalszerkezetét,
majd a mentén egyditt élnek. A képektay 0, b)t = 0.5,¢c)t = 0.6,d)t = 0.8, e)t = 1, 1)

t = 1.5 és g)t = 10 idbvel az inditas utan késziltek, ahol az &ramlas periddiesadgségnyi.
Az utols6 4bra a harom populécioé egyedszamanak valtozagatjenaz id figgvényében.



4. fejezet

Novekvo szalak és szalas struktiurak

Ebben a fejezetben novekedzalakkal €s szalas struktarakkal foglalkozunk. Ezekéets
galatokat egyrészt a szalakbol allé mikroorganizmusolekédésének mechanikai modellezé-
se motivalta, masrészt a 3. fejezetben a nyitott hidrodikairdiramlasokkal kapcsolatos vizs-
gélatokat szerettik volna zart &ramlasokra kiterjesztetiszor a 4.1 alfejezetben egy novek-
v6 mikroorganizmus-szalnak az alakjat probaljuk meghatiroéve a hosszmetszetét, annak
kontarjara kinematikai egyenleteket irunk fel. Ezt ket a 4.2 alfejezetben az ilyen névékv
szalakbol felépid teljes koldnia ndvekedését vizsgaljuk a fraktalgeoraetsizkdzeivel; kimu-
tatjuk, hogy a biomassza ndvekedése csatolodik a teldpein valtozé fraktaldimenzidjahoz.
Ugyanez az Otlet segit a zart aramlasban sodr6do, kémiakithg anyagok reakcidegyenle-
tének levezetésében a 4.3 alfejezetben. Mindegyik aejezgén egy-egy tézis formajaban
foglaljuk 0ssze az eredményeket.

4.1. Novek\w sikbeli gorbék és a hifa

Ez az alfejezet Gorielgt al. (2005) cikke alapjan készdlt.

A szélas szerkezetl baktériumok és gombafonalak noveked§y altalanos kinematikai
egyenlettel szeretnénk leirni. A 4.1 abra példaként egytgdamal (hifa) ndveked csicsanak
a hosszmetszetét mutatja. A hosszmetszet konturjat i&jeky gorbe paraméteres egyenlete-
ként egy olyan koordinata-rendszerben, amelyné&ngelye megegyezik a hifa tengelyével,
ahogy azt a 4.2 abra mutatja. Legyen ez a goétbe t), aholo at = 0 id6pontban a gorbe
ivhossza a hifa csucsatél mérve. Az aktudlis ivhossz vajan@dpontban legyen a hifa csu-
csatol mérve. Vagyis a novek@dorbe egy kezdetbenhelyen lew pontjanak ivhossz szerinti
koordinatajas = s(o,t) leszt idovel ké®bb. Ezzel az atparaméterezéssel a gorbe, vagyis a
hosszmetszet kontarjanak egyenléte, ¢) = X(s(o, t), t) alakban is felirhato.

A gorbe novekedik, vagyis az egyes anyagi portokhossz-koordinataja valtozik. Jelle-
mezzik a megnyulast a kbvetkemennyiséggel:

ds(o,t)
do

Ekkor két egymashoz kdzeli pont tavolsaga~ \ do, a fajlagos nyulas a hossz mentén pedig
e = A — 1. A megfigyelések szerint a hifa alakja, kiileatasok hijan, nem véltozik, allandé

A= Ao,t) =

(4.2)

59
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4.1. abra. ACandidagombafonalanak hosszmetszete (University of Bristol)owal a csucsa-
nal névekszik, de a tapanyagot a fonal teljes hossza megité&ndfa venni.

X

4.2. abra. A ndvekd hifa geometriaja.

marad, csak haladé mozgast végez (Prosser és Tough, 12%) jElenti, hogy a gorbe alakjat
leird X(s, t) csak transzlaciot végez, ennek a mozgasnak a sebességrilgglfz a sebesség
a bioldgiai jellembktodl figg (Prosser és Tough, 1991; Saunders és Trinci, 1978y &ral.,
1990; Chater és Losick, 1997), és paraméternek tekintjlkoEaz alakot jellema X(s, t)
kereshei ebben a formaban: £(s)
S

X0 = | 390 | @2)
ahol feltettuk, hogy a szal agtengely mentén névekszik, §$s) ésg(s) egyebre ismeretlen
flggvények, a gorbe alakjat irjak le az ivhossz szerintrpétarezve, |. a 4.2 abrat. A= 0
idopontbars = o, és igyf(o) ésg(o) a kezdeti alakot adjdk meg, ez haladrel azy tengely
menténu, sebességgel, mikbzben az alak megmarad.

Egy kiszemelt pont sebessége a ndvekedés kozben:

dX(s,t) B 5fs
dt [ $gs + up ] ’ (4.3)
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ahol s a vizsgalt pont ivhossz koordinatajanak iszerinti derivaltjaf, illetve g, pedig f(s)
illetve ¢(s) ivhossz szerinti derivaltja. Ez a sebesség felbonthandGerés normaliranyu kom-
ponensekre:

dX(s,t
((i? ) = un + wt, (4.4)
aholu ésw a normal-, illetve érirtiirany sebesség nagysaga, és
aX(S, t) fs —3s
e e P CC (4.5)

az érind illetve (kifelé mutat6d) normal egységvektor. Miwedgységvektor, ezért
ff+gl=1 (4.6)

Osszevetve a (4.3) és (4.4) szerinti sebességekel vagy n-nel szorozva, megkaphaté a
normal- és érirtiiranyl sebesséq:

u=1ugfs, W=35+ugYs. 4.7)

A (4.6) és (4.7) egyenletek az altalanos kinematikai feléttadjak annak, hogy gorbénk, a
hifa hosszmetszetének konturja, a ndvekedés kozben njagibakjat, csaky iranyba halad
elére konstans:, sebességgel. Ebben a harom egyenletben azonban még &ttlemean:
f(s),9(s), u(s), w(s) éss(o, t), tehat még két 6sszefliggést kell keresni kdztik. Ezek nrér ne
egyszerll geometriai 6sszefliggések lesznek, hanem laziohdggfigyeléseken alapulnak.

A megfigyelésekkel 6sszhangban (Reinhardt, 1892; da Rivai Bs Kendrick, 1972) te-
gyuk fel, hogy az egyes pontok sebessége mindiglages a gorbére, vagyis az édiményu
sebesség zérus,

w=§+ uggs = 0. (4.8)

Ezen a médon a hifa el tudja kertlni, hogy szilard kézegbekelgen gydznie a surlddast,
amivel a fellleti pontok érirdtiranyd mozgasa jarna.

Az utolsé sziikséges egyenlet felirasahoz szamitsuk ky, imegnyivel ndvekszik a fellilete
a hifanak! Tekintstink két kdzeli, egymastfik ivhossz mentén vett tavolsagra dekereszt-
metszetet, a kditkdzotti hifa-szakasz felllete, ahogy azt a 4.3 dbra nautat]

AA=21fAs = 27Tf$AO’ =21 fAAo. (4.9)
g
Ennek megvéaltozéasa:
d . . fs A
EAA =271(fA+ fA)Ac =27\ f s? + X Ao. (4.10)

Tehat a felszin megvaltozasa fajlagosan

1 d AR
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4.3. abra. A hifa egy ,gylrijénekA A felszine az abran szinezéssel jeldlve.

Ez a mennyiség persze fligg attdl, hogy milyen messze vaggunfa cslcsatol, tehattol.
Erre szeretnénk valamilyen biolégiailag elfogadhatéefadst adni.

Megfigyelték (Grayet al., 1990; Trinci és Saunders, 1977), hogy a hifa ndvekedéséasc
kozelében a leggyorsabb, és onnan tavolodva a ndvekedés iégyre lassul. Eszrevebet
hogy a csucsot geometriailag az jeldli ki, hogy itt a legr@gya gorblilete a hifanak. Mond-
hato tehat, hogy a hifa egyes pontjaiban a névekedés utenmebalgtnek egy-egy értelm,
monoton fliggvénye. Ennek a fliggvénynek a pontos alakja seraretes, ezért mi a legegy-
szerlbb feltevés mellett vezetiink le egy hifa-alakot.\leegez a feltevés az, hogy a fajlagos
fellletndvekedés aranyos a gorbe adott pontbeli szordasitgiével, vagyis a hifafellilebfor-
billeteinek szorzataval:

ﬁ%AA = ckyks, (4.12)
ahol k£; a meridian irdnyban vett gorbilet, az azimutalis iranyban vett gorbilet,pedig
egy aranyossagi tény@zA meridiangorbulet szamithatéoa/0s = —kyn 0sszefliggést-nel
szorozva:

k1 = fssgs — Gss/s- (4.13)
Kihasznalva, hogy (4.6) ivhossz szerinti derivaltja eagj,s = — f fss/gs, adodik, hogy

ky = J;— (4.14)

A ky azimutgorbilet a 4.2 abra alapjan szamithat6. Az 4braR tolsag a gorbe normal-
vektoranak egyenesén mérve a vizsgalt pont és a hifa tefrgehtytavolsaga. AR tavolsag az
f = —Rni egyenletbl szamithat6, ahdlaz z irdnyl egységvektor. Mivel, = 1/R :

__9
k= =7 (4.15)

A gorbuletek ismeretében szamithaté-as) = kik, szorzatgorbulet, majd (4.11) és (4.12)
alapjan kapjuk, hogy

S N fa
87 + X = —07. (416)
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A (4.8) egyenlet alapjan ide= —ug, €S
d ds d

= —— = —§=— 4.17
A dt do dO’S uogss)\ ( )
behelyettesitésével
—Uogs% — UpGss = _C% (418)
adodik, ami egyszerisitve
C
gsfs + gssf = _fss (419)
Ug
alakba irhat6. Ez szerint integralhato:
C
9sf=—1Jstc, (4.20)
Ug

aholc, integralasi allandod. Mivel a hifa csicsanal az &infranyd, ezérs = 0 esetéry,(0) =
1 ésg,(0) = 0, valamintf(0) = 0, ezért adodik, hogy; = —c/u,. Vagyis egyenletiink

9. = —(f.=1) (4.21)
0

alakba irhato.
Szeretnénk ezt az egyenletet olyan alakba irni, ahkbzvetlenil szamithaté a hifa kon-
tarjanakg( f) alakja. Képezzik a keresett alak derivaltjat:

dg dgds g

= ===— == 4.22
I= T asdf (4.22)
amihol
gs = fsgl (423)
kovetkezik. Behelyettesitve ezt (4.6) egyenletbe, kapgioky
1
= ———— 4.24
=i 424
Behelyettesitve (4.23) és (4.24) 0sszeflggéseket (4g3knéetbe kapjuk, hogy
c 1 c
i C _ < 4.25
Ig Ug \/W Ug ( )
Innen kifejezhdt ¢':
2L f
g =—="—. (4.26)
S -
Ez az egyenlet integralhatd, és megkapjuk a hifa alakjat:
c c?
= (S-r)ra (4.27)
Uo Ug
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ahol ¢, Gjabb integrélasi allandé. Ha a koordinatarendszeringgtragzitjik, hogyf = 0
esetéry = 0 legyen, akkotd = —(c/ug) In(c?/u3), és ekkor

2

g(f)= Sn (1 - “—§f2> . (4.28)
Uo C

Az alak egyetlen paramétere hu, hanyados. Ez kifejezh@&t hifar sugaréaval. A hifa a csucs-

tél tavol, vagyis aholy — infty, r sugard, vagyi§ — r. Ezt a peremfeltételt behelyettesitve

(4.28) egyenletbe, azt kapjuk, hogyu, = r. Vagyis a hifa kontuarjat leiré egyenlet

g(f) =rln <1 - f—z) . (4.29)

Ha ezt az alakot dimenziotlan egységekben irjuk fel, vaggigeésg tavolsagokat egységek-
ben mérjuk egyf — rf ésg — rg valtozocsere segitségével, akkor lathatd, hogy minden hif
Iényegében azonos alaku:

g=In(1— f?). (4.30)

Természetesen ez feltételezi, hogy igaz volt az az egysieféltevésiink, hogy a fajlagos fell-
letndvekedés aranyos a szorzatgorbilettel. Amennyitk@nidne a jelenleg Iétézméréseknél
pontosabban meghatarozni a hifa alakjat, akkor eldéatleeine, hogy feltevésiink helyes-e,
vagy nem. Ennek hianyaban azt lehet kijelenteni, hogy (4467) és (4.8) egyenletek barmi-
lyen ndveked hifa alakjat leirjak, azon kel pontossaggal ismert biologiai megfigyeléseken
alapulva, hogy a hifa alakja nem valtozik a ndvekedés sasaum, hifa fellleti pontjai csak a
fellletre meblegesen mozdulnak el a névekedés soran. Ezen 4ltalanesletpk felhasznala-
saval, ha a hifa tényleges névekedésének bioldgiai résdetikeriiine tébbet megtudni, akkor
(4.12) egyenlet kicserélésével megkaphato volna a hifdagas alakja.

Mindazonaltal (4.12) feltevésink nem lehet messze a vgiékdiiszen a (4.29) egyenle-
tiink a realishoz igen kozeli alakot szolgéltat. Az egyeéltl szolgaltatott alakot a 4.4 abra
mutatja.

4.4. abra. Egy = 1 sugaru hifa alakja (4.29) egyenlet szerint.

A kapott eredmények alapjan kimondhat6 a kovetkgzis:

6. tézis. Szalas baktériumok és gombafonalak ndvekedési jellerkadematikai modellt dol-
goztam ki. A baktériumok illetve gombafonalak hosszmétszle konturjat névekedésre képes
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szalnak tekintve felirtam az altalanos kompatibilitasyegeteket. A szalas baktériumok és
gombafonalak alakjat jol kozelité megoldas adddott egyrisetikus bioldgiai feltevéssel, mi-
szerint a ndvekedés a gorbulettel aranyos.

4.2. Kolbéniandvekedés és iaben valtozo fraktalok

Ez az alfejezet Kéarolyi (2004, 2005) cikkei alapjan készult

Egyetlen szal névekedésének modellezése utan most tédimkeljes mikroorganizmus-
kolénia novekedésének vizsgalatara! A megfigyelések atatial, hogy az életciklus kez-
detén a telep egy kicsiny sporabdl indul ki, mig adt#ls fazisban a telep kézepe nagyjabdl
térkitoltd lesz. A szalak vastagsaganal nagyobb skalan kezdetbleor, még csak az efsszal
(ugynevezettsiracsd kezdett el nbvekedni, a kolonia fraktaldimenzidja 1, aséédimenzid
pedig 2 vagy 3 attdl fug@en, hogy a ndvekedés egy fellleten két dimenziéban, vagppl
lyékony k6zegben harom dimenzidban zajlik. Az egyszaglislvéért most csak a fellleten
noveked, sikbeli modellt mutatjuk be, de semmivel sem bonyolildtatiérbeli modell, és az
eredmeények is teljesen hasonldak.

Vizsgaljuk a telep egy rogzitefd részét a kezdeti sporaallapot korul! Legyen ennek a tar-
tomanynak a linearis méreté)] jéval nagyobb, mint a szalak sugarg:(r < ¢,. A vizsgalt
A tartomany terllete tehédt, = ¢2. Ebben a tartomanyban kezdetben csak egy szal, hifa van,
ami N9, majd elagazik, és fokozatosan betoltiarartomanyt. Feltessziik, hogy a tartomanyba
kivilrél érkez szalak mennyisége nagyjabol azonos a tartomanybdl Kireedlakkal, vagyis
a biomassza ndvekmépdrban csak a tartomanyon belili néveked#idgzarmazik. A néveke-
dés kezdete utanidovel a teljes hifahossz legyef(t). A hifa a hossza mentén egyszéles
savbdl veszi fel a tapanyagot valamely rovid id6 alatt. Ekkor a 4.5 4bra szerint a tapanyag
egy 2¢ széles savbol szarmazik vagyis az elfogyasztott tapanygamyisége (tomegelt idd
alatt

me = L2e0(D). (4.31)

Itt o(D) a tdpanyag atlagos sUrlisédaartomanyban. Feltettiik, hogy ez fligg a kolonia pil-

V4

Vagyis D tulajdonképpen a koldnia strliségét méri.

tapanyag €
D >
tapanyag €

4.5. dbra. A thpanyagfelvétel vazlata2Aatmenji szal az széles savokbol veszi fel a tapa-
nyagotAt¢ id6 alatt.

Az elfogyasztott taplalék egy része a telep 6nfenntarsdfeaditddik, mas része a néveke-
dést szolgélja. Jelbljem, a ndvekedésre forditott részt, akkar-~v)m,. az alap-metabolizmus
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fenntartasara és vesztesegekre forditodik. Feltételémgy a fonalak atlagos strlisege a
fonalak altal lefedett tertiletm. / o;-fel n6. Ha a fonalak sugarg a hossz novekedége ido

alatt D\ C

Me :7»5@( )_. (4.32)
0f2r or T

Mindkét oldalt elosztvaAt-vel, és véve aAt — 0, ¢ — 0 hataresetet, mikbzbery =
limas—0..—0€/At véges marad, a fonalak-beli hosszara a kovetkézgyenletet kapjuk:

AL =

olD) £ (4.33)
of T

;C':”}/UR

Ez az egyenlet bhmagaban még nem oldhato miég;n kivul ismeretlen benng( D), ahol D
még azL hossz, és igy aido fuggvénye.

A At id6 alatt a tapanyag mennyiségen belul—m,-vel valtozik. igy az atlagos tapanyag-
koncentraciora igaz a kdvetki&z

2 D
6(D)=— lim e _ _£2meD)
At — 0 Ao Ao
e—0

(4.34)

A fonalak .A-ban fraktalt alkotnak az oldalméretnél nagyobb dobozokkal mérve, ahogy
azt Obertet al. (1990); Patankaet al. (1993); Boddyet al. (1999) megfigyelték, és Patankar
et al. (1993); Lejeune és Baron (1997) tapasztaltak numeriknswsaciokban. Mi is meghata-
roztuk az 1.7 abran lathato telep fraktaldimenzidjat. A&@hfa mutatja a lefedéshez sziikséges
dobozokN (¢) szaméat a lefedl dobozoke oldalhosszanak fliggvényében log-log skélan. Lat-
hatd, hogy az 1.7 abra negyedének megbetielbozméretnél kisebb, de a fonalak atojénél
nagyobb dobozok esetén az abrazolt gérbe meredeksgga, vagyis a pillanatnyi fraktaldi-
menzidD = 1.73. Ennél nagyobb dobozok alkalmazasaval a finomszerkez&tzles a gorbe
meredeksége 2.

A fonalak hossza becsullied dobozok szamanak segitségéyek: ¢N(¢). A D dimen-
zi6s fraktal esetén, ahogy mar a Bevezetésben is emlitett(ik = H(e/¢,)~" (Mandelbrot,
1977; Tél, 1988; Falconer, 1990). it egy ardnyosséagi allandd, a Hausdorff-térfogat, fpig
dimenziondlis okokbdl bukkant fel. Az= r valasztassal (ennél kisebmem lehet, mert nem
ervényesulne a fraktalskalazas):

L =Hr P (4.35)

Itt a jobb oldalon csalD fligg az idtol, tehat a koldnia slirlisé@ét Az egyenlet idderivaltjat
behelyettesitve (4.33) egyenletbe kapjuk:

b = yeme(D) (4.36)
rosIng
ahol

¢ = E?O > 1 (4.37)
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In N(€)

In€

4.6. &bra. Az 1.7 4bra fraktaldimenziéjanak mérése. \iizsgitengelyen az alkalmazott do-
bozok oldalhosszanak logaritmusa lathat6 (az 1.7 abrdébédaéve egységnek), a fuggges
tengelyen pedig a lefedéshez sziikséges dobozszam logsaitsaerepel. A vékony vonallal
rajzolt egyenes meredeksége.73, ez adja meg & =~ 1.73 pillanatnyi fraktaldimenziot. Az
Ine > 4 értékek esetén a meredekség megvaltozik, ennél nagyoldzalokesetén a finom
részletek elvesznek, és a dimenzid 2. Az abran lathatédegkimért éppen csak nagyobb a
szalak atméijénél, ennél kisebbesetén nem latszik a fraktalszerkezet.
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az A tartomany oldalhosszanak a mérete a fonalak sugarahogtk&sszehasonlitva (4.36) és
(4.34) egyenleteket, kihasznalygD) = D do(D)/ dD és (4.35) 0sszefuggéseket, a kovetkez
differencialegyenletet kapjui( D)-re:

do(D)  2HosInC -

Hasznaljuk ki, hogy kezdetben egy fonal van csak, amelyrdiknanzioja 1, vagyis = 0-kor

D(0) = 1. Ha ekkor a tapanyag sUrlségevolt, és integraljuk (4.38) egyenletet, kapjuk, hogy

2Hoy
v¢?

Kihasznalva ezt az eredményt, (4.36) egy differenciéletptet adD(t)-re, amitD(0) = 1
kezdbfeltétellel megoldva adédik:

o(D) = 0o + (C—¢"). (4.39)

2
D(t) = ! In 2CH o5 + 700 (4.40)
In¢ 2Hor + Cyoo exp [—% (%4—%) t]

Ez az egyenlet mutatja meg, hogyan valtozikhidn a fraktaldimenzi6 ad tartomanyban. Ve-
gyuk észre, hogy az @fliggés csak a logaritmus alatti exponensben szerepélbatinnyiség
idében allando!

Kihasznalva megint (4.35) képletet, a szalak teljes hossz#gy a teljes biomassza akz
tartomanyban, kdnnyen szamithato:

2CHos + (*v00

2Hoy + (oo exp [—UTR (% + ”g—gf“> t}

L(t) =Hr

(4.41)

Az L(t) teljes hifa hossz kdzvetlenul mérbedkar kisérletben, akar szamitogépes szimulaci-
Okban.

A kapott £(t) fuggvényalak nagyon hasonlit a biomassza névekedéséabham méreé-
sekben kapott gorbékre (Ikasari és Mitchell, 2000; Trid€71; Georgiou és Shuler, 1986).
Ahogy azt kisérletekben tapasztaltak (Saunders és Tii¢D; Prosser és Trinci, 1979), a tel-
jes biomassza novekedése kezdetben linearis. Ezt (4.4&phkeg tartalmazza: mive]l > 1,
ezért2Ho; < (y0o, €S Kist eseten az exponencialis figgveny linearizalhatd, amiddehed
nearis ndvekedést ad. Ezt kbveti az exponencialis szakasavebben még az exponencidlis
fuggvény dominal, de mar nem linearizalhat6 ai sderint. Az id mulasaval inflexiés pontot
érunk el (4.7 abra): az exponencialis novekedés lassulyeaiizen nem hagyhato el a kons-
tans tag sem. Végil a nbvekedés leall, ahogy a tapanyagelfeigsgalt tartomanyban. Ez a
szakasz is automatikusan kdvetkezik nagsetén (4.41) képlefih Mindez azt jelenti, hogy
(4.41) egyenletink altal leirt novekedés tartalmazzaeptehlamennyi megfigyelt névekedési
szakaszat. Vegylk észre azt is, hogy a képletben spenephnyiségek mind mértik vagy
becsilhdik. A kezdeti tapanyagsiriiség), a szalak atlagos strlisege), a névekedesre
forditott tApanyaghanyady), a tApanyagfelvétel sebessége)( a szalak sugara) fliggenek a
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4.7. 4bra. A teljes hifa hossz 6sszehasonlitasa szamésgzimulacioban (vastag vonal) és
(4.41) egyenlet alapjan (vékony vonal). Az egyezés metfsiea j0, annak ellenére, hogy a
numerikus szimulacié teljesen flggetlen a levezetettdt&pl

vizsgalt fajtol, és mind mérhék. Emellett szerepel mégr allandd, amely becsilh&tnagy-
sagrendje egységnyi, migaz altalunk valasztott megfigyelési tartomany méretétléjad
paraméterek mérh@tolta miatt (4.41) egyenlet érvényessége konnyen @lighed.

A teljes hossz valtozasara levezetett (4.41) képletisd@initdgépes szimulaciobalten-
Oriztik. A szimulacié egy sporabdl indul, andibvéletlenszeriien valasztott irdnyba, véletlen-
szerli hosszal me@raz el$ hifa. Az irdnyt véletlenszeriien valasztjuk 18 lehetségaybdl, a
hifa hossza egyenletes valoszinliséggel esik egy adetvaitumba. Ezutan a hifa kis valdszi-
nlséggel elagazik: egy Uj hifa keletkezik valahol az etiedentén. Ezutan minden hifa valaszt
véletlenszerlien egy Uj iranyt a 18 lehetsédbshz iranyok nem egyforma valészinliek: leg-
nagyobb kezdeti valoszinGsége az eredeti iranynak vaipkanek linearisan egyre kevesebb,
a teljes visszafordulasnak nulla az esélye. Ezek a kezdiiszinliségek még modosulnak az
egyes irAnyokban talalhaté hifa strliségének meg@gketelminél nagyobb az egyes iranyokban
a hifa slrlisége, az arrafelé kanyarodas valészinlgégs kisebb lesz. Ha tul sok hifa van
valamilyen iranyban, akkor arra nem lehet kanyarodni; haden iranyban tll nagy a sirliség,
akkor az adott szal novekedése leall. Ez modellezi, hogypantfag elfogy azokon a terlle-
teken, ahol nagy a hifa slriliség, és ezeket a részeketajgakerilni minden névekeiag.
Az igy meghatarozott valoszinliségek alapjan valasztgpkipndvekedési iranyt minden szal-
nak, és aztan ebbe az iranyba ndvekszik e hifa egy véletlsszhlh amely hosszat egy adott
intervallumbdl egyenletes valoszinliség alapjan valesztEzutan a még nove&vagak Gjra
elagazhatnak, majd a ndvekedés-elagazas folyamat @GtitétHamarosan a teljes tartomanyt
sUrlin behél6zzak a fonalak, és egy elagazasos vélethporigais modellt kapunk, amelyben az
L2atvonalak” kereszteidéseit korlatoztuk. Ha a maximalis fonalslrrliség egygéakkor egy
olyan elagazéasos véletlen bolyongast kapunk modellinkdmaely soha nem tér vissza oda,
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4.8. abra. Pillanatfelvételek a névekkoloniardl a szamitdgépes szimulaciodban, 5, 15, 25, 45,
65, illetve 95 idegységgel (nbvés-elagazas ciklus) a kezdés utan.

ahol egyszer mar jart.

A 4.8 abra a szimulaciéban nyert telepiekli fejlodését mutatja. A kezdeti spéra végul
bonyolult micéliumot alkot, a szalak kitoltik a vizsgalttamany nagy részét. Osszehasonlitas-
képpen, az 1.7 bra egy val&treptomyces coelicold&oldnia fényképét mutatja, a hasonldsag
igazolja modellink életszerliségét. Hasonld, a bemugtidisszetettebb modellt mar hasznal-
tak szalas mikroorganizmusok leirasara (Lejeune és Baagy).

Kdnnyen mérhet a 4.8 dbran mutatott szimulacié esetében a szalak telfszhoEnnek
idoflggését a 4.7 dbra mutatja, a (4.41) képlet altal megadobtével egyitt. A két gorbe
j0 egyezeést mutat, vagyis a levezetett (4.41) egyenlet|tevések egyszerlisége ellenére is
meglehebsen j6 eredményeket ad. A 4.7 abran abrazolt, (4.41) lepédapuld gorbe a valodi
telepek esetében kapott gorbékkel (Trinci, 1971; Georg®8huler, 1986; Ikasari és Mitchell,
2000) is kittrd kvalitativ egyezést mutat.

Osszefoglalva, ebben az alfejezetben egy egyszeri(i rhddédbztunk ki a fonalas mikro-
organizmusok novekedésének modellezésére. A modelllafapeaz idben valtozé fraktali-
tas. A fraktaldimenzio idbeli valtozasa mellett azt kellett még figyelembe venngyhbar a
tapanyagfelvétel végig a fonalak mentén zajlik, maga a k&dés csak a fonalak végein tor-
ténik. Az eredmény a kolonia valamennyi névekedési fazésah analitikus modell. A modell
segitségével joslat adhato arra is, hogy mikor valik ,fi@” a telep, mikor lehet az antibioti-
kum ,szlret” optimalis idpontja. Tovabba, megismerve egyes hozzaadott kemikidditdsat
a ndvekedés paramétereire (phatapanyagfelvételi ratara) megtervezhat valik a kolénia
novekedési titeme. Mindezen szempontok hasznossa telhedidlimket antibiotikumok ipari
eldallitasa kapcsan is.

Mindezek alapjan kimondhat6 a dolgozat 7. tézise:
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7. tézis. Szalakbol all6 gombatelepek és baktériumkoldniak névsétbk mechanikai mo-
delljét sikertlt levezetni, amely a telep fraktaldimep@idk idébeli valtozasan alapul. A ko-
[6nia teljes tdmegére és a fraktaldimenzio idoflggésgyecsatolt egyenlet adodott, amelynek
megoldasa jol kdzeliti a valos mérésekbdl és a sajat nkmeszimulacioimbdl nyert eredmé-
nyeket.

4.3. Kémiai reakciok zart aramlasban

Ez az alfejezet Karolyi és Tél (2005) cikke alapjan készllt.

ldBdben valtozo fraktaldimenzidval jellemezbetzalas struktirakkal nemcsak a mikroorga-
nizmus-telepek esetében talalkozhatunk. Lattuk, hogtott &ramlasban sodrodo részecskéek
egy allando fraktaldimenzidval rendelkézszalas struktarat, az instabil sokasagot rajzolnak
ki. A Bevezetésben mar utaltunk ra, hogdrt aramlasokban a szalas szerkezet hamarosan
betdlti a teljes tartalyt, és ekdzben a sodrodo részecskélgyre homogénebb médon keve-
rednek el. Tehat biztosan nincs egy allandoé fraktaldin@raijellemezhei alakzat, amelyen
a részecskek gyulekeznének. Egy méréseken alapuld szidmsiEan (Wonhas és Vassilicos,
2002) talaltak mér zart aramlasban fraktélszerkezeteglyaiddben véaltozovolt, de ebsen
vitathaté, hogy valdban fraktaldimenzié volt-e, amit neértBiztosan nincs zart aramlasok-
ban olyan invarians halmaz, instabil sokasag, amelynelgbhialt fraktaldimenzidja lenne,
vagyis amelynél a lefedéshez hasznalt dobozok szama ¢edhsskalazna a dobozok mére-
tével. Zart aramlasokban a tartoméngtabil foliciojatérkitoltd (Tél és Gruiz, 2002), vagyis
dimenzidja megegyezik a tartomanyéval, kétdimenzios Estman 2. Ennek ellenére, ahogy
azt hamarosan bemutatjuk, lehetséges egy fraktaldimeozibasonldD.; id6fliggd effektiv
dimenzidbevezetése, amelynek segitségével viszonylag egyseedsgalhatd a zart aramla-
sokban zajlo keveredés, illetve a zart aramlasokban zéjidid aktivitas is.

Ha egy csepp, vagyis keitkltételek egy halmaza kaotikusan sodrédik zart araralésb
akkor a csepp elkezdi kitolteni a térkitblszalak egy részét, majdadel a teljes tartomanyt
sUrln kitolti a szalak mentén. Erre egy példat a 4.9 4bréatnA szélassagranzienszart
aramlasban, mik6zben a kaotikus viselkepésnanensEz pont forditva van, mint a korabban
vizsgalt nyitott aramlas esetében, ahol a kaotikus visiEge kisodrédas miattanziensvolt,
de a fraktalszalabermanensnintazatot alkottak. Ebben az alfejezetben azt vizsgahoky
egy egyszerl autokatalitikus reakcio, amily@mmar a 3.2 alfejezetben is szé volt, milyen
modon zajlik le zart aramlasban.

Vizsgaljuk meg ebszor is egy szl viselkedését! Most is igaz, hogy a kaotdadrodas
nyujtdé hatdsa miatt a szalak irAnyaban homogén lesz az @&amtészecskék eloszlasa a sza-
lakra meblegesen lesz érdekes. A kaotikus dinamika, csakugy, nmyitatt aramlas esetében,
a szalak kérnyékén mindent a szalak felé ,nyom dssze”. Aigiiff és az autokatalitikus reakci-
ok hatasa is ugyanaz. Hasznalhato tehat most is a 3.2 &feggralkalmazott modell, a (3.11)
egyenlet, illetve annak egyszerisitett valtozata, (3.A4 egyszer(ibb targyalas kedvéért ve-
zessunk be dimenzio6tlan egységeket! Ha tartomany jellem mérete, akkor jellemezzik a
savszélességet a dimenziottar- 6/ L mennyiséggel, ekkor (3.14) igy irhato:

d = —od+ 2vy/L. (4.42)
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4.9. 4bra. Autokatalitikusan aktiv anyag (fekete) elasziében és térben szinuszosan valtoz6
nyirdaramlasban (Pierrehumbert, 1994). A szimulaciol®@@y x 1024 méretl racson tortént.
Az aramlas Ljapunov-exponensex 0.61 + 0.02. A kép az aramlés nyolcadik &gperiodusa
utan készult.

Csakugy, mint a nyitott aramlasok esetében, most is van @l egyensulyi szalvastagsag,

ahold = 0:
o 2UR

Lo’

Most is igaz, hogy nemcsak egy szal van, hanem a reaktiv aiagelfoglalt szalaknak
egy struktiraja. Raadasul a szaldkhossza novekszik az dtben, kezdetben a Ljapunov-
exponenssel jellemzett exponencidlis Utemben. Kétdinbenidsszenyomhatatlan aramlasban
ez a tagulast jelleniz és a (3.14) egyenletben szefgpbsszehluzodast jelleid4 japunov-
exponens azonos. A reakcidk jelenléte miatt a szalak nemnééstetslegesen vékonyak, és
mivel a tartaly zart, igy a hosszuk sem lehet télsgesen hosszu. Az exponencidlis nydlasnak
hatart szab, hogy a végeést) savszélesség miatt a zart tartomany teljesen Ifeliélt Ha a
tartomany teruleté(L?, ahol mostH egy geometriai faktor (pl. kor alaku tartaly esetén,/ha
a kor sugaraH = ), akkor a teljes betoltottséghez tartozéd hogsz= HL?/6*, ahol* a
kialakulo atlagos szalvastagsag. Ha bevezetjik a hosszseréris az = £/L mennyiséget,
akkor(* = 'H/d*. A hossznak a teljesen betoltott llapothoz kozeledésévetked egyszerd,
de altalanos alakkal vesszik figyelembe:

(=0l (1 —f (“g;i)) : (4.44)

ahol f(L/L£*) > 0 egy tetsbleges fuggveny, amelyre@tjuk, hogy f(0) = 0 és f(1) =
1 legyen. Ez biztositja, hogy a sodrodas kezdetén, mikor ne®g<kszal van, a novekedés
exponencialis, de kébb lelassul.

Ahogy mar emlitettik, nem varhato, hogy a 4.9 abrdhoz hasaalt aramlasban kapott
struktarak igazi fraktalok legyenek. Valéban, ha a lefé@esszilkséges dobozok szamat abra-

4 (4.43)
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4.10. 4bra. A 4.9 abradn mutatott eloszlast lefedweédali dobozokkal, a lefedéshez sziikséges
dobozok szama/ (=) log-log skélan. Igazi fraktalnal egy egyenest kapnank.aggatott vonal

a mért gorbe érirdjét kdzeliti a 4.9 dbran mutatott szalvastagsadgnak nmedgfelnal. Ennek
meredeksége adja meg az effektiv dimenziot.

zoljuk a dobozok méretének fliggvényében log-log skalamgphzt a 4.10 abran mutatjuk, ak-
kor nem egyenest kapunk, mint ahogy egy fraktal esetén §lap)an varnank. Ennek ellenére
bevezetjuk amodfliggo effektiv dimenziatkdvetked definicidval: valasszuk meg.q (t)-t Ugy,
hogy a reaktiv, sodr6dé anyag pillanatnyi eloszlasanakiteséhez éppen(d) = Hd(t) e ()
doboz kelljen. Masképpen mondvalag(t) effektiv dimenzié a dobozszam—-dobozméret log-
log grafikonjanak meredeksége az aktudlis szalvastagsagnak megféel dobozméretnél,
ahogy azt a 4.10 abra mutatja egy példan.

Az effektiv dimenzio segitségével felirhatd, hogy a szalagsza

((t) = d(t)N(d) = Hd(t)'~Per®), (4.45)

A lefedett terlilet, vagyis a reaktiv anyag mennyisége) = L. Ezt is mérhetjik dimenziot-
lan egységekben, ekkor a dimenziétlan atlagos koncettriéapjuk:c(t) = C(t)/(HL?). Erre
(4.45) alapjan teljesul, hogy

c(t) = d(t)0(t) /H = d(t)> Per®), (4.46)

Vegyuk itt a bal oldali egyediség id szerinti derivaltjat, majd hasznaljuk ki (4.42) és (4.44)
egyenbségeket! Ekkor:

¢ = —cof(cPd*) + Q%CB, (4.47)
ahol
_ Deg —1
B 2— Deff .

B(t) (4.48)
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Vegyluk észre, hogy a nyitott aramlasokhoz hasonl6an, re@spyi negativ kitey (—3) bukkant
fel a kémiai egyenletben! Vegyiik most (4.46) jobboldali eg§iségének id szerinti derivalt-
jat! Alkalmazva (4.42), (4.47) és (4.48) egyenleteket, eetked 6sszefliggés adodik:

G = ﬁ (L+B)f(cPd) —1— ﬁ%c‘ﬁ_l : (4.49)
A (4.47) és (4.49) egyenletek eggatolt egyenletrendszert adnak az autokatalitikus anyag
mennyiségére és az effektiv dimenziéra. Ennek az egyentitrernek a megoldasa adja meg
az aktiv anyag mennyiségét adifliggvényében. Tehat, a nyitott aramlasokhoz hasonldan,
a zart aramlasokban zajlé kémiai folyamatok leirasanalgigefembe kell venni az aramlas
mechanikai tulajdonsagait, nem hagyhato figyelmen kivadyyhaz aramlas szalas strukturak
mentén rendezi el a sodrodo részecskéket.

Vizsgaljuk meg, hogy a reakcié kezdetén< 1/0) hogyan valtozik az autokatalitikusan
aktiv anyag mennyisége! Ekkor még nem lép miikddésbe a)(dzinti telibdés, feltehét,
hogy f = 0. Ha kezdetben az anyag egy kis savban helyezkedik el, dikd0) = 1, vagyis
(4.48) alapjans(0) = 0. Ekkor (4.47) alakja: = 2vg /L lesz, amildl

2UR

C(t) =cCy+ Tt (450)

kovetkezik, aholcy, a kezdeti anyagmennyiség. Tehéat zart aramlasban kezdathanyag-
mennyisédinearisannd az idvel, nem exponencialisan, ahogy azt j6l kevert rendsrerbe
kis ¢ esetén varnank (3.7) egyenlet alapjan.

A végd allapotban a (dimenzidtlananyagmennyiség 1-hez tart, és a szalak lefedik a teljes
tartomanyt, ami miatD.s — 2. K6zben a szalak szélessége is tart az egyensulyi értékhez:
d — d* = 2vr/Lo. Ezen értékek korul sorba lehet fejteni (4.42), (4.47) é49¥egyenleteket,
és kihasznalva, hogy*? = d ésc"d* = cd*/d, a kovetked egyenletrendszert kapjuk:

d=—o(d—d"), (4.51)
¢=—ao(c—1) — %(1 —a)(d - d), (4.52)
ao o "
Deff— lnd*<c_1)+m(1_a)(d_d ), (453)
ahola = f'(1). Eszrevehdt, hogy az effektiv dimenzi6 csak koveti az anyagmennyiség v
tozaséat ebben a tedido, veg® szakaszban, hiszdng = —¢/Ind*. Tehéat a végs allapothoz

valo exponencialis kozeledést a (4.51) és (4.52) egydnleieobi matrixanak nagyobbik sajat-
értéke fogja leirni. A sajatértékekac és—o, vagyis

l—c~e ™, 2—Dg~e (4.54)
ahol
w = min{ao, o}. (4.55)

Ezt az dsszefliggést numerikus kisérletben élietilk. Az aramlas ugyanaz, mint amit
mar a 4.9 abran mutattunk, tehat a térben ébéh periodikus, szinuszos nyiréaramlas (Pierre-
humbert, 1994). A 3.2 alfejezetben részletezett modonuskatalitikus reakciok lefolyasa-
nak kovetéséhez az ramlési teret, egy négyzetet, négyesat fedtik le, amely192 x 8192
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= Meredekség: ~0.628

In (1/c=1)
|
[\S)

-10

t

4.11. abra. A 4.9 dbran mutatott, szinuszos nyiréaramtéabautokatalitikusan aktiv anyag
mennyiségének ibeli valtozasa. Az egyenes meredeksége alapfarn).628 + 0.01. A ¢ id6t
az aramlas periédusidejében mértik.

négyzetBl allt. A reakcidk az dramlas fél periédusidejében to&nés minden olyan négyzet,
amely tartalmazott részecskét, ,megbete” a szomszédjat. A 4.11 abran az autokatalitikusan
aktiv részecskék szamat lathatjuk aa fdggvenyében. Jol leolvashatd, hogy (4.54) 6sszefug-
gés teljesil, és a mért sajatértek= 0.628 4+ 0.01. Hasonlo eredményt kapunk, ha az effektiv
dimenzio idbeli valtozasat vetjik 6ssze (4.54) képlettel, ahogy a&tld abra mutatja. Az
innen leolvashat@ = 0.628 + 0.01 teljesen egybevagakoncentracio mérésével nyert erték-
kel, és mivel az aramlasban= 0.61 4+ 0.02 (I. 4.9 abra), ezért most ~ o megallapithato,
0sszhangban (4.55) kifejezéssel.

Megvizsgalhatjuk azt is, hogy mi térténik, ha csak passzézecskeék sodrodnak zart aram-
lasban, és nincs kémiai aktivitas. Ekkor vehet = 0 ésf = 0, hiszen ebben az esetben a
szalak szélessége zérus lehet, igy végtelen hosszuvdnakteaszalak, nincs tetitlés. Ekkor
(4.47) alapjan természetesen= 0, hiszen nincs, ami az anyagmennyiséget megvaltoztat-
na. Lesz viszont szalassagot jelléretfektiv dimenzio: (4.49) alapjafi = —o/ In ¢, vagyis
B(t) = By — ot/ Inc. A (4.48) képlet alapjan pedig

2= Desrp

Deg =2 —
t 1 — (2= Degro)ot/Inc

(4.56)

adodik. Lathatd, hogy az effektiv dimenzid a teljes bettdteget jelerd 2 értékhez tart, a
kezdeti eloszlast jellendzD . o-tol.

A zart aramlasra érvényes egyenletiélkdpecidlis esetként megkaphato a nyitott aramlasra
levezetett (3.20) reakcidegyenlet is. Ebben az esetbenendi6 valtozatlan, vagyiB.x = D,
ahol D az instabil sokasag dimenzi6ja. Emiatty = 0, és igy3 = 0. Ekkor (4.49) alapjan

po LB
1+ ’

(4.57)
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% Meredekség: —0.628

In 2-D,5p)

t

4.12. dbra. A 4.9 abran mutatott, szinuszos nyiréaramféabautokatalitikusan aktiv anyag
D effektiv dimenziéjanak idbeli valtozasa. Az egyenes meredeksége alapjan0.628 +
0.01. Az effektiv dimenziét a 4.10 abran mutatott médon meértik.idot az aramlas peridédus-
idejében mértuk.

amit behelyettesitve (4.47) egyenletbe, kihasznalvaj44 (3.18) 6sszefiiggéseket, kdzvetle-
nil megkaphat6 a nyitott a&ramlas esetében érvényes (2a2KJidegyenlet.

Az itt bemutatott levezetések mind az autokatalitikus c&ala vonatkoztak. Teljesen ha-
sonlo eredmények kaphatok azonban mas jellegl reakceikress, példaul sav-bazis tipusu
(A + B — 2C) reakciok esetén. Ennek az esetnek a targyalasa is mégtaélddarolyi és Tél
(2005) cikkében, és azt laboratoriumi kisérletekben egyeEilt Allamokbeli kutatbcsoport
sikeresen elledrizte (Arratia és Gollub, 2006).

Mindezek alapjan kimondhat6 a dolgozat utolso tézise:

8. tézis. Kimutattam, hogy zart hidrodinamikai aramlasokban a salfréészecskék egy idében
valtoz6 dimenzidval leirhatd, szalas alakzaton gyule#ezHa a sodrédé részecskék kémiai
reakciokban vesznek részt, akkor az idofliggd szalas$gigo fraktaldimenzio és az anyag-
mennyiség egy csatolt differencialegyenlet-rendszéiralo le. A kémiai reakciok zart aram-
lasokban is erdsen fiiggenek az aramlas mechanikai tulagigaitol.



5. fejezet

Az eredmeények dsszefoglalasa, tézisek

A dolgozatban szélas struktarak mechanikai modellezég@ylalkoztunk. Harom teriletet
Olelt fel a dolgozat. A kihajl6 rudak és rudlancok esetén amgizsgalt szerkezet alakja alkotta
ezeket a ,,szalas” strukturakat. A hidrodinamikai aramkédem sodrodo részecskék az aramlas
mechanikai tulajdonsagai miatt gytlekeztek szalas sirakon. A szalas mikroorganizmusok
a taplalék hatékony keresése és minél jobb kiaknazasaébedekdnek szalas alakba. Meg-
annyi ok tehat a szalas strukturak felbukkanasara.

A kihajlé rudak és ruadlancok vizsgalata soran kapcsolatanhtettiink statikai peremér-
ték-feladatok és kaotikus kezdetiérték-feladatok koZ6tta kapcsolat tette lelité, hogy a
dinamikai rendszerek elméletilitkdlcsdnvett eszk6zok segitségével egyensulyi helyzete
lajdonsagait vizsgaljuk. Megnéztik, hogy az egyensulljizetek jellemzésére korabban hasz-
nalt invariansok vajon kivalthatdk-e valamilyen alkalrabbk cimkézéssel, ami egyrészt egyer-
telmi leiraséat adja a bifurkaciés diagram egyensulyirgja masrészt a klasszikus invariansok
is kbnnyen megkaphatok ligé. A vizsgalat eredménye, Kapsehal. (2003) cikke alapjan, a
kovetked tézis lett:

1. tézis. Megmutattam, hogy a rugalmas rudlancok egyensulyi haditdeird, a szimbolikus
dinamikaval rokon cimkézés segitségeével egyértelmighatéeozhatdak a hagyomanyosan
az egyensulyi helyzetek osztalyozasara hasznalt klassmikariansok: az egyensulyi helyzetek
stabilitdsa, szimmetriaja és zérushelyeinek szama. Abstikas dinamikan alapul6 cimkézés
kivalthatja a klasszikus invariansok alkalmazasat. (Koei@dmény Kapsza Enikdvel.)

Tovabb vizsgélva a statikai (kihajlasi) problémak és awtitkai rendszerek kapcsolatat, ar-
ra voltunk kivancsiak, hogy hogyan lehet egyszeriien neggjéhni, hogy egy statikai probléma
mikor jellemezhdi atérbeli khosxkifejezéssel. Azt szerettiik volna, hogy a peremértélatia
térbeli kaotikus volta és a megfebekezdetiérték-feladat kaotikus volta 6sszefliggjon. Mgz
problémat jelentett, hogy a peremérték-feladat tartormages mig a kaotikus dinamikai
rendszereket jellenfizparaméterekégtelerhosszu idre vannak értelmezve. Végul a megol-
dasok, egyensulyi helyzetek szamanak a tartomany hossakidliggése teremtett lehitéget
a térbeli khosz meghatarozasara. Karolyi (2003); Kocskagslyi (2006) cikkei alapjan ezt a
kovetked tézisben lehetett megfogalmazni:

77
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2. tézis. A dinamikai rendszerek elméletébdl ismert topologikusipiia segitségével egy le-
hetséges modszert adtam a térbeli kaosz felismeréséredgzpr@zon alapszik, hogy a vizsgalt
rendszert leiré peremérték-feladat megoldasainak sz&parencialisan fligg az értelmezési
tartomany méretétol térbeli kaotikus rendszer esetéiz@ eredmeny doktoranduszommal,
Kocsis Attilaval.)

Mindeddig konzervativ terhek hatasara kihajlé szerkédetefoglalkoztunk. Ezért meg-
vizsgaltuk, hogy nemkonzervativ teher esetén létezilseniéyen lesz a megfeléldinamikai
rendszer. Azt tapasztaltuk, hogy a teher nem befolyasntja enegfigyelést, hogy a rugalmas
radlancnak megfeléldinamikai rendszer minden esetben egy terilettarto,éwnsv leképe-
zés lesz. Tehat a korabbi eredmények kiterjesatheemkonzervativ terhek esetére is. Kocsis
és Karolyi (2005, 2006) cikkei alapjan megfogalmazhatéateh

3. tézis. Megmutattam, hogy nemcsak a konzervativ erdkkel terbgitlmas radlancok ese-
tében lehetséges térbeli kaosz, hanem olyan rugalmasrréokéesetében is, amelyekre nem-
konzervativ terhek hatnak. A szerkezet egyensulyi eggrrdke megfeleltethetd kezdetierték-
feladat minden esetben teriilettartd, konzervativ; ésikastvolta okozza a szerkezet térbeli
kaotikus allapotét. (K6z6s eredmeény doktoranduszomnoakik Attilaval.)

Az egyszerll mechanikai szerkezetek mellett pl. szala®dia rendszereket is szoktak
rudakkal, illetve radlancokkal modellezni. A hosszu, s@kzisparbol allo DNS molekuldkat
sokan folytonos radként modellezik (Colemanal., 1995; Lipniacki, 1998, 1999; Tobiast
al., 2000; Colemaret al., 2000). Biopolimerek alakjat is gyakran modellezik falgbs rad-
ként, ezeket a modelleket gyakrééregszerl lancoknafwormlike chains) hivjak (Kroy és
Frey, 1996; Zorski és Infeld, 1997; Samual és Sinha, 2002y @k Chaudhuri, 2002). Mas-
kor hasonlé molekulakat diszkrét lancként modelleznelctidiettiet al., 2001; Mergelkt al.,
2003; Storm és Nelson, 2003; Colemeinal., 2003; Adland és Mikkelsen, 2004; Gaspar és
Németh, 2004; Olsost al., 2004), példaul merev elemeket 6sszéKadjlékony kapcsolatok-
kal. Novenyi (pl. sbl6-) kacsokat vagy indakat is lehet radként modellezni, dlldoriely
és Tabor (1998, 2000); Domokos és Healey (2005) igy magigandgg a kacsoknal talalhato
hélix alak irdAnyultsaganak spontan megfordulasat. Hésorddelleket javasoltak még széalas
baktériumok (Goriely és Tabor, 2000; Goldsteiral., 2000), polipropilén-szalakbodl készitett
anyagok gyartasa (Holmes al., 1999), és nanoszalak névesztése (Holaeted, 2000) esete-
ben.

Ezt kbveben a dolgozatban ratértiink a hidrodinamikai aramlasoklzdakulé szalas min-
tazatok vizsgalatara. &z06r nyitott aramlasokkal foglalkoztunk, és egy egysz#idan ke-
resztll bemutattuk a nyitott aramlasokban kaotikusanéiirészecskék viselkedésének sa-
jatsagait. Kiderilt, hogy ezek egy szalas fraktalhalmapaiinek 6ssze, ahol sokatitdltenek
és ahol (de csak ott!) j6l elkeverednek. Ezutan megvizgigaltogy mi torténik, ha a sodrodoé
részecskék kémiailag aktivak, kémiai reakciokban veseésit. Azt tapasztaltuk, hogy a frak-
talszerkezetnek meghatarozé szerepe van az aktiv folpamad nyitott aramlasokban zajlé
reakciokra levezetett kémiai reakcioegyenlet jespeh eltér a hagyomanyos egyerdgtamely
jOl kevert anyagok esetén érvényes. Torocskail. (1998); Karolyiet al. (1999); Péntelet al.
(1999); Télet al. (2000); Karolyiet al. (2004); Télet al. (2005) cikkei nyoman kimondhato a
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4. tézis. Nyitott hidrodinamikai aramlasokban a részecskék egy olutty szalas fraktalalak-
zatra gylinek 0ssze. Ezen a fraktélalakzaton hosszé apdaba esnek a kisodrédasuk elbtt,
igy ha a sodrodo részecskek kémiailag vagy biologiailatyakt akkor az aktiv folyamatok egy
szalas fraktalalakzaton zajlanak. Megmutattam, hogy aardéis mechanikai tulajdonsagai
modositjak a hagyomanyos reakcidegyenletet, az Uj kégyaindetben megjelenik a sodrodoé
részecskék eloszlasat jellemz6 fraktaldimenzié.

Az Uj egyenletnek doidt szerepe lehet olyan kémiai reakcié esetében, amely ardainlo
zegben zajlik. Az egyik fontos példa az égés (Kassl., 2003a,b). Tovabbi fontos példakat a
kornyezeti aramlasok szolgaltatnak. Példaul a légkoriagid kémiai folyamatok esetén nem
lehet eltekinteni a reagalé anyagok egylen, inhomogén eloszlasatol; ennek hatalmas jelen-
tdsége van az 6zonlyuk viselkedésének megértése szenmpiigéouardcet al., 1996a; Solo-
mon, 1999; Groot al., 2005). Egy masik példa a planktonpopulaciok viselked@beaham,
1998; Abrahanet al., 2000; Boydet al., 2000; Martin, 2003). Eppen ezen a teriileten sikerdilt
alkalmaznunk eredményiinket. Egy régéta fennallé bioldaiabléma, gplankton-paradoxon
(Hutchinson, 1961) egy lehetséges megoldasat jelentiaetigyelembe vessziik, hogy a plank-
tonra is érvényes az dramlasban a ,ritkéngle”, vagyis hogy a szalas fraktalokon a kisebb
szamban jelenléyfaj jobban hozza tud férni az@prrasokhoz. A plankton-paradoxon abban
all, hogy a klasszikus tanulmanyok, amelyek szerint a jéEkearamlasban egyutt@Ffajok
szama nem lehet nagyobb, mint a korlatozif@rasok szama, ellentmondéasban all a tapasz-
talattal. Ha azonban figyelembe vessziik, hogy az araml&sizhddo fitoplankton fajok nem
keverednek el tokéletesen, akkor Karodyial. (2000, 2005); Scheuringt al. (2000, 2003b)
cikkei alapjan kimondhato az

5. tézis. Numerikus kisérletek segitségével megmutattam, hogyatrramlasokban sodro-
do részecskék bonyolult eloszlasa tokéletlen kevered@shet, amely lehetdvé teszi versengd
planktonpopuléaciéknak a hagyomanyos populaciddinaneiggenletek altal kizart egyuttélé-
sét. A nyitott hidrodinamikai aramlasok mechanikai tu@dagai erositik a biodiverzitast.

Az egylttélés problémaja nemcsak ezen a terlleten metiddeh korai evolicionak is
egy kozponti kérdése. Az dnreprodukalédd makromolekuggkigélése (Maynard Smith és
Szathmary, 1995) sziikséges ahhoz, hogprai evollcio 22-es csapdaj@aynard Smith,
1983) fel lehessen oldani, és ebben segithet, ha figyelemészik, hogy abdslevesben a
makromolekulak szalas alakzatokon helyezkedhettek ebfigicet al., 2000, 2002; Scheuring
et al,, 2003a).

A dolgozat harmadik részében a ndveestalak mechanikai modellezésével foglalkoz-
tunk. EBszor a szalakbol allo, telepeket alkot6 gombakAésnomycetalebaktériumfajok
névekedését modelleztik. A szalak mindig a csticsuknalkszemek, mig a falégitanyagok
a szalak teljes hosszan szintetizalédnak, és a n@vekucsokhoz szallitédnak. A szal néve-
kedésének korabbi modelljei mindig valamilyen biolégiagfigyelésbl vagy feltevésbl in-
dultak ki, de egyetlen alkalommal sem vizsgaltak meg, hokgett szalalakok vajon val6ban
lehetségesek-e kinematikai szempontbdl. Ezért felirtsk@d hosszmetszetének konturjara a
ndvekw gorbékre vonatkoz6 kinematikai egyenleteket azzal atfdlizéssel, hogy a novekv
szal alakja nem valtozik meg, csak allandé sebességgel,léda surlodas elkerilése érdeké-
ben mindig a fellletre métegesen ndovekszik. Ezutdn egy példat mutattunk ra, holgyeat
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realisztikus modelljét adni a névebaktérium- és gombafonalaknak. Gorielyal. (2005)
cikke alapjan kimondhaté volt a kbvetkeezis:

6. tézis. Szalas baktériumok és gombafonalak névekedési jelleskitiematikai modellt dol-
goztam ki. A baktériumok illetve gombafonalak hosszmiétszie konturjat névekedésre képes
szalnak tekintve felirtam az altalanos kompatibilitasyegeteket. A szalas baktériumok és
gombafonalak alakjat jol kozelitd megoldas adodott egyrisetikus biologiai feltevéssel, mi-
szerint a ndvekedés a gorbulettel aranyos.

A szalas mikroorganizmusok jeléi#egét az adja, hogy a vilag antibiotikum-, enzim- és
citromsav-termelésének jelé@strésze ezen fajok termesztésével zajlik. Ehhez azonlmaidurie
tudni, hogy mikor éri el a szalas koldnia f@jlésének azt a szakaszat, amikor a koldnia kézepe
mar annyira strd, hogy nem jut tapanyaghoz, akkor induidyanis az antibiotikum termelés.
Viszont mindeddig nem volt olyan modell, amely a kol6nid@dgsének minden szakaszéat
le tudta volna irni a kezdeti exponencidlis feJestl a vég$ telithdésig. Figyelembe véve a
kolénia mérésekben tapasztalbfdggd fraktalszerkezetét, sikerllt egy biomechanikai modellt
felépiteni, amely képes a koldnia viselkedését leirniédlek mindegyik fazisaban. Karolyi
(2004, 2005) cikkei alapjan megfogalmazhat6 a koveikézis:

7. tézis. Szalakbol allé gombatelepek és baktériumkoldniak nowsétbk mechanikai mo-
delljét sikerilt levezetni, amely a telep fraktaldimepaa@k idobeli valtozasan alapul. A ko-
I6nia teljes tdmegére és a fraktaldimenzio idoflggésgyecsatolt egyenlet adodott, amelynek
megoldasa jol kozeliti a valés mérésekbdl és a sajat nlkmeszimulacidimbdél nyert eredmé-
nyeket.

|d6fliggd dimenzidval jellemezhétszalas struktlirdk nemcsak a szalas mikroorganizmusok
kozott fordulnak @, hanem ahogy azt Wonhas és Vassilicos (2002) javasohtahidéodina-
mikai aramlasokban is. A baktérium- és gombafonalak edgi@atett gondolatmenetet alkal-
mazni lehetett a zart aramlasokban zajlé kémiai aktivisetében is, ennek eredménye egy
olyan reakciéegyenlet, amelyben a kémiailag aktiv anyagnyiségére és az adliggd frak-
taldimenziéra vonatkoz6 egyenletek csatolddtak. Karésymrél (2005) cikke alapjan ebbis
megfogalmazhato eqgy tézis:

8. tézis. Kimutattam, hogy zart hidrodinamikai aramlasokban a salfréészecskék egy idében
valtozo dimenzioval leirhato, szalas alakzaton gyule&lezHa a sodrédo részecskéek kémiai
reakciokban vesznek részt, akkor az idofliggd szalas$gigo fraktaldimenzio és az anyag-
mennyiség egy csatolt differencialegyenlet-rendszéiralo le. A kémiai reakciok zart aram-
lasokban is erb6sen fiiggenek az aramlas mechanikai tulaglgaitol.

Megmutattuk, hogy a zart aramlasban zajl6 kémiai reakci®eeigtének specialis esete-
ként megkaphat6 a korabban a nyitott aramlasra kapott égyiek is. A dolgozatban utaltunk
ra, hogy bar az eredményeket kétdimenzios, hiperbolikasmksban passzivan sodrodo re-
szecskék autokatalitikus reakcidi esetén mutattuk bek &iterjeszthebk egyéb esetekre is.
Ezt részben sajat cikkek, részben masok munkai mutatjadEdpenemrégiben megjelent ter-
jedelmes Osszefoglalé cikkink (Tét al., 2005) részletesen tartalmazza ezeket az eseteket. A
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kémiai reakcidegyenletekben felbukkan a fraktalsagtanet dimenzié akkor is, ha az aram-
las harom dimenzids (de Moura és Grebogi, 2004a), nem pkuie@Karolyiet al., 2004), nem
hiperbolikus (Motteret al., 2003; de Moura és Grebogi, 2004b); ha a sodr6doé részewskék
van tehetetlensége (Nishikawgal., 2001, 2002; Tékt al.,, 2004); és ha masfajta reakcio zajlik
(Karolyi et al,, 1999; Neufelcet al.,, 2002a,b; Kis®t al., 2003a,b; Scheuringt al., 2003b).



Koszonetnyilvanitas

Elsdként azoknak szeretném készdonetemet kifejezni, akikkélvak soran volt alkalmam
egyutt dolgozni, és akikt oly sokat tanulhattam a k6z6s munka soran. Talagkéist is ko-
szonodm Tél Tamasnak, aki nem csak mely szakmai ismeretemekeszét csepegtette at be-
Iém, hanem sosem lankadd munkabirasa és tirelme miattadémagyobb hatast tette ram
munkam soran. Készonet illeti tovabba Domokos Gabort, Kl Bisszertaciom témave b
volt, és akihez azéta is batran fordulhatok segitségénibfn szakmai vagy egyéb kérdés-
ben. Meg kell emliteni Gaspar Zsoltot is, aki az évek sorgrsokszor nyujtott segitséget, az
0 tamogatasa nélkul nem készilhetett volna el sem ez a dulggem azok az eredmeények,
amelyeken a dolgozat alapul. De a tébbiek, akikkel az éveknsegyitt dolgoztam, mind nagy
hatassal voltak szemléletmdédomra, kdszonet ezért Schplstivannak, Toroczkai Zoltannak,
Neufeld Zoltannak, Kocsis Attilanak, Péntek Aronnak, Kepg&nilonek, Celso Grebogi-nak,
Alain Goriely-nek, Michael Tabor-nak és Alessandro de Monak.

Szeretném megkdszonni a tamogatast és segitséget muye@ahalBudapesti Mlszaki és
Gazdasagtudomanyi Egyetem Tartészerkezetek Mechariaagzéke valamennyi dolgozoja-
nak, kdztik azoknak, akik a tanszéket vezették, mialatdatgoztam: Kaliszky Sandornak,
Kurutzné Kovacs Martanak és Gaspar Zsoltnak.

A dolgozat kéziratanak gondos atolvasasaért és a haszraxstkért koszonet illeti Gaspar
Zsoltot, Tarnai Tibort, Domokos Gabort, Tél Tamast, NénmRtbertet, Kovacs Floriant és
Kocsis Attilat.

A dolgozatban bemutatott eredmények elérését nem kis khénéanyagilag segitették a
kovetked osztondijak: The Thomas Cholnoky Foundation, KoranyitQsdij; Magyar Tudo-
manyos Akadémia, Bolyai Janos Kutatasi Osztondij; Sorapifirany, Belfoldi Doktorandusz
Osztondij; Feléoktatasi Palyazatok Irodaja, Békésy Gyorgy Posztdokisritondij. A munka-
feltételek megteremtése lehetetlen lett volna a kovétkenyagi tamogatasa nélkil: Orszagos
Tudomanyos Kutatasi Alapprogram; Magyar-Brit Kormanykbzdomanyos és Technoldgiai
Egyuttmikodési Program; Magyar Amerikai K6zos Alap; Mibdési és Kozoktatasi Minisz-
térium, Fel§oktatasi Kutatasi és Fejlesztési Palyazat.

Végezetll, szeretném megkdszonni csaladomnak a tiregméidgatast, hiszen a dolgo-
zat elkészitésével toltottad tolik raboltam el.
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