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1. A kutatas célkitizésel

Szalas strukturak a természetben a legkis@tdtegnagyobbig minden méretberdielr-
dulnak: a DNS-molekulaktél és a szalas baktériumoktdl a lggfonalakon és meérndki rud-
szerkezeteken at a tobbszaz kilométeres planktonvirageéazatokig. A dolgozatban ezen
struktarak kdzul vizsgaltunk meg néhanyat, és ezek mekhamiodellezésével foglalkoztunk.

A dolgozatban szalas struktuiran olyan alakzatokat értémiglyeknek Iényeges tulajdon-
saga, hogy egyik térbeli kiterjedése |ényegesen meglaadanijasik ketit. A mérnoki gyakor-
latban ilyen szerkezetek a rudak, rudszerkezetek, és aziltpk ilyen szerkezetek képezik
az egyik B témajat: az eredmények egyik része rugalmas radlancaeli&sh feladataival kap-
csolatos. Mar korabbrél ismert, hogy a rugalmas radlangplersulyi helyzetei nyomoterhe-
Iés hatasara igen bonyolultak lehetnek. Ismert az is, hoggle oka egy kaotikus dinamikai
rendszerrel valé analdgia: a rugalmas radlanc egyenssilgeémetriai egyenletei altal alko-
tott peremérték-feladatnak megfeleltethegy kezdetiérték-feladat. A peremérték-feladat és a
kezdetiérték-feladat egyenletei megegyeznek, csakéradzi at az ivhossz szerepét, és pe-
remfeltételek helyett kezdeltételeket kell éirni. Ezen analdégia alapjan szokas a bonyolult
térbeli ,viselkedést”, vagyis a bonyolult alakotérbeli kAoszlnevezéssel jelezni.

A rengeteg bonyolult egyensulyi helyzetet bifurkacidosgdéemon szokas abrazolni, ame-
lyen a megoldasok egyensulyi utakat alkotnak. Az egyemnsiidkat hagyomanyosanvari-
ansokkalszokas jellemezni, amelyek jol leirjak egy-egy egyensutymnentén a megoldasok
valamilyen jellemdjét, példaul a zérushelyek szamat, a stabilitast, vagynansatriat. Ezek
a klasszikusan alkalmazott invariansok azonban nem adjgérelm( leirasat az egyensulyi
utaknak. Ezért felmerilt az igény, hogy olyan invariankiljank, amely egyrészatgyértelmu
jellemzését adja az egyensulyi utaknak, masrészt a megpidtjellemd klasszikus invarian-
sok isegyszerlien meghatarozhatile.

A rugalmas radlancok — és altalaban a peremérték-feladatknanyanak — véges hossza
miatt a térbeli kAosz jelensgének vizsgalata nehézségakbehet. A peremérték-feladat és a
megfeleb kezdetiérték-feladat kozotti analégia azt sugalljayhaigkor lenne j6 a peremérték-
feladatot térbeli kaotikus rendszerként azonositani, haegfeleb kezdetiérték-feladat kao-
tikus. A gondot azonban az okozza, hogy a peremérték-fetadamanya véges, a kaotikus
viselkedés azonositasa pedig csak olyan mennyiségek jgpuihov-exponens, topologikus
entropia) szamitasa alapjan lehetséges, amelyek végiedenu idre vett atlagolast tartalmaz-
nak. Erdemes lenne tehét a térbeli kdosz jelenségéneksit@sdra olyan médszert kidolgozni,
amelyhez elég az eredeti, statikai feladatot vizsgalnheds okoz gondot a tartomany véges
merete.

A korabbi, rugalmas radlancokkal kapcsolatos vizsgalatdknem minden esetben kon-
zervativ terhekkel foglalkoztak. Azt dertilt ki, hogy ekkarmegfeled kezdetiérték-feladat
minden esetben terllettartd, konzervativ dinamikai reedsgolt. Felmerlt a kérdés, hogy va-
jon mi torténik, hanemkonzervatia teher, ekkor vajon nemkonzervativ lesz-e a medielel
kezdetiérték-feladat is.

A masik rendszer, ahol szalas strukturak jebsrgzerepet kapnak, a hidrodinamikai aram-
lasokban zajlé kaotikus sodrodas jelensége. Ismert, hdglyadékban sodrodd részecskék
mozgéasa nem koveti a folyadék dramvonalait, ha az aramté@sségtere fliggd. Ez leheb-
vé teszi, hogy a sodrodo részecskék mozgasa sokkal botafiluegyen az aramlasi képnél.
Még ha az aramlas magadiden periodikus, akkor is &ordulhat, hogy a sodr6do részecskék
mozgasa rendkivil bonyolult, kaotikus lesz. A kaotikugisaerek egy jol ismert tulajdonséaga,



hogy a kezdfeltételek egy adott halmazat révididlattnyljtasok €s hajtogatassbrozatanak
teszi ki, és ezaltal bonyolutizalasszerkezet(ivé alakitja. Ezt nagyon egyszeri élieni fo-
lyadékaramlasok esetében: kezdjink lassan tejszintrkeagpr csésze kavéban, és a szalas alak
a szemunk lattara bontakozik ki. Amennyiben az aramyédi®tt, vagyis a vizsgalt tartomanyba
van bedramlas, majd onnan a keveredés utdn kisodrédnakexs&ék, akkor a szalas struk-
turak egyfraktalalakzatotalkotnak. A keveredés okozta szalas szerkezetnek léngzgespe
lehet a gyakorlatban igen sok esetben: a viztarolokbaratapprégi és friss viz eloszlasa-
ban, a szennyérdések (olajfoltok, szennyviz) eloszlasaban stb. A datmen azt vizsgaltuk,
hogy a keveredés okozta szalas szerkezetek milyen szgtgzetnak, ha a sodrédo részecskék
aktivak kémiai reakci6kban vesznek részt, vagy biolégiailagvaikti Kérdés, hogy a szalas
fraktalszerkezet befolyasolja-e a hagyoméanyos, atlagnsdatracion alapulé reakciéegyenle-
teket, vagy a fraktalszerkezet miatbéll6 inhomogenitas médositja-e a kémiai folyamatot.

Amennyiben azt tapasztaljuk, hogy az aramlasban zajlé &diiamatokat lenyegesen be-
folyasolja a széalas fraktalszerkezet, akkor ez valasztaig6ta fennall6 bioldgiai kérdésekre
is. Egy ilyen régi probléma aegyittélégproblémaja. Ha feltételezziik, hogy adferraso-
kért verseng fajok homogén maédon elkeverednek az aramlo kézegbeny akiadicionalis
populaciédinamikai egyenletek szerint legfeljebb anayinfiaradhat életben, amennybéor-
rasért versengenek: azok a fajok, amelyek a legjobban kiakuéknazni legaldbb egyet az
erdforrdsok kozil. Ez azonban nem igy van a valésagban: pédéegytt éb planktonfajok
szama egy adott @helyen nagysagrendekkel meghaladja a sziksé@éwersok szamat. Ez
az ellentmondas plankton-paradoxorErdemes tehat megvizsgalni, hogyha elvetjik a jol ke-
vert kdrnyezet ideajat, és figyelembe vesszik az aramlabané@i tulajdonsagait, azt, hogy
szélas strukturak alakulnak ki, akkor ez |lghat teszi-e az éforrasoknal nagyobb szamu faj
egyuttéléesét.

Novekw szalas strukturakra a fonalas szerkezeti gombéak ésylmgdraktériumfajok ad-
nak példat. Ezen élények fontossagat az adja, hogy a vilag antibiotikunziranés citromsav-
termelésének jele@s részét ilyen fajok tenyésztésével végzik. Ezek a fajeliiket sporaként
kezdik, majd ebbl egy szalat nbvesztenek. Ez a szl sokszor elagazik, Upagapez, ame-
lyek szintén elagaznak, és végul striin behalozva a kiketygy strl telepet alkotnak.

Egy-egy ilyen novekd§ szalnak az alakjara sokféle modellt dolgoztak ki. Azonbgyik
esetben sem vizsgaltak meg, hogy milyen altalanos fedtétek kell eleget tennie egy névek-
vO szalnak, milyen korlatozast adnak az alakkine@matikai feltételekEnnek megvizsgalasa is
a dolgozat egyik célja volt. Hasonloképpen, sok modellydetak ki a teljes telep ndvekedése-
re is. Ezek a modellek azonban csak a ndvekedés egyik féadjak leirni: vagy a ndvekedeés
kezdeti, exponencialis szakaszéra adnak magyarazatytaveegs$, telithdd szakaszra, ami-
kor a telep sirl kbzepén nyersanyagok hidnyaban ledVekedés. Hasznos lenne egy olyan
modell, amely a telep nbvekedésémgiészeregy egységes modellt adna, mert ez I6kéget
teremthetne annak eldontését, hogy mikor Iép a telep ab&zisbf, amikor az antibiotikum-
termebdés megkeitik. Ennek az egységes modellnek az alapja az a megfigyelgg, a
telepet képez szélak olyan fraktalt alkotnak, amelynek dimenzidjakidn valtozé.

Az iddben valtozo fraktalsag otlete azonban nemcsak itt alkatata.Zart hidrodinamikai
aramlasokban zajlé aktiv folyamatok esetén a sodroddegkek szalas struktarakat rajzolnak
ki, de ennek nincs jél definialt, allandé fraktaldimenzid)a teszi lehefvé kémiai egyenletek
felirasat, ha figyelembe vesszik, hogy az aramlas mechadikényszerliségei @iben valto-
z0 szélas strukturék felbukkanéaséat okozzak, amelyeketdégpen valtozé dimenzidval lehet
leirni.



2. A kutatas modszerei, az elvégzett vizsgalatok

A rugalmas rudlancok vizsgéalata soratbsdor az egyensulyi alakokat leiré bifurkacios
diagram egyensulyi Gtjait egyértelmUen jelléhdmkézést vezettiink be. Ez a cimkézés a di-
namikai rendszerek elmélet@bkolcsonvett szimbolikus dinamikan alapult. Lényegélagn
egyensulyi radlancalakok szandékosan pontatlan leidssaacimkézést. Megmutattuk, hogy
ezekldl a cimkékidl igen egyszerlien kiszamithatok a klasszikus invari@naaérushelyek
szama, a stabilitas és a szimmetria.

Ezutan a rugalmas rudlancot altalanos (konzervativ és oepekvativ eseteket is tartalma-
z0) teherrel terhelve megmutattuk, hogy az egyensulyamcilakok igen szoros kapcsolatban
allnak egy diszkrét dinamikai rendszer periodikus palghiZz az analdgia arra engedett ko-
vetkeztetni, hogy a rudlancalakok szama ugyanugy valtzildlanc hosszaval, ahogy a dina-
mikai rendszer periodikus palyainak a szama valtozik sopeis hosszaval. Mivel a periodikus
palyak szama exponencialisad a periédus hosszaval egy kaotikus dinamikai rendszeésen,
annal lassabban nemkaotikus esetben, ezért a megoldasuokrsak a radlanc hosszatol valo
fliggése alapjan vizsgalhaté, hogy a radlanc a térbeli kakdkegaotdban van-e. A periodikus pa-
lydk szamanak exponencialis ndvekedését a periédus madsfizggvényében a topologikus
entropia hatarozza meg. Ezért ha a rugalmas radlanc megatdd szama exponencialisan n
az lényegében a topologikus entropia pozitiv voltat jeldethat a dinamikai rendszer kaotikus
volta és a rugalmas rudlanc térbeli kaotikus volta kdzéatres kapcsolat fennall, de nem kell
végtelen hosszu tartomanyt vizsgalni.

Nemkonzervativ ékkel terhelve a rugalmas rudlancot, és felirva az egygnésiigeomet-
riai egyenleteket, megtalalhaté a feladatnak megbadahamikai rendszer is. Ha arra vagyunk
kivancsiak, hogy az igy kapott diszkrét dinamikai rendsesgilettarto-e, akkor a linearizalt
egyenletek Jacobi-matrixat kell vizsgalni. A dinamikaidszer akkor terilettarto, ha a Jacobi-
matrix determinansa 1. Azt kaptuk, hogy ez minden esetbgwdg, akar konzervativ, akar
nemkonzervativ a teher.

A nyitott hidrodinamikai aramlasokban zajlé kémiai és bgihi aktivitds vizsgalata soran
a fraktalgeometria eszkoztarat hasznaltulkisgzbr felirtuk, hogy milyen hatasa van a sodr6-
dasnak egy-egy szalra, amely a reagalé anyagot tartalmBzaédn megvizsgaltuk annak a
hatasat, hogy nem csak egy szal tartalmaz anyagot, hanéakrsaiéegy fraktalstruktaraja. Az
0j reakcidegyenletbe igy bekerult a fraktaldimenzio, daszétruktara jelerdts hatast gyakorol
a kémiai folyamatokra. Ezt numerikus szimulaciok sorozaités ellerbriztik.

A nyitott &ramlasban verse@iglanktonfajok viselkedését szintén numerikus szimaléci
segitségével vizsgaltuk. Azt tapasztaltuk, hogy a fraklhk mentén a fajok egyutt tudnak
élni, hiszen a fraktalszalak felulete igen nagy, igy mingdeénj hozzaférhet a nyersanyagok-
hoz. Kimutathato volt aitka elényeis, azaz ha valamelyik faj egyedéilkevesebb volt, akkor
még finomabb felbontasat fedte le a szalas fraktalnak, éd e¥rgy hosszabb fellleten jutott
tapanyagokhoz.

A ndvekw szalak modellezése sorabstor egy valtozatlan alaknak a haladaséara vonatko-
z6 altalanos kinematikai feltételt fogalmaztunk meg. Earaa megfigyelésen alapult, hogy a
szalas mikroorganizmusok szalainak alakja valtozatlaivakedés soran. Ezutan kihasznaltuk
azt a megfigyelést, hogy a ndvekszal fellleti pontjai csak a fellletre nédéegesen mozdulnak
el a névekedés soran, majd a ndvekedés rataja és a szaldrtikeyorbiilete kdzott teremtet-
tink kapcsolatot. Ez vezetett el végll ndvélszalak olyan modelljéhez, amely a valédihoz
hasonlo alakot josolt a szalak alakjara.



Az egész mikroorganizmus-telep ndvekedésére kidolgouottell a telepek mérésekben
tapasztalt idfliggd fraktalitasat hasznalta ki. A telep teljes tomegére, afiigip fraktaldimen-
ziora és a rendelkezeésre allé tapanyag mennyiségére wadatsatolt differencialegyenlet-
rendszert lehetett levezetni. Az egyenletrendszer mégald biomassza névekedését adta, ami
igen hasonlo volt a valddi telepek esetében mérbégshez, és amit numerikus szimulécioé se-
gitségével is sikerult ellémizni.

Ugyancsak az idben valtoz6 dimenzid 6tlete segitett a zart aramlasbarddddkémiailag
aktiv anyagok reakcidéegyenletének levezetésében is.k&idgyenlet, csakugy, mint a nyitott
aramlas esetében, most is tartalmazta a dimenziét, de eddbké&li valtozasara egy Ujabb,
csatolt egyenlet adddott. A két csatolt egyenlet egyiatiéja reagalé anyagok mennyiségének
id6beli valtozasét és a szalassagot jellérdinenziot.

3. A kutatas eredményei, tézisek
A kutatasok eredményeképpen az alabbi nyolc tézist lahmtmifogalmazni.

1. tézis. Megmutattam, hogy a rugalmas rudlancok egyensulyi heditdeird, a szimbolikus
dinamikaval rokon cimkézés segitségével egyértelmiighatéeozhatéak a hagyomanyosan
az egyensulyi helyzetek osztalyozasara hasznalt klassmikariansok: az egyensulyi helyzetek
stabilitasa, szimmetriaja és zérushelyeinek szama. Abshikas dinamikan alapulé cimkézeés
kivalthatja a klasszikus invariansok alkalmazasat. (Koetedmeény Kapsza Enikével.) [8]

2. tézis. A dinamikai rendszerek elméletébdl ismert topologikusipiia segitségével egy le-
hetséges modszert adtam a térbeli kaosz felismeréséredgzpr@zon alapszik, hogy a vizsgalt
rendszert leir6 peremérték-feladat megoldasainak sz&mparenciélisan figg az értelmezési
tartomany méretétol térbeli kaotikus rendszer esetéiz@ eredmeny doktoranduszommal,
Kocsis Attilaval.) [16, 18]

3. tézis. Megmutattam, hogy nemcsak a konzervativ erokkel terhglilmas radlancok ese-
tében lehetséges térbeli kaosz, hanem olyan rugalmasrréokéesetében is, amelyekre nem-
konzervativ terhek hatnak. A szerkezet egyensulyi eggerdke megfeleltethetd kezdetiérték-
feladat minden esetben terulettartd, konzervativ; ésikastvolta okozza a szerkezet térbeli
kaotikus allapotat. (K6z6s eredmény doktoranduszomnoakik Attilaval.) [15, 16]

4. tézis. Nyitott hidrodinamikai aramlasokban a részecskék egy oty szalas fraktalalak-
zatra gyllnek 0ssze. Ezen a fraktélalakzaton hosszé Kapdaba esnek a kisodrédasuk elbtt,
igy ha a sodrédé részecskék kémiailag vagy bioldgiailatyakt akkor az aktiv folyamatok egy
szalas fraktalalakzaton zajlanak. Megmutattam, hogy aardéis mechanikai tulajdonsagai
modositjak a hagyomanyos reakcidegyenletet, az Uj kégyaindetben megjelenik a sodrodoé
részecskék eloszlasat jellemzd fraktaldimenzio. [1, 3, 9, 11]

5. tézis. Numerikus kisérletek segitségével megmutattam, hogydatriramlasokban sodro-
do részecskék bonyolult eloszlasa tokéletlen kevered@shet, amely lehetdvé teszi versengd
planktonpopulaciéknak a hagyomanyos populaciddinaneiggenletek altal kizart egyuttélé-
sét. A nyitott hidrodinamikai aramlasok mechanikai tutamdagai erdsitik a biodiverzitast.

[4,6,7,12]



6. tézis. Szalas baktériumok és gombafonalak névekedési jellesrkibematikai modellt dol-
goztam ki. A baktériumok illetve gombafonalak hosszntérszle konturjat névekedésre képes
szalnak tekintve felirtam az altalanos kompatibilitasyegeteket. A szalas baktériumok és
gombafonalak alakjat jol kozelité megoldas adddott egyrisetikus bioldgiai feltevéssel, mi-
szerint a ndvekedés a gorbulettel ardnyos. [13]

7. tézis. Szalakbol all6 gombatelepek és baktériumkoldniak névsétbk mechanikai mo-

delljét sikertlt levezetni, amely a telep fraktaldimep@idk idébeli valtozasan alapul. A ko-

I6nia teljes tdmegére és a fraktaldimenzio idoflggésgyecsatolt egyenlet adodott, amelynek
megoldasa jol kdzeliti a valos mérésekbdl és a sajat nkmeszimulacioimbdl nyert eredmé-
nyeket. [10, 17]

8. tézis. Kimutattam, hogy zart hidrodinamikai aramlasokban a satfréészecskék egy idoben
valtoz6 dimenzidval leirhatd, szalas alakzaton gyule#ezHa a sodrédé részecskék kémiai
reakciokban vesznek részt, akkor az id6fiiggd szalassgigo fraktaldimenzié és az anyag-
mennyiség egy csatolt differencialegyenlet-rendszétrato le. A kémiai reakciok zart aram-

lasokban is erdsen fliggenek az aramlas mechanikai tutaggaitol. [14]

A [zéardjeles] hivatkozasok az irodalomjegyzék megfekdemeire utalnak.

4. Az eredmenyek hasznositasa

A dolgozatban szélas struktarak mechanikai modellezégsylalkoztunk. Harom teriletet
Olelt fel a dolgozat. A kihajlo rudak és rudlancok esetén amgizsgalt szerkezet alakja alkotta
ezeket a ,szalas” strukturakat. A hidrodinamikai aramikésm sodrodo részecskék az aramlas
mechanikai tulajdonségai miatt gytlekeztek szalas sirékbn. A szalas mikroorganizmusok
a taplalék hatékony keresése és minél jobb kiaknazasaébeekdnek szalas alakba. Meg-
annyi ok tehat a szalas strukturak felbukkanasara.

Az egyszerl mechanikai szerkezetek mellett pl. szalal®dia rendszereket is szoktak
rudakkal, illetve radlancokkal modellezni. A hosszu, sa@iisparbdl all6 DNS-molekulakat
sokan folytonos radként modellezik, csakugy, mint a biopelek alakjat. Maskor hasonlo
molekuldkat diszkrét lancként modelleznek, példaul metemneket 6sszekdthajlékony kap-
csolatokkal. Novényi (pl. €46-) kacsokat vagy indakat is lehet radként modellezni, pdlchy
lehetett megmagyarazni a kacsoknal talalhat6 hélix atakyultsaganak spontan megfordula-
sat. Hasonlé modelleket javasoltak még szalas baktériypmipropilén-szalakbol készitett
anyagok gyartasa, és nanoszéalak ndvesztése esetéberzbliresetekben remélbehogy a
dolgozatban bemutatott eredmények, pl. a klasszikusi@mvswkat kivaltd, szimbolikus dina-
mikan alapul6 cimkézés, vagy a térbeli kaosz vizsgalat@@dozott mddszer, alkalmazhat6
lesz.

A nyitott aramlasokban zajl6 reakcidkra levezetett kénmeakcidéegyenlet jeletisen eltér
a hagyomanyos reakciéegyenidtiamely jol kevert anyagok esetén érvényes. Ennek jadent
szerepe lehet az égési folyamatokban, a motorok vizs@alatdervezésében vagy példaul a
mikroaramlasokban (pl. szamitdgépes nyomtatdkban).bkovfantos alkalmazasi terlletet a
koérnyezeti aramlasok szolgaltatnak. Példaul a legkoriagd kémiai folyamatok esetén nem
lehet eltekinteni a reagalé anyagok egydign, inhomogén eloszlasatél; ennek nagy jdlent
sége lehet az 6zonlyuk viselkedésének megértése szedpalntgy masik példa a plankton-
populaciok viselkedése. Eppen ezen a teriileten sikek#irahznunk eredményiinket. Egy
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régota fennalld biologiai probléma pdankton-paradoxoegy lehetséges megoldasat jelenthe-
ti, ha figyelembe vesszik, hogy a planktonra is érvényesaamlasban a ,ritka éinye”, vagyis
hogy a szalas fraktalokon a kisebb szamban jelénfayjobban hozza tud férni az&orra-
sokhoz.

Az egyuttélés probléméja nem csak ezen a terlleten meyalAel korai evolucionak is egy
ko6zponti kérdése. Az dnreprodukaléddé makromolekulak agidése sziikséges ahhoz, hogy a
korai evolucio 22-es csapdaj&l lehessen oldani, és ebben segithet, ha figyelembe \gsszi
hogy az6slevesben a makromolekuldk széalas alakzatokon helybeked el [6, 24, 25].

A szalas mikroorganizmusok jeléi#egét az adja, hogy a vilag antibiotikum-, enzim- és
citromsav-termelésének jelé@strésze ezen fajok termesztésével zajlik. Ehhez azonlmaidurie
tudni, hogy mikor éri el a szalas koldnia f@jlésének azt a szakaszat, amikor a koldnia kézepe
mar annyira strd, hogy nem jut tapanyaghoz, akkor induidyanis az antibiotikum termelés.
Viszont mindeddig nem volt olyan modell, amely a kolénidddgsének minden szakaszat le
tudta volna irni a kezdeti exponencidlis tajestl a vég$ telitbdéséig.

A zé&rt aramlasban zajlé kémiai reakcio egyenletének slieeigeteként megkaphato a ko-
rabban a nyitott aramlasra kapott egyenletink is, ez tefyatkkalanosabb érvényl egyenlet.
Habar az eredményeket kétdimenzids, hiperbolikus ardratépasszivan sodrodo részecskek
autokatalitikus reakcioi esetén mutattuk be, azok kisztjgebk egyéb esetekre is. Ezt rész-
ben sajat cikkek, részben masok munkai mutatjak be. Egy égiben megjelent terjedelmes
0sszefoglald cikkink [11] részletesen tartalmazza ezekeseteket. A kémiai reakciéegyen-
letekben felbukkan a fraktalsagot jellendimenzié akkor is, ha az aramlas harom dimenzios,
nem periodikus [9], nem hiperbolikus; ha a sodr6do részsastk van tehetetlensége; ha mas-
fajta reakcio zajlik [2, 7, 14].
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