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Bevezetés

Kombinatorika jelenleg az egyik leggyorsabban fejlődő része a matematikának,

és közeli kapcsolatban áll a matematika több más területével is, mint például

geometria, számel-mélet, statisztikai fizika és elméleti számı́tástechnika. Ezen

kapcsolatok közül talán az egyik legnagyobb hatású Szemerédi Endre tétele a

számtani sorozatokon.

Több elismert matematikus is dolgozik ezen a területen, kombinatorikus ered-

ményekért is osztották ki a Wolf dı́jat 1983-ban és 1999-ben, a Fields medált 1998-

ban és 2006-ban, és az Ábel dı́jat 2012-ben.

Ez a doktori dolgozat az extremális gráfelmélet témaköréhez tartozik. Az

extremális gráfelmélet születését sokan Mantel [65] rövid cikkéhez kapcsolják,

aki meghatározta egy háromszögmentes gráf maximális élszámát. Valójában a

témakör Turán [78] eredményétől kezdve indult gyors fejlődésnek, aki általá-

nosı́totta Mantel eredményét teljes gráfokra. A dolgozat szoros kapcsolatban áll

Turán tételével, és lényegében a tétel különböző kiterjesztéseit vizsgálja.

1. Ks,t–mentes gráfok száma

LegyenH egy gráf. Jelölje f(n) a cı́mkézettH-mentes gráfok számát egy n-elemű

csúcshalmazon, és ex(n,H) a H gráf Turán számát, vagyis a maximum élszámát

egy H-mentes n-csúcsú gráfnak. Turán tételét kiterjesztve, Erdős, Stone és Si-

monovits [44] bizonyı́totta, hogy ex(n,H) főleg csak a H kromatikus számától

függ, pontosabban

ex(n,H) =

(
1− 1

χ(H)− 1

)
n2

2
+ o(n2).
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Mivel egy H-mentes gráf minden részgráfja H-mentes, ı́gy fn(H) ≥ 2ex(n,H).

Erdős, Frankl és Rödl [39] bizonyı́totta, hogy ez a durva alsó korlát valójában

éles, amikor χ(H) ≥ 3, vagyis

fn(H) = 2(1+o(1))·ex(n,H). (1)

Az (1)-nak rengeteg változatát vizsgálták. Én is több cikket ı́rtam az (1) reláció

különböző kibővı́téseiről, többek között tournamentek, rendezett gráfok, szavak,

hipergráfok leszám-lálásairól [1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,

26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].

A dolgozat első fejezete azt az esetet tanulmányozza, amikor H egy páros

gráf, akkor mit mondhatunk (1) helyett.

Erdős Pál többször is kérdezte (például [35]-ben), vajon (1) igaz-e olyan páros

gráfokra, amelyek tartalmaznak kört, de ezt sokáig nem tudták megválaszolni,

sőt a C4 és a C6 kivételével még a log2 fn(H) függvény nagyságrendje sem volt

ismert. Pár hónapja, Morris és Saxton [66] észrevette, hogy (1) nem igaz C6-ra.

Ettől függetlenül, először a gyengébb állı́tás,

fn(H) = 2Θ(ex(n,H)). (2)

volt a kutatások célja. Az első eredményt ebben az ı́rányban Kleitman és Win-

ston [55] érte el, akik bizonyı́tották, hogy log2 fn(C4) ≤ 2.17 · ex(n,C4). Később,

Kleitman és Wilson [56] igazolta, hogy log2 fn(C6) = Θ(ex(n,C6)).

A fő eredménye az első fejezetnek az az, hogy (2) teljesül azon teljes páros

gráfokra, amelyeknek az extremális száma ismert. Ezt az eredményt Wojciech

Samotijjal együtt bizonyı́tottuk, aki a cikk ı́rása idején a doktorandusz diákom

volt.

1. Tétel. [31, 32] Minden s és t egész számra ahol 2 ≤ s ≤ t, van olyan pozitiv konstans

Cs,t, hogy a cı́mkézett Ks,t-mentes n-csúcsú gráfok száma, fn(Ks,t) teljesı́ti

log2 fn(Ks,t) ≤ Cs,t · n2−1/s.
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Erdős Pál többször is emlı́tette azt a sejtését, például [38]-ban, hogy ex(n,Ks,t)

= Θ(n2−1/s) minden 2 ≤ s ≤ t egész számpárra. Ha ez igaz volna, akkor Tétel 1

aszimptotikusan igaz lenne minden teljes páros gráfra. Eddig az Erdős sejtés

bizonyı́tott, amikor s ≤ 3 ([33, 46, 47]), illetve amikor t > (s− 1)! ([4, 62]). Ezekre

az értékekre Tétel 1 is aszimptotikusan éles.

A Tétel 1-nek több következményét is tárgyalja ez a fejezet. A legfontosabb

számomra az, hogy a bizonyı́tás közben kifejlesztett módszer alkalmas volt más

problémák megoldá-sára is. Ezt a módszert először egy Alon–Balogh–Morris–

Samotij [2] cikkben használtuk, ahol Ábel-csoportoknak azon részhalmazainak

számát becsültük, amelyek nem tartalmaznak megoldását az x + y = z egyen-

letnek, vagyis összegmentesek. Egy másik alkalmazás egy másik Alon–Balogh–

Morris–Samotij [3] cikkben szerepel, ahol a Cameron–Erdős sejtés [34], illetve

a Green–Saphozenko [52, 69] tételnek egy finomı́tott változatát bizonyı́tottuk.

A Green–Saphozenko [52, 69] tétel azt mondja ki, hogy az [1, . . . , n] interval-

lum legfeljebb O(2n/2) összegmentes részhalmazzal rendelkezik, mi viszonylag

pontos becslést adtunk az m elemű összegmentes részhalmazok számára, ahol

1 6 m 6 n/2.

A legfontosabb alkalmazása a módszerünknek, a dolgozat második fejezeté-

ben szerepel, ezekről az eredményekről majd részletesebben is beszélek.

Egy közvetlen alkalmazását Tétel 1-nek érdemes megemlı́teni.

EgyG gráfot Ramsey-nek hı́vunkH-hoz viszonyı́tva, ha minden 2-szı́nezése a

G éleinek tartalmaz egy egyszı́nű részgráfot ami H-val izomorf, ezt úgy jelöljük,

hogy G → H . Erdős és Faudree [45] kérdezte, vajon létezik-e egy olyan gráf G

amelyikre teljesül, hogy G → C4, de G nem tartalmaz K2,3-t részgráfként, vagy-

is ‘ritka’. Füredi [45] egy erősebb eredményt bizonyı́tott: minden m elég nagy

számra létezik egy K2,3-mentes m élű gráf, aminek minden m1−c élű részgráfja

tartalmaz egy C4-t, ahol c = 1/51 + o(1). Természetesen ezek a gráfok Ramsey

a C4-hez viszonyı́tva. Füredi [45] kérdezte, hogy vajon hasonló eredményeket

lehet-e más gráf-párokra bizonyı́tani. Füredi [45] módszerét a mi módszerünk-

kel párosı́tva több ilyen gráf-párt is találtunk:
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2. Következmény. Minden 2 ≤ s ≤ t egész számpárra létezik egy u > t és egy pozitiv

konstans c, hogy minden elég nagym-re létezik egyKs,u-mentes gráfG amelyiknekm éle

van, és amelyik legnagyobb Ks,t-mentes részgráfja csak m1−c éllel rendelkezik. Például,

ha s = t = 3, akkor u = 4 választható.

Érdemes megemlı́teni, hogy az Erdős–Faudree kérdést Füreditől függetlenül

Nešetřil és Rödl [67] is megoldotta.

2. Független halmazok hipergráfokban

2.1. Fő tétel

A dolgozat legfontosabb eredménye a 2. fejezetben található, ami egy Robert

Morrissal és Wojciech Samotijjal közösen ı́rt cikkre [26] épül. A fő eredmény egy

hosszú állı́tás hipergráfok függetlenségi számával kapcsolatban, amelynek meg-

lepően sok alkalmazása van. Az alkalmazások egy része már nem sokkal a mi

munkánk előtt is ismert volt Conlon és Gowers [36] és Schacht [71] eredményei

által. Viszont, a mi tételünknek több olyan alkalmazása is van, amelyek [36]

és [71] fő tételeiből nem következtek. Saxton és Thomasson [70] tőlünk függet-

lenül hasonló tételeket bizonyı́tottak hipergráfok függetlenségi számával kap-

csolatban, és Samotijjal való szóbeli megbeszélés után hasonló alkalmazásokat is

tudtak találni.

A fejezet fő eredménye hipergráfok független halmazaira ad egy struktúrális

karakterizációt . A tétel kimondása előtt szükségünk van több definicióra is. V

jelöli a csúcshal-mazát a hipergráfnak, P(V ) pedig a V összes részhalmazának

a családját. Egy halmazrendszer F ⊆ P(V ) monoton növekvő, ha felülről zárt,

vagyis ha A,B ⊆ V , A ∈ F és A ⊆ B akkor B ∈ F . A következő jelölést

használom, [n] = {1, . . . , n} és [n]p jelöli a p-véletlen részhalmazát [n]-nek.

Egy H hipergráfot uniformnak hı́vunk, ha minden élének ugyanaz a mérete.

Legyen F egy monoton növekvő család a H csúcshalmazán, V -n, és legyen ε ∈
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(0, 1]. AH hipergráf (F , ε)-sűrű, ha

e(H[A]) > εe(H)

minden A ∈ F halmazra.

Jelölje I(H) a H független halmazait. Ha T ⊆ V (H), akkor a T -fokszáma a

H-nak

degH(T ) = |{e ∈ H : T ⊆ e}|.

Az `-maximum fokszáma aH hipergráfnak

∆`(H) = max
{

degH(T ) : T ⊆ V (H) és |T | = `
}
.

A fejezet fő eredménye a következő tétel.

3. Tétel. Minden k pozitiv egész számra és minden pozitiv c, c′, ε konstansokra létezik

egy pozitiv konstans C, hogy a következő állı́tás teljesül. Legyen H egy k-uniform hi-

pergraph, és F ⊆ P(V (H)) egy monoton növekvő család a H csúcshalmazán, úgy hogy

minden A ∈ F esetén |A| > εv(H) teljesül. Feltételezzük, hogy H (F , ε)-sűrű, és

p ∈ (0, 1) olyan, hogy pk−1e(H) > c′v(H) és minden ` ∈ [k − 1] kielégı́ti az alábbi

feltételt:

∆`(H) 6 c ·min

{
p`−k, p`−1 e(H)

v(H)

}
.

Akkor létezik egy olyan S ⊆
(

V (H)
6Cp·v(H)

)
halmazrendszer, és függvények f : S → F és

g : I(H)→ S, hogy minden I ∈ I(H) kielégı́ti az alábbi relációt:

g(I) ⊆ I és I \ g(I) ⊆ f(g(I)).

Röviden, a tétel nagyjából az mondja, hogy ha egy H hipergráf teljesı́t bizo-

nyos feltéte-leket, akkor minden I független halmazát meg lehet cı́mkézni egy

kis részhalmazával, g(I)-vel, hogy az összes S-sel cı́mkézett halmaz, ahol S ∈ S,

benne van egyetlen halmazban, f(S)-ben, ami csak kevés élét tartalmazzaH-nak.

Egy tipikus alkalmazása a tételnek a következő. LegyenH az a k-uniform hi-

pergráf, amelynek a csúcshalmaza [n], és az élhalmaza azon k elemű részhalmazai,

amelyek egy k hosszú számtani sorozatot alkotnak. LegyenF az [n] azon részhal-

mazainak a családja, amelyek mérete legalább δn. Természetesen F monoton
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növekvő, és Szemerédi [76] tételéből egy átlagolási leszámlálással következik,

hogy a H hipergráf (F , ε)-sűrű valamilyen kis ε-ra, ami csak δ-tól és k-tól függ.

Mivel minden S ∈ S kicsi, ı́gy a H független halmazai számosságára, vagyis

az [n] halmaz k hosszú számtani sorozatmentes részhalmazai számosságára egy

viszonylag jó felső korlátot kaphatunk.

Egy másik tipikus alkalmazása a tételnek a következő. Legyen H az a 3-

uniform hipergráf, amelynek a csúcshalmaza az élhalmaza egy n-csúcsú teljes

gráfnak, ésH élhal-maza azon 3 élű részgráfok, amelyek egy háromszöget alkot-

nak. Legyen F az olyan n-csúcsú gráfok halmaza amelyeknek legalább (1/2 −

ε)
(
n
2

)
éle van és minden 2-szı́nezése a csúcsainak ad legalább δn2 egyszı́nű élet.

Természetesen F monoton növekvő. Erdős és Simonovits [37, 72] stabilitási

tételéből és a Ruzsa és Szemerédi [68] háromszög elmozdı́tási lemmájából követ-

kezik, hogy a H hipergráf (F , ε)-sűrű valamilyen kis ε-ra. A Tétel 3 alapján a

tipikus háromszögmentes gráfok struktúráját lehet leirni.

Most a Tétel 3 fontosabb következményeit sorolom fel:

2.2. A k-hosszú számtani sorozatmentes halmazok számossága

Szemerédi [76] tétele azt mondja, hogy minden k pozitiv egész számra, a leg-

nagyobb k-hosszú számtani sorozatmentes részhalmazának az [n] halmaznak,

csak o(n) eleme lehet. Ebből egyből következik, hogy [n]-nek csak 2o(n) k-hosszú

számtani sorozatmentes részhalmaza létezik. Az első következménye Tétel 3-

nek egy ritka változata ennek az állı́tásnak.

4. Tétel. Minden pozitiv β és k egész számra léteznek konstansok C és n0, hogy a követ-

kező teljesül. Minden n egész számra ahol n > n0, ha m > Cn1−1/(k−1) akkor legfeljebb(
βn
m

)
darab m elemű részhalmaza létezik [n]-nek, ami k-hosszú számtani sorozatmentes.

A Tétel 4-ből egyszerűen lehet igazolni a következő, ‘ritka véletlen Szemerédi

tételnek’ néven ismert állı́tast, amit Conlon és Gowers [36], illetve függetlenül

Schacht [71] bizonyı́tott be először. Hı́vjunk egyA ⊆ N halmazt (δ, k)-Szemerédinek
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ha minden B ⊆ A, amelyiknek van legalább δ|A| eleme tartalmaz egy k-hosszú

számtani sorozatot.

5. Következmény. Minden δ ∈ (0, 1) és k ∈ N számpárra létezik egy konstans C, hogy

a következő állı́tás igaz. Ha pn > Cn−1/(k−1) akkor

lim
n→∞

Pr
(
[n]pn(δ, k)− Szemeredi

)
= 1.

Érdemes megemlı́teni, hogy ebben a két állı́tásban a p-re adott alsó korlát éles

a konstans C értékét nem számı́tva.

Hasonló tételeket könnyedén lehet hasonló módszerekkel bizonyı́tani, például

összeg-mentes részhalmazok számára lehet viszonylag pontos felső korlátokat

adni.

2.3. A Turán probléma véletlen gráfokban

A hı́res Erdős–Stone–Simonovits tétel [44] azt mondja ki, hogy egy H-mentes

n-csúcsú gráf maximális élszáma, ex(n,H), lényegében csak a H kromatikus

számától, χ(H)-tól függ:

ex(n,H) =

(
1− 1

χ(H)− 1
+ o(1)

)(
n

2

)
. (3)

Az Erdős-Rényi véletlen gráfra, G(n, p)-re való változatát először Babai, Simon-

ovits és Spencer [5] vizsgálta, bizonyı́tva, hogy a legnagyobb háromszögmentes

részgráfja a G(n, 1/2)-nak majdnem biztosan egy páros gráf lesz.

Az úgynevezett Turán problémát a véletlen gráfban, Haxell, Kohayakawa, és

Łuczak [53, 54], illetve Kohayakawa, Łuczak, és Rödl [59] kezdte az általános

esetre is vizsgálni, amit a következő módon fogalmaztak meg:

Probléma. Egy adottH gráfra határozzuk meg a pontos feltételt p ∈ [0, 1]N-re, hogy

majdnem biztosan

ex
(
G(n, pn), H

)
=

(
1− 1

χ(H)− 1
+ o(1)

)(
n

2

)
pn, (4)
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ahol ex(G,H) jelöli a maximális élszámát a G egy H-mentes részgráfjának.

Osszuk véletlenül (χ(H)−1)-osztályba a G(n, p) csúcshalmazát, ı́gy könnyen

látható, hogy ex
(
G(n, p), H

)
>
(

1− 1
χ(H)−1

+ o(1)
) (

n
2

)
p teljesül minden p ∈ [0, 1]-

re.

Másrészt, ha valamilyen H ′ ⊆ H példányai száma G(n, p) -ben sokkal kisebb

mint a G(n, p) éleinek száma, akkor ez a becslés nem pontos, mert G(n, p) H-

mentessé változtatható, úgy hogy a H minden példányából elveszünk egy élet.

Ez motiválja a H 2-sűrűségének a definicióját, amit m2(H)-vel jelölünk:

m2(H) = max

{
e(H ′)− 1

v(H ′)− 2
: H ′ ⊆ H ahol v(H ′) > 3

}
. (5)

Tehát ha egy H gráf maximális fokszáma legalább 2 és δ ∈
(
0, 1/(χ(H) − 1)

)
,

akkor létezik egy pozitiv c, hogy ha pn 6 cn−1/m2(H), akkor majdnem biztosan

ex
(
G(n, pn), H

)
>

(
1− 1

χ(H)− 1
+ δ

)(
n

2

)
pn.

Haxell, Kohayakawa, és Łuczak [53], illetve Kohayakawa, Łuczak, and Rödl [59]

azt sejtette, hogy nagyobb p-re (4) majdnem biztosan teljesül. Több cikk [45, 48,

50, 53, 54, 59, 61, 75] is foglalkozott a problémával, mielőtt a sejtést Conlon és

Gowers [36] illetve Schacht [71] megoldotta.

6. Tétel. Minden H gráfra amelyre ∆(H) > 2 és minden pozitiv δ-hoz, létezik egy

pozitiv konstans C hogyha pn > Cn−1/m2(H), akkor majdnem biztosan

ex
(
G(n, pn), H

)
6

(
1− 1

χ(H)− 1
+ δ

)(
n

2

)
pn.

Tétel 3 alkalmazásával a Tétel 6-t bizonyı́tjuk, amikor H 2-egyensúlyozott,

vagyis minden H ′ ⊂ H esetén m2(H ′) 6 m2(H). Megjegyezzük, hogy az érdekes

gráfok többsége 2-egyensúlyozottak, mint például teljes gráfok és körök.

Erdős és Simonovits [37, 72] stabilitási tételét is bizonyı́tjuk véletlen gráfokra,

amit először Conlon és Gowers [36] látott be.

7. Tétel. Legyen H egy 2-egyensúlyozott gráf, hogy ∆(H) > 2. Akkor minden pozitiv

δ-hoz létezik C és ε, hogyha pn > Cn−1/m2(H), akkor majdnem biztosan a következő
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teljesül. A G(n, pn)-nek minden H-mentes részgráfja, amelynek legalább(
1− 1

χ(H)− 1
− ε
)(

n

2

)
pn

éle van, (χ(H)− 1)-osztályúvá tehető legfeljebb δn2pn él elmozdı́tásával.

2.4. A tipikus struktúrája H-mentes gráfoknak

Tétel 3 alkalmazásával egy ritka változatát bizonyı́tjuk az (1)-nak, ami Łuczak [63]

egy sejtését oldja meg. Jelölje fn,m(H) a H-mentes m élű gráfok számát amelyek-

nek [n] a csúcshalmaza.

8. Tétel. Legyen H egy 2-egyensúlyozott gráf és δ egy pozitiv konstans. Akkor létezik

egy C hogy minden n ∈ N esetén, ha m > Cn2−1/m2(H), akkor(
ex(n,H)

m

)
6 fn,m(H) 6

(
ex(n,H) + δn2

m

)
.

Érdemes megjegyezni, hogy a Tétel 8 bizonyı́tásában a Szemerédi regularitási

lemmát nem használtuk, eltérően azoktól akik hasonló tipusú (más) eredménye-

ket igazoltak, mint például Łuczak [63], Erdős, Frankl, és Rödl [39], illetve Ba-

logh, Bollobás és Simonovits [13].

A gráfok megszámlálásánál pontosabb eredményeket adnak a struktúrális

leı́rások. Például, Erdős, Kleitman és Rothschild [42] bizonyı́totta, hogy majd-

nem minden három-szögmentes gráf páros. Ennek az állı́tásnak a ritka változatát

Osthus, Prömel és Taraz [64] igazolta: Ham > Cn3/2
√

log n valamilyenC >
√

3/4

konstansra, akkor majdnem minden n-csúcsú háromszögmentes gráf, amelynek

m éle van, az páros. Mi egy általánosabb, de gyengébb változatot bizonyı́tottunk,

megválaszolva egy kérdését Łuczak [63]-nak. Adott δ-ra és k-ra egy G gráfot

(δ, k)-osztályúnak hı́vunk, haG-t k-osztályúvá tudjuk változtatni legfeljebb δe(G)

él eltörlésével.

9. Tétel. Legyen H egy 2-egyensúlyozott gráf amely kromatikus száma legalább 3, és

δ egy pozitiv konstans. Akkor létezik egy C hogy minden n ∈ N esetén, ha m >

Cn2−1/m2(H), akkor majdnem mindenH-mentes n csúcsú ésm élű gráf az
(
δ, χ(H)−1

)
-

osztályú.
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Tétel 8 ésTétel 9 bizonyı́tása a Tétel 3 alkalmazásával történik. Mostanában

Morris, Samotij és Warnke-val közösen egy pontosabb állı́tást igazoltunk teljes

gráfokra.

10. Tétel. [27] Legyen ` > 2. Akkor léteznek konstansok C` és r` hogy minden n ∈ N

esetén, ha m > (1 + o(1))C`(log n)r`n2−1/(`−1), akkor majdnem minden K`-mentes n

csúcsú és m élű gráf (` − 1)-osztályú, és ha n � m 6 (1 − o(1))C`(log n)r`n2−1/(`−1),

akkor ez nem teljesül.

2.5. A KŁR-sejtés

A Szemerédi regularitási lemma [77], ami az egyik legfontosabb eszköz a gráfel-

méletben, nagyjából azt mondja, hogy minden (nagy csúcsszámú) gráf csúcshal-

maza konstans számú nagyjából azonos méretű osztályba osztható, hogy majd-

nem minden két osztály között levő gráf véletlenszerű. Az egyik erőssége az

alkalmazásoknak az úgynevezett beágyazási lemma, ami azt mondja, hogy a

véletlenszerű gráfokban bizonyos részgráfokat meg lehet találni részgráfként.

Az eredeti változata a Szemerédi regularitási lemmának sűrű gráfokra hasz-

nos. Ritka gráfokra, amelyek csak o(n2) éllel rendelkeznek, Kohayakawa [57]

és Rödl kiterjesztette az ε-regularitás definicióját, és egy regularitási lemmát bi-

zonyı́tottak, amelyet ritka gráfokra is lehet használni, különös tekintettel véletlen

gráfok pozitiv sűrűségű részgráfjaira.

Egy adott p ∈ [0, 1]-re és ε-ra azt mondjuk, hogy a páros gráf két csúcshalmaz

V1 és V2 között (ε, p)-reguláris, ha minden W1 ⊆ V1 és W2 ⊆ V2 részhalmazra,

amelyekre |W1| > ε|V1| és |W2| > ε|V2|, az élsűrűsége, d(W1,W2), a (W1,W2)

párnak teljesı́ti ∣∣d(W1,W2)− d(V1, V2)
∣∣ 6 εp.

A beágyazási lemma azt mondja, hogy ha egy tetszőlegesH gráfnak a csúcsait

nagy független halmazokra cseréljük és az éleit ε-reguláris pozitiv sűrűségű páros

gráfokra, akkor ez a felfújt gráf tartalmazza H-t mint részgráf. A pontos állı́tás
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a következő. Jelölje H csúcshalmazát {1, . . . , v(H)}, rögzı́tsük le ε-t és p-t, és le-

gyen n és m olyan számpár amelyekre 0 6 m 6 n2. Legyen G(H,n,m, p, ε) azon

G gráfok családja amelyeket az alábbi módon állı́thatunk elő. A G csúcshalmaza

a diszjunkt uniója V1∪. . .∪Vv(H) halmazoknak, ahol minden Vi mérete n, és mind-

egyik halmaz a H egy csúcsához tartozik. A H minden {i, j} éléhez a G-ben a

Vi és Vj halmazok között egy (ε, p)-reguláris páros gráfot rendelünk, aminek m

éle van. Más éle nincs G-nek. Egy ilyen G gráfra, azon H részgráfjait G-nek,

amelyekben minden i-re az i csúcsa H-nak Vi-ben van, kanonikus részgráfoknak

hı́vunk.

11. Lemma (Beágyazási lemma). Minden H-ra és pozitiv d-re létezik egy pozitiv ε

és egy n0, hogy minden n és m számpárra, ahol n > n0 és m > dn2, minden G ∈

G(H,n,m, 1, ε) tartalmaz egy kanonikus példányát a H-nak.

Azt várhatnánk, hogy egy hasonló állı́tás igaz, ha egy p > cn−1/m2(H) függ-

vényt ı́runk az 1 helyére, és csak a m > pdn2 relációt feltételezük. Azonban,

Łuczak [51, 60] észrevette, hogy minden kört tartalmazó H gráfra és p = o(1)-

ra, léteznek gráfok a G(H,n, pn2, p, ε) halmazban, amelyek nem tartalmazzák H

mint részgráfot.

Kohayakawa, Łuczak és Rödl [59] sejtése, amit általában KŁR-sejtésnek rövi-

dı́tenek azt mondja, hogy nincs sok ilyen gráf G. Egy H gráfra, m és n egész

számokra, p ∈ [0, 1]-re és egy pozitiv ε-ra jelölje G∗(H,n,m, p, ε) azon gráfok

halmazát amelyek elemei a G(H,n,m, p, ε)-nak, és nem tartalmazák H-t mint

részgráfot.

A KŁR sejtés. Legyen H egy gráf. Akkor minden pozitiv β-hoz létezik pozitiv C, n0 és

ε, hogy minden n és m egész számokra, ha n > n0 és m > Cn2−1/m2(H), akkor

∣∣G∗(H,n,m,m/n2, ε)
∣∣ 6 βm

(
n2

m

)e(H)

.

A KŁR -sejtés egy fontos problémának számı́tott, több speciális esetet megnéz-

tek. Például H = K3, K4 és K5 eseteket a [58], [49] és [50] cikkekben oldották

meg. A Tétel 3 alkalmazásával a KŁR-sejtést megoldottuk minden 2-egyensúlyo-

zott gráfra.
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12. Tétel. Legyen H egy 2-egyensúlyozott gráf. Akkor minden pozitiv β-hoz létezik

pozitiv számok C, n0 és ε, hogy minden n és m számpárra, ahol n > n0 és m >

Cn2−1/m2(H), ∣∣G∗(H,n,m,m/n2, ε)
∣∣ 6 βm

(
n2

m

)e(H)

.

Az közismert, hogy Tétel 12 segı́tségével Tétel 6 és Tétel 7 könnyedén iga-

zolható. Valójában ez volt az eredeti motiváció a KŁR-sejtés kimondásában.

Továbbá, Łuczak [63] bizonyı́totta Tétel 8-t és Tétel 9-t a Tétel 12 segı́tségével,

amikor az még csak KŁR-sejtésként volt ismert.

               dc_738_13



3. Ramsey-Turán elmélet

A dolgozat 3. fejezetében Ramsey-Turán tipusú kérdéseket vizsgálunk. Ez a fe-

jezet két John Lenzzel közös [22, 24], és egy Ping Huval és Simonovits Miklóssal

közös [21] cikkre épül. John Lenz és Ping Hu az együttműkődés alatt doktoran-

dusz diákjaim voltak.

Erdős és Sós [43] vetett fel Ramsey-Turán tipusú kérdéseket először. A ‘Ram-

sey-Turán’ függvény RT(n, L,m) a maximuma egyL-mentes n-csúcsú gráf élszá-

mának, amely függetlenségi száma kisebb mint m. A RT(n, L, f(n)) függvény

fázis változásait vizsgáljuk, vagyis azt hogy hogyan változik RT(n, L, f) ami-

kor az f függvényt kicseréljük egy kicsit kisebb g függvényre. Mi azt az esetet

néztük, amikor L egy teljes gráf.

Erdős és Sós [43] minden pozitiv egész r számra bizonyı́totta, hogy

RT(n,K2r+1, o(n)) =
1

2

(
1− 1

r

)
n2 + o(n2). (6)

Ennek az eredménynek az a jelentése, hogy a Ramsey-Turán ”sűrűsége” a

K2r+1-nek ugyanannyi mint a Turán ”sűrűsége” a Kr+1-nek. Mivel Turán tétele

[78] azt mondja, hogy RT(n,K2r+1, n) = 1
2

(
1− 1

2r

)
n2 + o(n2), ezért (6) az jelenti,

hogy K2r+1-nek fázis változása van n-nél. A [21]-ban ezt részletesen vizsgáltuk, a

dolgozat csak egy speciális esetet tartalmaz.

Erdős and Sós [43] megmutatta, hogy RT(n,K5, c
√
n) 6 n2/8 + o (n2) minden

c > 0 konstansra. Továbbá azt kérdezték, vajon

RT(n,K5, c
√
n) = o

(
n2
)

valamilyen c > 0 konstansra? Mi megválaszoltuk ezt a kérdést a következő

formában.

13. Tétel.

RT
(
n,K5, o

(√
n log n

))
= o(n2).

Itt, ahogy már [43]-ben is megjegyezték, o
(√

n log n
)

optimális, ugyanis

RT
(
n,K5, c

√
n log n

)
>

1

2

(
1− 1

2

)
=

1

4
ha c > 1. (7)
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A 3. fejezet többi eredménye, amelyek [22] és [24]-ben jelentek meg, a Ramsey-

Turán függvények elméletét másik irányba terjeszti ki.

Egy G gráfnak a Kr-függetlenségi száma

αr(G) := max{|S| : S ⊆ V (G), G[S] Kr −mentes}. (8)

Legyen RTr(n,H, f(n)) a maximum lehetséges élszáma egy H-mentes n-csúcsú

gráfnak, amely függetlenségi száma kisebb mint f(n). Erdős, Hajnal, Simon-

ovits, Sós és Szemerédi [40] bizonyı́totta, hogy RTr(n,Kt, o(n)) ≤ 1
2

(
1− r

t−1

)
, és

ez pontos ha t ≡ 1 (mod r).

Erdős, Hajnal, Sós, and Szemerédi [41, p. 80] (illetve [73, Probléma 17]) azt

kérdezték, hogy milyen r+2 6 t 6 2r+1 esetén lesz RTr(n,Kt, o(n)) = Θ(n2).Mi

ezt a problémát megoldottuk, igazoltuk, hogy RTr(n,Kt, o(n)) = Θ(n2) minden

t > r + 2.

A bizonyı́tás során Bollobás-Erdős tipusú gráfokat szoroztunk össze, egy álta-

lunk definiált gráfszorzat segı́tségével. Ez az új fajta gráfcsalád hasznos más

problémáknál is, mi akkor tudtuk használni [23], amikor hipergráfok kromatikus

küszöbértékét vizsgáltuk.
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[39] P. ERDŐS, P. FRANKL, AND V. RÖDL, The asymptotic number of graphs

not containing a fixed subgraph and a problem for hypergraphs having no

exponent, Graphs and Combinatorics, 2 (1986), 113–121.
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[52] B. GREEN, The Cameron-Erdős conjecture, Bull. London Math. Soc., 36 (2004),

769–778.

               dc_738_13



[53] P. E. HAXELL, Y. KOHAYAKAWA, AND T. ŁUCZAK, Turán’s extremal prob-

lem in random graphs: forbidding even cycles, J. Combin. Theory Ser. B 64

(1995), 273–287.

[54] P. E. HAXELL, Y. KOHAYAKAWA, AND T. ŁUCZAK, Turán’s extremal prob-

lem in random graphs: forbidding odd cycles, Combinatorica 16 (1996), 107–

122.

[55] D. J. KLEITMAN AND K. J. WINSTON, On the number of graphs without

4-cycles, Discrete Mathematics 41, (1982) 167–172.

[56] D. J. KLEITMAN AND D. B. WILSON, On the number of graphs which lack

small cycles, preprint. (1996).
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[60] Y. KOHAYAKAWA AND V. RÖDL, Regular pairs in sparse random graphs. I,

Random Structures and Algorithms, 22 (2003), 359–434.
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150, Paul Erdős and his mathematics (Budapest, 1999).

[65] W. MANTEL, Problem 28. Wiskundige Opgaven, volume 10, (1907), 60–61.

[66] R. MORRIS AND D. SAXTON, The number of C2`-free graphs, submitted.
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