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Bevezetés

Kombinatorika jelenleg az egyik leggyorsabban fejl6d része a matematikanak,
és kozeli kapcsolatban 4ll a matematika tobb mas teriiletével is, mint példaul
geometria, szamel-mélet, statisztikai fizika és elméleti szamitdstechnika. Ezen
kapcsolatok koziil taldn az egyik legnagyobb hatdst Szemerédi Endre tétele a
szamtani sorozatokon.

Tobb elismert matematikus is dolgozik ezen a teriileten, kombinatorikus ered-
ményekért is osztottak ki a Wolf dijat 1983-ban és 1999-ben, a Fields medalt 1998-
ban és 2006-ban, és az Abel dfjat 2012-ben.

Ez a doktori dolgozat az extremdlis grafelmélet témakoréhez tartozik. Az
extremdlis grafelmélet sziiletését sokan Mantel [65] révid cikkéhez kapcsoljak,
aki meghatdrozta egy haromszogmentes graf maximaélis élszamat. Valdjaban a
témakor Turan [78] eredményétsl kezdve indult gyors fejlddésnek, aki altala-
nositotta Mantel eredményét teljes grafokra. A dolgozat szoros kapcsolatban 4ll

Turan tételével, és 1ényegében a tétel kiilonbozo kiterjesztéseit vizsgalja.

1. K,,—mentes grafok szama

Legyen H egy gréf. Jelolje f(n) a cimkézett H-mentes grafok szamat egy n-elemf
csticshalmazon, és ex(n, H) a H graf Turan szamat, vagyis a maximum élszamat
egy H-mentes n-cstucsu grafnak. Turdn tételét kiterjesztve, Erdds, Stone és Si-
monovits [44] bizonyitotta, hogy ex(n, H) f6leg csak a H kromatikus szamatol

fiigg, pontosabban

ex(n, H) = (1 _ ﬁ) ”; + o(n?).

1
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Mivel egy H-mentes graf minden részgrafja H-mentes, igy f,(H) > 2(mH),

Erdés, Frankl és Rodl [39] bizonyitotta, hogy ez a durva alsé korlat valdjdban

éles, amikor X(H) Z 3’ Vagyis
fo(H) = o(1+o(1))ex(n,H) "

Az (1)-nak rengeteg véltozatat vizsgaltak. En is tobb cikket irtam az (1) reldci6
kiilonbozd kibdvitéseirdl, tobbek kozott tournamentek, rendezett grafok, szavak,
hipergrafok leszam-laldsairol [1, 2, 3, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
26,127,128, 29,30, 31, 32].

A dolgozat els6 fejezete azt az esetet tanulmanyozza, amikor I egy péros
graf, akkor mit mondhatunk (1) helyett.

Erdos Pal tobbszor is kérdezte (példaul [35]-ben), vajon (1) igaz-e olyan péros
grafokra, amelyek tartalmaznak kort, de ezt sokdig nem tudtdk megvalaszolni,
s6t a Cy és a Cj kivételével még a log, f,(H) fliggvény nagysagrendje sem volt
ismert. Par hénapja, Morris és Saxton [66] észrevette, hogy (1) nem igaz Cg-ra.

Ettd] fliggetlentil, el6szor a gyengébb allitas,
fn(H) _ 2@(ex(n,H)) ) (2)

volt a kutatasok célja. Az els6 eredményt ebben az irdanyban Kleitman és Win-
ston [55] érte el, akik bizonyitottdk, hogy log, f,(Cy) < 2.17 - ex(n, Cy). Késtbb,
Kleitman és Wilson [56] igazolta, hogy log, f,.(Cs) = O(ex(n, Cs)).

A f6 eredménye az els6 fejezetnek az az, hogy (2) teljesiil azon teljes paros
grafokra, amelyeknek az extremalis szdma ismert. Ezt az eredményt Wojciech
Samotijjal egyiitt bizonyitottuk, aki a cikk irdsa idején a doktorandusz diadkom

volt.

1. Tétel. [31, 32] Minden s és t egész szamra ahol 2 < s < t, van olyan pozitiv konstans

Cs.1, hogy a cimkézett K ,-mentes n-csticsii grifok szdama, f,,(K,) teljesiti

logy fu(Kay) < Coy-n> e,
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Erd6s Pal tobbszor is emlitette azt a sejtését, példaul [38]-ban, hogy ex(n, K ;)
= @(nQ‘l/ *) minden 2 < s < t egész szamparra. Ha ez igaz volna, akkor Tétel 1
aszimptotikusan igaz lenne minden teljes paros grafra. Eddig az Erds sejtés
bizonyitott, amikor s < 3 ([33, 46, 47]), illetve amikor ¢ > (s —1)! ([4, 62]). Ezekre

az értékekre Tétel 1 is aszimptotikusan éles.

A Tétel 1-nek tobb kovetkezményét is targyalja ez a fejezet. A legfontosabb
szdmomra az, hogy a bizonyitas kozben kifejlesztett médszer alkalmas volt més
problémdak megolda-sara is. Ezt a mddszert el6szor egy Alon-Balogh-Morris—
Samotij [2] cikkben haszndltuk, ahol Abel—csoportoknak azon részhalmazainak
szamat becsiiltiik, amelyek nem tartalmaznak megoldédsat az x + y = z egyen-
letnek, vagyis 0sszegmentesek. Egy mdsik alkalmazas egy masik Alon-Balogh-
Morris-Samotij [3] cikkben szerepel, ahol a Cameron-Erd&s sejtés [34], illetve
a Green-Saphozenko [52, 69] tételnek egy finomitott valtozatat bizonyitottuk.
A Green-Saphozenko [52, 69] tétel azt mondja ki, hogy az [1,...,n| interval-
lum legfeljebb O(2"/2) 6sszegmentes részhalmazzal rendelkezik, mi viszonylag
pontos becslést adtunk az m elemii 6sszegmentes részhalmazok szdmadra, ahol

1<m<n/2

A legfontosabb alkalmazasa a médszeriinknek, a dolgozat mésodik fejezeté-

ben szerepel, ezekrdl az eredményekrdl majd részletesebben is beszélek.
Egy kozvetlen alkalmazasat Tétel 1-nek érdemes megemliteni.

Egy G grafot Ramsey-nek hivunk H-hoz viszonyitva, ha minden 2-szinezése a
G éleinek tartalmaz egy egyszinfi részgrafot ami H-val izomorf, ezt Ggy jeloljtik,
hogy G — H. Erd®s és Faudree [45] kérdezte, vajon létezik-e egy olyan graf G
amelyikre teljesiil, hogy G — C4, de G nem tartalmaz K 3-t részgrafként, vagy-
is ‘ritka’. Fiiredi [45] egy er6sebb eredményt bizonyitott: minden m elég nagy
szdmra létezik egy K, 3;-mentes m élti graf, aminek minden m'~¢ éli részgrafja
tartalmaz egy C4-t, ahol ¢ = 1/51 + o(1). Természetesen ezek a grafok Ramsey
a Cy-hez viszonyitva. Fiiredi [45] kérdezte, hogy vajon hasonl6 eredményeket
lehet-e més graf-parokra bizonyitani. Fiiredi [45] médszerét a mi médszeriink-

kel parositva tobb ilyen graf-part is talaltunk:
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2. Kovetkezmény. Minden 2 < s <t egész szampdrra létezik eqy u > t és egy pozitiv
konstans c, hogy minden elég nagy m-re létezik eqy K, ,,-mentes grif G amelyiknek m éle
van, és amelyik legnagyobb K ,-mentes részgrifja csak m*=< éllel rendelkezik. Példdul,

ha s = t = 3, akkor u = 4 vdilaszthaté.

Erdemes megemliteni, hogy az Erdés—Faudree kérdést Fiiredits] fiiggetleniil

Nesettil és Rodl [67] is megoldotta.

2. Fiiggetlen halmazok hipergrafokban

2.1. F6 tétel

A dolgozat legfontosabb eredménye a 2. fejezetben taldlhat6, ami egy Robert
Morrissal és Wojciech Samotijjal kozosen irt cikkre [26] épiil. A {6 eredmény egy
hosszu allitas hipergréafok fiiggetlenségi szamdval kapcsolatban, amelynek meg-
lep6en sok alkalmazdsa van. Az alkalmazdsok egy része mar nem sokkal a mi
munkdank el6tt is ismert volt Conlon és Gowers [36] és Schacht [71] eredményei
altal. Viszont, a mi tételiinknek tobb olyan alkalmazdasa is van, amelyek [36]
és [71] {6 tételeibdl nem kovetkeztek. Saxton és Thomasson [70] téliink fiigget-
lentil hasonl6 tételeket bizonyitottak hipergrafok filiggetlenségi szdmaval kap-
csolatban, és Samotijjal val6 szobeli megbeszélés utan hasonl6 alkalmazasokat is
tudtak taldlni.

A fejezet f6 eredménye hipergréfok fiiggetlen halmazaira ad egy struktaralis
karakterizaciot . A tétel kimonddsa el6tt sziikségiink van tobb definiciéra is. V'
jeloli a csticshal-mazat a hipergrafnak, P(V) pedig a V' 0sszes részhalmazanak
a csaladjat. Egy halmazrendszer 7 C P(V) monoton novekvd, ha feliilr6l zart,
vagyisha A, B C V, A € Fés A C B akkor B € F. A kovetkezd jelolést
hasznalom, [n] = {1,...,n} és [n], jeloli a p-véletlen részhalmazat [n]|-nek.

Egy H hipergrafot uniformnak hivunk, ha minden élének ugyanaz a mérete.

Legyen F egy monoton novekv6 csaldd a H csticshalmazan, V-n, és legyen ¢ €
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(0,1]. A H hipergraf (F,¢)-siirii, ha
e(H[A]) > ee(H)

minden A € F halmazra.
Jelolje Z(H) a H fliggetlen halmazait. Ha 7" C V(H), akkor a T-fokszama a
‘H-nak
degy (T) ={e € H: T Ce}|.

Az (-maximum fokszdma a H hipergrafnak
Ay(H) = max { degy(T): T C V(H) és IT| = (}.
A fejezet 6 eredménye a kovetkez tétel.

3. Tétel. Minden k pozitiv egész szamra és minden pozitiv c, ¢/, € konstansokra létezik
egy pozitiv konstans C, hogy a kovetkezo dllitis teljesiil. Legyen H egy k-uniform hi-
pergraph, és F C P(V(H)) eqy monoton novekvd csaldd a H csiicshalmazin, 1igy hogy
minden A € F esetén |A| > ev(H) teljesiil. Feltételezziik, hogy H (F,e)-stirii, és
p € (0,1) olyan, hogy p*~'e(H) > dv(H) és minden ( € [k — 1] kielégiti az aldbbi

feltételt:
) [ )
Akkor létezik egy olyan S C ( «ffp(.zf()ﬂ)) halmazrendszer, és fiigguények f: S — F és

g: I(H) — S, hogy minden I € T(H) kielégiti az aldbbi reldciét:

gI) €1 és I\ g(I) € f(g(1)).

Roviden, a tétel nagyjdbol az mondja, hogy ha egy H hipergraf teljesit bizo-
nyos feltéte-leket, akkor minden I fiiggetlen halmazit meg lehet cimkézni egy
kis részhalmazéval, g(I)-vel, hogy az 6sszes S-sel cimkézett halmaz, ahol S € S,
benne van egyetlen halmazban, f(.5)-ben, ami csak kevés élét tartalmazza #-nak.

Egy tipikus alkalmazdasa a tételnek a kovetkez6. Legyen ‘H az a k-uniform hi-
pergraf, amelynek a csicshalmaza [n], és az élhalmaza azon k elemfi részhalmazai,
amelyek egy k hosszti szamtani sorozatot alkotnak. Legyen F az [n] azon részhal-

mazainak a csalddja, amelyek mérete legalabb dn. Természetesen 7 monoton
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novekvd, és Szemerédi [76] tételébdl egy atlagolasi leszamlalassal kovetkezik,
hogy a H hipergraf (F, ¢)-stirti valamilyen kis e-ra, ami csak 6-t6l és k-tdl fugg.
Mivel minden S € § kicsi, igy a H fiiggetlen halmazai szamossagara, vagyis
az [n] halmaz k hosszti szdmtani sorozatmentes részhalmazai szdmossdgara egy
viszonylag jo fels6 korlatot kaphatunk.

Egy masik tipikus alkalmazasa a tételnek a kovetkezd. Legyen H az a 3-
uniform hipergraf, amelynek a csticshalmaza az élhalmaza egy n-csticst teljes
grafnak, és H élhal-maza azon 3 él{i részgrafok, amelyek egy haromszoget alkot-
nak. Legyen F az olyan n-csticst grafok halmaza amelyeknek legaldbb (1/2 —
e)(5) éle van és minden 2-szinezése a csicsainak ad legalabb dn? egyszinti élet.
Természetesen F monoton novekvs. Erdés és Simonovits [37, 72] stabilitasi
tételébdl és a Ruzsa és Szemerédi [68] haromszog elmozditasi lemmajébol kovet-
kezik, hogy a ‘H hipergraf (F,¢)-stiri valamilyen kis e-ra. A Tétel 3 alapjan a

tipikus hdromszogmentes grafok struktirajat lehet leirni.

Most a Tétel 3 fontosabb kovetkezményeit sorolom fel:

2.2. A k-hossza szamtani sorozatmentes halmazok szamossaga

Szemerédi [76] tétele azt mondja, hogy minden k pozitiv egész szdmra, a leg-
nagyobb k-hosszt szdmtani sorozatmentes részhalmazanak az [n] halmaznak,
csak o(n) eleme lehet. Ebbél egybdl kivetkezik, hogy [n]-nek csak 2°™ k-hosszd
szdmtani sorozatmentes részhalmaza létezik. Az els6 kovetkezménye Tétel 3-

nek egy ritka valtozata ennek az allitdsnak.

4. Tétel. Minden pozitiv (3 és k egész szamra léteznek konstansok C' és ng, hogy a kovet-
kez§ teljesiil. Minden n egész szdmra ahol n > ng, ha m > Cn'~Y/ =Y gkkor legfeljebb

(’i;‘) darab m elemil részhalmaza létezik [n]-nek, ami k-hosszii szdmtani sorozatmentes.

A Tétel 4-bol egyszertien lehet igazolni a kovetkezg, ‘ritka véletlen Szemerédi
tételnek” néven ismert allitast, amit Conlon és Gowers [36], illetve fliggetleniil

Schacht [71] bizonyitott be el6szor. Hivjunk egy A C N halmazt (0, k)-Szemerédinek
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ha minden B C A, amelyiknek van legaldbb §|A| eleme tartalmaz egy k-hosszt

szamtani sorozatot.

5. Kovetkezmény. Minden ¢ € (0,1) és k € N szdmpdirra létezik egy konstans C, hogy

” oz

a kovetkez§ dllitds igaz. Ha p,, > Cn~"/*=1) akkor

lim Pr ([n],, (6, k) — Szemeredi) = 1.

n—oo

Erdemes megemliteni, hogy ebben a két allitasban a p-re adott alsé korlat éles
a konstans (' értékét nem szamitva.

Hasonl6 tételeket konnyedén lehet hasonlé modszerekkel bizonyitani, példaul
Osszeg-mentes részhalmazok szamara lehet viszonylag pontos fels6 korlatokat

adni.

2.3. A Turan probléma véletlen grafokban

A hires Erd6s-Stone-Simonovits tétel [44] azt mondja ki, hogy egy H-mentes
n-csticst graf maximadlis élszama, ex(n, H), lényegében csak a H kromatikus

szamatol, x(H)-tol fugg:

ex(n, H) = (1 _ ﬁ + 0(1)> (’;) 3)

Az Erd6s-Rényi véletlen gréfra, G(n, p)-re val6 valtozatét el6szor Babai, Simon-
ovits és Spencer [5] vizsgalta, bizonyitva, hogy a legnagyobb haromszégmentes
részgréfja a G(n, 1/2)-nak majdnem biztosan egy paros graf lesz.

Az ugynevezett Turdn problémat a véletlen grafban, Haxell, Kohayakawa, és
Luczak [53, 54], illetve Kohayakawa, Luczak, és Rodl [59] kezdte az altaldnos

esetre is vizsgalni, amit a kovetkez6 médon fogalmaztak meg;:

Probléma. Egy adott H grifra hatdrozzuk meg a pontos feltételt p € [0, 1]N-re, hogy

majdnem biztosan

ex (G(n,p,), H) = (1 - W + 0(1)> (Z)pn, @)
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ahol ex(G, H) jeloli a maximdlis élszamadt a G eqy H-mentes részgrifjinak.

Osszuk véletlentil (x(H) — 1)-osztalyba a G(n, p) csdcshalmaziét, igy konnyen
lathato, hogy ex (G(n,p), H) > (1 — s T o(l)) (5)p teljesiil minden p € [0, 1]-
re.

Masrészt, ha valamilyen H' C H példanyai szama G/(n, p) -ben sokkal kisebb
mint a G(n,p) éleinek szdma, akkor ez a becslés nem pontos, mert G(n,p) H-
mentessé valtoztathat6, tigy hogy a H minden példanyabdl elvesziink egy élet.

Ez motivélja a H 2-sfirfiségének a definicidjat, amit mo(H )-vel jeloltink:

ma(H) = max { ) -1, H CH ahol v(H') > 3} : )

v(H') —2°
Tehat ha egy H graf maximalis fokszama legalabb 2 és 6 € (0,1/(x(H) — 1)),

akkor létezik egy pozitiv ¢, hogy ha p, < cn™!/™2(#) akkor majdnem biztosan

ex (G(n.p), H) > (1 - # T 5> <Z)pn.

Haxell, Kohayakawa, és Luczak [53], illetve Kohayakawa, Luczak, and Rodl [59]
azt sejtette, hogy nagyobb p-re (4) majdnem biztosan teljestil. Tobb cikk [45, 48,
50, 53, 54, 59, 61, 75] is foglalkozott a problémaéval, miel6tt a sejtést Conlon és
Gowers [36] illetve Schacht [71] megoldotta.

6. Tétel. Minden H grifra amelyre A(H) > 2 és minden pozitiv §-hoz, létezik egy

pozitiv konstans C hogyha p, > Cn~Y/™21) akkor majdnem biztosan

NP (R —

Tétel 3 alkalmazasdval a Tétel 6-t bizonyitjuk, amikor H 2-egyensulyozott,
vagyis minden H' C H esetén my(H') < mo(H). Megjegyezziik, hogy az érdekes
grafok tobbsége 2-egyenstlyozottak, mint példaul teljes grafok és korok.

Erd6s és Simonovits [37, 72] stabilitési tételét is bizonyitjuk véletlen grafokra,

amit el6szor Conlon és Gowers [36] latott be.

7. Tétel. Legyen H egy 2-eqyenstilyozott grif, hogy A(H) > 2. Akkor minden pozitiv

6-hoz létezik C' és e, hogyha p, > Cn~Y/m2UD akkor majdnem biztosan a kovetkez§
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teljesiil. A G(n, p,)-nek minden H-mentes részgrifja, amelynek legaldbb

(=) ()

éle van, (x(H) — 1)-osztdlyiivd tehetd legfeljebb on?p,, él elmozditdsdval.

2.4. A tipikus struktarija /7/-mentes grafoknak

Tétel 3 alkalmazasaval egy ritka véltozatat bizonyitjuk az (1)-nak, ami Luczak [63]
egy sejtését oldja meg. Jelolje f, ,,,(H) a H-mentes m éll grafok szamat amelyek-

nek [n] a csticshalmaza.

8. Tétel. Leqyen H eqy 2-egyensiilyozott grif és § egy pozitiv konstans. Akkor létezik

egy C hogy minden n € N esetén, ha m > Cn*~1/m2(H) akkor
(ex(n, H) ex(n, H) + 5n2)

) < gty < (S0

Erdemes megjegyezni, hogy a Tétel 8 bizonyitdsdban a Szemerédi regularitési
lemmat nem hasznéltuk, eltéréen azoktol akik hasonlé tipust (mds) eredménye-
ket igazoltak, mint példaul Luczak [63], Erd6s, Frankl, és Rodl [39], illetve Ba-
logh, Bollobas és Simonovits [13].

A grafok megszamlalasandl pontosabb eredményeket adnak a strukttralis
leirasok. Példaul, Erdds, Kleitman és Rothschild [42] bizonyitotta, hogy majd-
nem minden hdrom-szogmentes graf paros. Ennek az allitdsnak a ritka valtozatat
Osthus, Promel és Taraz [64] igazolta: Ham > Cn®/?y/logn valamilyen C' > V3/4
konstansra, akkor majdnem minden n-csticsi hdromszdgmentes graf, amelynek
m éle van, az paros. Mi egy éltalanosabb, de gyengébb valtozatot bizonyitottunk,
megvalaszolva egy kérdését Luczak [63]-nak. Adott d-ra és k-ra egy G grafot
(0, k)-osztalytnak hivunk, ha G-t k-osztalyava tudjuk valtoztatni legfeljebb de(G)

él eltorlésével.

9. Tétel. Legyen H egy 2-egyensiilyozott grif amely kromatikus szdma legaldbb 3, és
d egy pozitiv konstans. Akkor létezik eqy C hogy minden n € N esetén, ha m >
Cn2=V/m=(1) | akkor majdnem minden H-mentes n csiicsii és m élii graf az (6, x(H)—1)-

osztalyl.
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Tétel 8 ésTétel 9 bizonyitdsa a Tétel 3 alkalmazasaval torténik. Mostandban
Morris, Samotij és Warnke-val kozosen egy pontosabb allitast igazoltunk teljes

grafokra.

10. Tétel. [27] Legyen ¢ > 2. Akkor léteznek konstansok C; és r, hogy minden n € N
esetén, ha m > (1 + o(1))Cy(log n)"en?~Y/ =V akkor majdnem minden K,-mentes n
csticsii és m élil graf (¢ — 1)-osztdlyit, és han < m < (1 — o(1))Cy(logn)en?-1/(=1),

akkor ez nem teljesiil.

2.5. A KLR-sejtés

A Szemerédi regularitasi lemma [77], ami az egyik legfontosabb eszkoz a grafel-
méletben, nagyjabdl azt mondja, hogy minden (nagy csticsszamt) graf csticshal-
maza konstans szdmu nagyjabol azonos méretti osztalyba oszthato, hogy majd-
nem minden két osztaly kozott levd graf véletlenszerli. Az egyik erbssége az
alkalmazéasoknak az tigynevezett bedgyazasi lemma, ami azt mondja, hogy a
véletlenszerii grafokban bizonyos részgrafokat meg lehet taldlni részgrafként.

Az eredeti véltozata a Szemerédi regularitasi lemmadnak stirti grafokra hasz-
nos. Ritka gréfokra, amelyek csak o(n?) éllel rendelkeznek, Kohayakawa [57]
és Rodl kiterjesztette az e-regularitds definicidjat, és egy regularitasi lemmat bi-
zonyitottak, amelyet ritka grafokra is lehet hasznalni, kiilonos tekintettel véletlen
grafok pozitiv stirliségi részgrafjaira.

Egy adott p € [0, 1]-re és e-ra azt mondjuk, hogy a paros graf két csicshalmaz
Vi és Vy kozott (e, p)-requliris, ha minden W; C V; és W, C V; részhalmazra,
amelyekre |[W1| > ¢|Vi| és |[Wa| > ¢|Vs|, az élstirlisége, d(Wy, Ws), a (Wy, W)
parnak teljesiti

|[d(Wy, Wy) = d(VA, Va)| < ep.

A bedgyazasilemma azt mondja, hogy ha egy tetsz6leges H grafnak a csticsait
nagy fiiggetlen halmazokra cseréljiik és az éleit c-regularis pozitiv stir{iségi paros

grafokra, akkor ez a felfajt graf tartalmazza /-t mint részgraf. A pontos allitas
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a kovetkezd. Jelolje H csacshalmazét {1,...,v(H)}, rogzitsik le e-t és p-t, és le-
gyen n és m olyan szampar amelyekre 0 < m < n?. Legyen G(H,n,m,p,c) azon
G grafok csalddja amelyeket az alabbi médon allithatunk el. A G csticshalmaza
a diszjunkt unidja V1 U. . .UV, z) halmazoknak, ahol minden V; mérete n, és mind-
egyik halmaz a H egy csticsahoz tartozik. A H minden {3, j} éléhez a G-ben a
V; és V; halmazok kozott egy (e, p)-regularis paros grafot rendeliink, aminek m
éle van. Mas éle nincs G-nek. Egy ilyen G grafra, azon H részgréfjait G-nek,
amelyekben minden i-re az i csticsa H-nak V;-ben van, kanonikus részgrifoknak

hivunk.

11. Lemma (Bedgyazasi lemma). Minden H-ra és pozitiv d-re létezik egy pozitiv €
és eqy no, hogy minden n és m szdmpdrra, ahol n > ng és m > dn?, minden G €

G(H,n,m,1,¢) tartalmaz egy kanonikus példanyit a H-nak.

Azt varhatnank, hogy egy hasonl6 allitds igaz, ha egy p > cn~V/m(H) fiigg-
vényt irunk az 1 helyére, és csak a m > pdn? relaciét feltételeziik. Azonban,
PLuczak [51, 60] észrevette, hogy minden kort tartalmazé H gréfra és p = o(1)-
ra, léteznek grafok a G(H,n, pn?, p, ¢) halmazban, amelyek nem tartalmazzak H
mint részgréafot.

Kohayakawa, Luczak és Rodl [59] sejtése, amit dltalaban KER-sejtésnek rovi-
ditenek azt mondja, hogy nincs sok ilyen graf G. Egy H grafra, m és n egész
szamokra, p € [0, 1]-re és egy pozitiv e-ra jelolje G*(H,n, m,p,c) azon grafok
halmazat amelyek elemei a G(H,n,m, p,c)-nak, és nem tartalmazdk H-t mint

részgréfot.

A KLR sejtés. Legyen H egy grif. Akkor minden pozitiv -hoz létezik pozitiv C, ng és
g, hogy minden n és m egész szamokra, ha n > ng és m > Cn?~Y/m2(H) gkkor
n2\ )
|Q*(H,n,m,m/n2,e)’ < Bm( ) .
m
A KLR -sejtés egy fontos problémdanak szamitott, tobb specidlis esetet megnéz-
tek. Példaul H = K3, K, és K5 eseteket a [58], [49] és [50] cikkekben oldottak
meg. A Tétel 3 alkalmazasaval a KLR-sejtést megoldottuk minden 2-egyenstlyo-

zott grafra.
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12. Tétel. Legyen H egy 2-egyensiilyozott grif. Akkor minden pozitiv [3-hoz létezik

pozitiv szdamok C, ngy és €, hogy minden n és m szampdrra, ahol n > ng és m >

Cp2=1/ma(H)

n2\ )
g*(H,n,m,m/n2,5)’ < Bm( ) )
m
Az kozismert, hogy Tétel 12 segitségével Tétel 6 és Tétel 7 konnyedén iga-
zolhat6. Valgjaban ez volt az eredeti motivéacié6 a KER-sejtés kimondésaban.

Tovabb4, Luczak [63] bizonyitotta Tétel 8-t és Tétel 9-t a Tétel 12 segitségével,

amikor az még csak KLR-sejtésként volt ismert.
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3. Ramsey-Turdn elmélet

A dolgozat 3. fejezetében Ramsey-Turan tipusu kérdéseket vizsgalunk. Ez a fe-
jezet két John Lenzzel k6z0os [22, 24], és egy Ping Huval és Simonovits Mikléssal
kozos [21] cikkre épiil. John Lenz és Ping Hu az egytittmi{ikédés alatt doktoran-
dusz didkjaim voltak.

Erd&s és Sos [43] vetett fel Ramsey-Turén tipust kérdéseket el6szor. A “‘Ram-
sey-Turdn’ figgvény RT(n, L, m) a maximuma egy L-mentes n-csticsu graf élsza-
manak, amely fliggetlenségi szdma kisebb mint m. A RT(n, L, f(n)) figgvény
fazis valtozésait vizsgaljuk, vagyis azt hogy hogyan valtozik RT(n, L, f) ami-
kor az f fiiggvényt kicseréljiik egy kicsit kisebb g fiiggvényre. Mi azt az esetet

néztiik, amikor L egy teljes graf.

Erdés és Sos [43] minden pozitiv egész r szdmra bizonyitotta, hogy

RT(n, Ky41,0(n)) = % (1 - %) n® + o(n?). (6)

Ennek az eredménynek az a jelentése, hogy a Ramsey-Turdn ,stirtisége” a
Ky,+1-nek ugyanannyi mint a Turdn ,stirtisége” a K, 1-nek. Mivel Turan tétele
[78] azt mondja, hogy RT (n, Ko,41,n) = £ (1 — &) n? 4 o(n?), ezért (6) az jelenti,
hogy Kj,1-nek fizis viltozdsa van n-nél. A [21]-ban ezt részletesen vizsgaltuk, a
dolgozat csak egy specidlis esetet tartalmaz.

Erd6s and Sés [43] megmutatta, hogy RT(n, K5, cy/n) < n?/8+ o0 (n?) minden

¢ > 0 konstansra. Tovabba azt kérdezték, vajon
RT(n, K5, cv/n) = o (n?)

valamilyen ¢ > 0 konstansra? Mi megvaélaszoltuk ezt a kérdést a kovetkezd

formdéban.

13. Tétel.

RT <n, Ks,0 <m>> = o(n?).

Itt, ahogy mar [43]-ben is megjegyezték, o (v/nlogn) optimélis, ugyanis

1 1 1
RT (n,l@,cﬁnlogn) 25(1—§> =1 ha ¢ > 1. (7)
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A 3. fejezet tobbi eredménye, amelyek [22] és [24]-ben jelentek meg, a Ramsey-
Turan fliggvények elméletét masik irdnyba terjeszti ki.

Egy G grafnak a K,-fiiggetlenségi szdma
a,(G) := max{|S|: S CV(G), G[S] K, — mentes}. (8)

Legyen RT,(n, H, f(n)) a maximum lehetséges élszdma egy H-mentes n-csticst
grafnak, amely fliggetlenségi szama kisebb mint f(n). Erdds, Hajnal, Simon-
ovits, S6s és Szemerédi [40] bizonyitotta, hogy RT, (n, K;,0(n)) < 5 (1 — £5), és
ezpontoshat =1 (mod r).

Erdés, Hajnal, S6s, and Szemerédi [41, p. 80] (illetve [73, Probléma 17]) azt
kérdezték, hogy milyen r+2 < ¢ < 2r+1eseténlesz RT,(n, K;,0(n)) = ©(n?). Mi
ezt a problémét megoldottuk, igazoltuk, hogy RT,(n, K;,0(n)) = ©(n?) minden
t>r+42.

A bizonyitds sordn Bollobds-Erd&s tipusu grafokat szoroztunk dssze, egy alta-
lunk definidlt grafszorzat segitségével. Ez az 1j fajta grafcsaldd hasznos mads

problémakndl is, mi akkor tudtuk haszndlni [23], amikor hipergrafok kromatikus

kiiszobértékét vizsgaltuk.
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