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cimU doktori értekezésérdl

Témavalasztas

Balogh Jozsef extremdlis kombinatorikai problémakrél és azokhoz szorosan kapcsolddé
kérdésekrdl nyljtotta be értekezését. A tématerilet sok évtizednyi multra tekint vissza, és
az eziranyu kutatasok mindmaig aktivan folynak. A témavdlasztas tehat korszerd és jol
illeszkedik a tudomanydg fejlédési folyamataba.

Rovid értékelés

A szerz0 érdekes és fontos eredményeket ér el a diszkrét matematika extremalis
problémadinak teriiletén. Szervesen kapcsolddik élvonalbeli szerz6k aktualisan folyd
kutatasaihoz, és régen felvetett problémadakhoz tesz hozza értékes Uj eredményeket.
Sikeresen alkalmaz erés kombinatorikus mddszereket, és 6 maga is gazdagitja ezeknek a
tarhdazat ujabbakkal. Egyik eredményével (44. tétel) jelentbs Uj eszkozt ad, amivel egy sor
kil6nb6z6 kombinatorikus struktirara vonatkozé nehéz kérdés kezelhetévé valik. A f6
bizonyitasok 0sszetettek, megmutatjak a szerz6 mély strukturalatasat és bizonyitd erejét,
egyuttal tanusitjak jartassagat szdmos szemléletben, a véletlen médszertdl a konstruktiv és
algoritmikus megkozelitésekig.

Az Uj tudomanyos eredmények

Az értekezés harom fejezetben targyalja a vizsgalt kérdéseket: adott méretd teljes paros
részgrafot nem tartalmazoé grafokrol, hipegrafok figgetlen halmazairdl, valamint ugynevezett
Ramsey-Turan tipusu problémakrdél. Kozilik a legnagyobb részt a fliiggetlen halmazok



elhelyezkedésének strukturaja és az arra vonatkoz6 altalanos tételek alkalmazasainak
bemutatasa teszi ki.

Az elsé fejezet két 2011-ben megjelent, Wojciech Samotijjal koz6s publikdcié alapjan késziilt,
és azt vizsgalja, hogy adott csicsszdmmal hany olyan graf van, amely nem tartalmaz egy
el6re rogzitett H graffal izomorf részgrafot. Jelen esetben H =K teljes paros graf.
Szimmertia miatt feltehetjlik, hogy s <t. A fejezet f6 eredménye (4. tétel) szerint a széban
forgd grafok szama nem haladja meg a cslicsszamnak egy olyan fliggvényét, amiben a kitevd
2 —1/s. Ez a korlat az exponensben konstans szorzé6tdl eltekintve egybeesik azzal, amit alsé
korlatként is kapnank, amennyiben a K+ Turan-szamara régota ismert felsd korlat
nagysagrendileg pontos lenne. Néhdny s értékre ez ismert, ezekre a jelolt tétele megadja a
kitevé pontos nagysagrendjét. A fejezet adott élszamu, K. részgrafot nem tartalmazo
grafokra is ad fels6 korladtot az élszamoknak egy olyan tartomdanydban, amelynek alsé hatéra
viszonylag kozel van a Turan-szdmra ismert fels6 korlathoz (6. tétel).

A disszertacionak mintegy felét teszi ki a masodik fejezet, amelyben az eredmények
hipegrafok fliggetlen halmazai koéré rendez6dnek. (Egy halmazt figgetlennek neveziink, ha
nem tartalmazza a hipergraf egyetlen élét sem.) Részletes és informativ bevezetést
kovetben a fejezet f6 eredménye (44. tétel) a 2.1. alfejezetben keril kimondasra. A tétel
idézéséhez hosszabb el6zetesre lenne sziikség, ezért itt inkdbb csak annyit mondunk rdla,
hogy bizonyos feltételeknek eleget tevé hipergrafokban garantdlja a fliggetlen halmazoknak
egy olyan csoportositasi lehet6ségét nem tul sok részre, amelyben az egyes csoportokon
belili halmazok egyesitése bar nem fliggetlen, de csak kevés élt tartalmaz.

A tétel jelent6ségét alahlzza, hogy egy sor fontos kévetkezménye van, amiket a fejezet
bevezetdje, valamint a kés6bbi alfejezetek taglalnak.

A 2.3. alfejezetben bizonyitott 33. tétel Szemerédi hires, adott hosszusagu szamtani
sorozatokra vonatkozo tételét is felhasznalva felsé korlatot ad az els6 n szam olyan m-
elem( részhalmazainak szdmara, amelyekben nincs k tagu szamtani sorozat. Ha m nem ndl
lassabban, mint n -nek egy (k-tdl fiiggs) 1-hez kozeli kitevdjl hatvanya, akkor a korlat
minden ,cn alatt az m” fliggvénynél lassabban novekszik.

A 2.4, és2.5. alfejezetekben a szerz6 ritka szerkezet(i halmazrendszerekre Schacht valamint
Conlon és Gowers eredményihez kapcsolddva olyan extremadlis tételeket bizonyit, amelyek a
kés6bbiekben is felhasznaldsra kerlilnek. Segitséglikkel a 2.6. fejezetben a Turan-probléma
véletlen hipergrafokra vonatkozé valtozatdban az emlitett szerz6k tételeire kapunk 4j
bizonyitdsokat. Ezutan az értekezd egy stabilitasi tételt igazol tiltott grafoknak egy széles
osztalydra, az ugynevezett ,2-egyensulyozott” grafokra (35. tétel).

A 2.7. alfejezet olyan gréafok tipikus szerkezetét targyalja, amelyek nem tartalmaznak egy
adott (és meghatarozott tulajdonsagnak eleget tevé) uniform H hipergrafot. Ezek a
vizsgalatok tobbek kozott Erdds, Frankl és Rodl valamint Erdds, Kleitman és Rothschild
eredményeihez kapcsolddnak. A 70. tétel a H -t nem tartalmazé uniform hipergrafok



szamat két binomialis egyltthatd kdzé szoritja. Ezt kovetben a szerzd ,hdromszogként”
definidlja azt az 5 csucsu és 3 éld 3-uniform hipergrafot, amelyben nincs harmadfoku csucs,
majd mas szerz6k tébb erds eredményébdl levezeti, hogy az elegend6en nagy egylitthatdju
kvadratikus fliggvény szerint ndvekedd élszamu, ,,haromszoget” nem tartalmazé 3-uniform
hipergrafok haromosztalyuva tehet6k az élhalmaz egy csekély részének elhagydsaval.

A 2. fejezet utolso alfejezete a kozel 20 év elteltével is mindmdig megoldatlan Kohayakawa—
tuczak—Rodl sejtést bizonyitja be ,,2-egyensulyozott” grafokra.

A harmadik fejezet egy megjelenés alatt all6, valamint két, néhany éve megjelent cikk
alapjan készilt. Tarsszerz8i Ping Hu és Simonovits Miklds, illetve a megjelenteké John Lenz.
A fejezet {6 eredménye a 75. tétel, amely szerint ha Ks-mentes grafoknak egy végtelen
sorozataban a fiiggetlenségi szam nagysagrendileg lassabban nél, mint (n log n)?, akkor az
élszam nem novekedhet kvadratikusan. A 76. tétel ennél szorosabb numerikus sszefliggést
is kifejez a fliggetlenségi szam és az élszdm novekedési sebessége kozott. Masik iranybdl a
79. tétel egy geometriai konstrukcion keresztiil alsé korlatot ad Ramsey—Turan szdmok
aszimptotikdjara, mégpedig olyant, ami bizonyos esetekben — ErdGs és tarsszerzéinek 1994-
ben publikdlt eredményével parositva —az n? pontos egyutthatdjat is garantaltan megadja
végtelenhez tartd n-re, és remélhetd, hogy a képletben szereplé paraméter tovabbi
értékeire is (esetleg végtelen sok szamra) aszimptotikusan éles.

Az eredmények elismertsége

A szerz6 altal elért eredmények nemzetkozi elismertségét jél mutatjak a rajuk érkezett
hivatkozasok, valamint hogy a bel6liik készilt publikacidk a tudomanyteriilet élvonalbeli
folydirataiban jelentek és jelennek meg.

Az értekezés stilusa

A disszertacié angol nyelven irédott. Altaldban az angolsaga kivald, nyelvezete gordiilékeny.
Helyenként (nem egyenletes eloszldsban) szerepelnek benne hibas széfordulatok, hianyos
kifejezések, hibasan hasznalt igeiddk, felesleges illetve hidnyzé néveldk, apré elirdsok, stb.,
de gyakorlatilag minden ekkora terjedelm{ munkdban el6fordulnak hasonldk, és az olvasd
konnyen tudja javitani azokat. Helyenként talan révidithet6 lenne a széveg, de ott sem valik
terjengdssé, és a részletezés szintje olvasébarat, a b6vebb kifejtés a kovethetdség javat
szolgalja.

Erzésem szerint néhany megfogalmazas kissé félrecsuszott, de gyorsan hozzateszem, hogy
ezek nem vonnak le az eredmények tudomanyos értékébdl.



Példaként emlitem, hogy Szemerédi regularitasi lemmajdra a szerzé szamos bizonyitasi
modszer felsorolasat kovetSen azt vélelmezi, hogy a lista tavolrél sem teljes (,,1 am sure that
this list of references is highly incomplete”). Ez azt a téves képet sugallja, mintha a —
valéjaban nagy horderejl és egyaltalan nem konnyU — tétel szinte ,,barmibdl” kijonne.

A kisebb pontatlansagok kézil hadd emlitsek meg néhanyat:

- Mantel az adott cstcsszamu haromszoégmentes grafok maximalis élszdmat hatdrozta
meg.

- ErdGs, Stone és Simonovits tételéhez nem egyetlen referencia tartozna, tovabba a
tétel Iényegesen tobbet ad a nagysagrendnél (,,order of magnitude”). E tekintetben
az ,i.e.” haszndlata tartalmilag hibas.

- Er6sen néz6pont kérdése, hogy a t > (s—1)! egyenlGtlenség ,majdnem minden”
(s,t) parra teljesiil-e, vagy épp ellenkezéleg.

- Az (5) képlet alatt definialt RT, figgvényre néhany sorral lejjebb egy (1/2)-nél kisebb
konstans felsé korlat olvashatd, ez nyilvanvaldéan hibas még akkor is, ha a szerzé
ugyanabban a sorban azt dllitja, hogy ez végtelen sok t értékre a leheté legjobb. (A
hidnyos képlet sajndlatos mddon a tézisflizetbe is bekeriilt.)

- Nézetem szerint meglehet&sen elnagyolt n -hez beallitani a fazisdtmenetet az
Erd6s—Sds tétel kapcsan.

- A 8. kovetkezmény utolsé allitdsaban t > 2 helyett vélhetéen s=2 lenne az igazi
feltétel.

- A 11. sejtés kapcsan nem derdl ki, mik azok a ,balanced” grafok. (Nem gondolnam,
hogy ismertnek kell feltételezni.)

- A2.fejezet masodik oldaldn p valds szamot jeldl 0 és 1 kozott. Emiatt nehezen
értelmezhetd a kiemelt képlet alatti feltétel, amely szerint p elegend6en nagy.

- Nemvilagos, mi az a ,subsection 2”, amit a 2.1. alfejezet nyitd oldalanak legfelsé sora
szerint az olvasénak meg kéne néznie.

- Erzésem szerint indokolt lett volna megadni a haromosztdlyu (tripartite) hipergraf
definicidjat.

- Varatlan nyelvi fordulat olyant mondani (bar tartalmilag kibogozhaté a jelentése),
hogy ha M és N 1970-ben ismerte volna X és Y tételét 1980-bdl, akkor egy bizonyos
dolgot be tudtak volna bizonyitani.

- A 80. allitas alatti utolsé bekezdés azt vetiti el6re, hogy a bizonyitas kozvetlenil
grafokon lesz végrehajtva (hipergrafok , arnyék grafjainak” alkalmazdasa nélkil), két
oldallal kés6bb azonban mégis a hipergrafokon keresztiili szarmaztatassal
talalkozunk.

- Az er6s fliggetlenség definiciéjat nem talaltam meg a dolgozatban.

- Nézetem szerint egy olyan fogalmat, ami tobb tételben is szerepel kulcsfeltételként
(2-egyensulyozott graf) nem labjegyzetben kell definidlni.

- Jeldléstechnikailag célszeri lehetett volna megkiilonboztetni két kiilonb6z6
objektumot, amelyek egyazon bizonyitas két részében jelennek meg. Nevezetesen a



Claim 28 bizonyitdsa elején a D -vel jeldlt halmaz egy kiemelt képletben r-elemiként
van definidlva, a kovetkez6 oldal kbzepén pedig a sz6vegben szerepl6 D halmazt r+1
elemlinek feltételezziik. Ez utdbbi miatt a szintén kiemelt (1.19) egyenlGség
formailag nincs 6sszhangban az egy oldallal korabbival.

Helyenként el6fordulnak szérendi hibdk is, de nem érzem sziikségesnek ezek felsorolasat,
hiszen olvasas kdzben kdnnyen javithatdk, a dolgozatban pedig amugy sem kerlilnének mar
javitasra.

Formai észrevételek

A kivalo tartalommal ellentétben az értekezés formai megvaldsitasanak vonatkozasaban
szamos probléma mertil fel.

Hogy a tobb negativum elG6tt egy pozitiv észrevétellel kezdjem: a szerz6 gondosan ligyelt a
tipografiara, nevezetesen az eltér6 funkcidju részleteket a folyd szévegben is mas
bet(tipussal tette jol megkilonboztethetévé.

Masrészt viszont — tekintve, hogy a LaTeX minden sziikséges formazasi feladatot elvégez — az
olvasé szamara nehezen érthet6, miért olyan makro csomag hasznalataval késziilt a
bekotésre szant (és bekodtésre kerilt) példdny nyomtatdsa, amely torli az oldalszdmozast.
Pontosabban mondva léteznek ugyan a dolgozatban szamozott oldalak is (talan 6sszesen 7
ilyen talalhatdé benne), de kizarélag ott, ahol a LaTeX rendszerének belsé értelmezése szerint
,Chapter” szint(i rész kezd6dik, beleértve az irodalomjegyzék és a tartalomjegyzék
kezddlapjat is. Rdadasul két 1-es szamu oldal van (Introduction, Notation), ami vélhetGen
csak tudatos beavatkozassal érhet6 el és nem latszik indokoltnak.

Tovabba az altalanos szokastdl eltérGen a tartalomjegyzék az értekezés végére kerliilt — bar
ez (ha az olvasé egyszer mar felfedezte, hogy nem kimaradt, hanem a végén van),
nyilvanvaldan sokkal kevésbé zavard, mint az oldalszamok hianya.

Szintén az altalanos szokastdl eltéréen, a disszertacio elejérdl hianyzik a rovid 6sszefoglalas.
Ezt itt, a formai kifogasok kozott emlitem, de valdjaban tartalmi probléma is. Ugyanis a
szerzG altalanos torténeti bevezetdvel nyitja értekezését, egy néhany bekezdésbdl allé tomor
leirds helyett. Emiatt az olvasénak hét oldalnyi anyagot (Introduction) vagy legalabbis annak
szamottevd részét at kell néznie még ahhoz is, ha csak nagy vonalakban akarja megtudni,
mirél sz6l a md. (Tudomdsom szerint egyetemi PhD értekezés be sem adhaté ilyen
szerkezettel, annak az elejére kotelez6en elGirjak az 1 oldalt nem meghaladd 6sszefoglalast.)

Némiképp szokatlan az is, hogy az emlitett hétoldalas bevezetés definialatlan jeloléseket
tartalmaz, pontosabban a definiciék majd csak késébb jonnek, emiatt a nem specialista
szamara még a bevezetés sem olvashaté zokkené6mentesen 6nmagaban.



Egészen aprdsag, hogy bar magyarul az utalas ,, 1. fejezet” formdban torténik, angolban
,Chapter 1” utdn nem tesziink pontot. igy példaul hirtelen rapillantassal a ,Chapter 1.?”
l[attan az olvasdban felmeriilhet, hogy egy kis LaTeX futtatasi hiba tortént. Az viszont
vélhet6en cimkézési hiba, hogy tobb helyen ott is Theorem 44 hivatkozas torténik, ahol a
szovegkornyezetnek ahhoz nincs semmi kdze. Ez talan abbdl adédhat, hogy kiilonb6z6
cikkekbdl 6sszemasolt fajlokban eltéré tételek kaptak megegyezd azonositét. Ezzel szemben
a gondos cimkézésnek inkabb csak apro hidnyossaga, hogy a (3) képlet alatti széveg (3.1) -et
hivatkozik; tartalmilag ez azért nem zavaré, mert bar (3) -hoz képest (3.1) csaknem szaz
oldallal késébb kovetkezik, a két képlet teljesen megegyezik. Erdekességképpen ennek a
jelenségnek a forditottjat is megemlithetem, nevezetesen hogy a disszertacidban két
»Theorem 2” megnevezésu allitas is van, amiknek viszont tartalmilag nincs semmi kdzuk
egymashoz.

A jelolésekre vonatkozd megjegyzések egyike szerint az els index mindig a csucsszamot
jeloli. Valéjaban viszont nem mindig. ( K+ )

Szintén csak aprésag, hogy az 1.1. fejezet elején a ,size” sz6 egyetlen soron belll két
meglehetGsen kiilonb6z6 értelemben jelenik meg; tovabba nem szokvanyos az (i+1)-es
index( csucs fokat di-vel jel6lni (1.5. alfejezet).

A tudomanyos tézisek elfogadasa

A dolgozat mindegyik tézisét elfogadom Uj tudomanyos eredményként.

A kapcsolddo publikaciok

A szerz6 a disszertacioban bemutatott eredmények legnagyobb részét a szakterilet
élvonalbeli nemzetkozi folydirataiban jelentette meg. Feltételezem, hogy a ,,to appear”
jelzési (a dolgozatban [5, 6, 30, 31] sorszamu) cikkeket a megjel6lt folydirat mar hivatalosan
elfogadta kozlésre, a ,,submitted” [25, 26, 28, 32] cikkeknek pedig bizonyara egy része vagy
taldn mar az dsszes elfogadasra kerdlt.

A magyar nyelvii tézisfiizet

A tézisflizet az elért eredményeknek informativ és lényegi 6sszefoglalasat adja, a
legfonotsabb allitasokat megfelel6en emeli ki. Tudomdanyos tartalmat tekintve részemrdl



semmilyen kifogas nem meril fel, csupdn formailag nem tartom szerencsésnek az 1. tételben
azt a megoldast, hogy a [31, 32] referencidk egylitt szerepelnek. Ez ugyanis akaratlanul is azt
sugallja, mintha a szerz6 dupldn publikalnd ugyanazt az eredményét. Az ilyen félreértéseket

érdemes lenne valamilyen magyarazé széveggel eloszlatni.

Amint fentebb emlitettem, a disszertacidoban el6forduld apré hibak részben szlikségszerlek a
terjedelem folytan, masrészt az olvasoé tobbnyire kdnnyen javitja és tulteszi magat rajtuk. A
tézisflizet stilusa viszont mar tobb vonatkozasban is problémasnak tlinik. A jelen sorok iréjat
eléggé zavarta, hogy egy eredetileg nyilvanvaléan angolul megirt (és csekély szamu helyen az
angol irdsmaddot a forditds utan is megtartd) szoveg lett atforditva magyarra oly médon,
hogy a szerz8 tobb helyen nem volt tekintettel az angoltél nem ritkan eltéré magyar
szérendre. Az ilyen megoldas altal a mondatfilizés tobb helyen is nehézkessé valik, s6t,
kevésbé szerencsés esetben enyhe értelmi valtozast is eredményezhet. Példaként emlitem a
2.1. fejezet legvégérdl a kovetkez6t:

,»A Tétel 3 alapjan a tipikus haromszégmentes grafok strukturajat lehet leirni.”

Valdjaban pedig ezzel szemben arrdl lenne itt sz6, hogy a tétel alapjan le lehet irni a tipikus
haromszogmentes grafok strukturajat (is). Azzal, hogy a ,can be described” magyar
megfelel6je a mondat végén ragadt (rdaddasul az igekotd sem lett eggyel el6bbre hozva), a
jelentés korlatozottabba valt.

Az angol szérend automatikus atvételének eklatans példaja kiemelt kérnyezetben a 2.4.
fejezet cime: , A tipikus strukturdja H-mentes grafoknak”.

A haromszogmentes grafokrél fentebb idézett, értelmileg mddosult mondat egy masik
problémat is illusztral. A magyar szokdsnak megfelelGen a szerz6 nagyon helyesen 1., 2., 3.,
... tételként fogalmazza meg allitasait. Nem helyes viszont — sem nyelvtanilag, sem a formai
egység kivanalma szempontjabdl —, hogy a folyd szévegben kdvetkezetesen a Tétel 3, Tétel 4
szérendet alkalmazza. Fokozottan hibas valtozata ennek, amikor raadasul a hangrendi
egyeztetés is hianyzik (Id. ,Tétel 3-nek” széfordulat).

Formailag az oldalszamok hidnya — a tézisfiizet kis terjedelmének kdszonhetéen — nem
zavard, bar ez is eléggé szokatlan.

A LaTeX egyszer(i megoldast kindl a sor kozepén megjelend kotdjelek (pl. leszam - [alasairdl,
feltéte - leket) elkeriilésére a ,backslash” haszndlataval. A magyartalan elvalasztast pedig
(Simon - ovits, két helyen is) akar kézzel, akar a fajl preambulumaban ki lehet iktatni, utébbi
madon akkor, ha nincs a széban specidlis karakter. Az pedig mar teljes rejtély szamomra,
hogy az angol ,wit - hout” kinek az 6tlete volt; meglepddésemben vettem a faradsagot és
kiprébdltam, a LaTeX még azon az aron is helyesen vdlasztja el, ha emiatt tulnyuld
(,,overfull”) sor keletkezik.



Tekintve, hogy az anyagnak a tézisflizet az a része, ami a legtobb érdekl6d6 kezébe kerdl,
megfontoldsra javaslom, hogy késziiljon ebbdl egy javitott valtozat még a védésre sz6ld
meghivok kiklldése el6tt.

Kérdések a szerzohoz

1. Aszerz6 az (1) aszimptotikus egyenléség kapcsan paros grafokra dramai valtozast igér
(,The picture changes dramatically”). Kérdezem, van-e olyan paros graf, amelyre (1)
bizonyitottan nem érvényes.

2. ATuran-tételhez kapcsoldddan a disszertacid olyan grafokat targyal, amelyekben van
kor. Mi a helyzet kormentes grafokra?

3. A2.fejezetrdl az altalanos bevezet6ben a szerzd jelzi, hogy szdmos mas szerzé
haszndlja eszkdzként a [31] cikk f6 eredményét, de nincs elérheté referencia (,,at this
time no manuscript is available”). Milyen forrasbél tudhatjuk, hogy a tétel valéban
alkalmazasra kerult?

Alkalmassag nyilvanos vitara

Az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat és a fokozat odaitélését javaslom.

Budapest, 2014. januar 23.

Tuza Zsolt



