Balogh Jézsef: Diszkrét struktirak leszamlalasa és jellemzése

MTA doktori értekezés birdlata

1. A disszertaciéo formaja. A disszertacio angolul irédott, harom fejezetbdl all. Az
els6 két fejezet a szerzd egy-egy cikke ([37],[31]) lényegében sz6 szerint, ebbél adéddan kis
kényelmetlenségek adédnak, ugyanazok a fogalmak jelolések az elsé és mésodik fejezetben
ismétlédnek (és 29. oldal Theorem 44 helyesen Theorem 4). A harmadik fejezet a szerzé
harom cikkének feldolgozasa. Tehat a disszertacié ot cikk bemutatdsa. Megjegyzem,
hogy valami technikai hiba folytan a disszertacio bekotott formajaban a lapszamozas
erdsen hidnyos.

2. A disszertacio eredményei.

2.1. K,;-mentes cimkézett grafok aszimptotikus szama ([37] tsz: Samotij).
Erd6s, Frankl és Rodl (1986) eredménye, hogy nem paros H graf esetén az n pontu
H-mentes grafok f,(H) szamara fennéll, hogy

Qex(n,H) < fn(H) < 2(1+0(1))ea:(n,H)’

ahol ex(n, H) a Turdn szam, azaz a legtobb él, ami egy H-mentes n pontu grafban
lehet. Az alsé korlat persze paros H graf esetén is igaz, de nyitott maradt az a sejtése
Erdosnek, hogy igaz-e ugyanez a fels6é korlatra is, amennyiben H nem erdd. Ez csak
H € {C4,Cs, K33} esetén volt ismert (Kleitman-Winston, Kleitman-Wilson, Balogh -
Samotij). A fejezet {6 eredménye a 4.Tétel, mely valdszintisiti a sejtést arra az esetre, ha
H teljes péaros graf, ugyanis fels6 becslésitk nem ex(n, H)-t, hanem annak sejtett értékét
hasznalja. Ez egyébként megszokott jelenség ezen a teriileten.

2.2. Hipergrafok fiiggetlen halmazai ([31] tsz: Morris, Samotij). A dissz-
ertacio f6 része és ezen beliil a fejezet {6 eredménye a 44. tétel, melyet dnmagaért nehéz
megszeretni komplikaltsdga miatt. A szerzot idézve az értekezés tézisébdl: 7 A tétel
nagyjabol azt mondja, hogy ha egy H hypergraf teljesit bizonyos feltételeket, akkor min-
den I fiiggetlen halmazat meg lehet cimkézni egy kis részhalmazdval, g(I)-vel, hogy az
osszes S-el cimkézett halmaz benne legyen egyetlen halmazban, amely csak kevés élét
tartalmazza H-nak.” Persze az a fontos, hogy a ”bizonyos feltételeket” gy kell kitaldlni,
hogy [n] k tagui szdmtani sorozatainak hipergrafja kielégitse ezeket a feltételeket. A 44.
tételben sikeriil ezeket a feltételeket igy 6sszehozni, hogy érdekes alkalmazasokat lehessen
beldle levezetni, példaul:

e /-tagl szdmtani sorozatot nem tartalmazé halmazok kevesen vannak (32. tétel és
33. kovetkezmény) illetve ennek tobbdimenziés altalanositasa (57. tétel)

e Sarkozy Andras és Fiirstenberg eredményeinek ritka valtozata négyzetszamot nem
tartalmazo kiilénbség halmazokrdl (58. tétel)

e Turan probléma és stabilitas véletlen grafokra (34. és 35. tételek)

e n pontu és m ¢éli 2-balanced H-mentes grafok aszimptotikus szdma (36. tétel)



2.3. Ramsey - Turan elmélet ([26,27] tsz: Lenz, [29] tsz: Hu, Simonovits). A
f6 eredmény az Erdos és Sés kérdését megvélaszolo 75. tétel, mely szerint a klasszikus
RT (n, K5, m) figgvénynek az m = (/nlog(n) helyen fazisvaltasa van. Tovabbi eredmények
pl. a 79. tétel, a klasszikus kérdéseknek arra az altaldnositasara vonatkoznak (Erdds ,
Hajnal, Sés, Szemerédi kérdései alapjan), ahol a fiiggetlenségi szam helyett a legnagyobb
K,-mentes részgraf pontszamat korlatozzuk.

3. Ertékelés. A disszerticiban bemutatott 6t cikk (26,27,29,31,37) az extremalis
kombinatorika fontos kérdéseiben hoz lényeges elorelépést. Kiemelten fontosnak talalom
a 4. és a44. tételt, bar ez utébbit inkdbb lemmanak nevezném, ami a Regularity Lemma
fényében egyaltalan nem degradalo - s6t!

A 4. tételrol. A tétel fels6 becslése a K, ;-mentes cimkézett grafok szdmara aszimpt-
otikusan a lehet6 legjobb, amennyiben Erdés (és a szakérték) sejtése igaz, miszerint
ex(n, Ky;) = O(n?>Y*). A 4. tételnek a szerzé tobb érdekes alkalmazdsat mutatja
be (12,13,16,17 kovetkezmények), ezek Haxell-Kohayakawa-Luczak, Kohayakawa-Luczak-
Rodl, Erdds-Faudree sejtéseinek specialis eseteit bizonyitjék teljes paros grafokra.

A 44. tételrdl. A tételt alkalmazasai teszik érdekessé. A Szemerédi tételbdl kovetkezik,
hogy k tagi szdmtani sort nem tartalmazé halmazok szdma [n]-ben 2°"). A dolgozat
centrumaban &all6 44. tételbdl ennek "ritka valtozatat” vezeti le Balogh.

32. Tétel. Minden 3,k esetén van C,ng, melyre igaz: n > ng,m > Cn'~ 51 esetén
legfeljebb (f: ) olyan részhalmaz van [n]-ben mely nem tartalmaz k tagi szamtani soroza-
tot.

Ebbol a tételbol adédik a 33. Kovetkezmény, a Szemerédi tétel "ritka véletlen”
analogonja, melynek fontossagat az is bizonyitja, hogy ezt Schacht és Conlon-Gowers
is felfedezi.

A 32. tétel mellett a 44. tételbol tovabbi "ritka verzids” eredményeket is levezet a
szerzo. Ilyen a Gallai tétel ritka valtozata, az 57. tétel, illetve a négyzetszam kiilonbséget
nem tartalmazé halmazokrdl sz6l6 Sarkozy A. és Fiirstenberg tétel ritka valtozata (57.
és 58. tétel).

Erdekes, hogy a két {8 eredmény (4. tétel és 44. tétel) bizonyitdsdban is algorit-
musok allnak a kézéppontban, az utébbindl egy ”Scythe” (azaz Kasza) névre keresztelt
algoritmus.

A 44. tétel kritikajaként megjegyzem, hogy bar sok érdekes alkalmazéasat mutatja be a
disszertacid, ezekben a fGszerepet nem a 44. tétel, hanem valamely mélyebb tétel jatssza.
Példdul a 32. tételnél a 44. tételen kiviil Szemerédi tétel kell (Varnavides lemméjdval), az
57. tételben pedig Sarkézy Andras és Fiirstenberg eredményei kellenek (Hamel es Laba
lemméjaval). Ennek ellenére a disszertacié meggyéz arrdl, hogy a 44. tétel j6 4j eszkoz
- akar lemmava is kinéheti magat...

5. Konklizié. A disszertéacio a szaktertilet vezet6 kutatoi altal sokat vizsgélt témakorokhoz
kapcsolodik, fontos Uj eredménnyel gazdagitva azokat. Feltétleniil meg kell emlitenem,
hogy Balogh Jézsefnek a disszertaciéban bemutatott 5 cikkén kiviil nagyon sok komoly,
sokat idézett eredménye van.

A doktori cim odaitélését feltétleniil javaslom.
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