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1 Bevezetés

A disszertaciom tobb kiilonbdz6 matematikai teriiletet foglal magaba, ezek kozott a kozos
vezérvonalat a kvdzicsoportok alkotjak. A kvazicsoportok a csoportok nem-asszociativ
altalanositésai. Jollehet magyarul furcsdn hangzik, az egységelemes kvazicsoportokat az
angol szaknevén loopnak fogom hivni. A loopok és kvazicsoportok elmélete 6nmagéban
is érdekes, a mi targyalasunkban mégis a csoportok elméletébe agyazva fogjuk vizsgalni
a témat. Vizsgalatainkban kiilonosen fontos szerep jut a Bol-loopok osztalyanak, ezeket
az

((zy)2)y = 2((y2)y)
azonossag definialja.
Az értekezés f6bb részei a kovetkezdk:

1) Absztrakt csoportok dekomporzicioit hasznélva bemutatjuk az egyszerii Bol-loopok
elméletét.

2) Foglalkozunk véges tobbszorosen tranzitiv halmazokkal; az eredményeink a véges per-
mutaciécsoportok elméletének kombinatorikai és algebrai fundamentumaira épiilnek.

3) Vizsgaljuk véges 3-halozatok projektiv bedgyazéasait. Itt kombinatorikus jellegii le-
szamlalasi modszerek mellett a kupszeletek és kobos gorbék elemi algebrai geomet-
ridjat hasznaljuk, valamint mély eredményekre tamaszkodunk a projektiv linearis
csoportok elméletébdl.

1.1. Torténeti attekintés

Kozel kétezer éven keresztiil egzakt matematika alatt azt az axiomatikus geometriat ér-
tették, amit EUKLIDESZ és tanitvanyai mar a Kr. e. 3. szazadban szigort rendbe foglal-
tak. Ebbek a matematikdban a szamfogalom és a szamokkal torténd szamolés viszonylag
periférikus szerepet kapott. Az 6kori gorogok szamfogalma nem igazén terjedt tal a po-
zitiv raciondlis szamok osztalyan. Ez a helyzet a 12. szdzadban kezdett valtozni, amikor
végre arab kozvetitéssel Europaba is megérkeztek hindu-arab szamok, pontosabban az
altaluk megadhaté szamabrazolasi modszer és az alapmiiveleti eljarasok. Tovabbi kozel
300 év kellett ahhoz, hogy a hindu-arab szamok legalabbis a rémai szdmokhoz hasonld
elismertséget szerezzenek maguknak az eurdpai kultiraban. Innentdl azonban a fejlédés
robbanéasszert volt.

A 16. szazadban DESCARTES és FERMAT megalkotta a koordinatarendszer fogalmat,
amivel Osszekapcsoltak a geometria és a szamoléas vilagat. Hamarosan kialakult a tize-
destortek dbrazolasa, és a negativ szamok is ,fel lettek talalva”. A sikersztori folytatddott
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a komplex szamok, a linearis algebra és a fiiggvénykalkulus kifejlédésével, a ,szamolasi
tudomanyunkat” pedig Gjabb és tjabb teriiletekre terjesztettiik ki. ABEL és GALOIS a
19. szazad elején megalkottak az absztrakt testelméletet és csoportelméletet, aminek a
segitségével szamos évezredes probléméat tudtak megoldani. A 19. szdzad végén FELIX
KLEIN Erlangeni Programjdiban mér azt tizte ki célul, hogy a geometriai struktira-
kat az Gket megérzd transzformacidcsoport absztrakt tulajdonsagaival jellemezziik. A
csoportelmélet azodta is vezet$ szerepet jatszik az algebraban, valamint szinte minden
matematikai diszciplina algebraizdldsdban.

A geometriai strukturak algebraizélasaban a két alapvets eszkoz a transzformdcio-
csoport és a koordindta-struktira. Absztrakt szempontbol az utébbi az egzotikusabb.
Egyrészt a miveletek ,invertadlhatosaga” a legtobb esetben geometriailag trividlis, més-
részt viszont a miiveletek asszociativitasa és disztributivitasa a geometriai rendszer spe-
cidlis, szabalyos viselkedésének felel meg. Példaul minden Desargues-féle projektiv sik
ferdetesttel koordinatazhato, és a koordinatazo ferdetest szorzasmiiveletének kommutati-
vitésa a sik Papposz-féle tulajdonsagaval ekvivalens. Ebben a példaban megfigyelhetiink
még egy tipikus jelenséget: mind a Papposz-, mind pedig a Desargues-féle tulajdonséag
megfeleltethet6 a projektiv sik egy bizonyos szimmetriatulajdonsaganak.

A jelen dolgozatban kvdzicsoportokrol lesz szd, olyan algebrai struktiarakrol, melyek
a csoportok nem-asszociativ altaldnositdsainak tekinthetdk. Ezen struktura névadoja
RuUTH MOUFANG volt, akit nem-Desargues-féle projektiv sikok vizsgalatai motivaltak.
Nagyjabol ebben az id6ben, az 1930-as években BLASCHKE és BOL differencidlgeometriai
kutatasokbol indulva keriiltek kapcsolatba az absztrakt (lokalis és globalis) kvazicsopor-
tokkal. Az elmélet alapfogalmait ALBERT és BRUCK dolgoztak ki az 1940-es években,
a csoportelméleti és geometriai vonatkozasokat pedig REINHOLD BAER nevéhez szokas
kapcsolni.

1.2. Az értekezés tézisei

A Magyar Tudomanyos Akadémia szabalyzata megkivanja, hogy a jeldlt a tudoméanyos
eredményeit tézisekben foglalja 6ssze. Az volt a szandékom, hogy a téziseim megfogalma-
zasa szélesebb hallgatosag szaméra is érthetd legyen, még akkor is, ha ez a matematikai
precizitas rovasara ment. Természetesen a disszertacioban minden eredmény pontosan
kimondéasra keriilt. Tovabbéa, a téziseket egyes szdm elsG személyben fogalmaztam meg,
jollehet az eredmények nagy része a szerzGtarsaimmal valo kozos munka eredménye.

1. Tézis: Csoport egzakt faktorizécidjan alapuld konstrukcidkat adok valédi Bol-féle
kvazicsoportokra. A modszer erejét mutatja, hogy segitségével egyszert valodi
Bol-loopokat tudok alkotni kiilonb6z6 kategéridkban: véges, paratlan rendd,
differencialhato, illetve algebrai.

2. Tézis: Az indekompozabilis FyS5-modulusok geometridjat hasznalva megadom 2-
exponensii véges egyszerti Bol-loopok egy végtelen osztalyat. Ezen osztaly
Bol-loopjai rendelkeznek egy olyan primrendd automorfizmussal, ami tranzi-
tivan hat a nemtrivialis elemek halmazan.
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Egy nagyon egyszerd kombinatorikus lemméat hasznalva meg tudom mutatni
élesen 2-tranzitiv halmazok nemlétezését az n-edfoka alternald csoportban, ha
n = 2,3 (mod 4), valamint két méasik 2-tranzitiv véges egyszeri csoportban:
a 23-adfoki Mathieu-csoportban és a 276-odfokt Conway-féle véges egyszeri
csoportban. Kovetkezményként belatom, hogy egy véges nem-Desargues-féle
projektiv sik projektivitasainak csoportja az alterndldé vagy a szimmetrikus
csoport.

A kombinatorikus lemmamat komputeres modszerekkel és geometriai érvelés-
sel kombindlva osztalyozom a véges kvazitestek jobb oldali multiplikaciocso-
portjat. Kovetkezményként megkapom azon véges tranzitiv lineéaris csoportok
osztalyozasat, melyek tartalmazhatnak élesen tranzitiv halmazt. Ekvivalens
megfogalmazéssal, osztalyozom azon affin tipusi véges 2-tranzitiv csoporto-
kat, melyek tartalmazhatnak élesen 2-tranzitiv halmazt.

Bebizonyitom, hogy barmely véges féligtest multiplikacidcsoportja a projektiv
specidlis csoport és a projektiv altalanos linearis csoport kozé esik. Tovabba,
barmely olyan loop, melynek multiplikacidécsoportja része a projektiv alta-
lanos linearis csoportnak, el6all, mint egy féligtest multiplikativ loopja. Ez
megvélaszolja A. Drépal egy nyitott problémajat.

Teljes osztalyozast adok azon véges csoportokrdl, melyek 3-hélozata realizal-
haté egy 0 karakterisztikaja test feletti projektiv sikon. Fzek a csoportok a
ciklikus csoportok, a két ciklikus csoport direkt szorzatai, a diédercsoportok
és a 8-adrendii kvaternidcsoport. Ezen realizdlasok geometridjat is leirom.
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2 Bol-loopok és elemtfelbontasok
csoportokban

Ebben a fejezetben szamos véges és végtelen Bol-loopot konstrualunk. Ezen konstruk-
ciok fontossagat az adja, hogy megfelels input esetén kaphatunk (véges vagy végtelen)
nem-Moufang nem-Bruck egyszert Bol-loopot, amivel megvalaszoljuk az ilyenek létezé-
sére vonatkozo régi nyitott kérdést. A loopok megalkotasakor a Bol-mappak fogalmat
hasznéaljuk. Ez az eszkoz M. Aschbacher [Asc05| nevéhez flizddik, és lehetévé teszi cso-
portelméleti modszerek hatékony alkalmazaséit loopelméleti kérdések vizsgalataban. A
fejezet eredményei az [Nag08a; Nag09; Nag08b; GN11| cikkekben keriiltek publikalasra.

2.1. Definicid. Legyen G csoport, H < G részcsoport és K C G részhalmaz, melyre
1 € K. A (G,H, K) hdrmast loop-mappdnak nevezzik, ha bdrmely x,y € G elemekhez
vannak egyértelmid h € H, k € K elemek gy, hogy v = hk. A loop-mappa Bol-féle, ha
barmely k,¢ € K elemre k(™ k € K teljesiil.

2.1. Véges egyszerii Bol-loopok

Ebben az alfejezetben csoportok egzakt faktorizacidojan alapulé Bol-loop mappa konst-
rukciot ismertetiink. Csoportok egzakt faktorizacioit a matematikai tobb adgaban is ta-
nulméanyozzédk. Ezt a modszert alkalmazva, tébb kiilonb6zé végtelen osztalyt tudunk
konstruédlni véges vagy végtelen egyszeri nem-Moufang, nem-Bruck Bol-féle loopokbol.

Maga a konstrukcio teljesen elemi, de meglehetGsen faradsagos a kapott Bol-loop egy-
szertiségének bizonyitasa. Ezen alfejezet tételei és példai tamasztjak ala az értekezés 1.
Tézisét.

2.1.1. Csoportok egzakt faktorizacidja

2.2. Definicié. A (G, A, B) hdrmast egzakt csoport-faktorizicionak nevezziik, ha G cso-
port, A, B részcsoportok, melyekre AN B =1 és AB = G teljesiil. A (G, A, B) egzakt
csoport-faktorizdcio hi, ha A, B nem tartalmaznak valodi G-beli normdlosztokat.

Ha B nem tartalmaz valodi G-beli normalosztot, akkor az, hogy (G, A, B) egzakt
csoport-faktorizacio, ekvivalens azzal, hogy A regularisan hat6 részcsoport G-nek a B-
mellékosztalyokon vett permutéci6é hatasaban. A szakirodalomban G-t az A, B csoportok
Zappa-Szép—szorzatdnak is nevezik.

Szamunkra az a tény jatszik fontos szerepet, hogy ha (G, A, B) egzakt csoport-faktorizacio,
akkor barmely x € G elemnek van egyértelmt x = ab felbontésa, ahol a € A, b € B.



dc_821 13

A kovetkezd tétel megmutatja, hogyan tudunk egzakt csoport-faktorizaciobol Bol-féle
mappéat elGallitani.

2.1. Tétel. Legyen 7 = (G, A, B) hi egzakt csoport-faktorizacid. Definidljuk a (G, H, K)
hdrmast az aldbbi modon:

G=GxG, H=AxB<G, K={(x2")|zeqG}.
FEkkor (G, H, K) Bol-loop mappa. A hozzd tartozé (S, o) Bol-loop G-loop.
2.3. Definici6. Legyen 7 = (G, A, B) hi egzakt csoport-faktorizicic és definidljuk a
(G,H, K) hdrmast mint a 2.1 Tételben. A (G, H, K) loop-mappihoz tartozé Bol-loopot
B(1) fogja jeldlni.
2.1.2. Egyszeriiségi feltételek Bol-loop mappakra
2.2. Tétel. Legyen (G, A, B) egzakt csoport-faktorizacio az alabbi tulajdonsdgokkal:
(1) coreg(A) = coreg(B) = Ca(G') = 1.
(2) A mazimdlis G-ben és A" mazimdlis G'-ben.
(8) Az AG' N B részesoport G-beli normdlis lezdrtja G.
FEkkor 5(G, A, B) egyszerid nem-Moufang Bol-loop.

A G csoportot majdnem egyszerdnek nevezziikk, ha T < G < Aut(T) valamely T
nem-Abel-féle egyszerid csoportra; T-t a G talpdnak mondjuk.

2.3. Tétel. Legyen G majdnem eqyszerd csoport T talppal. Legyen 7 = (G, A, B) hil
egzakt csoport-faktorizdcid, és tegyiik fel, G = TA = TDB. Ekkor a 5(7) loop nem-
Moufang egyszeri Bol-loop.

2.1.3. Egyszerii valédi Bol-loopok osztalyok

Ebben az alfejezetben a 2.1 Tételbeli konstrukciot hasznalva példakat ismertetiink véges
és végtelen egyszerd valodi Bol-loopokra.

2.4. Példa. Legyen G = PSL(n,2), A a Singer-ciklus, B pedig egy projektiv pont stabi-
lizdtora. Ekkor B(G, A, B) valddi véges eqyszert Bol-loop a 2.8 Tétel szerint.

Megjegyezziik, hogy szamos véges egyszerii csoportnak van egzakt faktorizacioja; eze-
ket intenziven kutatjak, 1d. [LPS00], [Giu06]| és a benniik szerepld tovabbi hivatkozasokat.

2.5. Példa. Legyen n > 4 pdros szam, G = S,,, A = ((1,2,...,n)) ciklikus csoport és
B = S, stabilizator részcsoport. Definidljuk o Q,, = B(G, A, B) Bol-loopot. Ha n > 6,
akkor QQ,, véges egyszerid Bol-loop a 2.3 Tétel szerint.
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Az n = 4 esetben a )4 Bol-loop rendje 24. Fz a loop a 2.8 Példa alapjén is elGallithato.
Az deriil ki, hogy @, is egyszerii.

2.6. Példa. Legyen G = PSLy(R) és definidljuk a G aldbbi részesoportjait:

cost sint a b
afe(ot Y eer), pofa(2 L) leemimscs)

A 2.8 Tétel szerint (G, A, B) egyszerd nem-Moufang Bol-loop.

A B(G, A, B) loop jobb oldali multiplikaciécsoportja izomorf PSLy(R) x PSLy(R)-hez.
Tovabbéa a loop izomorf az Osszes izotopjahoz, azaz nem izotop egy Bruck-loophoz sem.
Emlékeztetiink, hogy definici6 szerint Bruck-loopok azok a Bol-loopok, melyek rendelkez-
nek az (zy)~! = z7ly™ automorf inverz tulajdonsdggal. Ez volt az elsé olyan egyszerii
nem-Moufang Bol-loop, mely nem izotopja egy egyszerti Bruck-loopnak, 1d. [KIK04].

Legyen k tetszéleges test. A v € k™ vektor alatt sorvektort értiink. Ha a n x n-es
matrix, akkor a és v szorzatat va-nak irjuk. Az [a,v] kommutator a va — v vektor.
Legyen A < GL, (k) linearis csoport. Az A X k™ szemidirekt szorzat az (a,v) parokbol
all (a € A, v € k™). Ilyenek szorzata definicié szerint

(a,v)(b,w) = (ab, vb + w).
2.7. Allitas. Legyen k test és A < GL,(k) linedris csoport. Legyen v : k™ — A ho-
momorfizmus, melyre T = Im(y) esetén teljesil [T, k"] < ker~. Legyen G = A X k™ és
definidljuk o G
B ={(y(=v),v) |vek"}
részhalmazdt.
(i) B<G ésT=(G,A,B) egzakt csoport-faktorizicid.
(ii) Ha A irreducibilis és v nem-trividlis, akkor T hi.
(1) Ha A, A irreducibilisek és v képének A-beli normadlis lezdrtja A, akkor 5(T) egyszerd
nem-Moufang Bol-loop.
Legyen A és v mint a 2.7 Allitidsban. A megfelel§ egyszert Bol-loopot 3*(A,v) fogja
jelolni.

2.8. Példa. Legyen k test, A = SLy(k) és adott v : k* — A leképezés:

Y1, 2) = ((1) ”“"11) .

[(V(w1,22), (Y1, y2)] = (0,2151) € ker .

Ekkor v homomorfizmus és

Tovdbbd, az Im(vy) unipotens mdtrizok normdlis lezdrtja SLo(k). Ha |k| < 3, akkor ezt
kézzel is ellendrizhetjik. Ha |k| > 3, akkor SLo(k) egyszerd modulo a centruma, amibdl
kovetkezik a kijelentésiink, mivel a v(x1,x2) elemek nem centrdlisak. Tehdt az A, ~ pdr
kielégiti a 2.7 Allitds feltételeit, és a fenti eljdrds eqy eqyszerd nem-Moufang Bol-loopot
eredményez.
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Ha k = Fo, akkor a 2.8 Példa @ loopjanak rendje 24 és a jobb oldali RMIt(Q) mul-
tiplikacioesoport feloldhatd. Valojdban @ izomorf a 2.5 Példa Q4 loopjaval (n = 4).
G. E. Moorhouse [Moo07]| komputeres eredménye azt mutatta, hogy a 24-nél kisebb
rendi Bol-loopok feloldhatoak, tehat () a lehetd legkisebb rendi egyszertd Bol-loop.

Az utols6 példank olyan egyszerii Bol-loopot szolgaltat, melynek rendje 3%-13 = 1053.
Ez a konstrukcié azt mutatja, hogy a paratlan rendi csoportok feloldhatésagat kimondo
hires ,0dd Order Theorem” nem teljesiil Bol-loopokra. (Ld. [FKP06].)

2.9. Példa. Legyen k = Fy és azonositsuk k*-t For-el. Legyen g primitiv elem Fop-ben és
definidljuk a 13-adrendd o : x — g*x leképezést. Legyen ® az Fop test x +— x® Frobenius-
automorfizmusa. Ekkor c® = ®c® és A = (®,0) egy nem-Abel linedris csoport gy, hogy
A = (o). Az x € For elem nyoma Tr(x) = 2° + 23 + x. Megjegyezziik, hogy minden
y € Fy7 esetén ‘

Te([2',y]) = Tr(y™ —y) = 0. (2.1)
Ertelmezziik a v : Foy — A leképezést, v(x) = ®T@ . A (2.1) szerint [y(x),y] € kery
teljesil minden x,y € For esetén. Ez azt jelenti, hogy A,~ kielégiti a 2.7 Allitds feltételeit,
igy B*(A,7) egy 3* - 13 rendi egyszeri Bol-loop.

2.2. 2-exponensii véges egyszerii Bol-loopok

Hosszt id§ ota ismertek példak olyan 2-exponensti Bol-loopokra, amik nem elemi Abel
2-csoportok, az els6 konstrukciok R. P. Burn [Bur78] nevéhez kapcsolhatok. Késsbb tobb
végtelen osztalyt adtak meg, 1d. [Kie02; KN02; KK95; Nag06]. Az sszes példa feloldhato
loop volt; vagy ami ezzel ekvivalens, a jobb oldali G multiplikaciécsoportja 2-csoport. A
2-exponensi nem-feloldhato véges Bol-loopok 1étezésének kérdését a loopok és kvazicso-
portok elméletének egyik legfontosabb nyitott kérdésének tekintették. Mivel a legkisebb
példa ilyenre sziikségszertien egyszeri, a kérdés természetes modon kapcsolodott a vé-
ges egyszeri valodi Bol-loopok létezésének probléméjahoz. Itt ,valodi” Bol-loop alatt
nem-Moufangot értiink, azaz olyat, amiben nem teljesiil az z(yx) = (zy)r azonossag.

|Nag98| szerint a 2-hatvany exponensii Bol-loop feloldhatosaga ekvivalens azzal, hogy
a loop rendje 2-hatvany. Késsbb [Hei96] megmutatta, hogy a (G, H, K') minimalis loop-
mappéahoz tartozo loop feloldhatosdga megfelel a G csoport feloldhatosaganak. A ko-
vetkez8 nagyobb 1épés M. Aschbacher [Asc05] cikke volt, melyben részletes leiras adott
a minimalis nem-feloldhat6 2-exponensii Bol-loop jobb oldali multiplikidciécsoportjanak
struktirajarol.

Ebben az alfejezetben az Aschbacher-féle receptet alkalmazzuk arra, hogy megkonstru-
aljuk 2-exponenst véges egyszerii Bol-loopoknak egy végtelen osztalyat. Fzzel nemleges
valaszt adunk az [Asc05] és |[AKPO6] cikkek 2. és 3. kérdésére. Az osztalyunk legkisebb
tagja 96-odrend(. Hangstlyozzuk, hogy ez a példa olyan kicsi és az [Asc05] és [AKPO6|
cikkekben a struktura leirasa olyan preciz, hogy csak id6 kérdése volt, hogy valaki meg-
talalja valamilyen formaju komputeres kereséssel. Ez meg is magyarazza azt, hogy ezt
a 96-odrendt loopot 10 nappal kés6bb, télem fiiggetleniil a B. Baumeister és A. Stein
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szerzéparos is megtalaltak. Baumeister, Stein és Stroth folytatta a véges 2-hatvany ex-
ponensii Bol-loopok vizsgalatait: [BS10; BSS11; BS11; Baul2|. Sikeriilt megmutatniuk,
hogy ha T egy majdnem egyszerii csoport, melyhez egy (G, H, K) 2-exponensii Bol-loop
mappa létezik gy, hogy T' = G/Oy(G), akkor T izomorf PGL(2, ¢)-val, ahol ¢ = 9 vagy
q > 5 Fermat-prim, 1d. [BS11, Theorem 1].

Megemlitjiik még Johnson és Smith [JS10]| cikkét, melynek az a szandéka, hogy koz-
vetlenebb kombinatorikus jellemzést adjon a 2.12 Tételben megadott legkisebb egyszerii
2-exponensii Bol-loopra, felhasznalva a projektiv geometria és kvazicsoportok elméleté-
nek csoportelméleti hattérrel kiegészitett fogalmait.

Ennek az alfejezetnek az eredményei a 2. Tézist tamasztjak ala.

A kovetkezGkben a G csoportot definaljuk, mint a 32 rendd elemi Abel-csoportnak Ss-
el vett nem-felhasad6 bévitését, amiben a transzpoziciok méasodrendi elemekké, a paros
involuciok pedig 4-edrendi elemekké emelkednek fel G-ben. A G viszonylagosan kicsi
rendje ellenére eddig nem igazan sikeriilt egyszeri leirast adni erre a csoportra, ezért a
mi definicionk is meglehetdsen esetleges. Két technikai lemmavel kezdiink.

2.10. Lemma. A 40 ponton hato

c = (1,4)(2,9)(3,10)(6,11)(7,12)(13,21)(14,22)(15,24)(16, 23)(17, 30)
(18,29)(19, 31)(20, 32)(33, 35)(38, 40),
d = (1,2,4,6,8,7,5,3)(9, 13,25, 18,10, 14,26, 17)(11, 15, 27, 20, 12, 16,
28,19)(21, 30, 38, 34, 23, 31, 40, 35)(22, 32, 39, 36, 24, 29, 37, 33)
permutdciok kielégitik az aldbbi reldciokat:
A =d® = (cd)® = [c,d)? = [d*, c]* = [d*, cded ] = 1. (2.2)
Tovdbbd, az uy = d*, uy = u§, uz = us?, uy = us%, us = u§??, ug = us jelilésckkel
teljestil az uyugusususug = 1 eqyenldség.

2.11. Lemma. A 2.10 Lemma szerinti G = (c,d) csoportra teljesiil:

(#) G-nek van eqy 32 rendd elemi Abel-féle J normdlosztdja gy, hogy G/J = PGL(2,5)

és J az Fo-permutdcio modulus modulo a centruma. Tovdbbd,
(G, Gl/[G, J] = SL(2,5)
és G felhasad [G,G]J felett.

A fejezet hatralévs részében G az (#)-nak eleget tevs csoportot fog jeldlni. Vilagossa
szeretnénk tenni, hogy a GAP |Gap| komputeralgebra rendszer segitségével megmutat-
hato, hogy izomorfia erejéig a 2.10 Lemmaban adott csoport az egyetlen ezzel a tu-
lajdonsaggal. Mindazonaltal reméljiik, hogy a jovében taldlunk majd egy altalanosabb
megkozelitést, ami az idekapcsolodo fogalmak tovabbfejlesztését is lehetGvé teszi.

A G tulajdonsagai koziil kiemeljiik, hogy G’ = [G, G| perfekt csoport. Igazabol G'-t a
GAP [Gap| komputeralgebra rendszerben talalhato, a kis perfekt csoportokat tartalmazo
konyvtar segitségével taldltuk meg; G-t pedig G'-bdl szemidirekt szorzatként allitottuk
el6.
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2.12. Tétel. Legyen G a 2.11 Lemma (#)-t kielégité csoport. Legyen Jo G minimdlis
normdlosztdja és K = Jo U cC. Definidljuk a H = Ng(P) részcsoportot, ahol P a G egy
5-Sylow részcsoportja. Ekkor (G, H, K) Bol-loop mappa, ami egy 96 rendd 2-exponensd
egyszerd Bol-loopot hatdroz meg. Forditva, ha (G, H*, K*) eqy 2-exponensd eqyszerd Bol-
loop mappa, akkor H* konjugdlt H-hoz és K* = K.

Mivel a 2.10 Lemmaban adott csoport teljesiti (#)-ot, kapjuk, hogy:
2.13. Kovetkezmény. Létezik eqy 96 rendid 2-exponensi egyszeri Bol-loop.

Ezen tilmenGen tudunk konstrualni 2-exponensi véges egyszert Bol-loopbol egy vég-
telen osztalyt. Az alapotlet a kovetkezs: ElGszor a 96 rendti példank szemidirekt szorza-
tait alkotjuk meg elemi Abel 2-csoportokkal. Legyen (G1, Hy, K1) egy ilyenhez tartozo
Bol-loop mappa. Mivel GGi-nek nincs til sok normalosztéja, moédosithatjuk Hi-et egy Hy
részesoportta, és Kp-et egy K részhalmazza oly modon, hogy a (G, Hf, K1*) hirmas
2-exponensii egyszerti Bol-loop mappa.

Valojaban ez a modifikacio nem szokatlan a 2-exponensii Bol-loopok kérében. A [KN02,
Section 5| és [Nag06, Theorem 5.5] cikkeinkben 2-exponensii Bol-loopok széles osztalyait
alkottuk meg, melyekhez ugyanaz a csoport tartozik, nevezetesen C31Cy koszortuszorzat,
illetve az E;;nH extraspecialis 2-csoport. Ezekben az esetekben az involuciok konjugélt-
ségi osztalyainak egy egyszerti paraméterezése lehetGvé tette a tarsitott loop leirasat.
Sajnos a G1 csoportnak sok konjugaltsagi osztalya van involiciokbol, és ezeknek nincs
elegéns algebrai paraméterezése. Ezért nem latjuk annak a lehetGségét, hogy osztalyozni
lehessen az Osszes (G1-hez tartozd 2-exponenst Bol-loopot.

Az utobbi megjegyzés egy tovabbi észrevételre sarkall benniinket. Amig a 2-exponenst
véges egyszerti Bol-loopok osztilya lathatolag igen gazdag, a hozzatartoz6 G csoport
struktiraja meglehetGsen kotott. Azaz, mig a loopok osztalyozasa reménytelennek tiinik,
azt gondoljuk, hogy az &ket megjelenitd csoportok osztalyozasa és értelmes kutatési
projekt lehet.
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3 Tobbszorosen élesen tranzitiv
halmazok

Legyen () rogzitett n-elemi halmaz. Az Q) permutécioibodl all6 S halmazt n hosszisagu és
d tavolsagnu permutdcio kodnak vagy permutdcio tombnek nevezziik, ha barmely x,y € S
kiilonboz6 elem Hamming-tdvolsdga legalabb d, 1d. [FD77]. Elemi leszamolassal adodik
az |S| <n(n—1)---d és egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha barmely kiilénb6z6
elemekbdl all6 (x1, ..., Tpn_g+1), (Y1, -+, Yn—ar1) (n —d+ 1)-eshez létezik egy egyértelmii
s € S elem, melyre x{ = y1,..., 7, _;.1 = Yn—as1. llyen permutacié halmazokat élesen
t-tranzitiv halmaznak mondunk, ahol t = n—d+1. Jol ismert tény, hogy az élesen 1- és 2-
tranzitiv halmazok megfelelnek a latin négyzetek, illetve a véges affin sikok osztalyainak.
(Ld. [Dem68].)

Altalanossagban elmondhaté, hogy kevés eredmény ismert permutacié kodokra és nagy
hézag tatong a méretiikre vonatkozo also és felss becslések kozott; 1d. [Tar99; Qui06|. Az
ismert konstrukciok nagy része tobbszorosen tranzitiv permutaciécsoportokhoz kapcso-
lodik. Az 1970-es években P. Lorimer elkezdte a véges 2-tranzitiv csoportokban fellelhetd
élesen 2-tranzitiv halmazok szisztematikus kutatasat. Ezt a programot Th. Grundhoéfer,
M. E. O'Nan és P. Miiller folytattak, 1d. a [GMO09| cikket és a benne 1év$ hivatkoza-
sokat. A 2-tranzitiv permutaciécsoportok némelyike igencsak gondosan kidolgozott ka-
rakterelméleti modszereket igényelt annak bizonyitasara, hogy nem tartalmaznak élesen
2-tranzitiv halmazt.

Ennek a fejezetnek az eredményei a [MNO7; MN11; Nagl0; Nagl3] cikkekben keriiltek
publikalésra. A 3.1 alfejezet eredményeibdl kapjuk a 3. Tézist. A 3.8 Tétel a 4. Tézis
els6 felét tamasztja ala, a tézis masodik fele a GL(n, p)-beli élesen tranzitiv halmazok és
az AGL(n, p)-beli élesen 2-tranzitiv halmazok ekvivalenciajabol kovetkezik.

3.1. Elesen tranzitiv halmazok nemlézetésérdl

Ebben az alfejezetben rogzitett véges permutacidécsoportokban mutatjuk ki élesen 1-
és 2-tranzitiv permutéicié halmazok nem-lézetését. Ez az igen hatékony modszer egy
egyszer kombinatorikus lemman alapszik.

Legyen G < Sym(Q) részcsoport és k pozitiv egész szam. Jeldlje Q%) a kiilonbo-
z6 (2-beli elemekbdl 4ll6 k-asok halmazat. Azt mondjuk, hogy G k-tranzitiven hat, ha
(z1,...,28), (Y1, ..., yk) € Q¥ k-asokra létezik g € G elem tgy, hogy

9 _ 9 _
1 =Y, T = Yk-
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Ha a g elem egyértelmt, akkor élesen k-tranzitiv hatasrol beszéliink.
Hasonldo médon vezethetjiik be az élesen k-tranzitiv halmaz fogalmét. Azt mondjuk,

hogy a S C Sym(f2) permutaciéo halmaz élesen k-tranzitiv, ha barmely (zi,...,xy),
(Y1, yk) € QW) esetén létezik egyértelmt s € S elem, melyre 25 = y;,--- , 25 =

yr. Ha k = 1, akkor egyszertien csak élesen tranzitiv halmazrol beszéliink. Az élesen
tranzitiv halmazok osztdlya lényegében ekvivalens a kvazicsoportok osztalyaval, mivel
a (@, ) binér rendszer akkor és csak akkor kvazicsoport, ha a jobb oldali multiplikacio
leképezések élesen tranzitiv halmazt alkotnak @-n. A véges élesen 2-tranzitiv halmazok
a véges affin sikok osztalyanak felelnek meg.

Ha S élesen t-tranzitiv permutacié halmaz az €2-n, akkor egyben élesen 1-tranzitiv
halmaz is az Q® halmazon. Mas szoval, a t-tranzitiv G permutaciocsoport akkor és csak
akkor tartalmaz élesen t-tranzitiv halmazt, ha az Q®-n indukalt hatésaban tartalmaz
élesen 1-tranzitiv halmazt.

Legyen G permutéciocsoport az 2 = {wy,...,w,} halmazon és a g € G elemre jeldlje
7(g) a megfelel§ permutaciomatrixot. Legyen J a csupa l-esekbdl 4llo n x n-es matrix.
A G-beli élesen tranzitiv halmazok létezése ekvivalens azzal, hogy a

ngﬂ(g) =J (3.1)

geG

egyenletnek van nem-negativ egész megoldasa az z, (g € G) valtozokban.
Az alapvet§ észrevételiink az alabbi egyszert lemma:

3.1. Lemma. Legyen G a véges ) halmazon haté permutdcidcsoport. Tegyiik fel, hogy
léteznek a B,C C Q részhalmazok és a p primszam oly mddon, hogy p 1 |B|,|C| és
p | |BNCY minden g € G esetén. Ekkor G nem tartalmaz élesen tranzitiv részhalmazt.

Ezen lemménak tobb alkalmazasat adjuk meg.

3.2. Tétel. Legyenek n,m pozitiv egészek, n > 2, ¢ = 2™. Legyenek G = PSp(2n, q) x
Aut(F,) és Gy = Sp(2n,q) x Aut(F,) permutdciccsoportok a természetes hatdsukkal az
Oy = PG(2n — 1,q), illetve Qy = Fg” \ {0} halmazokon. Ekkor sem Gy, sem pedig Go
nem tartalmaznak élesen tranzitiv halmazokal.

Hossz idén keresztiil nyitott kérdés volt, hogy az Myy Mathieu-csoport tartalmazhat-
e élesen tranzitiv halmazt, 1d. [Gru83|. A kovetkezd tétel negativ valaszt ad erre, ami
maga utan vonja élesen 2-tranzitiv halmazok nemlétezését az Moz Mathieu-csoportban.
A bizonyitasban a Wsy Witt-dizajnt hasznaljuk, ami egy S(4,7,23) Steiner-rendszer.
Ebben barmely két blokk 1, 3 vagy 7 pontban metszi egymaést.

3.3. Tétel. A 22 fokiu természetes permutdcio reprezentdcidjaban, az Moo Mathieu-
csoport nem tartalmaz élesen tranzitiv halmazt.

A mobdszeriinket bizonyos alternalé csoportokra is alkalmazni tudjuk. A kovetkezd
eredmény azeért is meglepd, mert eleddig a szimmetrikus és az alternal6 csoportok elér-
hetetlennek tintek élesen 2-tranzitiv halmazok létezése szempontjabol.
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3.4. Tétel. Ha n = 2,3 (mod 4), akkor A, nem tartalmaz élesen 2-tranzitiv részhal-
mazt.

Mind a 3.3 Tételbdl, mind pedig a 3.4 Tételbdl levezethets az élesen 2-tranzitiv halmaz
nem-létezése az Mo3 Mathieu-csoportban.

3.5. Kovetkezmény. A 23 foku természetes permutdcio reprezentdcidjiban, az Mo
Mathieu-csoport nem tartalmaz élesen 2-tranzitiv halmazt.

Ezen eredményekbdl kivetkezik a Dembowski-probléma megoldésa. A kérdés az, hogy
mely csoportok allhatnak el6 egy nem-Desargues-féle projektiv sik projektivitdscsoport-
jaként. A kérdést lényegében mar Grundhéfer |Gru88| megvélaszolta, nyitva hagyva azt
az esetet, amikor a sik rendje 23 és a projektivitascsoport May,. Ezt viszont a fenti ered-
mények kizarjak.

3.6. Kovetkezmény. Egy n rendid nem-Desarques-féle projektiv sik projektivitdscso-
portja tartalmazza az A,y alterndlo csoportot.

A lemmank utolsé alkalmazasaként a Cos sporadikus egyszertd csoportot vizsgaljuk
a 276 ponton hatd 2-tranzitiv hatasaval. Ennek a pontstabilizatora a McL sporadikus
csoport egy bévitése. A lemmank segitségével tisztan kombinatorikus bizonyitast kapunk
a nem-létezést kimondo Grundhéofer-Miiller-tételre [GMO09]; a tétel eredeti bizonyitésa a
Brauer-karakterek Atlaszat hasznalta.

3.7. Tétel. Legyen G = McL : 2 csoport a 275 ponton vett primitiv permutdcic hatd-
saval. G nem tartalmaz élesen tranzitiv halmazt. Kovetkezésképpen Cos nem tartalmaz
élesen 2-tranzitiv halmazt.

3.2. Véges kvazitestek jobb oldali
multiplikaciécsoportjardl

Ebben az alfejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mely véges tranzitiv linearis
csoport allhat el6 egy véges kvazitest jobb oldali multiplikdcioesoportjaként. Az deriil
ki, hogy jopar kivételes tranzitiv linearis csoport esetén ez megtorténik. Mivel ezek a ki-
vételes példék viszonylag kicsik, szamitogépes, kombinatorikai és geometriai érveléseket
otvozve teljesen leirhatjuk ezeket a kvazitesteket, illetve a hozzajuk tartozé transzla-
cibsikokat. A komputeres eredményeket a GAP4 [Gap| komputeralgebra rendszer és a
CLIQUER [NOO03| program segitségével értiik el. Véges tranzitiv linedris csoportoknak
van harom végtelen osztalya is, ezeket elméleti modszerekkel vizsgaltuk.

Kvazitest jobb oldali multiplikiciécsoportjat nem vizsgéalték kiillonésebben intenziven.
A legfontosabb idevago cikk M. J. Kallaheré [Kal87]. Ez olyan véges kvazitestekrol tar-
talmaz informaciokat, melyek jobb oldali multiplikdciocsoportja feloldhato.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az eredményeink értelmezhetk a véges loopok nyelvén
is. Egyrészrdl a kvazicsoportok multiplikativ rendszere loopot alkot. Masrészrél barmely
loop, melynek jobb oldali multiplikiciocsoportja GL(n, q) része, egy véges kvézitestet
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eredményez, ahol a linedris csoportot a nemnulla vektorokon vett permutéicié hatasa-
ban tekintjiik. Egy harmadik megfogalmazéssal, a véges kvazitestek osztalya lényegében
ekvivalens a véges linearis csoportokban elfordulo élesen tranzitiv halmazok osztalyaval.

Eredményeinket az alabbi tételben foglalhatjuk Ossze.

3.8. Tétel. Legyen (Q,+,-) véges jobb oldali kvdzitest, rendjét jelélje p?, ahol p prim.
Fkkor a G = RMIt(Q*) csoportra az alabbi lehetdségek dllnak fenn:

1. G <TL(1,p%) és a hozzd tartozo transzldcidsik az dltaldnositott André-sik.
GvSL(d/e,p%), ahol e < d osztdja d-nek.

p pdratlan és G>Sp(d/e, p®), ahol e osztdja d-nek.

p? € {52, 7%,11%,172,23%,292 59%} és G a hét Zassenhaus-féle véges tranzitiv line-
dris csoport [Zas35] valamelyike. A hozzd tartozo transzldcidsikok Zassenhaus-féle
kozeltest siknak nevezik.

5. pt € {5%,7%,11%} és G feloldhatd kivételes véges tranzitiv linedris csoport. Ezen
kvdzicsoportok és a hozzdjuk tartozo tranzitiv linedris csoportok leirdsdt megadta
M. J. Kallaher [Kal87].

6. p? = 3*,19% vagy 292 és a megfeleld transzldciosikok szima 21, 3, illetve 8.

7. pt =16 és G = A;. A hozzdjuk tartozo transzdcidsikok a Lorimer-Rahilly és a
Johnson- Walker sikok.

3.3. Véges féligtestek multiplikaciécsoportjarél

Ebben az alfejezetben a kovetkezd probléméat vizsgaljuk. Legyen G véges permutacio-
csoport a () halmazon. Tudunk-e QQ-n két valtozos loopmiiveletet értelmezni gy, hogy a
jobb és bal oldali multiplikicios leképezések altal generalt Mlt(Q) csoport része G-nek?
Kiilénosen érdekes szamunkra az az eset, amikor G a projektiv linearis csoport. Ezen
kérdés kapcsan a legaltalanosabb eredmények A. Vesanen |Ves95] és A. Drapal |[Dra02]
nevéhez fiizédnek, akik megmutatték, hogy (a) ha MIt(Q) < PIL(2,q) (¢ > 5), akkor
@ ciklikus csoport, valamint (b) a valasz negativ az alabbi csoportok esetén: PSp(2n, q)
(n > 2), PU(n,¢?) (n > 6), PO(n,q) (n > 7 paratlan), és PO*(n,q) (n > 7 — & paros).
Emlékeztetiink arra, hogy a felhasadé oktavok O(F,) egységei, modulo a centrum, egy
olyan @ loopot alkotnak, melyre Mlt(Q) = PQ" (8, q).

|Cam03, Problem 398]-ban A. Drépal a fenti kérdést tette fel az alabbi megfogal-
mazasban: Adott n > 3 egész és ¢ primhatvany esetén létezik-e olyan normalizalt
latin négyzet, melynek sorai és oszlopai altal generalt G' permutaciécsoportra fennall
PSL(n,q) < G < PI'L(n,q)? Mi igenl6en megvalaszoltuk a kérdést az (n, q) # (3, 2) eset-
re. A konstrukcionk féligtestek multiplikacidécsoportjat hasznalja és egyértelmii a kovet-
kez$ értelemben. Legyen @) véges loop, melyre PSL(n,q) < Mlt(Q) < PGL(n, q). Ekkor
létezik egy S féligtest I, centrummal és n dimenzioval F, felett tgy, hogy @ = S*/Z(S*).
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Megemlitjiik, hogy [Ves13]-ben A. Vesanen tovabb élesitette a 3.9 Tételt, amennyiben
megmutatta, hogy PSL(n,q) akkor és csak akkor lesz loop multiplikdcibesoportja, ha
n >3, (n,q) # (3,2) & god(n,q — 1) = 1.

A 3.9 Tétel tamasztja ald az 5. Tézist. A tétel els6 része igenls valaszt ad a Drapal-féle
probléméara; a masodik rész az els6 részbeni megforditasa. A masodik rész bizonyitasanak
alapotlete a [Ves95, Theorem S| bizonyitasabol jon.

3.9. Tétel. (i) Bdrmely n > 3 egészhez és q primhatvanyhoz, melyre ¢* > 8, létezik
egy Q loop tigy, hogy PSL(n,q) < Mlt(Q) < PGL(n,q).

(i1) Legyen @Q olyan loop, melyre az n > 3 egész szammal és q primhatvdnnyal teljesiil

MIt(Q) < PGL(n,q). Ekkor Q = S*/Z(S*), ahol az S féligtest n-dimenzids az F,
centruma folott.
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4 Dudlis halézatok projektiv
sikokban

A projektiv sikon egy 3-hdlozat harom paronként diszjunkt egyenes osztalybol all ugy,
hogy barmely két kiilonb6z6 osztalybeli egyenes metszéspontja pontosan egy egyenesre
illeszkedik a harmadik osztalybol. Ha az osztalyok valamelyike véges n méreti, akkor a
masik két osztaly is n méreti és ezt az n szdmot a 3-halézat rendjének hivjuk.

Az affin sikokkal, latin négyzetekkel, loopokkal és élesen tranzitiv halmazokkal kap-
csolatos kombinatorikai és algebrai kutatasokban a véges 3-halozatoknak hosszi idére
visszanyulo torténetiik van. Ebben a fejezetben olyan 3-halézatokkal foglalkozunk, me-
lyek az algebrailag zart K test feletti projektiv sikba vannak &gyazva, és amiket cso-
porttal lehet koordinatazni. Ilyen 3-halozat, A, B,C egyenesosztalyokkal és G = (G, -)
koordinata csoporttal ekvivalens médon megadhaté G-bél A-ba, B-be és C-be mend
(e, B,7) bijekci6 harmassal,

a:G—- A, p[:G—=B, ~v:G—=C,

ahol a - b = ¢ akkor és csak akkor teljesiil, ha az a(a), 5(b),y(c) egyenesek egy ponton
mennek at PG(2, K)-ban, tetszéleges a,b,c € G esetén. Ebben az esetben azt mondjuk,
hogy a 3-halozat realizdlja a G csoportot. Az utébbi években csoportot realizalé komplex
sikbeli véges 3-héalozatokat mas, algebrai geometriai megkozelitésben (komplex egyenes-
konfiguraciok és rezonanciaelmélet) is intenziven vizsgéltak, 1d. [Yuz09]-t és a benne
talalhato hivatkozéasokat.

Mi kombinatorikai modszerekkel vizsgéljuk a csoportokat realizalo véges 3-halozatokat.
Mivel az olyan kulcsfontossdgi példak, mint az algebrai vagy a tetraéder tipusi 3-
hélozat, a PG(2,K) duélis sikjaban fordul el§ természetes modon, ezért indokolt a 3-
halozat dualis fogalméaval dolgozni.

Ezen fejezet eredményeit a [KNP13b] cikkben publikaltuk. Az alacsony rendd dudlis 3-
halozatok osztalyozasaval kapcsolatos részletek a [NP13| cikkben talalhatoak. Magasabb
k-ra vonatkozoan, a k-halozatok projektiv sikba valoé bedgyazasainak tanulmanyozésat
a [KNP13al-ben folytattuk. 4.1 Tétel tamasztja ala a 6. Tézist.

Formalisan, egy n rendl dudlis 3-hdlézat a PG(2,K) sikban nem mas, mint egy
(A1, Ao, A3) harmas, ahol a Ay, Ag, A3 komponensek paronként diszjunkt n elemii pont-
halmazok azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely egyenes, ami két kiilénb6z6 ponthalmazt
metsz, pontosan egy pontban metszi a harmadikat. A csoportot realizalo (Aq, Az, As) du-
alis 3-halozatot algebrainak nevezziik, ha pontjait egy harmadfoki sikgérbe tartalmazza.
Ugyanezt tetraéder tipusinak mondjuk, ha a komponenseit egy négyszog hat oldala (at-
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16ja) tartalmazza olyan médon, hogy A; = A; UT;, ahol A; és I'; szemkozti oldalakon
van (i =1,2,3).

4.1. Tétel. Legyen K algebrailag zdrt test p > 0 karakterisztikdval. Legyen (Aq, Ao, A3)
dudlis 3-hdlozat PG(2,K)-ben, ami az n rendd G csoportot realizdlja. Ha p = 0 vagy
p > n, akkor az aldbbiak valamelyike teljesiil:

(I) G ciklikus vagy két ciklikus csoport direkt szorzata, a (A1, Ao, A3) pedig algebrai.
(II) G diédercsoport és (A1, A2, A3) tetraéder tipusi.
(III) G a 8 rendd kvaternidcsoport.
(IV) G rendje 12 és izomorf Alty-el.
(V) G rendje 24 és izomorf Sym,-el.
(VI) G rendje 60 és izomorf Alts-el.

Szamitogépes kimeritd keresés modszerével megmutattuk [NP13]-ban, hogy ha p = 0,
akkor (IV) nem (és igy (V), (VI) sem) fordulhat eld.

A 4.1 Tétel azt mutatja, hogy barmely realizalhaté csoportnak van PG(2,K)-n hatasa
mint projektiv linearis kollineaciocsoport. Ez pozitiv valaszt ad Yuzvinsky sejtésére a
p = 0 esetben. A 4.1 Tétel bizonyitésa felhasznéalja Yuzvinsky [Yuz09|, Urzia |Urz10],
valamint Blokhuis, Korchméros és Mazzocca [BKM11]| korabbi eredményeit.
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