BiRALAT
NAGY GABOR REPRESENTATIONS OF LOOPS IN
GROUPS AND PROJECTIVE PLANES

CIMU AKADEMIAI DOKTORI ERTEKEZESEROL.

Ha a csoportaxiomék koziil elhagyjuk az egységelem (és az inverz)
létezését, akkor félcsoportot, ha pedig az asszociativitast, akkor loop-
ot kapunk. Magyarorszagon a csoport- és félcsoportelméletnek szamos
nemzetkozileg elismert kutatdja, tuddsa van, a loop-elméletnek ketts:
Csorg6 Piroska és a jelolt, Nagy Gabor.

Nagy Géabor doktori disszertacidja a loop-elmélet témakorében iro-
dott és a loop-okat kiilonboz6 iranyokbodl kozeliti meg. Loop-okrol a
legtobbiink valosziniileg csak axiéma-szinten hallott eddig, pedig ezek
a struktirak szerepet jatszanak az algebraban, a kombinatorikdban és
a geometridban is. Szisztematikusabb vizsgélatukat azonban sokiig el-
nyomta a csoportelmélet. Nagy Gabor lényegében a kezdetektdl részt
vesz a loop-elméleti vizsgalatokban.

A dolgozat 4 fejezetre és 10(!) alfejezetre tagolodik. Tébb, mint 11
nemzetkozi folydiratban megjelent cikket dolgoz fel, foglal 6ssze a loop-
elmélet égisze alatt. Az els§ és a masodik alfejezet — az elvarasoknak
megfelelGen — rovid bevezté a loop-ok vildgaba és a szakirodalomba.
A 3,4, 5,6, 8, 9. fejezetek a loop-ok struktira-tételeihez kapcsolod-
nak, kiilonb6z6 loop-osztélyok karakterizacioit, példakat, ellenpéldakat
tartalmaznak. A 7. és 10. fejezetek kilognak ebbdl a sorbol.

A 7. fejezet egy kevéssé ideill — bar érdekes — témarol, élesen tranz-
itiv permutéciocsoprtokrol szol. A loop sz6 egyedill a 7.10-es tétel
bizonyitasaban szerepel:

7.10. Tétel. Egy n-edrendl nem-desaurgesi projektiv sik projek-
tivitdsainak csoportja tartalmazza az A, alternédlé csoportot.

A tétel Dembowski egy 1968-ban megjelent véges geometriakrol sz616
sejtésének az igazolasa. A bizonyitas meghivatkozza az [MNOT| cikk egy
haromsoros lemmajanak a bizonyitasat, ami kényelmesen elfért volna

a 138 oldalon.
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A doktori disszertacié sava-borsa mindenképpen a kiilonbozé feltéte-
leknek eleget tevé egyszeri loop-ok 1étezésének igazolasa, s6t konstruk-
civja. Egy loop-ot egyszertinek neveziink, ha nincs valédi homomorf
képe. Szerencsére, szemben a félcsoportokkal, a loop-ok kongruencia-
uniformok, ahogy a csoportok is, és az egységelem osztalya meghata-
rozza a kongruencidt. Mindemellet pikans dolgok toérténhetnek a loop-
ok kozott. Mig csoportoknal a 2-exponenst csoportok mind Abel-félék,
a 2-hatvanyrendi csoportokrél mind tudjuk, hogy feloldhatoak, itt ez
a kérdés sokaig vart megvalaszolasra. Michael Aschbacher — végezvén
az egyszerd csoportok karakterizalasaval — nekidllt az egyszerd loop-ok
osztalyozasanak (is). Egy 2003-as cikkében Aschbacher meghirdeti a
2-exponensii loop-ok feloldhatosaganak bizonyitasat, és egy bizonyos
hatarig el is jut. A cikk tételek és bizonyitdsok tomény magyarazat
nélkiili sora, ami végiil eljut egy pontig, hogy ha lenne egy egyszeri
2-exponensi loop, akkor annak milyen szokatlan feltétleket kéne tel-
jesitenie. Példaul, az elemszama nem lehet 2-hatvany. Nagy Gabor
a 4. alfejeztben — minden varakozassal szemben — elkészit egy 96-
elemt egyszerd 2-exponest loop-ot. Ezt a korszakalté eredményt egy
altaldnos konstrukcioval tetézi meg, amely 2-exponensii egyszerd loop-
ok egy végtelen sorozatat allitja eld.

A fenti eredmény, mint a legtobb loop-leirds az ugynevezett loop-
mappakon alapul. Még Baer fedezte fel 1939-ben, hogy minden loop
elgall mint egy csoport H részcsoportjanak egy specidlis tulajdonsagok-
kal rendelkez6 K reprzentdnsrendszere, egy viszonylag természetes szor-
zéssal. Ha ez a K halmaz zart az inverzképzésre és x,y € K esetén
zyx € K akkor (és csak akkor) a loop kielégiti az ((ax)y)z = a((zy)z)
azonossagot. Ezeket a loop-okat hivjuk Bol-loop-oknak. A Bol-loop-
ok egy részosztalya a Moufang-loop-ok. Ez utébbiak konnyi kezel-
het6ségiik miatt nagy népszertiségnek orvendtek, és az egyik alap-
kérdés az volt, hogy a két osztaly egyszerii algebrai megegyeznek-e.
Nagy Gébor dolgozatianak legmélyebb eredménye az, hogy amenny-
iben a K reprezentansrendszer egy kiegészits részcsoportja H-nak, azaz
HK = G és HN K = 1, akkor egészen kézenfekvd feltevések mel-
lett az igy kapott loop egy egyszerti Bol-loop, amelyik nem Moufang-
loop. Uténa a jelolt a tétel alkalmazasaként szamos konkrét példat is
ad egyszerti és egyszeri csoportokhoz kozel allo6 csoportok segitségével
ilyen loop-okra. A dolgozatban az idevagd bizonyitasok annyira szépen
és folyamtatosan kovethetGek, mintha egy bevezetd jegyzetben olvas-
nank az elmélet alapjait.
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Kevéshbé mondhato ez el a tézisekrsl. A tézisek magyar nyelven
irodtak, &m inkabb csak a benne 1év6 szavak magyarok. A mondat-
szerkezetek legtobbszor magyartalanok, a mondatok kozti kapcsolat
nehezen kovethetd. Van, amikor a mondat alanya és allitmanya kozti
egyeztetés is hidnyzik, nehéz feladatot adva ezzel az olvaséonak. Az em-
bernek az az érzése tamad, hogy ezeket a mondatokat sebtében valogat-
tak Ossze és forditottak angolrél. A névelSk hianya és a ragok bettihibai
csak tetézik ezt az érzést.

Az 5. alfejezet tovabbra is az egyszert Bol-loop-okrél szél, harom
rajuk vonatkozo kérdést valaszol meg. Mindharom kérdés loop-elmélé-
szekt6l szarmazik. A harmadik kérdés a kovetkezs: van-e olyan egy-
szer(i, nem-asszociativ Bol-loop, amely automorfizmuscsoportja tranzi-
tiv. A kérdés megvalaszolasdhoz a szerzé Cameron és Korchméaros két
kombinatorikus iz, az élesen 2-tranzitiv csoportok leirdsat is hasznélo
eredményét hasznélja. A kérdés megvalaszolasa nehezen képzelhets el
mély csoportelméleti tudas nélkiil, itt egy lehetd legegyszertibbnek tind
algebrai-grafelméleti tételt hasznal a szerz6. Nem ez az egyetlen olyan
része a dolgozatnak, ahol a jelolt szamot ad szélesebb, kitekint§ jellegi
tudésardl is.

Hasonlo atekinté tudasrol adnak szamot a 8. és 9. fejezetek, ahol
bar csoportelméleti eszkdztarral dolgozik a szerz6, ezt geometriai indit-
tatassal és erés szamitogépes tamogatassal teszi. Ha csak az algebrai
megfogalmazasat nézziik az eredményeknek, akkor a majdnem-testek
és félig-testek multiplikativ struktdrainak automorfizmus csoportjait
hatarozza meg. Ezek a csoportok szoros kapcsolatban allnak a transz-
lacios sikokkal is: ezek épp egy haromszog stabilizatorai a sik automor-
fizmuscsoportjaban. A véges sok esetre valo redukalas utan a jelolt nem
rest, és szamitogépes programcsomagok segitségével, s6t a GAP prog-
ramcsomag 6nallo fejlesztésével ellenérzi a hatralévs eseteket. A két
fejezet 6 eredménye koziil természetesen frappansabb a félig-testekrdl
sz016 tétel: 8-nal nagyobb primhtavanyok esetén a félig-testek multip-
likdcios csoportjai épp a specialis és altalanos linearis csoportok kozé
esG csoportok.

Ezen a ponton 1gy érzi az ember, hogy egy teljes mii végére ért, és
a méltatasok mennyisége és mindsége is mefelel egy kivalo munkéénak.
Ranézve az oldalszamra pont a 100. oldalon tartunk. Ez épp az osztaly
altal javasolt maximum koriili érték.



Itt kezdGdik a 10. fejezet, amely tdgynevezett 3-halozatokrol szoél.
Ezek a halozatok tobbféle kombinatorikus jelentéssel birnak. A lem-
mék és allitasok hosszas sorozata végiil egy kompakt eredményben all
Ossze: Egy algebrailag zart test folotti 3-halozat mindig megadhato egy
csoport segitségével. A fejezet fGtétele ezen csoportokat osztalyozza.
Megmutatja, hogy két végtelen sorozat mellet 4 kivételes ilyen csoport
van.

A fentiek alapjan a szakért6knek nyilvanvalo, a laikusoknak kicsit
magyarazni kell, miért értékes ez a munka, miért viszi tovabb az el-
méletet, a tudomanyt. A loop-ok természetes modon felmeriils kisérd-
stuktirai szamos més obejktumnak, mint geometriadk, kombinatorikus-
és algebrai stuktardk. Ezért a loop-ok 6nallo elmélete elGsegiti a mashon-
nan felbukkané egyedi példak osztalyozéasat, tulajdonsagainak feltér-
képezését. A tagyalt dolgozat a loop-ok elméletét fejleszti. Egy ilyen
elméletben az egyik legnehezebb és kezdetekben legfontosabb dolog a
vezérelvek megtaldlasa, és ezen beliil a vezérelvekhez tartozé példak
keresése — nemlétezésének igazolasa. Ez a dolgozat {6 erGssége.

A disszertacié értékes munka, a doktori mii megfelel az MTA Mate-
matikai Tudoményok Osztalya kovetelményrendszerének. A dolgozat
csupa uj eredményt tartalmaz. A doktori md nyilvanos vitara alkalmas.

A jelolthoz egy kérdést fogalmazok meg: A hallgatésag nem hall-
hatta, hogy a véleményemben a loop sz06 végig d6lt betiivel van szedve.
Ennek az az oka, hogy ez a sz6 nem all a szamra: nem magyar, és még
nincs magyar megfelelGje. Ahogy Bessenyei Gyorgy Magyarsag cimii
ropirata 6ta mindenki szamara nyilvanvalé kell, hogy legyen: ,Minden
nemzet a maga nyelvén lett tudoés, de idegenen sohasem.” Milyen ma-
gyar szavakat, kifejezéseket javasolna Nagy Géabor a dolgozatiaban és
a loop-elméletben elGjovs, de magyarul még nem létezd kifejezésekre,
mint példaul: loop, commutator-associator, automorph-inverse iden-
tity, folder, envelope, translation plane, isotopy, parastrophy — catas-
trophy?
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