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Mindenekel6tt szeretném megkoszonni a biralonak a disszertaciommal kapcsolatos alapos
munkajat és faradozasait. A kritikai megjegyzésekért is halas vagyok, azokat elfogadom.
Az értekezés terjedelmének kérdését mas biralo is szova tette. Mivel az MTA szabaly-
zataiban semmilyen tdmpontot nem talaltam az ideélis terjedelemre vonatkozolag, ezért
munkam tartalmi kereteit az eredmények alapos bemutatasa szabta meg.

s stz

A Bol envelop definici6janak hianyéat a biralo joggal tette szova. A loop envelop (loop
burkold) fogalma M. Aschbacher szohasznalatdban a () loopot meghatarozé azon speci-
alis (G, H, K) loop-mappét jeloli, ahol K a jobb oldali R, : « +— xa szorzatleképezések
halmaza, G = (K) és H a loop egységelemének stabilizatora G-ben.

A biralo altal feltett kérdésekre az alabbi valaszokat adom.

1) Kérném a jeloltet, hogy részletesebben fejtse ki az [Asc05] cikkben megfogalmazott
kérdések és a 4. fejezetben foglalt eredmények pontos kapcsolatdt. (Az [AKPO6] cikkben
szamozott kérdést nem taldltam.)

Az |Asc05] cikkben az alabbi 4 kérdést fogalmazza meg M. Aschbacher.
1. kérdés: Feloldhatoak-e a paratlan rendd Bol-loopok?

Erre a kérdésre a 3. fejezet 3.15 példaja ad nemleges valaszt, ami egy 1053 = 3* - 13
rend egyszerti Bol-loopot konstrual meg. Ebb&l még az is kovetkezik, hogy a p?q®-rendd
Bol-loopok is lehetnek egyszertiek.

2. kérdés: Igaz-e, hogy a Bol-loopok kompoziciéfaktorai akkor és csak akkor csoportok,
ha a loop izotép egy A,-loophoz?

A konkrét definicio kifejtése el6tt megjegyzem, hogy az A,-loopok osztélya tartalmazza
a 2-exponensti Bol-loopok osztalyat, annal joval bévebb. Az altalanositas az absztrakt
loopok elmélete szempontjabol kissé eréltetettnek tiinhet, csoportelméleti szempontbol
viszont nagyon természetes.

Legyen @ loop és legyen (G, H,K) a @ burkoloja a fenti definicio értelmében, azaz
K a jobb oldali szorzatleképezések halmaza, G = (K) és H a loop egységelemének

stabilizatora G-ben. Azt mondjuk, hogy Q A,-loop, ha K" = K minden h € H esetén.
2-exponensi Bol-loopnal ennél tobb, K9 = K teljesiil minden g € G esetén.

Az értekezésem 4. fejezetében konstrualt véges egyszeri 2-exponensti Bol-loopok egy-
részt maguk A,-loopok, masrészt a kompozici6faktoruk nem csoport. Ebbdl adéddan a
2. kérdésre a vélasz szintén nemleges.

3. kérdés: Igaz-e, hogy minden Bol-loop burkolécsoportja 2-csoport?



Itt burkolécsoport alatt Aschbacher megint a jobb oldali multiplikdcidécsoportot érti. Az
értekezésem 4. fejezetében megadott véges egyszerd 2-exponensii Bol-loopok burkol6-
csoportjainak kompoziciofaktorai kozott megtalalhato PSL(2,5) = A5, tehat a burkolo-
csoportok nem 2-csoportok. A kérdésre a valasz: nem.

4. kérdés: Léteznek-e nem Moufang-féle véges egyszertd Bol-loopok?

A valasz: igen. Az értekezésem 4. fejezetében megadott véges egyszerid 2-exponensii
Bol-loopok ilyenek, valamint a 3. fejezetben is szamos példat adok nem Moufang-féle
véges egyszertd Bol-loopokra.

Aschbacher, Kinyon és Phillips [AKPO06| cikkében csakugyan nincs szamozott kérdés,
csak a cikk absztraktjaban van egy ilyen megfogalmazva. Miel6tt idézném az absztrak-
tot, megjegyzem, hogy az x € () elemet 2-elemnek nevezziik, ha rendje 2-hatvany, és a
Q@ loopot 2-loopnak mondjuk, ha a rendje 2-hatvany. Az absztraktban szereplé angol
mondat (,We identify the minimal obstructions to the conjecture that all finite 2-element
Bruck loops are 2-loops, leaving open the question of whether such obstructions actually
exist.”) jelentése a kovetkezs:

LAzonositjuk annak a sejtésnek a minimalis obstrukcioit, mely szerint minden 2-hatvdny
rendid elemekbdl dllo véges Bruck-loop rendje 2-hatvdany, nyitva hagyvdn az ilyen obst-
rukciok tényleges létezésének kérdését.”

Ezt a nyitva hagyott kérdést valaszoljak meg az értekezés 4. fejezetében megkonstrualt
véges egyszeri 2-exponensi Bol-loopok. Ezekben egyrészt minden elem 2 rendt, de a
loopok rendje 96 t6bbszordse, azaz nem 2-hatvény.

2) A 7.6 Tétel szerint, ha azn szdm 2 vagy 3 maradékot ad 4-gyel osztva, akkor az A,
alterndlo csoport nem tartalmaz élesen 2-tranzitiv részhalmazt. Ha n = 4, akkor persze
maga a teljes csoport ilyen. Mit lehet tudni a fennmaradd esetekrdl?

El6szor emlékeztetek ré, hogy az n-fokta permutaciokbol allo élesen 2-tranzitiv halmazok
osztalya lényegében ekvivalens az n rendd projektiv sikok osztalyaval. Ez azt jelenti,
hogy a mai napig csak primhatvany n esetén tudunk n fokd permutéciokbol allo élesen
2-tranzitiv halmazt konstruédlni. A klasszikus esetet, a ¢ elemi testre épitett PG(2, q)
Galois-sikot az élesen 2-tranzitiv AGL(1, ¢) affin linearis csoport adja meg.

Ha az n szam oszthato 4-el, azaz ha n = 2™, m > 2, akkor AGL(1,2™) élesen 2-tranzitiv
csoport része A,-nek. Csakugyan, ha az x € AGL(1,2™) elemnek van fixpontja, akkor
rendje osztja Fom multiplikativ csoportjanak rendjét, tehat paratlan. Ekkor x paratlan
hosszt ciklusokbol all, tehat paros permutacié. Ha pedig az x elem fixpontmentes, akkor
rendje 2, és 2™~ ! darab transzpoziciobol &ll, tehat szintén paros permutécio.

Ha az n szam 1 maradékot ad 4-el osztva, akkor AGL(1,n) nem részcsoportja A,-nek.
Ugyanis a 0 stabilizatora az n elemi test multiplikativ részcsoportja, ami ciklikus, igy
AGL(1,n) tartalmaz egyetlen n — 1 hosszu ciklusbol all6 permutéciot, ami paratlan. Ez
azt jelenti, hogy egy A,-beli élesen 2-tranzitiv halmaz sziikségképpen nem Desargues-féle
projektiv sikot hatéroz meg.



Most két esetet kiilonboztethetiink meg. Ha n = p?™ négyzetszam, akkor a Marshall
Hall Jr. nevéhez f(iz6d6 kvazitest konstrukcié paraméterei valaszthatok tugy, hogy a
megfelel§ élesen 2-tranzitiv halmaz elemei paros permutaciok legyenek. A [Hughes,
Piper; Projective Planes, Springer, 1973] monografia IX.2 fejezetének jeloléseit hasznalva
defindljuk az F,m feletti f(s) = s> — as — b polinom egytitthatoit, mint

s +1 b _(E= 1\?
- 2 ) - 4 ’
ahol ¢ € F,m nem négyzet. Ekkor f diszkriminénsa e, azaz f irreducibilis. Definici6

szerint a Hall-féle kvazitestben az x + Ay illetve = elemhez tartozo (bal oldali) szorzat-
leképezés matrixa

_ ([ —y ' f(2) _ [z 0
Lm+’\y_(y —xr+a )’ Lx_(O x)

Ezek determinansai rendre —b = (%)2, illetve 22, azaz négyzetek. Igy a szorzésle-

képezések matrixai a GL(2,p™) csoport egy 2-indexii részcsoportjaban vannak. Mi-
vel GL(2,p™)/ GL(2,p™)" ciklikus, igy GL(2,p™)-nek egyetlen 2-indexd részcsoportja
van. Ennek elemei sziikségképpen péaros permutaciok. Az AGL(2,p™) elemi Abel p-
normaélosztdjanak elemei szintén paros permutéaciok, tehat a megadott élesen 2-tranzitiv
halmaz része A,m-nek.

A masik esetiink az, amikor n = p?*™*! paratlan kitevds primhatvany. Itt a kérdés tudo-

mésom szerint teljesen nyitott. Megjegyezziik, hogy mas primrendi projektiv sik nem
ismert, mint a Galois-sik. Nem Desargues-féle primrendi sikok 1étezése a véges geomet-
ria t6bb évtizedes nyitott probléméaja. Ezt a problémét oldanda meg n = p primszam
esetén A,-beli élesen 2-tranzitiv halmaz elGéllitasa. Ha pedig n magasabb primhatvany,
akkor a legkisebb sz6ba johets érték az n = 125, ami méar kell6en nagy ahhoz, hogy ne
legyen direkt szamitasokkal megvalaszolhaté. A felvetés mindenképpen érdemes tovabbi
alapos vizsgalatokra.
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