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Kvazicsoportok eloallitasa csoportokban
és a projektiv sikon

ciml doktori értekezésérol

Nagy Géabor tudoméanyos tevékenysége elsésorban a geometriara, ill. an-
nak algebraizalasdban hasznélt kvazicsoportokra és loopokra terjed ki.

A jelolt disszertacidjaban 14 cikkben kozolt eredményeit mutatja be an-
gol nyelven. Kutatasi eredményeinek mélységét mutatja, hogy a dolgozatok
tobbsége magas szintli, vezetd nemzetkozi folydiratban jelent meg, pl. Com-
munications in Algebra, European Journal of Combinatorics, Forum Mathe-
maticum, Transactions of American Mathematical Society.

A dolgozat rovid torténeti attekintés utdn a sziikséges alapfogalmakat és
az ezekhez kapcsolddd Osszefiiggéseket targyalja.

Az ezt koveto fejezetekbol a kompetenciamnak megfelel6 részeket tag-
lalnam részletesebben.

A dolgozat elsé felében a Bol-loopokkal kapcsolatos nevezetes problémékat,
ill az azokkal Osszefliggd kutatéasi eredményeit mutatja be a jelolt.

A nem-Descartes-féle projektiv sikok vizsgalatanal jelentek meg
kvéazicsoportok, ill. loopok (a loop egységelemes kvazicsoport) speciélis
osztalya a Bol-loopok, amelynek részosztalya a Moufang-loopok.

A véges egyszerii csoportok klasszifikdacigjanak felhasznédlasa a véges egy-
szeri Moufang-loopok teljes klasszifikacidjahoz vezetett. Ezek utan a fi-
gyelem a véges egyszerti nem-Moufang Bol-loopokra iranyult. Ezen loo-
pok létezése az utolsé 30-40 évben a loopelmélet egyik f6 problémajanak
szamitott. Liebeck, Glauberman, Strambach, valamint Nagy Gébor ezzel
kapcsolatos korabbi eredményei inkabb azt erdsitették, hogy ilyen Bol-loop
nem létezik.

Nagy Gébor volt az, aki végiil megoldotta a problémat. Az egzakt fak-
torizacié és a Bool-loop mappa segitségével olyan modszert dolgozott ki,
amellyel ilyen tipusu Bol-loopok tagas osztalya konstrualhatéo — ahogy ezt
Foguel és Kinyon is irjak cikkiikben.



A Bol-loop mappa fogalmat Aschbacher vezette be — akinek a véges
egyszerii csoportok klasszifikacidjaban igen jelentés szerepe volt. A Bol-
loop mappa segitségével bizonyos loopelméleti problémakat csoportelméleti
eszkozok felhaszndlasaval vizsgdlhatnak.

Nagy Géabor problémalatasanak és ismereteinek mélységét mutatja, hogy
kutatdsaiban a csoportok egzakt faktorizaciéjat felhasznalva egy olyan Bol-
loop mappat definiélt, amelyhez tartozé Bol-loop (Baer-megfeleltetéssel) G-
loop. Majd az egzakt faktorizaciot felruhazta bizonyos tulajdonsdgokkal,
ekkor ez olyan Bol-loop mappat eredményezett, amely mar egyszerii nem-
Moufang Bol-loop.

Nagy Gabor az altala kidolgozott elméletet felhaszndalva, konkrét cso-
portok esetén pl. PSL(2,n)-ben S,-ben, PSLy(R)-ben olyan egzakt fakto-
rizaciot ad meg, ami rendelkezik a tételbeli kovetelményekkel, igy egyszerti
nem-Moufang Bol-loopok egy széloes osztalyat adja meg. Kozottiik paratlan
rendl egyszerii nem-Moufang-loop is megjelenik, ami azért meglepd, mert
minden véges, paratlan rendii Bruck-loop, ill. Moufang-loop feloldhaté.

Nagy Gébornak ezt a konstrukciéjat Strambach és Figula is erds és
hatékony eszkoznek taldlja és hasznalja is specidlis csoport-faktorizacioknal.

A jelolt csoportelméleti eszkozokkel nyert konstrukciéi utan, K. John-
son és J. D. Smith a fogalmi megértés érdekében a csoportok egzakt fakto-
rizacidjara vonatkozo kérdéseket kozvetlen kvazicsoport-elméleti eszkozokkel
kozelitette meg.

Régota ismeretesek olyan 2 exponenstt Bol-loopok, amelyek nem elemi
Abel 2-csoportok, ezek mindegyike feloldhaté. Folklér problémaéanak
szamitott nem feloldhaté 2-exponensii Bol-loop létezése. Szamos kutatd
probalta igazolni, hogy nem létezik ilyen tipusu Bol-loop. Aschbacher is
bekapcsolédott ennek a kérdésnek a vizsgdlataba. Felhasznélva az egyszert
csoportok klasszifikacidjat 6 konstrualta meg egy minimalis nem feloldhaté
2-exponensit Bol-loop jobb oldali multiplikdciéesoportjat. Aschbacher eset-
leges tovabbi kutatdsainak nincs irasos nyoma.

Végil Nagy Gébor oldotta meg elsének ezt a nevezetes problémat, tiz
nappal késobb pedig tole fiiggetleniill Baumeister és Stein is.  Aschba-
cher fenti eredményének felhaszndlasaval a GAP programcsomag segitségével
Nagy Gébor talalt egy 3840 elemli G-csoportot egy 32 elemii elemi Abel
J normélosztéval, amelyre a G/J faktorcsoport izomorf PGL(2, 5)-tel,
tovabba [G,G]/[G,J] = SL(2,5), J Fy-permutécié modulus és G felha-
sad [G,G]J felett. Bebizonyitotta, hogy ebben a G-ben kivalaszthaté olyan
részcsoport és részhalmaz, amely olyan Bol-loop mappat eredményez, hogy



a hozza tartozo egyszert Bol-loop 96 elemi 2 exponensti.

A fenti G csoport szemidirekt szorzatat véve elemi Abel 2-csoporttal
és ligyesen megvalasztva a Bol-loop mappét, a szerzo tovabbi egyszerti 2-
exponensii Bol-loopokat kapott. Ilyen mdédon a kivant loopoknak széles
osztalyat konstrualta meg. A jelolt eredményének nagy jelentéségét iga-
zolja tobbek kozott, hogy K. Johnson és J. Smith projektiv geometriat és
kvazi-csoportelméletet alkalmazva elemezték a Nagy Gabor altal megadott
96 elemii 2-exponensii egyszerli Bol-loopot.

A feloldhaté algebrai Bol-loopok és a hozzajuk tartozé Bol-loop mappék
kozotti kapcesolat vizsgéalataval Nagy Gabor megadta egy feloldhaté algebrai
Bol-loop konstrukciéjat is.

A kovetkez6 fejezet élesen tranzitiv permutataciéhalmazokkal foglalko-
zik. Az élesen 1-, ill. 2-tranzitiv halmazok a Latin négyzeteknek, amik
lényegében kvazicsoportok, ill. az affin sikok osztdlyainak felelnek meg. A
vizsgalat targya, hogy milyen véges 2-tranzitiv permutéciécsoportok tartal-
maznak élesen 2-tranzitiv halmazt.

A korabbi kutatasokat karakterelméleti eszkozokkel folytattdk. A jelolt
azonban tigyes kombinatorikai lemmat dolgozott ki, amelynek segitségével
bizonyos csoportosztalyokban kizarta az élesen 2-tranzitiv halmaz 1étezését.

Kiemelném még ezt a problémat az Msyy Mathieu csoportban, ami hosszu
ideje nyitott kérdés volt. Ebben az esetben Nagy Géabor egy Steiner-rendszer
segitségével adott valaszt.

A CO3 Conway-csoporttal kapcsolatban korabban Grundhofer és Miiller
Bauer karakterek felhasznalasdval adott negativ valaszt. A jelolt kombina-
torikus eszkozokkel adott 1j bizonyitast erre a problémara.

Tehat ezen a teriileten is nyitott problémékat zart le Nagy Gabor.

A kovetkezd fejezet a kvazitestek jobb oldali multiplikdciécsoportjaval
kapcsolatos.

Kvazitestek a transzlaciésikok koordinatazasandl jelennek meg. A
kvazitestek a szorzasra kvézicsoportot, ill. véges esetben loopot alkot-
nak. A jobb oldali szorzéds-leképezések (a jobb transzlacik) altal generalt
csoport a jobb oldali multiplikdcidcsoport tranzitiv lesz a kvazitest ad-
ditiv csoportjanak automorfizmus csoportjaban. Véges esetben ez tranzitiv
részcsoportja lesz az altalanos linearis csoportnak.

A disszertaciénak ebben a részében a jelolt azt vizsgédlja, hogy milyen
tranzitiv linedris csoportok allnak el valamely véges jobb oldali kvézitest
jobb oldali multiplikaciécsoportjaként.

A tranzitiv linedris csoportok teljes klasszifikaciéja C. Heringnek és



M. W. Liebecknek koszonhetéen ismeretes. A jobb oldali multiplikacié
leképezések ,,spread” halmazt alkotnak. A matrixok spread halmazainak
vizsgalataval és az elobb emlitett klasszifikacio felhasznalasaval, komputer-
analizis segitségével a jeloltnek sikertilt leirni a kivant csoportokat (Theorem
8.17).

A kovetkez6 résznek a a targya a véges féligtestek multiplikaciécsoport-
janak vizsgalata. A kérdés: Milyen G véges permutacio csoportokhoz létezik
olyan loop, amelynek a multiplikdcidcsoportja része G-nek?

A. Drépal és Vesanen bebizonyitottak, hogy ha Mlt @ < PT'L(2,q), ak-
kor @) ciklikus csoport, ill. negativ vélaszt adtak bizonyos projektiv csoportok
esetén is. A kés6bbiekben A. Drapal a normalizalt Latin négyzetekre vonat-
kozoan tett fel egy kérdést, ami a loopok nyelvén a kovetkezot jelenti: adott
n = 3 és egy g primhatvany esetén létezik-e olyan loop, amelynek a G' mul-
tiplikdcidesoportjara: PSL(n,q) < G < PT'L(n, q)?

Nagy Gabor ezt a problémat is megoldotta ¢" > 8 esetén a féligtestek és a
komputer segitségével. Ekozben felhasznélta Vesanen korabbi 6tletét is (The-
orem 9.4). A kés6bbiekben Vesanen élesitette Nagy Gabor ezen eredményét.

A jelolt a GAP-csomag felhasznalasdval a Mathieu-csoportok mind-
egyikével kapcsolatosan is eredményeket ért el (Proposition 9.6).

Az utolso fejezet targya az algebrailag zart test feletti projektiv sikban
lev6 dudlis 3-halozatok vizsgédlata. A f6 cél ezek klasszifikaciéja lenne, de
mivel ez tulsadgosan altalanos kérdés, igy ez a fejezet a véges csoportokat
realizalé dualis 3-hélézatokkal foglalkozik.

Korabban Uzvinsky és Pereira két olyan végtelen osztalyt talaltak, ame-
lyek ciklikus, illetve két darab ciklikus direkt szorzata tipusu csoportokat
realizdlnak.

A fenti eredményeket és szamitogépes keresést felhasznédlva a jelolt
Korchmaérossal és Pace-val a kozos munkajukban leirtak azon véges csopor-
tokat, amelyek projektiv sikon dudlis 3-halézattal realizalhatok 0, ill p > n
karakterisztika esetén, ahol n > 4 a dudlis 3-halézat rendje (Theorem 10.1).
Az igen terjedelmes bizonyitdsban a szerzok mély, az egyszerli csoportokra
kiterjed6 csoportelméleti eszkozoket és geometriat hasznalnak.

Nagy Géabor eredményei magas tudomanyos értékiiek. FEzek koziil
elsésorban az egyszeru Bol-loopokkal kapcsolatos eredményeit emelném ki,
illetve a féligtestekkel kapcsolatos kutatasait Drapal kérdése nyomén.

Tézisei mindegyike 1j tudoméanyos eredmény.

Tudomanyos tevékenysége nemzetkozi kornyezetben nagy elismerést valt
ki. Fzt igazolja, hogy nemasszociativ strukturdk, kvazicsoportok, loopok
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témaju nagy nemzetkozi konferencidk szinte &allandé meghivott eléaddja
(Denver, Préaga, Trest), ill. a konferencidkhoz kapcsolédé workshopokon is
nagy sikerti el6adassorozatokat tartott. (Mindezeknek magam is résztvevije
voltam.)

Kutatasainak egy részében tarsszerzokkel miikodik egytlitt a vilag
kiilonb6zo részeirdl, akik kozott szamos vezeto kutatd is taldlhatéd. Nagy
Gabort eredményei alapjan kutatasi teriiletén szintén vezetd kutatdként
tartjak szdamon.

A dolgozat szépen felépitett és tagolt. Az eredmények motivéacidja, a
téma fejlodésének bemutatasa vilagos.

Mindezek alapjan igy vélem, hogy Nagy Gdbor minden szempontbol meg-
felel az MTA doktori cim kévetelményeinek. lgy javasolom a nyilvanos védés
lefolytatasdt és a jelolt szamdra az MTA doktora cim odaitélését.

Meg kell emlitenem, hogy a disszertacioban kis szamban vannak eliitések,
a jelolés néhany helyen nem egységes. A jelolt a dolgozatban néhany sejtésre
csak utaldst tesz, talan szerencsésebb lett volna, legalabbis szamomra, ha
pontosan kimondja ezeket.

Kérdés: A 2-exponensii véges egyszeri Bol-loopokkal kapcsolatban a
jelolt emliti, hogy a hozzajuk tartozd jobb oldali multiplikacidcsoport
osztalyozasa reménytelibbnek tiinik a loopok osztalyozasandl. Mit gondol
a teljes multiplikaciécsoport vizsgalatardl, majd az osztalyozasardl?

Csorg6 Piroska



