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Az értekezés témaja. A loopok vizsgalatat a mult szdzad 30-as éveiben kezdemé-
nyezte Moufang, Blaschke, Bol és Baer, elsésorban véges-, illetve differencidlgeometriai
indittatasbdl, az elmult évtizedekben pedig részben Liebeck, majd Aschbacher megha-
tarozo munkai nyoman nyert a téma kutatésa 1j lendiiletet. Ezekhez kapcsolédnak
szervesen Nagy Gabor Péter disszertaciéjaban bemutatott vizsgalatai.

A loopok olyan kétvaltozés miivelettel ellatott algebrai struktirak, melyekben a
szorzasra nézve létezik egységelem, és az osztds mind a jobb-, mind a bal oldalrdl
egyértelmiien elvégezhets. Az egységelem 1étezésének kritériumat elvetve a kvazicso-
portok osztalyahoz jutunk, melyek kozott a véges strukturdk az in. latin négyzetekkel
azonosithatok, és pusztan kombinatorikai szempontbdl is érdekesek. Az értekezés elso-
sorban a Bol-loopok varietdsara fékuszal, melyeket egy tovabbi azonossag definial.
Ezek kozott kiemelt szerep jut a Bruck-loopok részvarietasanak; ide tartozik minden
2-exponensi Bol-loop, vagyis amelyben minden elem négyzete az egységelem. Bizonyos
Bruck-loopok a Poincaré-modell, illetve a specidlis relativitas tanulmanyozasaban jat-
szanak fontos szerepet. Egy masik nevezetes, talan a legtobbet vizsgdlt részvarietds a
Moufang-loopoké, ide tartoznak példaul az egység normaji Cayley-szamok, melyek
felelosek a 7-dimenzids gombfeliilet parallelizdlhatésagaért, vagy a Parker altal fel-
fedezett 2'3-elemii loop, melyet Conway haszndlt a legnagyobb sporadikus egyszerti
csoport leegyszeriisitett konstrukciojahoz.

Az értekezés felépitése. A 138 oldalas disszertacié elején az 1j eredményeket 6
tézisben foglalja Ossze a szerz6. Ezt koveti a sziikséges alapfogalmak Osszefoglalasa és
egy altalanos referencidkat felsorold rovid fejezet. Az érdemi rész 8 szamozott fejezetbdl
all, melyek tobbé-kevésbé a szerzé egy-egy cikkének felelnek meg; ezek nagy része 6nallé
munka. Az egyszerii Bol-loopokkal foglalkozé elsé négy fejezetben foglaltak tamasztjak
ald az elso két tézist, a fennmarado négyet pedig rendre a tovabbi négy fejezet. Minde-
gyik tézist elfogadom, mint a jelolt altal elért 1ij tudomanyos eredményt. Mivel az utébb
emlitettek nem konkrétan loopokrél szélnak, inkabb azokhoz kapcsolodo strukturakroél,
részletesen inkabb csak az el6bbiekrdl irok.

Egyszeri Bol-loopok. Szamos csoportelméleti, tagabb értelemben univerzalis algeb-
rai fogalom kézenfekvé modon értelmezheté a loopok koérében. Az izomorfizmusnak a
loopok, s6t altalanosabban a kvazicsoportok korében azonban tobbféle altalanositasa
is hasznalatos, ezek koziil az egyik az izotopizmus. Egy loop egyszerli, ha nincsen
valédi normélis részloopja (ami tehat egy alkalmas loop-homomorfizmusnak a magja
lenne). A Jordan—Holder-tétel értelmében ezekre gondolhatunk gy, mint a loopok



épitokoveire. A 3.—6. fejezetek legf6ébb érdeme olyan egyszerti Bol-loopokat 1étrehozé
konstrukciok bemutatasa, melyek mar szamos 1j kutatast is inspiraltak.

A loopok csoportelméleti eszkozokkel torténo vizsgalatanak kiindulépontja a Baer-
kapcsolat, mely funktorialis megfeleltetés a loopok kategoéridja és az in. loop mappak
kategoridja kozott, melyek a loopok jobbszorzasai dltal generdlt permutéciécsoportokon
beliill az egységelem stabilizatoranak tulajdonsagait absztrahaljak. Az egyik f6 problé-
mat az jelenti, hogy egyes loopok kiilonb6z6 loop mappakbdl is megkaphatok.

Hosszu ideig a véges Bol-loopok korében csak olyan egyszer(i loopok voltak is-
meretesek, melyek eleget tettek a Moufang-féle azonossdgnak is, és az elmélet egyik
fontos kérdése volt, hogy egyaltalan 1éteznek-e masmilyenek, melyeket nevezziink valo-
dinak. Ezt a kérdést donti el a szerz6 a 3. fejezetben. A G csoport A, B részcsoportjai
G-nek hiiséges egzakt faktorizaciojat adjak, ha G minden eleme egyértelmiien felirhaté
egy A és egy B-beli elem szorzataként, de egyikiik sem tartalmazza G egy valodi
normalosztéjat. Elso 1épésként egy ilyen faktorizdciobdl kiindulva olyan loop mappat
konstrudl, melyhez tartozé loop izomorf minden izotépjaval. Ezutan tobb receptet
is ad arra, hogy milyen tovabbi feltételek garantéljdk azt, hogy a kapott loop valédi
egyszeri Bol-loop legyen. A 3.8 Tétel szerint példaul ilyen helyzet all el6, ha G majd-
nem egyszerl, vagyis beszorithaté egy T nemkommutativ egyszerli csoport és annak
automorfizmuscsoportja kozé, melyre most rdadasul még a G = TA = TB feltétel
is teljestil. Az ezt koveté két példa ennek alkalmazasit adja a PSL(n,2) és az S,
csoportok esetén, alkalmas faktorizacié megadésaval. A technikaibb megfogalmazasi
3.5 Tétel attételes kovetkezményeként pedig egy 3% - 13 elemii egyszer(i Bol-loopot is
sikeriil taldlnia, ami mutatja, hogy Bol-loopokra nem teljesiil a Feit—Thompson-tétel
megfelelje.

A 4. fejezet eredményei kozvetleniil kapcsolédnak Aschbachernek és szerzotarsai-
nak 2-exponensii Bol-loopokra vonatkozé nagyivii munkaihoz. Eros volt a varakozas,
mely szerint minden véges 2-exponensii Bol-loop feloldhato, vagy ami ezzel ekvivalens,
hogy elemszama 2-hatvany. A fejezet els6 részében Nagy Géabor Péter ezt cafolja meg,
megadvan a legkisebb, 96-elemii ellenpéldat, ami egyben egyszerti valédi Bol-loop. Ez
is a Baer-kapcsolaton keresztiil torténik, egy olyan két elemmel generalhatd csoport
megadasdval, mely eloall egy 32-elemii elemi Abel-féle 2-csoportnak az 6todfoka szim-
metrikus csoporttal torténd alkalmas boévitéseként. Ennek a csoportnak a finomszer-
kezetér6l Aschbacherék nyoman mar sok ismeret rendelkezésre allt, megtaldlasahoz
segitséget nyujtott a GAP programcsomag. A 4.7 Tétel bizonyitasdhoz természetesen
a csoport tovdbbi tulajdonsdgainak finom elemzésére is sziikség volt. Ez egy igen fi-
gyelemremélté eredmény, mar csak azért is, mert eléréséhez a varakozassal szembe
menve komoly pszicholégiai akadalyt is le kellett kiizdeni. Az eredményt tovabbfejleszt-
ve, a 4.14 Tételben 2-exponensii egyszeri Bol-loopok egy végtelen sorozatat is meg-
konstrudlja a szerz6 az Ss modularis reprezentédcidira tdmszkodva.

Az 5. fejezetben harom tovabbi Bol-loopokra vonatkozo nyitott probléma megol-
dasat talaljuk. Noha az egyikben Aschbacher megel6zte Nagy Gabor Pétert, a disz-
szertacioban kozolt bizonyitds, mely teljes grafok kétszeresen tranzitiv automorfiz-
muscsoporttal rendelkez6 1-faktorizacidinak Camerontél és Korchmarostol szarmazé
osztalyozasara épit, az elébbinél joval attekinthetébb. Az ide vonatkozé 5.13 Tétel



szerint, ha egy véges Bol-loop automorfizmuscsoportja az egységelemen kiviil tranzitiv
hatasu, akkor a loop sziikségképpen egy elemi Abel-csoport.

Kritikai észrevételek. A disszertaciét némileg hosszinak taldlom. Tekintettel arra,
hogy a jelolt szamottevo és jelentos 6ndllé eredményeket is felvonultat, elegendé lett
volna egy atlagos terjedelmii palyamunkat beadni. Konnyen elhagyhaté lett volna
példaul az algebrai Bol loopokat érinté 6. fejezet, melyet kell6 hozzéértés és id6
hidnyaban nem is tudtam érdemben értékelni. Az angol nyelv hasznalata megfeleld, bar
sok helyen talalni figyelmetlenségbdl ered6 aprobb hibdkat. Az értekezés cikkeket feldol-
goz6 érdemi része gondosan megirt munka, az elokésziileteket tartalmazé 1. fejezetben
azonban szamos zavaroé elirds maradt, példaul rogton a csoporthatés és a kvazicsoport,
majd késébb az el6-féltest definicidja is sajtéhibas. Lehet, hogy elkeriilte a figyelmemet,
de a ‘Bol envelop’ definiciéjat sehol nem taldltam. Az 1.3 alfejezetben j6 lett volna leg-
alabb megemliteni a Bol loopok hatvany-asszociativ tulajdonsagat, hiszen anélkiil a
hatvanyozds és az exponens fogalma nehezen értelmezheté. A torténeti attekintést
érdemes lett volna magukra a loopokra kihegyezni.

Osszegzés. Osszefoglalva, az elbirdldsra benytjtott értekezésben foglalt eredményeket
érdekesnek és értékesnek tartom. A palyazéd sziikebb szakteriiletén tul kiterjedt is-
meretekkel rendelkezik a véges csoportok, az algebrai csoportok, a reprezentaciéelmélet
és a kombinatorika teriiletén, ezek moddszereit nagy szakértelemmel haszndlja, a ku-
tatasokhoz sziikséges szamitégépes mddszerek fejlesztéséhez is érdemben hozzajarult.
Rendelkezik az MTA doktoraitdl elvarhaté onallé kutatési elképzelésekkel és eredmé-
nyekkel. Kiemelend6 bizonyitdsainak otletessége, 1j konstrukciok megtaldlasara vald
képessége. Egyértelmiien megallapithatd, hogy a korabbi fokozat megszerzése 6ta Nagy
Géabor Péter jelentés eredeti tudomanyos eredményekkel gyarapitotta szakteriiletét,
meghatarozé médon jarult hozza annak tovabbi fejlédéséhez. A nyilvanos vita kitlizését
indokoltnak tartom, a fokozat odaitélését javasolom.

Kérdések. 1) Kérném a jeldltet, hogy részletesebben fejtse ki az [Asc05] cikkben meg-
fogalmazott kérdések és a 4. fejezetben foglalt eredmények pontos kapcsolatat. (Az
[AKPO6] cikkben szdmozott kérdést nem taldltam.)

2) A 7.6 Tétel szerint, ha az n szdm 2 vagy 3 maradékot ad 4-gyel osztva, akkor
az A, alterndlo csoport nem tartalmaz élesen 2-tranzitiv részhalmazt. Ha n = 4, akkor
persze maga a teljes csoport ilyen. Mit lehet tudni a fennmaradd esetekrdl?
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