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1. BEVEZETES.

A dolgozat megirdsakor ugyan a szerzé altal elért tudomanyos eredmények
bemutatasa volt az elsédleges cél, emellett azonban fontos szempont volt
egy olyan koherens anyag Osszedllitdasa, amelyben az eredményeket egységes
keretben, a kozottiik 1évé logikai kapcsolatot elétérbe helyezve lehet fel-
dolgozni. Az egyes fejezetekben targyalasra kerilé témakoroket a Sidon-
tipusu egyenlotlenségek, a Hardy-terek alkalmazasa, valamint a trigonomet-
rikus és a Walsh-rendszer kotik ossze. Ez utobbi azt jelenti, hogy az egyes
kérdéseket eleve ebben a két modellben vizsgaljuk, illetve hogy az altalanos
eredményeket is ezeken az eseteken illusztraljuk. Ily mdédon lehetdség nyilik
a két rendszerre vonatkozé az eredmények, modszerek Osszehasonlitasara is.
Ennek a megkozelitésnek a kovetkezménye, hogy a dolgozat elején szerepelnek
olyan eredmények is, amelyek mar a szerzo kandidatusi értekezésében is meg-
talalhaték, viszont kimaradtak a kandidatusi értekezés éta sziiletett, de tartal-
milag tavolabb all6 eredmények. Ilyenek példaul a raciondlis rendszerekre, és
azoknak a jelfeldolgozasban valé alkalmazasaikra vonatkozo, az elmilt években
sziiletett cikkek. Masrészt terjedelmi okokbdl eltekintettiink a dolgozat
témédjdba illo [DalFri04a] és [FriManSid08] cikkekben foglalt eredmények bemu-
tatasatol. Az elso, egy James Daly-vel irt kozos cikk, ami Vilenkin-rendszerek
mutiplier operatorainak Hardy-térbeli korlatossagara vonatkozik. Ebben az
elégséges feltételt a magfiiggvény blokkjaira fogalmazzuk meg. A madsikban,
Pammy Manchanda és Abulhasan Siddiqi szerzotarsakkal a Norlund-koézepek
approximaciés tulajdonsdgaira vonatkozd eredményeinket publikaltuk. A dol-
gozatban szerepelnek tovabba olyan eredmények is, amelyek két publikalasra
leadott, de még meg nem jelent cikkben taldlhatok. Az értekezésben ily médon
Osszesen 22 sajat, illetve tarsszerzével irt publikécié kertlt feldolgozasra.

Az értekezés dont6 részben a trigonometrikus és a Walsh-rendszerre igazolt
allitasokat tartalmaz. Az 1. fejezetben azokat a Walsh-rendszerrel és a Hardy-
terekkel kapcsolatos fobb fogalmakat, eredményeket gyijtottiik ossze, amelyek
a tobbi, tartalmi fejezet megértéséhez feltétleniil sziikségesek. A trigonomet-
rikus rendszer esetén, annak kozismertsége miatt nem tartottuk fontosnak az
ilyen jellegli bevezetést. Az 1j fogalmakat dltaldban a targyalas kozben de-
finidljuk ott, ahol legel6szor sziikség van rajuk. Ez vonatkozik példaul a Beve-
zetésben szereplé Hardy-terektol eltéré olyan Hardy-tipusu terekre is, amelyek
a targyalds soran meriilnek fel. A 2. fejezetben az ugynevezett Sidon-tipusi
egyenlGtlenségekkel foglalkozunk. Ezek a késébbiekben is rendre eldkeriilnek
az itt szerepld eredeti vagy moédositott formédjukban. A 3. fejezet a trigono-
metrikus és Walsh-sorokra vonatkoz6 integralhatosagi feltételeket, valamint az
integralnormaban valé konvergenciara vonatkozé eredményeket tartalmazza.
A 4. fejezet témaja a Fourier-sorok erés szummacids, approximécios tulaj-
donsagai. Végezetiil az utolsé, 5. fejezetben multiplier operatorok Hardy-
tereken val6 korlatossidgat vizsgaljuk.

Az egyes fejezetek tartalméaval kapcsolatosan természetesen nem lehetett cél
az adott problémakor teljes korii, kimerité feldolgozasa. A részteriileteken
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beliil is csak arra szoritkoztunk, hogy a vonatkozd sajat eredményeknek a
hatterét, el6zményeit, a tobbi eredményekhez valo viszonyat, azaz a témakorbe
valé beagyazasat bemutassuk. A dolgozatban a szamozott tételek min-
dig sajat, illetve szerzotarsakkal kozos eredményeket tartalmaznak. A nem
sajat eredmények megfogalmazasa nem tétel kornyezetben torténik. Ez sem-
miképpen sem értékbeli megkiilonboztetést takar. Az oka egyszertien a
szerz6 eredményeinek konnyt elkiilonithetésége volt. A matematika tertiletén
szokésos modon a tobbszerzos cikkek esetén a szerzok felsorolasa az abc szerinti
sorrendnek megfeleloen tortént. Terjedelmi korlatok miatt nem kozolhetjiik
az Osszes tétel bizonyitasat. A bizonyitdasok kivalogatasakor tobb szem-
pontot vettiink figyelembe. KEgyrészt igyekeztiink a meghatarozé tételeket
kivalasztani, masrészt ligyelni arra, hogy a vélogatas minél szélesebb skalat
lefedjen. Ez azt jelenti, hogy legyen koztiik a trigonometrikus, a Walsh-Paley,
a Walsh-Kaczmarz, valamint az altalanos ortogonalis rendszerekre vonatkozd
példa is, valamint legyen példaul tobbdimenzids valtozat. Az utolsé fejezetben
mind a Walsh, mind pedig a trigonometrikus esetre kozoljik a bizonyitast,
ezzel bemutatva a két rendszer kozotti kapcsolatot, eltérést. A fennmaradd
tételek bizonyitasai a jelzett publikaciokban talalhaték meg.

A tézisekben megtartottuk az értekezésbeli sorszamozast.

Koszonettel tartozom szerzétarsaimnak, akikkel kozosen elért eredményeink a
dolgozatban szerepelnek:

e James Daly, professzor emeritus, University of Colorado, Colorado
Springs, USA

o Pammy Manchanda, professzor, Guru Nanak Dev University, Amritsar
(Pungjab), India

e Schipp Ferenc, professzor emeritus, ELTE, IK, Numerikus Analizis
Tanszék

o Abulhasan Siddiqi, fétitkdr, ISIAM (Indiai Ipari és Alkalmazott Mate-
matikai Tarsulat)
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2.  SIDON-TIPUSU EGYENLOTLENSEGEK

2.1. A trigonometrikus eset. A dolgozat érdemi részét az igynevezett Sidon-
tipusu egyenlotlenségek targyalasaval kezdjiik. Ezt elsésorban az indokolja,
hogy a tovabbi fejezetek mindegyikében fontos szerepet jatszanak az itt be-
mutatott eredmények. Kiindulasképpen tekintsiik a trigonometrikus rendszer
szerinti D] Dirichlet-féle magfiiggvényeket, majd vegyiik ezeknek egy linedris
kombinaciéjat tetszéleges ¢, € R (k = 0...,ny,n € N) egyiitthatékkal.
Sidon-tipusu egyenldtlenségnek az 1/(n + 1)H > o ckD{H1 meN, ¢ eC)
mennyiségre adott felsé becsléseket nevezziik. Az analdg feladat természetesen
tetszoleges @ ortonormalt rendszer esetén is megfogalmazhaté. A dolgozat-
ban tobbnyire a trigonometrikus és a Walsh-esetre szoritkozunk.

A korabbi eredmények egy konnyen értelmezheté egységes alakban irhatok
fel. Nevezetesen, mindegyikiik interpretalhaté oly modon, mint az egyiitt-
haté vektorhoz természetes médon hozzarendelhetd 1épcsosfiiggvény valami-
lyen norméja. Jelolje ehhez xa az A C R halmaz karakterisztikus fliggvényét
és vezessiik be a (co,...,cn) egyiitthaté vektor dltal generdlt

n

Mcoy..vycn) = Z Cie XIk/(m+1),(k+1)/(n+1)) (n € N)

k=0
lépcsostiiggvényt. Ekkor az altalanos alak

(1) )jickD{H1f;CXWTcm..qanR.
k=0

1
n+1 )
Példdul a Telyakovskii-féle becslés [Tel73] esetén az X norma a maximum
norma, a Bojanic-Stanojevié-becslésben [BojSta82] pedig az LP (1 < p < o0)
norma. Schipp Ferenc [Sch92] igazolta, hogy a becslés abban az esetben is
fennéll, ha a trigonometrikus esetben a lépcsésfiiggvény nemperiodikus Hardy-
norméjat, a Walsh-esetben pedig a diadikus Hardy-norméjat vessziik. A
Hardy-normakat véve elveszitjik az el6zoeknek azt a jé tulajdonsagat, hogy
azok az eredeti egyiitthatdkkal egyszeriien és kozvetlentl is kifejezheték vol-
tak. Vizsgalataink arra iranyultak, hogy egyrészt a Hardy-norman alapuld
egyiitthato becslést adjunk, masrészt prébaljuk kideriteni, hogy milyen kozel
jutottunk a leheto legjobb eredményhez. Az els6 probléma megoldasaként egy
egyszeril egyltthaté formulat igazoltunk.

2.1. Tétel ([Fri93]). Tetszblegesn € N és ¢, € R, k =0,...,n egyitthatok
esetén

- - [
2 H cDTH <CY Jed(1 +log* _
( ) % kYk ] é k( g (Tl—f—])_] Zj—0|c]'|>)

ahol C > 0 abszolut konstans.

Az eddigi eredményekhez hasonléan (2) jobb oldaldt normaként is karakte-
rizalni tudtunk. Nevezetesen, az adott feltétel nem mas, mint egy atrendezésre
invarians Hardy-tipusi norma. Jelolje ugyanis L, a [0,1) intervallum
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onmagara valé mértéktartd leképzéseit, és legyen
o =1{f€Hon : foveHpr, veL},
||f||7-l[*0,” = Sup {”fo VHH[O,]) L ve LO} (f € H[O] )

Hipq) @ Hpay legnagyobb atrendezésre invarians altere, Il - "y pedig a rajta
értelmezett atrendezésre invaridans Hardy-norma. Az alabbi ekvivalenciat iga-
zoltuk.

2.2. Tétel ([Frio3)]). Eqgy mérheté figgvény akkor és csak akkor eleme
a Hi,y térnek, ha f(]) [fllog™ [f|] < oo. Tovdbbd vannak olyan C;, C; pozitiv
konstansok, amelyekre

1
|f]
Cillfllze,,, < JO |f|( + log™ i ) < Collfllw,,,  (f€Hi).

Mds megyvilagitasban pedig (2) jobb oldala egy Orlicz-tipusi norma. Jel6lje
LM az

2P 0<IxI<T;
(3) M(x) —{ 172 + log* ], x| > 1

Young-fliggvény altal generalt Orlicz-teret. Ennek a térnek a normajara a 2.2.
Tételhez hasonlo jellemzés all fenn.

2.4. Tétel ([Fri93]). Legyen M a (3)-ban definidlt Young-figguény. Eqgy
f:[0,1) = R mérhetd fiigguény akkor és csak akkor eleme az Ly térnek, ha
f; [fllog™ |f| < co. Tovdbbd vannak olyan Cy, C; pozitiv konstansok, amelyckre

f
(1) c1||f||LM_j (1 +1og+’—’]) <Cllff, (fe L.

Kovetkezésképpen:

1 = T
n+ 1 H éCka‘L ~ ”r(CO»---)Cn)HHfOM ~ HF(CO)'--»Cn)HLM-

Megjegyezziik, hogy a (2) logaritmikus becslés tobbdimenziés altalanositasaval
Kuznetsova ([Kuz98|, [Kuz00], [Kuzl2]), valamint Motornij, Babenko, Dov-
gosej, Kuznetsova ([MoBaDoKull]) foglalkoztak.

A masik problémara adott vélaszunk az, hogy az dltalunk adott (2) egyiitt-
hato feltétel a lehetd legjobb atrendezésre invarians norma, amit egy forditott
irdnyu Sidon-tipusti egyenl6tlenség forméjaban igazoltunk.

2.3. Tétel ([Fri93]). Van olyan C > 0 abszolit konstans, hogy tetszdleges
neN é ce (k=0,...,n) valds szamok esetén

ZckaTH >CZ\Ck!< +log™ m +1)|Ck|zj_oycj!)’

ahol P, a 0,...,n szamok permutacidéinak halmazat jeloli.

5
R
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Megjegyezziik, hogy korabban nem volt ismeretes forditott iranyu Sidon-tipusi
egyenlotlenség.

Hasonlé eredményeket értiink el az eltolt indexti Sidon-tipusu egyenl6tlensé-
gekkel kapcsolatban is.

2.5. Tétel ([Fri93]). Legyen K, N € N, K < N. Ekkor tetszileges cx € R
(k =K,...,N) egyiitthatok esetén

N

1 N+1
DTH ~ 1 Jr .
éck SRR TN T, T e

+ ||F(CK)° . ')CN)HLM .

1
N—K—F]pg%i)fk

A Sidon-tipusi egyenlGtlenségek vizsgédlatat szamos Fourier-analizisbeli
probléma kezelésében jatszott szerepiik indokolja. Ennek érzékeltetéséhez elég
azt megemliteni, hogy a szummaécios eljarasok magfiiggvényei Dirichlet-magok
linearis kombinacidjaként allnak el6.

2.2. A Walsh-eset. A Walsh—Paley esetet a trigonometrikussal 6sszeha-
sonlitva megallapithatjuk, hogy a két rendszerre vonatkozd eredmények, és
azok fejlédése parhuzamba éllithaték. Az (1) altalanos alakot tekintve példaul
az X = LP valasztassal ad6dé esetet Mdricz Ferenc és Schipp Ferenc [MorSch90)]
igazoltak. Az analdgia a Hardy-norma esetén sériil, tudniillik ezt a Walsh—
Paley rendszerre a valés nemperiodikus Hardy-norma helyett Schipp Ferenc
[Sch92] az ennél nagyobb diadikus Hardy-norméval igazolta:

1) —

(6) |- e[ = clrten e

k=1

MmeNceeR k=1,...,2").

Kissé leegyszertisitve, a kiilonbséget a 2™ indexeknek a diadikus analizisben
betoltott kiilonleges szerepe okozza. A 2.1. Tételben adott (2) becslés te-
kintetében méar visszaall az analdgia, mert a 2.3. Tételbeli ekvivalencia igaz
akkor is, ha a nemperiodikus Hardy-teret kicseréljiik a diadikus Hardy-térre.
A 2.4. Tételbeli inverz Sidon-tipusi egyenlétlenséget is igazoltuk a Walsh—
Paley rendszerre. Ennek a bizonyitdsa gyokeresen kiilonbozik a trigonometri-
kus esettol. Az eltolt index{i eredmény azonban eltér a trigonometrikus megfe-
lel6jétol (1d. 2.5. Tétel). A kiilonbség az els6 tagban van. Ez lényegében abbol
adddik, hogy mig a trigonometrikus Lebesgue-konstansok egyenletesen logarit-
mikus nagysagrendiiek, addig az n-edik Walsh—Paley—Lebesgue-konstanst az

------

V(n)=Z|le—nk—1|+no (n:anzk)nkzo,LneN),
=1 k=0

A Walsh—Paley rendszerre vonatkozo eltolt Sidon-tipust eredmény, azaz a 2.5.

......
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2.10. Tétel ([Fri9ba]). Legyen K,N € N; 1 < K < N és legyenek a cy
(k =K,...,N) egyiitthatok tetszéleges valos szamok. Ekkor

1
N—K—F]PE%END_(K

N 1
1
w ~ :
Zk_K cxDi H1 SN K s Vo L Flew..- en)

+ ||F(CK>°°°)CN)||LM .

Megjegyezziik, hogy a Walsh—Paley-rendszer mellett a Walsh—Kaczmarz-
rendszerre is sikeriilt hasonlé Sidon-tipust egyenlotlenségeket igazolni. Az
eredmények a [Fril3a] cikkben taldlhatok.

A 2. fejezetben a szerzotdl a [Fri93], [Fri95a], [Fril3a] cikkekben taldlhaté
eredmények szerepelnek.

3. INTEGRALHATOSAGI ES L'-KONVERGENCIA OSZTALYOK

Ebben a fejezetben ortogondlis sorok integralhatésagi, valamint L'-
konvergencia feltételeivel foglalkozunk. Modellként itt is a trigonomet-
rikus és a Walsh-esetet tekintjiik, és ezekre alapozva fogalmazunk meg
altalanositdsokat. A vizsgalatokat az integralhatésagi feltételekkel, a Sidon-
tipusu egyenlotlenségeknek talan legkézenfekvébb alkalmazasaival kezdjiik.
Egy rovid torténeti attekintés utan ismertetjiik sajat eredményeinket a cosi-
nus, sinus, Walsh-sorok és a Walsh-transzformalt integralhatésagaval kapcso-
latban, majd Osszevetjiik ezeket a korabbi eredményekkel. A kovetkezd pont-
ban attériink az tn. L'-konvergencia feltételekre. Itt eleve feltessziik, hogy
az adott sor valamely integralhaté fliggvény Fourier-sora, és azt vizsgéljuk,
hogy milyen kiegészit H o feltétellel biztosithatjuk a sornak az L'-beli kon-
vergenciajat. Mind a trigonometrikus, mind pedig a Walsh-esetben olyan
feltételt igazoltunk, ami szamos korabbi eredményt magaban foglal. Ezen kiviil
a Hardy-norméban valé konvergenciat biztosito feltételekkel is foglalkoztunk.

3.1. Sidon-tipusii integralhatésagi és L'-konvergencia osztalyok. Legyen @ =
(¢n) olyan ortonormalt rendszer a [0,1) intervallumon, amelynek a tagjaira
on € L) (n € N). Véve egy valds (vagy komplex) (a,) szadmsorozatot
tekintsiik a

(7) > anen

sort.  Jelolje 1?;? az integralhaté f fiiggvény mn-edik @-Fourier egytitt-
hatéjat és vezessiik be a ®@-Fourier-transzformaltak [® = {(f) : f ¢
LEO,U} terét. Az integralhatésagi probléma azt jelenti, hogy egy adott
(7)-beli sor vajon @-Fourier-sor-e. Masképp fogalmazva az (a,) sorozat
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®-Fourier-transzformélt-e, azaz igaz-e, hogy (a,) € L?®. Négyzetesen in-
tegralhaté fiiggvényekre a probléma megoldasa kozismert, ugyanis abban az
esetben a Fourier-transzforméaltak tere éppen az {2 sorozat tér. Integralhaté
fiiggvényeket véve azonban mar a trigonometrikus rendszer esetén sem isme-
retes a Fourier-transzformaltak terének az egyiitthatékkal megadott karak-
terizacidja. Integralhatosagi feltételnek az (a,) sorozatra vonatkozé olyan

feltételt neveziink, amelynek teljesiilése esetén (a,) € [0, Az ilyen feltételek

altal generalt halmazokat, amelyek tehat L? (altaldban valédi) részhalmazai,
@-re vonatkozé integralhatosagi osztalyoknak nevezziik.

Az el6zmények attekintése utdan ismertettiik a Sidon-tipusi egyenlotlenségeken
alapulé konstrukciét. Az igy kapott integralhatdsagi osztélyokat Sidon-
tipustu integralhatdsagi osztalyoknak neveztiitk. Emellett foglalkoztunk az
integralhatésagi és L'-konvergencia feltételekkel is. Egy @-re vonatkozd
integralhatésagi feltételt integralhatésdgi és L'-konvergencia feltételnek ne-
veziink, ha egy, a feltételt teljesité (a,) sorozatra a (7) sor akkor és csak
akkor konvergens L'-ben, ha a sorozatra teljesiil még a limn_00 |an HDS H1 =0
feltétel is. Itt D a > |, @x Osszeget jeloli. Ekkor a kiegészitd feltétel
a cosinus sorok esetén a limp_ o |an,/logn = 0, a Walsh-esetben pedig a
limy, o |an|V(n) = 0 alakban konkretizalédik.

Vezessiik be az S és az S* osztalyokat. Jelolje S azoknak az (ay) nullsoro-
zatoknak a terét, amelyekre van olyan (N;) indexsorozat, hogy

Nj 11

j=0 )T k=N

=
j= =+

és
oo Nji1—1 IAa |
Z Z |A(1k|<1 + log” i NP ) < o0
Ay

j=0  k=N; (Njp1 —Nj) =N;

Legyen tovabba S* az S azon elemei altal alkotott részhalmaz, amelyekre a
(8)-nal erésebb

Njyq—1

Z <logN’—+]Nj kZN |Aak|) < oo,
Y

0 41—
feltétel teljesiil. Ekkor az S és az §* osztédlyokra igaz az alabbi allitas.

3.1. Tétel([Fri93)).

i) Az S halmaz cosinus sorokra vonatkozo integrdlhatdsdgi osztdly.
ii) Az 8* halmaz cosinus sorokra vonatkozé integrdlhatésdgi és 1'-
konvergencia osztaly.

Ennek a tételnek a Walsh-sorokra vonatkozo véltozatat [Fri95al-ban igazoltuk.
A cosinus sorok integralhatésagi probléméjahoz szorosan kapcsolodik a sinus
sorok integralhatosaga. Ha a sinus rendszerre a cosinus rendszer derivaltjaként
tekintiink, akkor erre a kapcsolatra alapozva a cosinus sorokra vonatkozo
feltételekbdl sinus sorok integralhatosagi feltételeit generalhatjuk. Szamos
szerz6 (1d. pl. [Kan68], [Tel73], [Fom78], [Tel85b], [Mor89]) ezzel a mddszerrel
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konstrudlt sinus sorokra vonatkozo integralhatdsagi osztalyokat. Ezekbdl az
deriilt ki, hogy a cosinus sorokra adott feltételek a sinus sorok esetében nem
elégségesek. A kérdés tehat gy meriilt fel, hogy milyen tovabbi feltétel kell
a sinus sorok integralhatésdgahoz. Erre rendre az (ay)-ra vonatkozd6, Hardy-
egyenlétlenség (1d. pl. [Zygh9]) néven ismert

— |yl
9 — <
9 < oo

k=1
feltétel adodott. Megmutattuk, hogy ez nem véletlen, hanem &ltalanos
feltételek mellett is ez a helyzet. Ezt felhasznalva példaul az aldbbi Hardy-
térre vonatkozo tételt igazoltuk.

3.2. Tétel([Fri93])  Tegyiik fel, hogy az (ay) sorozatra

oo 2+
|Aay]
(10) IAak|(1 +logt ————~ ) < 00
j—Zo 1; 29y 75 Aay

Ekkor az f(x) = Y \yaxcoskx (x # 0) dsszegfigguény pontosan akkor van
a Hpny Hardy-térben, ha
e |al

k=1
Tovdbbd a Y |_,axcoskx részletisszegek akkor és csak akkor konvergdinak
f-hez a Hardy-normdban, ha lim, . a,logn = 0.

Innen a sinus rendszerre a kovetkezo eredmény adddik.

3.1. Kovetkezmény Tegyiik fel, hogy a (by) sorozatra teljesiil a (10)
és a (9) feltétel is. Ekkor a Y ;7 bysinkx sor egy g € Hpq) fliggvény
Fourier-sora. A sor akkor és csak akkor konvergal Hardy-norméban g-hez,
ha limy, .o by logn = 0.

A kapott eredmények kombinaciéjaval valos és komplex trigonometrikus sorok
integralhatésagara és L'-konvergencidjara, sét Hardy-térbeli konvergencidjira
vonatkozo feltételt adhatunk.

Megjegyezziik, hogy a 3.1., 3.2. Tételek megfelel6i a Walsh-rendszer esetén is
igazak. Ezeket az eredményeket a [Fri95a] cikkben igazoltuk. A Walsh-esetben
természetesen a diadikus Hardy-térbeli konvergencia szerepel. Végezetiil meg-
emlitjiik, hogy az tin. megéllitott diadikus maximalfiiggvény segitségével beve-
zettliink egy Hardy-tipusu teret a [0, 0o) intervallumon értelmezett lokalisan in-
tegralhaté fliggvények korében. Ezt felhasznalva hasonld eredményeket [Fri99)
értiink el a Walsh-transzformalt integralhatésagara vonatkozoan.

3.2. L'-konvergencia osztdlyok. Az integralhaté fiiggvények Fourier-egyiitt-
hatd sorozatainak egy C részhalmazat L'-konvergencia osztalynak nevezziik,
ha fT € C esetén f Fourier-sora akkor és csak akkor konvergdl L'-norméban
az f-hez, ha limy e [fT(n)|/logn| = 0. Ilyen tipusi klasszikus eredmények
tobbek kozott Kolmogorov és Telyakovskii nevéhez fiizédnek. Azéta az L'-
konvergencia osztalyokat generald feltételeket tobb mdédon és szdmos 1épésen
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keresztiil enyhitették. Az egyik ilyen irdnyban, az tugynevezett Hardy—
Karamata tipustu Tauber-féle feltételekkel kapcsolatban elsésorban Stanojevic,
Bojanié, Bray, Grow ([BojSta82],[BraSta84|, [StaSta87], [Sta88], [GroSta9d5]),
Mdricz Ferenc [Mor91|, Fournier, Aubertin [AubFou93| értek el eredményeket.
Az emlitett szerzok az eredmények tobb lépésen keresztiil torténo javitasa soran
végil a

: : p—1 T )P
(11) Alg% hnm_)sOLolp Z KPHAFT(K) P < oo (p>1),
[k|=n+1
és a
. . T —
(12) AILI% hgl_)s;}p klZH IAfT(k)|log|k| =0

feltételekhez jutottak. Konnyt( beldtni, hogy p > 1 esetén az igy generalt L'-
konvergencia osztalyok egymasba vannak agyazva, p csokkentésével boviilnek.
Erdemes megemliteni, hogy a viszonylag egyszeriien igazolhaté mésodik, loga-
ritmikus feltétel nem 6sszehasonlithato a p > 1 feltételekkel, azaz egyikbol sem
kovetkezik a masik. Az altalam igazolt feltétel az ¢ kutatdsaikhoz illeszkedik.

3.6. Tétel ([Frio7h]). Tegytik fel, hogy az f € Lgo,l) fliggvény Fourier-
egyutthatoira teljesil a

(13) lim Jimsup Z IAFT(K)|log [KAFT (k)| = 0

70 i =nt

feltétel. Ekkor

i) lim, e ||f — SIf|li = O pontosan abban az esetben dll fenn, ha
limyn o0 1 (n) log [n| = 0;

i) az f fliggvényt f(x) =g(x)/x (0 <|x| <1) alakba rva a g fliggvény
Lip.qy-ben van.

A (13) feltétel a (11) feltételek hataresetének tekinthets. Az éltala generalt
konvergencia osztaly valodi részhalmazként magaban foglalja azok unidjat,
beleértve a (12) logaritmikus esetet is. Megmutattam, hogy olyan specidlis
sorozattipusokra, mint lakunaris sorozatok, illetve monoton csokkené soroza-
tok a (13) feltétel nem javithatd. A fentieken kiviil azt is igazoltam, hogy a
(13) feltételt teljesité Fourier-egyiitthaté sorozatok esetén a Fourier-sor nem-
csak L'-normdban, hanem majdnem mindeniitt, és ha az eredeti fiiggvény a
Hardy-térben volt, akkor Hardy-norméban is konvergél.

A 3.6. Tétel Walsh viltozatét a [Fri97a] cikkben igazoltam. Ez a trigonomet-
rikus esettél az ii) részben tér el.

Jeloljik £,-vel (p > 1) a (11), M-lel a (12), S-sel a (13) feltételnek eleget
tevo Fourier-transzformaltak halmazat. Legyen tovabba £ = Up>1 £y, vala-
mint V(QUDJI) az M és az £ terek éltal kifeszitett linedris tér. Ezeket a
jeloléseket alkalmazva az alabbi kapcsolatot igazoltuk.
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3.10. Tétel ([Fri97al, [Fri97b]).
vl Jg)cs.

A fejezet hatralévo részében kitlintett szerepet jatszik az eredetileg a trigono-
metrikus rendszerre igazolt in. Telyakovskii-féle feltétel.

3.3. Attérés Hio,1)-rél Ho,1)-re. Ebben a pontban a valés nemperiodikus Hardy-
tér és a diadikus Hardy-tér kozotti kapcsolatot vizsgaljuk elsésorban a raj-
tuk értelmezett szublinearis funkcionédlok szempontjabdl. A vizsgalt probléma
kozvtelen motivaciéjaul a kovetkezé pontban targyalt Telyakovskii-féle in-
tegralhatosagi feltétel szolgdlt. Az itt megfogalmazott eredmény azonban al-
kalmazhaté mas esetekben is a trigonometrikus és a Walsh-rendszer viselkedése
kozotti hasonldsag, illetve eltérés vizsgalatara.

A két tér kapcsolatat az atomok segitségével irjuk le. A szakirodalomban jol
ismert mas jellegii jellemzést kordbban Davis [Dav80] adott megmutatva, hogy
egy nemperiodikus Hardy-térbeli fiiggvény majdnem minden eltoltja diadikus
Hardy-térbeli. Konkrét problémak, feladatok esetén azonban ennek a karak-
terizacionak az alkalmazasa nagyon nehézkes. Tekintsiik az

w2 @k < x <2k
PnX) =91 _n 10 2k/2n < x < (2k+1)/27

(k,m € N, 0 < k < 2"7") specidlis Hp1)-atomokat. Jeloljiik ezek halmazat Q-
val: Q = {wyn : ky,n €N, 0 < k < 2"}, Vildgos, hogy az wy, fiiggvények
egyike sem Mg 1y-atom, mivel a csatlakozé intervallumok nem alkotnak diadi-
kus intervallumot.

Legyen ezek utdn F egy, a Hpp,) téren értelmezett funkcional. Az aldbbi tétel
azt mutatja, hogy ha egy o-szublinedris funkcionalnak a korlatossagéat a Hip )
és a Hpp,) tereken vizsgaljuk, akkor az ezek kozotti kapcesolat szempontjabol
az ()-beli specialis atomokon valé viselkedés a meghatarozo.

3.12. Tétel ([Fri0o]). Legyen § egy o-szublinedris funkciondl a Hp
téren. Jeloljik ennek a Hyp ) diadikus térre vald leszikitését F-fel. Ekkor

max{H]FH,SHp [§(w)l} < ||l <4|!F\|+Zsup [(w)l.

Kovetkezésképpen § pontosan akkor korldatos, ha korlitos az Q-n és az F
lesziikités korlatos a Hipq)-n

A tétel alkalmazasara példaként két jol ismert o-szublinearis funkcionél soroza-
tot tekintiink. Mindkét sorozat egyenletesen korlatos a diadikus Hardy-téren.
Kideriilt, hogy az egyik esetben az egyenletes korlatossag érvényben marad a
valés nemperiodikus Hardy-térre valo kiterjesztéskor is, mig a mésikban nem.
A szoban forgd két funkciondl sorozat a kovetkezo:

uvr— i”skwf”‘ (feLpy,neN,n>1)
" _logn k 0,1 ’ ’

T ZHZS f(k2™ k“H (felh,neN).
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A limy oo ULF = [[fli  (f € Hpg)) konvergencia igazoldsa Smith [Smi83]
nevéher fliz6dik, mig a Walsh-rendszer esetén a lim, ., UWf = ||f];y (f €
Hi,1)) konvergencidt Simon Péter igazolta [Sim87]-ben. A Vilenkin-tipusi
altalanositassal Gdt Gyorgy [Gat93] foglalkozott. A T funkcionaloknak a
H,1) téren vald egyenletes korlatossaga ekvivalens a Schipp Ferenc ([Sch92])
altal igazolt (6) Sidon-tipusi egyenl6tlenséggel. Az Q-n vald korlatossagot
megvizsgalva a 3.12. Tételt felhasznalasaval a fenti két funkciondl sorozatra
az alabbi eredményeket igazoltuk.

3.13. Tétel ([Fri00]).

i) Van olyan f € Hp1y figgvény, amelyre lim, o UYF = oco.
ii) Van olyan C > 0 konstans, hogy bdarmely f € Hp1) és n € N esetén
T1\1/v(f) < C”fHH[o,l)'

A két példa a kovetkez6 altalanosabb jelenségre vilagit ra. A klasszikus tri-
gonometrikus eredményekben altalaban a klassszikus Hardy-tér, mig a Walsh-
rendszerre vonatkoz6 megfelelGjiikben a diadikus Hardy-tér szerepel. Az az
altalanos hozzadllas, hogy a trigonometrikus rendszerhez az el6bbi, mig a
Walsh-rendszerhez az utobbi Hardy-tér szerkezete illeszkedik. A diadikus
Hardy-térrel kapcsolatban ehhez elég azt mejegyezni, hogy a ketté hatvanyu
Walsh—Fourier-részletosszegek diadikus martingélt alkotnak. Ezen szemlélet
alapjan a Walsh-rendszerre vonatkozé vizsgalatokban mintegy automatiku-
san a diadikus Hardy-terek szerepelnek, és igy a trigonometrikus és a Walsh
eredmények kiilonboznek. A kiterjesztésre vonatkozd ii)-beli pozitiv eredmény
azt mutatja, hogy bizonyos esetekben ez a megkiilonboztetés a két rendszer
kozott nem sziikséges, és nem természetes.

Altaldnosabb megkozelitésbdl a valos nemperiodikus Hardy-térnek a diadikus
Hardy-térre val6 visszavezetése tekintheto diszkretizacios eljarasnak, illetve
egy bonyolultab térnek egyszertibb komponensekre valé felbontasdanak. Ebbol
a megkozelitésbol foglalkozott a kérdéssel és altalanositotta a 3.12. Tételbeli

eredményt a tobbdimenzids esetre Torchinsky és szerzétarsa Abbu-Shammala
[AbuTor08].

3.4. A Telyakovskil-feltétel altal generdlt Hardy- és BMO terek. Ebben a pontban
a Telyakovskii-féle, klasszikusnak szamité integralhatdsagi feltétellel foglalko-
zunk. F6 eredményként megmutatjuk, hogy az természetes moédon kapcsolatba
hozhat6 egy, a [0,00) intervallumon értelmezett atomos Hardy-térrel. Meg-
vizsgaljuk ennek a Hardy-térnek a természetes szamok halmazan értelmezett
diszkrét megfeleljét is. Legyen (ay) valds szamoknak egy nullsorozata. 1964-
es cikkében Telyakouvskii [Tel64] az alabbi, cosinus sorokra vonatkozé becslést
igazolta:

(e'e] ') [e’e] n/2]
" Aan_ — Adnyk
14 ‘ E a coskx‘dxﬁC( E Aay| + E ‘ E
" ‘L k=0 * k=0 Ao n=2 k=1 k

Ha a jobb oldal véges, akkor a ) °,aycoskx cosinus sor pontonként kon-
vergens és a hatarfiiggvény integralhaté. A Telyakovskii-féle és az azdta iga-
zolt szamos integralhatdsagi feltétel kozotti viszonyt vizsgalva kidertilt, hogy
a legtobb esetben a Telyakovskii-féle eredmény a jobb, azaz a maésik feltétel




dc_816_13

14

teljesiilése esetén (14) is teljesiil. Egyes feltételek esetén azt igazoltak, hogy
azok és a Telyakovskii-féle feltétel nem Osszehasonlithatok, vagyis egyik sem
kovetkezik a méasikbdl.
A Telyakovskii-féle feltételbol kiindulva bevezetiink Hardy-tipusu tereket a
nemnegativ valos szdmok halmazan értelmezett fliggvények, valamint a so-
rozatok korében. Ezek segitségével Hardy-normaként karakterizaljuk a Tely-
akovskii-féle feltételt. Ez a karakterizaco lehetdséget teremt a Telyakovskii-féle
feltételnek mas ismert feltételekkel valé Osszehasonlitdsara, valamint szamos
mas rendszerre val6 egyszerii kiterjesztésére.
Bevezetve a sorozatokon értelmezett
n/2] a _a
(Tha)a =)~ (w€R kneN, >2(Tua) = (Tua) =0)
k=1
ugynevezett diszkrét Telyakovskii-transzforméciét, a Telyakovskii-féle becslés
az alabbi alakba irhaté:

l

(Aa = (Aay) a differencidk sorozata.) A Telyakovskii-transzformaciénak ne-
vezett folytonos valtozat:

2 f(x —t) — f(x + 1) dt — /2 f(t)
L t _J

Y a coskx’dx < C(||aallp + || Tr(Aa)||n) .-
k=0

Tio,00)f(x) = dt (x > 0),

x/2 X =

ahol f : [0,00) — R lokalisan integralhaté fiiggvény, és az integralt az
ugynevezett Cauchy-féle foérték értelemben vessziik.

Els6 rédnézésre is szembetlind a T Telyakovskii-transzformécionak a H
klasszikus Hilbert-transzforméciéval valé hasonlésaga. Emlékeztetaiil:

Cf(x—t)—f(x+1) o f(t)
’Hf(x):L - dt:J —dt (xeR).

0o X

(Technikai okokbdl elhagytuk a definiciéban szokésos 1/ szorzdtényezot. )

A Telyakovskii- és a Hilbert-transzformacié kozotti kapcesolat felderitése elott
egy példan keresztiil ramutatunk a kettdjiik kozotti 1ényeges kiillonbségre. Te-
kintsiik ugyanis a X5 (0 > 0) karakterisztikus fiiggvény transzformaltjait.
Ismeretes, hogy ||Hx/; = co. Mésrészt azonban

I A 0 <x<28/3 vagy x > 25
(Tocoxi0) (x) = { n(x/2) —In|s — x|,  28/3 < x < 26.

Kovetkezésképpen, ||7,00)X[0,5] =01In3, azaz Tjpeo)Xp0,s integralhato.

|L1
[0,00)
A fenti transzformacidk segitségével vezessiik be a megfelel6 Hardy-tipusu te-

reket:
He ={f € Ly : Hf € Lz}, [flle = [1Fllg + 1H N

Hiooo) =1 € Lipoo) : Towol T € Loy Iflla0,0) = Iflliy,  + [Tl
Hy ={actl :Trael'}, 2l = 1 alle + 117 alle -
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Az aldbbi eredménytinkben tisztazzuk a Hgr ésa Hp ) terek kozotti viszonyt,
valamint megmutatjuk, hogy Hjo ) atomos szerkezetdi. Azt mondjuk, hogy
az f:[0,00) — R fliggvény
a) els6 tipusi H,o)-atom, ha van olyan 8 > 0 szdm, amelyre f = 5_1)([0,5] ,
b) mésodik tipusi Hjpeo)-atom, ha van olyan I C [0,00) korldtos inter-
vallum, hogy

i) suppfcl, i1) Jf:o, i) ||fllee < 1177,
1

ahol [I| az I hosszét jeloli. A Hjpoo)-atomok halmazat Ay )-val jeloljiik.

3.14. Tétel ([Frio1)).

i) f € Hipoo) akkor és csak akkor, ha vannak olyan fi € Ap ) atomok és
o € R (k € N) egyiitthatok, amelyekkel az f elddll f= ) 2 xfi sor
alakban. A sor osszegzésekor a konvergencidt m.m. és Lgo‘w)—normciban
értjuk.

Az f normadgjdra tovabba teljestil, hogy

o0
[fll740..., = inf Y loud,
k=0

ahol az infimumot az dsszes ilyen lehetséges felbontdsra vessziik.
ii) Hpoo) tzomorf a Hg térnek a pdratlan figgvények dltal alkotott al-
terével.

Megemlitjiik, hogy az ii)-beli ekvivalenciat kordbban Liflyand [Lif93] is iga-
zolta. A tovabbiakban a Hj ) tér diszkretizacidjaval foglalkozunk. A
transzformécié szempontjabol természetes médon adédik, hogy Hip o) diszkrét
megfelelojének a Ty diszkrét Telyakovskii-transzformécio altal generdlt Hpy
teret tekintsiik. Masrészt azonban van legalabb két mésik természetesen
adodd diszkretizacios lehetoség is. Vegyiik példanak az P és az I_E)‘OO) te-
rek kozotti kapcsolatot. Tekintsiik ehhez az a valds sorozat dltal generalt
(Pa)(x) = ay (x € [0,00)) 1épcsosfiiggényt, ahol [x] az x egész részét
jeloli. Ismeretes, hogy a € 7 (1 < p < oo) akkor és csak akkor, ha
Pa € L, ), és ekkor [lallp = ”PaHLFo ., Bzzel analog médon is bevezethet;jiik
a Hpeo) Hardy-tér egy diszkrét véltozatét. Az atomos felbontés segitségével
egy masik mod is adédik. Nevezziik az a sorozatot atomnak, ha Pa € Ap ),
azaz atom Hj)-ben. Jeloljik az ilyen sorozatok halmazit An-nel. Ezek
utan az An-beli atomok segitségével is definidlhatunk egy sorozat Hardy-teret.
Az aldbbi tétel az mutatja, hogy mind a harom természetes médon adédo
diszkretizalas ugyanazt a teret hatarozza meg.
3.15. Tétel ([Fri0l]). Legyen a walds sorozat. FEkkor az aldbbi dallitdsok
ekvivalensek:
i) a € Hy,
11) Pae H[O,oo) ’
iii) alkalmas a® € Ay atomok és (oq) € ' egyiitthatd sorozat segitségével
a felirhatd a =73, oa®  sordsszegként, ahol a sor konvergencidjdt
' -normdban értjiik.
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A generdlt normdk is ekvivalensek:
o0
[Palls,., = llallw, ~ inZ louel .
k=0

A jobb oldalon az infimumot az a osszes lehetséges atomos felbontdsdra
vessziuk.

Megemlitjiik még, hogy Telyakovskii-Hardy-terekkel kapcsolatos dualitasi
tételeket (3.16., 3.17. Tételek) is igazoltunk, azaz karakterizdltuk a megfe-
lel6 BMO, VMO tipusu tereket.

A kovetkez6 pontban az integralhatésagi feltételekkel kapcesolatos alkalmazésra
mutatunk példakat. Elotte egy maéas jellegii alkalmazast szeretnénk meg-
emliteni, ami azt mutatja, hogy a Telyakovskii-feltétel altal motivalt atomos
Hardy-tér mas tertileteken is jol alkalmazhato. Betancor, Dziubdnski és Torrea
a [BetDziTor09] cikkben Bessel-operatorok dltal generdlt Hardy-terekkel fog-
lalkoznak. A Hardy-terek elméletében fontos kérdés az adott Hardy-térnek
transzformalttal, maximélfiiggvénnyel, illetve atomos felbontassal valo jel-
lemzése. A jellemzést az Ap o) atomok segitségével sikeriil megadniuk. Be-
tancor, Dziubdnski és Torrea cikke azt mutatja, hogy a Hjo ) atomos Hardy-
tér olyan fontos operatorokra, mint példaul Bessel, Riesz, Poisson, Hankel,
vonatkozo vizsgalatok soran is hasznosnak bizonyul.

3.5. A Telyakovskii-féle integralhatésédgi feltétel altalanositasa.

Ebben a pontban a Telyakovskii-féle (14) integrélhatdsdgi feltétel kiter-
jesztésével foglakozunk. Mint korabban mar emlitettiik, az eredetileg a cosinus
rendszerre igazolt feltétel bizonyitasa nagyban kihasznalja a rendszer specialis
tulajdonsagait. Megmutatjuk, hogy a 3.14. Tételt felhasznalva egy egységes
targyalasmod adhaté, aminek a segitségével a feltétel atviheté més ortonormalt
rendszerekre. Ebben dont6 szerepe van a Hjp o) tér atomos felbontdsdnak. A
szoban forg6 probléma esetén az atomos felbontés alkalmazédséval a (14) feltétel
egy Sidon-tipusu egyenl6tlenséggel hozhatd kapcsolatba.

Legyen @ = (@y) egy olyan ortonormalt rendszer, amelynek @y (k € N) tag-
jaiaz Ligy, térben vannak, és alkalmazzuk a szokasos DY = Z}:o] ¢, D§ =0
(k € N) jelolést.

3.19. Tétel ([Fri0l]). Tegyiik fel, hogy a ® rendszerhez van olyan Cq pozitiv
konstans, hogy tetszdleges a € Ay atom esetén

1 oo
(15) J ‘ZakD]‘?‘ < Co.
0" k=0
Ekkor

i) minden olyan a nullsorozat esetén, amelyre Aa € Hy van olyan f €
Lgo,n fiigguény, aminek ®—Fourier sora az a dltal generdlt Y -, @y
O —sor, és az f normdjdra igaz az ||f|l1 < Co|lAa|py, becslés;
ii) walamint, ha a © rendszerre még a
(16) sup DY (x)] < oo (m.m.x € [0,1])
keN

feltétel is teljestl, akkor f a ) .-, ax@x sor pontonkénti dsszegfiggvénye.
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A mondottak alapjan a 3.19. Tétel ugy értelmezhetd, hogy a Telyakovskii-
féle integralhatosagi eredmény egy Sidon-tipusu egyenlotlenség kovetkezménye.
Konnyi megmutatni, hogy a (16) feltétel teljesiilése esetén az &llitds meg is
fordithatd, azaz ezekre a rendszerekre a (15)-beli Sidon-tipusu egyenlétlenség
és a Telyakovskii-féle eredmény ekvivalensek.

Az els6, és masodik tipust Aj ) atomok fogalméval 6sszhangban definidljuk
az F-, és az S-tulajdonség fogalmét, amelyeket eredetileg Schipp Ferenc [Sch92]
vezetett be. A trigonometrikus rendszert példaként szem elOtt tartva azt
mondjuk, hogy a @ rendszerre teljesiil az F-tulajdonsag (Fejér-tulajdonsag),

ha

(17)

FEotl<c mem.

Azt mondjuk tovédbbd, hogy a @ rendszerre teljesiil az S-tulajdonsag (Sidon-
tulajdonsag), ha a

(18)

2“

®
§ Dy
k=1

becslés fennall minden £ € N esetén, feltéve, hogy Zi; cx = 0.

Koénnyti ellenérizni, hogy a (15) egyenl6tlenség ekvivalens az (1) egyen-
16tlenséggel X = Hp 1) valasztassal, és mindkettd egyenértékli azzal, hogy
a @ rendszerre teljesiilnek az F- és S-tulajdonsdgok. Az i)-beli Aa € Hy
pedig természetesen a Telyakovskii-féle feltétel. A fenti tétel tehat azt fe-
jezi ki, hogy azon rendszerek esetén, amelyekre teljestilnek az F- és S-
tulajdonsagok a Telyakovskii-féle feltétel integralhatdsagi feltétel. A tételbeli
eredmény lehetéséget ad a Telyakovskii-féle eredménynek maés rendszerekre
torténd kiterjesztésére. Ahelyett, hogy az adott rendszerre a széban forgd
integralhatdsagi feltételt kozvetleniil igazolnank, kivalthatjuk ezt azzal, hogy
helyette a (15) egyenlStlenséget mutatjuk meg. Ez tobb elénnyel is jar. A
(15) egyenlétlenség igazolasa az atomok egyszerii szerkezete miatt szdmos
esetben konnyebb. Részeredmények is altaldban ismertek, ugyanis a (15)
egyenlGtlenséget elsé tipusu atomra tekintve a bal oldalon éppen a Fejér-féle
magfiiggvényt kapjuk. Masrészt, amint arra tobb példat is mutattunk, a Sidon-
tipusu egyenlotlenségek mas teriileteken is jol alkalmazhatok.

A fent mondottakat két példaval tamasztottuk ald. Az egyik a Walsh—
Kaczmarz rendszerre, a masik pedig a [0, 0o) intervallumon értelmezett cosinus
és Walsh—Paley rendszerekre vonatkozik. A Walsh-Kaczmarz -rendszer esetén
az alabbi tételt lattuk be.

3.21. Tétel ([Fril3a]). Ha u = (w) € Hy, akkor az aldbbi konvergencia
eredmények érvényesek a Walsh—Kaczmarz—Dirichlet magokbdl képezett U =
> oo, wDE sorra.

i) Tetszbleges u = Y oo, Aal® <a(k) € Ay, Ade € Ry 3 22 A < oo)

(k)
j

1
JE— <
- ‘] C Orgrlli)zcn lck] (n,£ € N)

atomos felbontds esetén a 3} 23 M3 %y a D} sor normdban és m.m.
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15 konvergdl eqy g € LEO,]] fuggvényhez. A g hatdrfigguény figgetlen a
kiilonbézé atomos felbontdsoktol, és ||gll1 < || Au|#y.

i) Jelolje U, = Y . ,wDE az U sor n-edik (n € Nyn > 1)
részletosszegét.  Ekkor a részletosszegek (Upn) részsorozata Lgo,n‘
normdban és m.m. is konvergdl azi)-beli g fiigguényhez.

A mésodik példdhoz jelolje W az [0,00) intervallumon értelmezett cosinus

és Walsh-rendszerek valamelyikét, 6@ pedig egy g € L?O)OO) fiiggvény W-

transzformaltjat. A W rendszerekre az alabbi integralhatésagi tételt igazoltuk.
3.22. Tétel ([Fri0l]). Legyen f:[0,00) — R olyan lokdlisan abszolit foly-
tonos fiigguény, amelyre f' € Hpoo)y €5 limg,o f(t) = 0. Ekkor van olyan
gec LEO’OO) fligguény, amelyre

oy, < Clflle., 6 g'=t,

tovdbbd g(x) = limy_, f(l; f(t)h,(t)dt (m.m. 0 < x < o0o).

A cosinus transzformaltra vonatkozdan ezt az eredményt eredetileg Liflyand
[Lif93] igazolta, amelynek sordn tdmaszkodott a trigonometrikus rendszer
specialis tulajdonagaira. A 3.22. Tételre altalunk adott bizonyitas esetében a
f6 motivacié annak megmutatasa volt, hogy az tgynevezett atomos technika
segitségével a két rendszer egységesen kezelhetd. Ezen az alapon lehetové valt
a tételbeli eredménynek a két modellen tuli tovabbi rendszerekre valo kiter-
jesztése is.

A 3. fejezetben a szerzének a [Fri93], [Fri95b], [Fri96], [Fri97al, [Fri97b], [Fri99),
[Fri00],[Fri0l], [Fril3a] és a James Daly-vel kozos [DalFril0] cikkeiben igazolt
eredményei kertiltek feldolgozasra.

)

4. EROS SZUMMACIO, EROS APPROXIMACIO

A 4. fejezetben ortonormaélt rendszerek Fourier-soranak erés szummacios és
er0s approximacios tulajdonsdgaival foglalkozunk. A trigonometrikus Fourier-
sorok erds szummaciojaval kapcsolatos elsoé eredményt Hardy és Littlewood iga-
zoltak 1913-beli cikkiikben. Az erds approximécio kérdésének a vizsgélata csak
joval késobb, 1963-ban kezdédott. A kezdeményezés Alexits Gyorgy nevéhez
fizodik. A magyar harmonikus analizis iskola azéta is szamos eredménnyel gaz-
dagitotta az erts approximacio elméletét. Ezzel kapcsolatban Leindler Ldszlo
[Lei85] 1985-ben irt monografidjara utalunk, amiben a szerz6 az erés appro-
ximacio elméletének addigi fejlodését foglalta Gssze.

Az 4.1. pont egy altalanosan megfogalmazott dualitasi kapcsolatra vonatkozo
eredményt tartalmaz. Ebbol megfelel6 szereposztassal az adott rendszerre
vonatkoz6 Sidon-tipusu egyenlétlenségek és a rendszer szerinti Fourier-sorok
er0s szummacios, illetve erés approximacoés tulajdonsagai kézotti osszefiiggések
adédnak. Ezt a kapcsolatot alkalmazzuk a 4.2. pontban, ahol olyan eros
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szummacios tételeket igazolunk, amik specialis esetként tartalmazzak a tri-
gonometrikus rendszerre vonatkozé klasszikus eredményeket. A fejezet 3.
pontjaban erds approximaciés kérdésekkel foglalkozunk. A vizsgalatokban f6
szerep jut az eros oszcillacio fogalmanak. Ezzel egy adott index intervallumon a
Fourier-részletosszegek és az index intervallumra vonatkoztatott altaldnositott
de la Vallée Poussin kozép kozotti eltérést jellemezziik. Az atomos felbontéds
segitségével megmutatjuk, hogy alapveté szummacids eredmények, koztiik a
Fejér-szummacié, hogyan generalnak erdsebb, sot tobb esetben tovabb mar
nem is javithaté eredményeket.

4.1. Dualitési relacié. A fejezetben végig a ® = {@o, @1, @32, ...} ortonormélt
rendszerrdl feltessziik, hogy az elemei L, -ben vannak. Az erés szummaciéval
és approximacioval kapcsolatos fogalmaknak a definidldsahoz olyan X Banach-
tereket alkalmazunk, amik eleget tesznek néhany természetesen adodo
kritériumnak, mint példaul X C LEO’”, és hogy a diadikus 1épcsosfiiggvények
halmaza része X-nek. Az ily modon szarmaztatott fogalmak lefedik azokat az
eseteket, amikre az eddig ismert eredmények vonatkoznak.

A 4.1. Tételben egy ekvivalenciat fogalmazunk meg &ltaldnos formaban,
amelynek megfelel6 szereposztassal az egyik oldala erds szummacios tulaj-
donsdgoknak, a masik pedig Sidon-tipusu egyenlotlenségeknek feleltetheto
meg.

4.2. Erds szummiacié. Jelolje C® a @ linedris burkdnak lezartjat L -ben, és
legyen Y egy, az el6z6 pontban emlitett X Banach tér dudlisa. Ekkor
[T(STF(x) = F(x), ..., Shf(x) — f(x)) |, (fec® xe[0,1),neN)

az f fliggvény @-Fourier-sordanak x pontbeli 2™-edik erés Y-kozepe.
Ha példaul Y = LE)J] (1 <p < ), akkor az erés p-kozepet kapjuk:

IT(STF(x) — F(x), ..., Sf(x) = F(x))]|, (2“Z|Sk )Ip> )

Azt mondjuk, hogy a @ rendszer er6s Y-szummabilis az x-ben, ha minden
f € C? esetén

(19) T}LIEO [T(STF(x) = (%), ..., STf(x) — f(x))||, =0

Jelolje D, ( = > Ocpk x)er(t) (0 < x,t < 1) a @ Dirichlet-féle
magfﬁggvenyelt Ekkor a kovetkezo dualitasi kapcsolat all fenn az erds
szummacio és a Sidon-tipusi egyenlotlenségek kozott.

4.2. Tétel ([FriSch98]). Legyen x € [0,1). Ekkor a ® rendszerre vonatkozo
alabbi két tulajdonsdag ekvivalens:

i) @ erds Y-szummabilis x-ben;
ii) a (19) feltétel teljesil minden © polinomra és

1 <
(20) 2—nJ’chQS(X,t))d’tgCHF(c],...,CZn)HX (ck €R, n € N).
0" k=1
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A trigonometrikus rendszert és az X = LE)J) esetet véve i) a Hardy—Littlewood-
féle [HarLit13] erés szummaciés eredménynek, mig ii) a Bojanic—Stanojevié-
féle [BojSta82] Sidon-tipusi egyenl6tlenségnek felel meg. A 4.2. Tétel du-
alitasi tétel kovetkezményeként az ismert Sidon-tipusu egyenlStlenségek és
az erds szummacios tételek parba allithatdk, koztiikk ekvivalencia allithato
fel. A Walsh-rendszerre korabban igazolt Sidon-tipusu egyenl6tlenségekbdl
a dualitasi tétel segitségével 1j, addig nem bizonyitott erds szummacios
eredményeket kapunk. Fzek a Walsh- és a trigonometrikus eset kozti, eb-
ben a vonatkozasban fennallé analogiat mutatjék.

A @ rendszer szerinti ®, Dirichlet-féle magfiiggvényekre &ltalanositva a
korabban bevezetett F- és S-tulajdonsag fogalmat azt mondjuk, hogy a @
rendszer teljesiti az § tulajdonsagot az x pontban, ha

1 (M e o

(21) Z—RL‘;Qk(x,t)‘d’ch (neN).

Tovabbéa azt mondjuk, hogy a @ rendszerre teljesiil az G-tulajdonsag az x
pontban, ha

1 [ <
(22) z_nj > edPx 0] at < C max jod  (mLeN)
0" k=1

<k<2m™

minden £ € N esetén, feltéve, hogy Zi; cx = 0. Diadikus G-tulajdonsagrol
beszéliink, ha a (22) egyenl6tlenség teljesiilését csak € =j2™ (j € N) tipusi
indexekre koveteljiik meg.

A § és a G-tulajdonsagok éltal generdlt Sidon-tipusi egyenlétlenségeken ke-
resztiil exponencialis kozepekre vonatkozé eredményt igazoltunk.

4.4. Tétel ([FriSch98]). Legyen x € [0,1) és tegyiik fel, hogy a @ rendszerre
teljesil az §- és a diadikus G-tulajdonsdag az x pontban. FEkkor tetszdleges
A>0és felC? esetén

lim % 3 exp(AISPf(x) — f(x)) —1=0.
k=1

A forditott Sidon-tipusi egyenlStlenségek segitségével ([Fri93], [Fri95al,
[Fril3a]) sikeriilt igazolni az exponencidlis erés szummécids tétel optimalis
tulajdonsidgat a trigonometrikus, a Walsh-Paley- és a Walsh-Kaczmarz-
rendszerekre.

4.5. Tétel ([FriSch98|, [Fril3al) Jelslje @ a trigonometrikus, a Walsh—Paley-,
a Walsh—Kaczmarz-rendszerek valamelyikét. Legyen  olyan, a [0,00) inter-
vallumon értelmezett monoton novekedd figguény, amelyre lim, o+ p(u) = 0.
A ) dltal generdlt

(23) lim lZw(\SSf(x) —f(x)|) =0 (feC®0<x<1)
k=1

n—oo N
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erds szummacios tulajdonsdg akkor és csak akkor dll fenn, ha van olyan A >0
szam, amelyre P(t) < exp(At) (0 <t < o00).
Ebben az esetben a konvergencia egyenletes x-ben.

Megjegyezziik, hogy a trigonometrikus rendszerre a 4.4., 4.5. Tételeket,
utoébbit a P fliggvény folytonossaga esetén, Totik Vilmos [Tot80] mar koraban
bebizonyitotta. A kétdimenzids véltozatokat Gogogladze [Gog09], valamint
Goginava és Gogoladze [GogGogl2] igazoltdk a trigonometrikus, illetve a
Walsh—Paley-rendszerre.

4.3. Er6s approximacié. Az erGs osszcillaciora vonatkozé dualitasi tételben az
eltolt indexti Sidon-tipust egyenlotlenségekkel valé ekvivalencia tulajdonsagot
igazoljuk. Ennek segitségével az erds kozepek konvergencia sebességére vo-
natkozo tételeket sikeriilt bizonyitani. Az aldbbi tétel az emlitett dua-
litasi kapcsolatot fejezi ki az erds oszcillacié és az eltolt indexti Sidon-tipust
egyenlotlenségek kozott.

4.6. Tétel ([FriSch98]). Legyen 0 < x < 1. Az aldbbi két tulajdonsag ekviva-
lens:

i) van olyan C konstans, hogy tetszdleges j,n € N indexek és ¢, € R
(k=1,...,2") egytitthatok esetén

1 (1 &
z_nJ ‘chgg—kan(x)t) dtg C||r(c])...,C2n)||X)
0" k=1

feltéve, hogy Zi; cy =0;
ii) van olyan C konstans, hogy tetszbleges j,m € N indexek és f € C®
fuigguény esetén

T (S i1 0 = Vi jan F(), s SEaanf (%) = Vi o F)) || < CEWf

(A tétel érvényben marad akkor is, ha mind i)-ben, mind pedig ii)-ben j2™-et
tetszdleges € természetes szdimmal helyettesitjik.)

E®f az f € C? fiiggvénynek a legfeljebb n-edfoki ®@-polinomokkal valé legjobb
egyenletes kozelitését jeloli.

A 4.6. Tétel alkalmazasara példaképpen az alabbi erds approximacios
eredményt ismertetjiik, amelyet a Hardy- és a BMO-terek kozotti dualitasi
kapcsolat felhasznalasaval igazoltunk.

4.7. Tétel ([FriSch98]). Az aldbbi hdarom tulajdonsdg egymdassal ekvivalens:

i) a @ rendszerre teljesil az egyenletes S-tulajdonsag,
ii) wan olyan C konstans, amelyre

1Z]sk+g —VOf(x)| < CEPf (0<x<1,{TeN, feC®);
k=1

iii) wan olyan C konstans, amelyre

[T(SEF(x) = VAF(x), ..y SELF(x) — Vi f(x) < CEJPf

Mo,

0<x<T1,4,reN, feC?).
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(Az egyenletes diadikus S-tulajdonsdgnak az ii) és iii)-beli { =3j2" (j, n € N)
indexvalasztas felel meg.)

Az ii)-beli egyenlStlenség bal oldaldn szerepld kifejezést altalanositott Fejér-
oszcillaciénak nevezhetjiik. A tétel ii) és iii) részének ekvivalencidja azt
jelenti, hogy az &ltaldnositott Fejér-oszcillacid ii)-beli approximacids tulaj-
donsdga maga utdn vonja azt a latszolag erésebb eredményt, hogy a BMO
oszcillacidk szintén a legjobb kozelités sebességével konvergalnak.
Megjegyezzik, hogy a 4.7. Tételbol szamos, a Fourier-sorok erés appro-
ximaciéjara vonatkozo olyan eredmény addédik kovetkezményként, amelyek
tobbsége a trigonometrikus rendszer esetén ismert és klasszikusnak szamit.

A fejezetben a Schipp Ferenccel kozosen irt [FriSch95], [FriSch97], [FriSch9s]
cikkek eredményeit dolgoztuk fel abban az altalanosabb megfogalmazasban,
ahogy az [FriSch98]-ben szerepel.

5. HORMANDER-MIHLIN-MULTIPLIEREK

A multiplier operatorok fontossagat alatamasztja az elméleti és gyakor-
lati téren, példaul a differencialegyenletek elméletében és a jelfeldolgozasban
is jatszott szerepiik. Elég csak azt megemliteniink, hogy a jelfeldolgozas
egyik fontos fogalma a szlir6 nem mas, mint a multipliernek az ottani szak-
nyelvben meghonosodott elnevezése. Egy ¢ komplex szamsorozat esetén az
él@la generalt T, multiplier transzformdciét a Fourier-egyiitthatok terén a
Tefy = (pk%\(k) (k € Z, f € L)) egyenlSséggel definidljuk. A teriilet leg-
ismertebb klasszikus eredménye Marcinkiewicz-nek a trigonometrikus mul-
tiplier operdtorok LP-korlatossagara (p > 1) adott klasszikus elégséges
feltétele. Ebben azt igazolta, hogy ha egy korlatos ¢ sorozatra teljesiil a
SUPp>0 D om <<+t 1A@x| < oo feltétel, akkor a T, mutiplier operéator korldtos
az LY (1 < p < oo) téren. A Walsh-rendszerre vonatkozé megfelel§jét
Wo-Sang Young [WoS94] latta be. Mi a Marcinkiewicz-feltételnél erésebb un.
Hormander-Mihlin-feltétellel foglalkozunk:

A N\ /7
supZ“( Z ’;k’) < 00 (1<r< o).

>
n>0 2“§|k\<2“+1

Ebbol az egydimenzids esetben a Marcinkiewicz-feltétel specidlis esetként
adodik, ezért roviditésként az MHM betitharmast fogjuk hasznélni. Az
er0sebb feltétel is nyilvanlvaléan elégséges az operatorok LP-korlatosssagahoz
(p > 1), de természetes médon vetddik fel ebben a vonatkozasban a Hardy-
tereken vald korlatossag problémaja. A fejezetben ismertetett eredmények
ezen felvetés koré csoportosithatok. Az egyes pontokban kiilonb6z6 rendszer-
fliggvénytér modelleket targyalunk, tigymint trigonometrikus rendszer—valds
periodikus Hardy-tér, Walsh-rendszer-diadikus Hardy-tér, Walsh-rendszer a
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[0,00) félegyenesen—diadikus Hardy-tér a félegyenesen, kétdimenziés Walsh-
rendszer—kétdimenzios diadikus Hardy-tér. A bizonyitasok soran az egyes
modellekben alkalmazott modszerekbeli, targyalasmoédbeli eltérések megha-
ladtédk azt a mértéket, aminél még érdemes lett volna az egységesitésre vald
torekvés.

5.1. Trigonometrikus multiplierek a Hy, téren. Ebben a pontban a trigonometri-
kus rendszerrel kapcsolatban elészor azt mutattuk meg, hogy a Marcinkiewicz-
feltételnél erésebb kikotés, nevezetesen, hogy a multiplier sorozat korlatos
valtozdsi sem biztositja az operator korlatossagat a periodikus H,, Hardy-
téren.

5.1. Tétel ([DalFri05]) Van olyan korldtos vdltozdsi @, @_x = @x (k € N)
sorozat, amelyre a T, multiplier operdtor nem korldtos Hyr-b6l L), -be.

Ezek utan igazoltuk, hogy tetszdéleges r > 1 esetén az MHM-feltétel elégséges
a mutipliereknek a valds periodikus Hardy-téren val6 korlatossagahoz.

5.2. Tétel ([DalFri05]) Tegyiik fel, hogy a @« = @x (k € N) feltételnek
megfeleld @ sorozat korldtos. Ha valamilyen v > 1 szamra

A r\ 1/
SupZ“( Z | ;k|) < o0,

> .
n=0 <[k <2i+

akkor T, korldtos a Hyy téren.

5.2. Multiplierek a diadikus HEM) és a periodikus H  tereken. Elészor a Walsh-
esetet vizsgaltuk. A fenti trigonometrikus eredmények analogonjan tul az
MHM-feltételnek a diadikus H][DOJ) (0 < p < 1) tereken val6 korlatossagaval
is foglalkoztunk. Az erre vonatkozo eredményt fogalmaztuk meg a kovetkezo
tételben.

5.4. Tétel ([DalFri03]). Legyen 1 <r <2 és p>rv/(2r—1). Ha ¢ olyan
korldtos sorozat, amelyre

2n+1 |A(P |T ]/T
sup 2" E * < 0,
n>0 2]
= k=2n41

akkor Ty korldtos a HI , téren.

Az MHM feltétellel kapcsolatban kiemmeljiik, hogy az kozvetleniil a multip-
lier sorozat tagjaira vonatkozik, mig a korabban ismert feltételek mindegyike
a magfiiggvény Walsh—Fourier soranak diadikus blokkjainak nagysdgrendjére
vonatkozott. Ezt ugyan kozvetve természetesen a @y (k € N) tagok hatarozzak
meg, de maguk a feltételbeli mennyiségek nem fejezhetok ki kozvetelentil az
egyitthatokbdl. Ilyen tipusi eredmények taldlhaték példaul a Daly-Phillips
[DalPhi98a|, [DalPhio8b], Kitada [Kit87], Onneweer-Quek [OnnQue89), és Si-
mon [Sim85] cikkekben.

Megmutattuk azt is, hogy az 5.4. Tételbeli eredmény éles abban az értelemben,
hogy a p-re tett p > r/(2r — 1) feltételben a jobb oldalon 1év6 r/(2r — 1)
szam nem csokkentheto.
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5.6. Tétel ([DalFri03]). Legyen 1 < r < 2. Ha p < v/(2r — 1), akkor
van olyan korldtos ¢ sorozat, amely kielégiti az MHM-feltételt, de T, nem
korldtos HI,,-bdl LE)J)-be.

Ismeretes, hogy 1 < p < oo esetén az L, Lebesgue- és a Hf  diadikus
Hardy-terek ekvivalensek, ezért az MHM-feltétel egyszerre tekintheto a ]HI‘[%J)
térre és az LEM) térre vonatkozo multiplier feltételnek is. A HE)J) vonat-
kozasaban az 5.4. Tétel azt mutatja, hogy az MHM-feltétel alkalmazasdval
a korlatossag kiterjesztheté a p < 1 tartomanyra is. Ezzel szemben az LE))”
modellt véve azt taldltuk, hogy fliggetleniil az MHM-feltételbeli r értékétol a
korlatossag nem terjeszthetd ki mar az ]—Eo,n térre sem. Ez azt mutatja, hogy
ebben a vonatkozasban valéban a Hardy-térskdla a természetes valasztas.

5.8. Tétel ([DalFri03]). Minden 1 < r < oo esetén van olyan korldtos @
sorozat, amelyik kielégiti az MHM-feltételt, illetve v = oo esetben annak a
szokdsos modon vett megfeleléjét, de T, mnem korldtos az LEO,]) téren.

5.3. Hormander-multiplierek a Walsh-transzformaltakra. A 3. pontban az 5.4.,
5.6. Tételeknek a Walsh-transzformaltra vonatkozd analég eredményeit igazol-
tuk.

5.4. Kétdimenziés diadikus Hormander-multiplierek. A fejezet utolsé, 4. pont-
jaban a kétdimenzids problémaval foglalkozunk. A MHM-feltétel természetes
modon altalanosithaté erre az esetre. Az MHM-feltételnek eleget tevd @ kettds

sorozatoknak megfelel6 T, Walsh—Paley multiplier operatornak a HE)’T”Z térbol
az LE)‘T])Z Lorentz térbe valé korldtossagéat vizsgaltuk, ahol IHIE)’;)Z a diadikus
HE),UZ martingdl Hardy-térbol szarmaztatott Hardy—Lorentz teret jeloli. A
kétdimenzios MHM-feltételre vonatkozé eredményiink a kévetkezo.

5.14. Tétel ([DalFri08]). Legyen 1< q <2 és p > q/(2q—1). Tegyiik fel,
hogy a korldtos @ sorozat teljesiti a q-kitevds kétdimenzios MHM-feltételt.

Ekkor
i) T, korldtos H‘[’O’S)z—bé’l LE;,T])Z'be 0<r<00);

ii) a T, operdtor gyengén (H?

[0’1)2,1_%0’”2) tipusil.

A H?O’” , teret az igynevezett hibrid maximalfiiggvény segitségével értelmezziik:
f(x,y) = sup, [Sonfy(x)|  (f€Lig;p, 0<%,y <),

ahol fy:[0,1) = R, fy(x) = f(x,y). Ekkor
Hfy, . ={f € Liy. ¢ € L), ||ﬂ|HfO”Z = ||| .

Mivel ]HIFO’%Z = HE) 12 és LE)‘I;)Z = I_E) 112> ezért az 5.14. Tétel specidlis eseteként
adodik, hogy T, korldtos HE)J)Z—b(')'l LE),UZ'be (q/(2g—1) < p < 1). Simon
Péter [Sim98b] megmutatta, hogy ha egy multiplier korldtos ]I-]IE)’])Z—bél U[ZM)Z_
be, akkor korlatos a HE) 12 téren is. Igaz tehat az egydimenzios 5.4. Tételnek

az alabbi kétdimenziés megfeleldje.
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5.15. Tétel ([DalFri08]). Ha a korldtos @ sorozat valamilyen 1 < q < 2
esetén kielégiti a kétdimenzios MHM-feltételt és p > q/(2q — 1), akkor T,
korldtos a ]HIE)])2 Hardy-téren.

A feltétel élességével kapcsolatban megjegyezziik, hogy az kénnyen levezetheto
az egydimenzids esetre a [DalFri03] cikkben adott konstrukeciénkbdl.

Megemlitjiik, hogy az 5.14. Tétel bizonyitasa nem szarmaztathatd az egydi-
menziés eset duplikdlt alkalmazasaval. Az 5.4. Tétel, azaz az egydimenzids
véltozat bizonyitdsdban azt igazoltuk, hogy teljesiil Kitada-nak [Kit87] egy, a
korlatossagra vonatkozo elégséges feltétele. A kétdimenzios 5. Tétel bizonyi-
tasakor egészen mas megkozelitést alkalmazunk. Nevezetesen, azt mutatjuk
meg, hogy T, ugynevezett Hﬁmz-kvézi—lokélis operator. Ebbdl mar Weisz
Ferenc [Wei94] dltalanos meggondoldsai alapjan kovetkezik a tétel. Kicsit le-
egyszertsitve azt mondhatjuk, hogy a Hardy-terekre vonatkozo6 eredmények bi-
zonyitasa tobbnyire a tér atomos struktirajan alapul. A kétdimenzids esetben
a HE)J)Z atomos struktirdja lényegesen bonyolultabb az egydimenzios esetnél,
mert a tér elemeit dltalaban nem lehet el6allitani olyan atomok oOsszegeként,
amelyeknek a tartéja téglalap. Nevezziik a tovabbiakban az ilyen atomokat
téglalap atomoknak. Kvézi-lokalis operdatorok esetén azonban a helyzet egy-
szerlisodik. Ekkor ugyanis a korlatossagot elég csak a téglalap atomokon el-
lenérizni. A p-kvézi-lokélis tulajdonsag (1d. pl. [Wei94]) definicidjahoz tegyiik
fel, hogy T, egy, az L[ZO’])2 téren korlatos szublinedris operator. Tovabba
adott I =1; x I, diadikus téglalap esetén vezessiik be az I" (r € N) diadikus
téglalapot a kovetkezoképpen: I' = Ij x I3, ahol I} az a diadikus interval-
lum, amelyre I; C I} és ‘I;|/|I]| = 2" (j = 1,2). Ekkor azt mondjuk, hogy
a T, operdtor HE))UZ—kvézi—lokélis, ha van olyan & > 0, hogy minden olyan

]H[E) ])z—beli a téglalapra atomra, amelyre supp a C I teljesiil az alabbi becslés
(24) J Tea <C,27°  (reN).
[0,1)A\I"

Ebben a fejezetben a szerzének James Daly-vel kézosen elért, a [DalFri03],
[DalFri04a], [DalFri04b], [DalFri05], [DalFri08] cikkekben, valamint az 6nélld,
[Fril3b] cikkben publikélt eredményei szerepelnek.
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