Vialasz Gat Gyorgy opponensi véleményére

Megkoszonom opponensemnek a dolgozatom figyelmes atolvasdsat, az eredmények
értékelését, illetve az ezekkel kapcsolatos észrevételeket. Koszonom a birdlat végén meg-
fogalmazott pozitiv Osszefoglald véleményét.

Az opponensem altal megfogalmazott hdrom kérdés mindegyikét a témakdor szempontjabol
relevansnak tartom. A kérdések a Sidon-tipusu egyenlotlenségekkel vannak kapcsolat-
ban, és ahogy a felvetésben emlitésre keriilt az eredmények varhatéan tobb tertileten,
mint példaul majdnem mindeniitt valé konvergencia, is kozvetleniil alkalmazhatok. A
szoban forgd problémak vizsgalata feltehetéleg még tovabbi kutatdsokhoz fog vezetni.
Az aldbbiakban adott vélaszok nem jelentik a problémak végleges lezarasat, de tovabbi
vizsgalatokhoz kiindulasként szolgdlhatnak.

1. KERDES: A Sidon egyenldtlenségek a Dirichlet magfiggvények linedris
kombindcior normdajinak a becslésérol szol. Felhaszndlasaik normagellegii dllitdsokhoz
fiizodnek. Majdnem mindenitti konvergencia tételek igazolasihoz hasznos lenne, ha Di-
richlet magfiiggvények linedris kombindcidinak mazimdlfigguényére (természetesen meg-
feleléen lenormdlva) tudndnk dllitdsokat igazolni. Azaz, a kévetkezd integrdlra tudunk-e
(természetesen a (cy) sorozattdl fiiggd) valamilyen felsd becslést adni akdrcsak a Walsh-
Paley esetben?

VALASZ AZ 1. KERDESRE

A kérdésben szerepld integral két vonatkozasban tér el a hagyomanyos Sidon-tipusu
egyenl6tlenségektol. Az egyik az, hogy az integraldsi intervallum nem a teljes [0, 1]
intervallum, hanem annak csak egy, a 0 koriili kornyezeten kiviili része. Ezt a valtozatot
neveztiik a dolgozatban csonkolt Sidon-tipusu problémanak, amivel kapcsolatosan az els6
eredmény Moéricz Ferenct6l [Mor90] szarmazik. A mésodik eltérés az, hogy az integrélon
beliil egy maximalfiiggvényt tekintiink. Ilyen tipusd eredmény igazolt specialis egyiitt-
hatékat véve Gat [Gatl3] a 2-adikus egészek csoportjanak karakter rendszerére, illetve
Memic [Mem12] a Walsh-rendszerre. Az alabbiakban a kérdést elészor a Walsh, majd a
trigonometrikus rendszerre vizsgaljuk meg.

Walsh eset
Ismeretes (1d. pl. [SchWadSim90]), hogy

2
(1) Dk(x)gmin{k,;} (keN,k>1,0<x<1).



i) Ha csak az indext6l fiiggetlen 2/x részt tekintjiik, akkor (1)-bol kézvetleniil adédik a

1 n
1
(2) J sup—‘ E cka’ < 2logd - oy

sn>NTL

becslés, ahol oy = sup, >y — ZJ e (Ke N, K> 1).
Ennél jobb eredményt kapunk, ha (1)-ben figyelembe vessziik az els6 tagot is. Ekkor a

[2/x] n
- —ZklckH Z ey, > 12/
(3) T—L‘ Z cka‘ (x) < k=[2/x]+1
. — Zk|ck|> n < 2/x]
n k=1

(0 < x < 1) egyenl6tlenségre jutunk.
ii) Legyen elészor N > 2/8. Az indextartomanyt felbontva

[2/5]

(4) %‘;cka ‘ Z|Ck|<kX[52/k( )+§X{z/k,ﬂ(x)) y12 > led

nx
k=[2/8]+1

0<d<T,n>N,8<x<1).Innena o =sup,ox x>y qqled (KKLeN, K>1)
mennyiséget bevezetve azt kapjuk hogy

L sup—’ chDk‘ < — (2+210g )Ickl + (210gé> Ol2/8N (N >2/%).

n>N n

iii) Legyen most N < 2/6. Az indextartomémy és az integralasi tartomany megfelelo
felbontasaval

2/N
J Sup—‘ZCka’:J Sup—‘ZCka’—FJ sup—’chDk‘

n>NT n>NT 2/Nn>NTL

2/N 1 & 2/N
< sup — c D ‘ +J max ‘ cD ‘
_L nzzgsn kZ KK N<n<2/6 N Z Kk

1 n
1
+J sup — cka‘
2/Nn2NTU ;
=A+A,+B.

Kezdjiik a B résszel. Erre érvényes az elézd esetre adott becslés & = 2/N valasztdssal:

n

N
< %Z (2+210g ;)'ckl #2loaN/2o (of=sp - 3 )
k=0

2N N
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Az Ay tagra a (4)-beli becslésnek a [5,2/N] intervallumra valé lesziikitését
hasznalhatjuk. Mivel ezen az intervallumon

1 [2/8] )
— > el (kX[a,zm (x) + =X/ (X))
n X
k=0
N (2/8]
1 2
== Kewxsom(x) + - > e (kX[é,Z/k} + _X[Z/k,Z/N](X)) (6 <x<2/N),
g, K=N+1 x
ezért
N 2/8]
5 b 2 k . 2
<3) \ck!k(— —8)+5 > el (k( —8) +2log ) + Oy log =
k=0 255
N 2/8]
5 5 K\ 2
zZ|Ck’k<——5> + = Z ’Ck|<2+210gN> +0—[2/5} logm.
k=0 255
Az A, tag becsléséhez induljunk ki a (3) egyenlétlenségbdl. Legyen & < 277 < 2701 <
2/N. Ekkor
1 ¢ iy
72Kl n<2
1| & : :
_‘ Z Cka)(X) S 2)+1 n (2_] S x < 2_(]_])) .
N j+1 j+1
= Z Klow + 2) > ey n>2
k=21+141
Innen
) < Dy (%)
NEne2/s n‘ Z Cka‘ N<rf112§+1 n‘ Z Cka’ 21+1<n<2/5 n‘ Z ek

n

1
< max Zk|Ck|+2]+] max — Z [ckl

N<n<2i+1 M 2+T<n<2/6 M -
k=2i+141

(27 <x <2707 azaz

20—1) 1 n
max } E cka‘ — max E klck] +2 max — E Ici]
y—i  N<n<2/8 M 2 N<n<2i+1 n 2+1<n<2/s M ST
=2i+14
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adodik. Fzt felhasznalva kapjuk az

2/N
A max ‘ cD ’
2T J N<n<2/6 L Z K=k

§<l—6) max li]klckl—i-Zlogi mzix lilck!

N N<n<2/s M.

k=1
N (2/3]
< gz Ick!k<% ~5) + % > el (242108 %)
k=0 k=N+1

1
* (N N 5) N£r111a<}2</5 n Z Klew + 2log Nb N<n<2/5 n Z &

2 k 1 k
+10g S0l + Z(z + 2log k)le] + 21og(N/2) 0%,

k=0
Két tagot osszevonhatunk:
1 N 5. & 2 2logk
k(——é) 2 +log 2k (f* -5+~ )
ZZ\ck! Nglck!( +1log 2k) = kZ_Olck! KT tN TN
1 N
Z 4+ 2logk)lcyl .
k=0
fgy a fenti alakot egyszerﬁsithetjiik
[2/8] K
—~ D ‘ < 4 2logk 5 (14108 )
L igg ‘ch K + 2log k)|cx| + k%ﬂ ekl {1+ AN

1
+ (N —5) max Zk'Ck'

1
ERRCENGRt v Z' ¢

2 * N *
—|—logm'0[2/5]+210g?~01\, (N < 2/%).

A kapott becsléseket az ¢y egyiitthatéknak a kiilonbozé index intervallumokon vett
atlagaival sikeriilt kifejezni. KEzek szamos konkrét sorozatra, mint pl. monoton vagy



lassan valtozé (cy) sorozatokra, jol szamolhatdk, illetve becsiilhetdk.

Megjegyezzik, hogy az altalanos eset mellett vannak olyan specialis esetek, amikkel
érdemes kiilon is foglalkozni pontosabb becslés reményében. Ilyen példaul a Sidon-tipusi
egyenl6tlenségekben egyébként is fontos szerepet jatszo, a ¢, = 1 (k € N) vélasztasnak
megfelelo Fejér magok esete:

Feltehetjiik, hogy & = 271, és N = 2M, Tekintsiik a Walsh-Fejér magokra vonatkozé
ismert ([SchWadSim90]) egyenl6tlenséget

m—1 m—1
Kl <> 27™ > (Dyi+ 1, D)
j=0 i*i
TTLZZJ mZDZ‘L —}—2) mDZJ—f—ZZ] mZTe]DZI
j=0 i=j+1

(mneN, 2™ <n<2m),

Ha i > L, akkor supp D, C [0,271). Hasonléan, ha j > L, akkor supp Dy C [0,271),
valamint 1 > j miatt suppTe Dy C [0,277) C [0,271). Emiatt a fenti becslésben az
indexekre vonatkozé aldbbi megszoritassal élhetiink:

min{L—1,m—1} min{L—1,m—1}
Kl< Y 2 <2D2j + Y Dzi>
j=0 i=j+1
(7) in{L—1,m—1}
min y m—1
+ Z 2 m Z Te].Dzi
j=0 i=j+1

(mneN,m>M, 2™ <n<2m),

Legyen 270 < x < 1,és m > L, azaz 28 < 2™ < n < 2™ Jeldlje jo < L azt a
természetes szamot, amelyre 270 < x < 2790*1, Ezt az intervallumot tovdbb osztva vagy
270 < x < 2790 4 27" yagy van olyan jo < ip < m — 2 szam, hogy 2790 4+ 2701 <
x < 2700 4 2%, Ekkor

jo—1 jo—1

m—1
x)| < Zzi—m(z-zj + Y zi> fotm Y g
j=0

i=j+1 i=jo—1
< 2—m+2jo + zjo—]
< Do
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(270 <x < 270 427115, =1 ... L), és

io
’Kn(X)’ < 27m+2jo _}_2)'0717111 Z Zi
i=jo+1
< 2*m+2jo + 2*m+jo+io

S 2. 2—m+jo+io
(2_]'0—1—240_] §X<2_j°—|—2_i0,].0:],...,l_, i io:jo,...,m—1).
Mivel 2o > 2-™Hotlo (m > 1, =0,...,L, i =jo—1,...,m—2), ezért

sup [Kn(x)| <20 (270 <x <270 4 27My,

n>2M
Mésrészt 2-™Hoto < 2=M=T+o+o 1pjatt,

sup [Kp(x)] < 27M- 1ot
n>2M

(Z_jo + 27T §X<2_j0 —|—2_i°, jo =0,...,L 1 :jo—],...,M—]),
Kovetkezésképpen M > L esetén

1 L L M-1
sup [Ku(x)|dx < ¥ 2. 2M 4 2t 2 MTHor
J 27t n22M JOZ—O ]OZ—O io;’o

L
<2 M 2N Y Jio(M o)
jo=0
< ZLfM(M —L+3),

azaz ha N > &', akkor

1
|| sup k.o ax < 4 (log, N5 +3).
5 n>N No

Megjegyezziik, hogy Memié [Mem12] ezzel analdg eredményt igazolt az N > 87! esetre,
de nem foglalkozott az N < 87" esettel.

Tekintsiik most ezt az utébbi, az el6zonél technikasabb, az M < L feltételnek megfelel6
esetet. Az n > 2M indexeket osszuk két részre: 2M < n < 2%, 28 < n. Vegyiik az ezeknek
megfelel6 felbontést

1
sup —[Ky| < MH<1aX . [Knl + sup [Ky].

n>2m N 2M<n<2 n>2L

A masodik tag a fenti médon becsiilhet6:

1
j sup [Kn| < 3.

2-L n>2L



Térjiink at a 2M <n < 2F indextartoményt tartalmazo els6 tagra:

K| < ZzJ m(ZDzJ n Z Dzl> + Zzl m Z 7, Dy

i=j+1 i=j+1

2™ <n<2m m:M+1,...,L).

Adott m-re hasznaljuk most is a [27%, 1) intervallumnak az M > L esetben alkalmazott
felbontasét, azaz jeldlje jo < L azt a természetes szdmot, amelyre 2770 < x < 27Jo*T,
Ezt az intervallumot tovédbb osztva vagy 270 < x < 270 4 271 vagy van olyan
jo <ip <m —2 szam, hogy 270 4 2771 < x < 2790 4 2700,

Ekkor m —1 <jo <L, vagyis 27" < x < 27m=1 esetén

m—1 m—1

Ka(0l € Y 27"(2:Dax) + ) Dx(x))
=

j=0 i=j+1

Ha M < jo < m, akkor 270 < x < 2790 4 2=(m=1) egetén

jo—1 jo—1

m—1
x| < Zz] MPT Y 242y

i=j+1 i=jo—1
SZ’Z m+2jo 4 2o
<3 2jo ,
a 270 4277 < x < 2790 4270 (jy < ip < m —2) esetben pedig

jo—1 jo—1

| < Zz] m<2]+1 + Z 21) +2]o 1-m Z 21
i=j+1 i=jo—1
S 2 LD m+2jo 2 m-+jo+io

<3. 2—m+]'o+io .

Osszefoglalva
me], 2_.L <x < 2_@_”;
K, (x)] < 3.20, 270 <x <270 427150 < m —1;
M=) 3.2 mbotio s 27de 4 27l < < 2700 270 Gy < m— 1T,
1',0 :jo,...,m—1.
2Mm D <n<2™ m=M-+1,...,L—1).
Minden x pontban teljestil, hogy az adott becslés nem haladja meg a 4/x értéket. Mivel



m > M, és 27mHotlo < 2ioezért a [2770,270 4+ 27M) intervallumon K, (x) < 3 - 2Jo
(2M < < 2b). Mésrészt a 3-2 ™ot mennyiség lehetséges legnagyobb értéke a [2770 +

271 270 4 27b) intervallumokon az iy = jg,...,M — 1 esetben 3.2 MHotio,
Ezeket figyelembe véve kapjuk az aldbbi becslést
4/x 27h<x < 2™
3. 2o, 270 < x < 2700 4 27 M
max |Kn(x)| < jOZO)"-)M;
2M<n<2t 3. Z*MHOHO) 2o 4 201 <x < 2o 4 Z*io’

jo=0,...,M, io =jo,...,M—1.

Innen a

1 M
J max [Ky| <4(L—M)+3-27M) 2043.27M Zzw —jo)

-1 2M<n<2t fom0 (om0
<4L-—M)+12.
Az M < L esetben azt kaptuk, hogy

1 1 1 1
J sup —|Ky| < J max |K,]| —I—J sup |Kq| <4(L—M) +15.

LM T 2-1 2M<n<2 2-L n>2L

Kovetkezésképpen N < 67! esetén

1
1 1
— K, <41 — +15.
L i‘iﬁ n| | 085y

Trigonometrikus eset

A trigonometrikus esetben is érvényes egy, az (1)-hez hasonlé pontonkénti becslés. Neve-
zetesen,
|_‘1s1nn+1/2) ‘

(1] 1
2sint/2 Smln{%(n—i—UZ) _}

T2t

meN, —nt<t<m.

Ebbol adodik, hogy az altalanos (ci) sorozatok esetét tekintve a trigonometrikus
Dirichlet-magokra is fennéllnak a (2), (5), illetve (6)-nak megfelel$ egyenlétlenségek.

Ha a Fejér-magok

TC
| sup k(o) at
5 n>N
specidlis esetét vessziik, akkor a Walsh-rendszerhez képest egyszertibb a helyzet. Ez
egyrészt a Fejér-magok pozitivitdsanak, masrészt a magok ismert zart alakjanak
1 1 sin? “T“t

Kno(t) = — —nm<t< N
(t) nin+12sin’t/2 (Frstsmnel)




koszonheto.
A |sinof > %Iocl egyenl6tlenségbdl rogton adddik, hogy
n 1 1

Ki(t) < = ——— 0< |t < )
W<T—p O<M<mneN)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy N > 8~ esetén
T o1 1 7 1
Kn(t)dt < —————dt< =
J,sprattiars | Frgars
Maésrészt |sin «| < || miatt
1T 1 Mt ]

Ka(t) < —— -2 - = —_ < :
(t)_T[TL-i-] = 7% 0< [t <mneN)

2

Ezt kombindlva a Fejér-magra fenti vonatkozé el6z6 egyenlétlenséggel N < 857! esetén az
alabbi felsé becslésre jutunk

T 1/N us
J sup K, (t) dt = J sup K, (t) dt +J sup K, (t) dt

5 n>N 5 mn>N 1/N n>N
N o101
< ——dt+ ————dt
_J5 2t J1/N2N+1t2
<7T1 1 +7‘[
=2"Ns T2
Osszefoglalva
T 1 T _
- zlnm—l‘i, N < ;
J sup K, (t) dt <
§ n>N 7 1
RN N>5"
2 N§’ -

Konnyti megmutatni, hogy a fenti becslés nagysagrendileg pontos. Az N > &' esetre
ugyanis a szokasos modon igazolhatd, hogy

g 2 1 [Tsin? Bt 1
JKN(t)dtZ— Jsm T-dat>Coe (N28,8<m/2).

5 N+ 1 J; t2
Maésrészt
1 1
snt > 0<t<m/(n41)
2 7T
miatt
1 1 sin?2t 1 n4+1 11 s s
Ka(t) = — Z > > <—<t<—>
(t) 7tn+1251n2§ o T mt n+2 - T n+1
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Ha tehat N < &', akkor
n (/81=2 /(1)
J sup Kp(t)dt > )~ J Ko (t) dt

§ n>N n=N 7/ (n+2)

1 (™/(N+1) 9
L
T Jrtrys) b

1
>Cln—.
=" N5
Befejezésiil azt taldan érdemes megjegyezni, hogy a Fejér-magokra fent alkalmazott pon-
tonkénti becslések felhasznalhatok az altalanos esetben is. Ehhez kiinduldsul szolgalhat
a

n n—1
Y aDi =) jAcK; +nc.Ky
k=1 j=1
(Walsh esetre érvényes indexek) Abel-dtalakitas.

2. KERDES:  Mit lehet mondani, ha az egyes Sidon jellegt dallitdisokndl kicseréljik
a Dirichlet féle magfigguények linearis kombindcioinak normdjdat. Mondjuk eqy Hardy
jellegii normdra? Esetleq ahogy az L' jellegii dllitdshoz Llog L jellegii tartozik, gy Llog L
jellegt; dllitdshoz Llog® L jellegti?

VALASZ A 2. KERDESRE

A kérdés jogosultsagat mutatja, hogy mar az eddigi vizsgalatokban is felmeriilt a Dirichlet-
magfiiggvények linedris kombindciéi norméajanak az L'-tél eltérd becslése. Nevezetesen,
a kétdimenziés Hormader-Mihlin korldtossdganak bizonyitdsdban ([DalFri08], értekezés
5.16 Lemma ii)) egy el6zetesen lemmaként megfogalmazott [?-normas Sidon-tipusi
egyenlotlenséget aklamaztunk. Mivel a kérdésben kiilonos hangsullyal szerepel a Hardy-
normara vonatkozo becslés, ezért a tovabbiakban ezzel foglalkozunk.

Walsh eset

Tekintsiik a természetes szamok halmazan értelmezett, az értekezés 3.4 pontjaban, illetve
eredetileg a [Fri01] cikkben bevezetett Hy sorozat Hardy-teret. A 3.15 tételben megadtuk
a Hy tér Telyakovskii-transzformalttal vald jellemzését, valamint atomos strukturajat. A
Hy-beli atomok halmazat Ay-nel jelolve a € Ay ha vagy valamilyen n € Nyn > 1-re

i)
[ I/n, k=0,...,n—1
=N 0,  egyébként
vagy
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ii) vannak olyan j, k € N természetes szdamok, hogy
k—1
ai=0 (i<ji>k), Y a=0, J|al<(k—j)" (ieN).
i

Az i)-beli sorozatokat els6 tipusi, mig az ii)-belieket masodik tipusi atomnak nevezziik.
Tekintsiik eloszor a masodik tipusu atomok, ezen beliil is a diadikus atomok esetét. Azt
mondjuk, hogy a € Ay diadikus atom, ha van olyan s, n € N, hogy a masodik tipusu
atom fenti definiciéjaban j = s2™, k = (s + 1)2". Vezessikk be a D, = ZES:;;E“ aiD;
jelolést. A Zi(i;,)\znq a; = 0 feltétel miatt

zn
D, = wgn E asZ“+iDi .
i=1

Ebbdl lathatd, hogy I/D\a(j) =0, ha j € {s2",..., (s + 1)2™ — 1}. Nyivanvaléan van olyan
¢ € N, amelyre 2" < s2™ < (s +1)2" < 2%, Ekkor

o, k<t
SZkDa—{Da, k>t

azaz D, diadikus maximalfiiggvénye (Da)* megegyezik D,-val: (Da)* = D,. A Walsh-
rendszerre teljesiil a Schipp Ferenc [Sch90] éltal bevezetett diadikus S-tulajdonsédg ((2.42)
az értekezésben), amibél a [Fri01]-ben leirt médon méasodik tipusi diadikus atomokra

D0, = [Palls < €

kovetkezik.
Folytassuk az tigynevezett specidlis masodik tipusu atomok esetével, azaz legyen a € Ay
olyan, amelyre alkalmas k <n (k,n € N) szdmokkal

27(k+])’ o ok < ] < zn;
aj = _2—(k+1)) omn <j AL +2k;
0, egyébként.

Ekkor
0, (< mn
. o
Snga = 2 (k+1) Z]’:Z“*Zk+] D], e = T‘L’
D., {>n.
Az { =n esetre tekintsiik az aldbbi felbontést
on 2k
Slea == 27(k+]) Z D] == 27(k+]) . szzn_zk + 27(k+])W2n_2k Z D]
j=2m—2k 41 j=1

—_—

1
= Z(Dzn — Wznfszzk) + szn,szzk y
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ahol Ky« a 2¥ indexti Walsh-Fejér mag.
Ha £ > n, akkor a fentihez hasonléan

n PANLS
SyD,=D,=2""" ¥ Dj—2 ¥ D,
j=2m—2k+1 j=2"41
1 1 1 1
= E(Dzn — Wzn,szzk) + szn,szzk — zDzn — sznsz

1 1
= —zWanszzk + E(Wznfzk — Wzn)sz :

Mivel Dy >0, és Ky >0 (j € N), ezért
, 1 3
(Da> S |SZTL,Da’ + ’SZnJr]Da’ S zDzn + Dzk + szk .
Innen ||Dylli = ||Kylli =1 (j € N) miatt az adédik, hogy speciélis masodik tipusu a
atomokra
HDaHH[o,U <3.
A [Fril3] cikkben megmutattuk, hogy minden a masodik tipusi atom felbonthaté a
kovetkezoképpen
3
a—=4 Z a® ,
i=1

ahol aV speciélis atom, al? és a® pedig diadikus atomok. Tetsz6leges masodik tipusi
atomra igaz tehat a
DBHH[O’” S C

becslés.
Tekintsiik most az els6 tipusi atomok esetét. Feltehetjiik, hogy a definiciéban szereplo
n egész szam ketto hatvany, azaz

2y k=1,..,2
%71 0, egyébként.
Ekkor D, = Kjn, és

(Da)* = kmax {Szk ‘ = 2— k£nax 2 Ko + (2™ — Zk)Dzk) .

Ismeretes (1d. pl. [SchWadSim90]), hogy

K
sz (X) = % ((] + ka) Dzk (X) + Z Zjiliszk (X + 27])>
=1
241 =
=3 X0,2-%) + 5 Z 2]71X[zfj,zfj+sz)
=1
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és
K —k.
Du)={ 5 cmatninn.
Ezek alapjan
(42T =2v ) k<j— T4
‘SZ“ (Da)l‘[zfj,zfiﬂ) = o .
2Ky a2k, k>j.
Kovetkezésképpen

(D,)" =242 =2 (=0,..,m)

‘[zijzfjJr]
és N
. +
(D) o2 = T2

Innen egyszertien adodik, hogy
1Pallsz,, = 1(Pa) i = .

Az atomokra kapott becslésekbdl az alabbi, a Walsh-Dirichlet magok vonatkozo Sidon-
tipusu egyenlotlenséget kaphatjuk diadikus Hardy-norméban.

Legyen (cy) € Hy. Tegyiik fel, hogy

o0

1 2

E Aja]§]+ E ugaé)
=0

j=0

a (cx) egy atomos felbontdsa, amelyben aéz) € Ay (£ € N) mdsodik tipusi atom, al
(5 € N) pedig a xq,..5/) elsd tipusi atomot jeléli. Ekkor

1> eDillz,,, < C(inf { Y Nllog(G+1)+ Y lul}).
k=1 j=1 =1

A fenti egyenlétlenség ebben a formédban nehezen alkalmazhaté. Legyen most n € N,
és tegyiik fel, hogy a (cy) sorozat tagjaira ¢, = 0 (k > 2") teljesiil. Nyilvanvald, hogy
ekkor (cx) € Hn. A (ck) sorozat atomos felbontasaban most korlatozédjunk a 27Xy, . omy
els6 tipusu atomra, és az olyan masodik tipusi diadikus atomokra, amelyek tartoja része
az {1,...,2"} halmaznak. Felhasznalva ezeknek az atomoknak a Hjy ;) diadikus Hardy-
térbeli atomokkal valé természetes megfeleltetését az alabbi Sidon-tipust egyenlotlenséget
kapjuk

1 " n
Z_n” ZCkaHH[o,U S C(%‘ ch’ + ||r(c1>---)c2“)||H[o,1)> )
k=1 k=1

21’1.
ahol F(C], ey Czn) = Zk:] CiX[(k=1)2—mj2— ™).
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Trigonometrikus eset

A trigonometrikus rendszerre hasonlé eredmény igaz. Ennek igazoldsdhoz a kon-
jugdlt magfiiggvényeket hasznédlhatjuk. Jelolje Dy a k-adik konjugalt Dirichlet-féle
magfiiggvényt. A Schipp Ferenc dltal [Sch92]-ben igazoltakbdl kivetkezik, hogy méasodik
tipusu a € Ay atom esetén

D]y < C,
ahol D, = P aDy.
Mésrészt a konjugalt Fejér-féle magfiiggvények L' normdjdra [Fri97]-ben adott becslésbél
kovetkezik, hogy az

1y k=1,.00m
A= 0, k >n.

els6 tipusu atomra
||Da||1 ~ 1Ogn .
Ezek felhasznalasaval Walsh-rendszerre igazoltakkal analdég eredmények kaphatok.

3. KERDES: Haa (c) Sidon egytitthatokat dtrendezziik, akkor nyilvan mds figgvény
normdjat kell becstilni és ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy rendezés fiiggetlen becsléseket
keressiink, akkor lehet esetleg jobbat is taldlni. Gondolok itt példdul arra, hogy a

n—1 n—1
1 ) 1
)ZEDK‘ o a ‘Zn—ka)
k=1 k=1

fugguények normai esetenként jelentdsen eltérnek.

VALASZ A 3. KERDESRE

A Sidon-tipusiegyenlotlenségek bal oldala, azaz

%J;);cka‘ ((c1y...,cn) €RY)

olyan normat definial az R™ téren, ami fiigg az egyiitthaté vektor elemeinek sorrend;jétol,
amit egyébként a kérdésben szerepld példa is jol illusztral. Ezt a normat neveztiik Sidon-
norméanak az értekezésben. A Sidon-tipusu egyenlGtlenségek interpretalhaték gy, mint a
Sidon-norméanak ismert normakkal megfogalmazott fels6 becslése. A leginkabb kézenfekd
alkalmazas, azaz az integralhatdsagi feltételek esetén a klasszikus eredmények is tipikusan
sorrendtdl fliggd feltételeket (Kolmogorov-, Young-, Sidon-féle feltételek), mint példaul a
monotonitas, konvexitas fogalmaznak meg. Az integralhatésagi feltételek teriiletén azota
is szamos ilyen eredmény sziiletett. Megjegyezziik azonban, hogy azokban az esetekben
a differencia sorozat szerepel, és hogy a klasszikus eredményeket éppen atrendezésre in-
varidns Sidon-normdak (pl. Fomin-féle feltétel) segitségével lehetett megjavitani. Mésrészt
azonban az értekezésben szereplé Telyakovskii-feltétel tipikusan sorrendtol fliggd feltétel.
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Visszatérve a kérdésfelvetéshez, ha nem szoritkozunk az egyiitthatok rendezésétol fligget-
len becslésekre, akkor valéban lehet jobb becslést taldlni. Erre példa a Schipp Ferenc
[Sch90] altal igazolt Hardy-tipusi egyiitthaté becslés. A [Fri93], [Fri95] cikkekben azt mu-
tattuk meg, hogy a cosinus és a Walsh rendszer esetén a Sidon-normét feliilrél becslo leg-
jobb édtrendezésre invarians norma olyan Orlicz-tipusi norma, amihez tartozo6 M Young-
fiiggvény M(x) = xlog x. Ismeretes, hogy mind a diadikus, mind pedig a valés nemperio-
dikus Hardy norma kisebb vagy egyenld, mint ez az Orlicz norma, azaz a sorrendtoél fliggd
Hardy-normas eredmények jobbak az 6sszes sorrendtol fliggetlen eredménynél. Ugyanak-
kor felmeriil az a nehézség, hogy a Hardy-normakat csak nagyon bonyolultan lehet kozvet-
leniil az egytitthatokbdl kiszamolni. Megjegyezziik, hogy a kérdésben szereplo konkrét

példa, azaz
1J1‘nZ11D‘ ) 1J‘nz] 1 D‘
— - ésa —
n J, k:1k . n k:]n—k «

0
esetén mind a két Hardy-norma, és az Orlicz-norma is ugyanazt az eredményt adja:

1

1
HF(],1/2,...,1/(n—2),1/(n— 1))||X ~ Elogzn
és
1
HF(]/(TL— 1),1/(n=2),...1/2,1)||x = Elogzn (X =Ho,1y, Hio,1), Lm)

(T(ctyeeeyCnt) = ZL:: CkX[(k=1)/n,k/n)) -

Ez kovetkezik abbdl, hogy mindegyik széban forgé norma invarians az 1/2-re toérténd
argumentum tiikkrozésre. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a monoton novo, illetve csokkend
eseteket nem valasztjak szét, habar a Sidon-norma ezekre nagységrendileg is eltéro lehet.
A két Hardy-norma ugyan fiigg az egyiitthatok sorrendjétdl, mégsem tesz kiilonbséget a
monoton novekedo, illetve csokkené egytitthato sorozatok kozott. Tekintsiik a természetes
szamok halmazan értelmezett, a 2. kérdésre adott valaszban is felhaszndlt Hy soro-
zat Hardy-teret. Megmutattuk, hogy erre a sorozat Hardy-normara is érvényes egy
Sidon-tipusi egyenl6tlenség mind a trigonometrikus, mind pedig a Walsh rendszer esetén.
Példaul

1 n
J |3 aD < e, 0,
0 x=1

Az atomos technikat alkalmazva konnyt igazolni, hogy a fenti példat tekintve ezzel a
normaval mar a megfelel6 becsléseket kapjuk, ugyanis

H(],]/Z,...J/(n—Z),1/(n—1))HHN ~logn,
viszont
||(1,1/2,...,1/(n—2),1/(n—1))HHN ~log’n,

A példa jol illusztrélja az eredeti, a [0, 1) intervallumon tekintett Hardy terek és a sorozat
Hardy tér kozotti kiilonbséget, és egyben mutatja az utébbi bevezetésének indokoltsagat.
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A sorozat Hardy-norma nemcsak, hogy fiigg az egyiitthaték sorrendjétél, de megfeleléen
visszaadja a monoton névekedo, illetve csokkeno esetek kozotti kiilonbséget.
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