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Fridli Sandor MTA doktori értekezése hat fejezetbdl all. Trigonometrikus, Walsh-Paley,
Walsh-Kaczmarz és esetenként némely feltételeknek eleget tevs altalanos ortonormélt rend-
szerre vonatkozo eredményeket tartalmaz. Célja a szerzd altal elért eredmények bemutatasa
olyan egységes keretben, amely a kozottiik levs logikai kapcsolatot helyezi el6térbe. Ennek
a kapcsolatnak az alapjat a kiilonféle Sidon tipusi egyenlStlenségek adjak. A 160 oldalas
dolgozat az els6 bevezetd, kiilonféle - elsGsorban a Walsh rendszerre és a Hardy terekkel
foglalkozo - alapfogalmakat ismertets fejezet mellett tovabbi négy fejezetbdl, illetSleg a ha-
todik, a jel6léseket tartalmazo fejezetbol all.

A dolgozat érdemi részének elsé része a masodik fejezet, amely az értekezés cimét ado Sidon
tipusu egyenlGtlenségekrdl, azaz Dirichlet magfiiggvények linearis kombinaciéi norméjanak
becslésérsl szol. Szeretném kiemelni a 2.1 és a 2.3 Tételeket, melyek megadjik a legjobb
az adott (cx) konstansok permutécidira invaridns becslést a trigonometrikus esetben. FEz
a (cg) egyiitthatok altal generalt lépesésfiiggvény egy atrendezésre invarians Hardy jellegi
norméja. Fontos, alapvets eredménynek tartom, amely egyfajta értelemben lezarja a Sidon
tipusi egyenltlenségek keresésének kérdését. A szerzd eredménye a Walsh-Paley és a Walsh-
Kaczmarz rendszerekre vonatkozo megfelels legjobb becslés is.

A 2.5 Tételben a trigonometrikus rendszerre igazolja ezt az eredményt egy olyan altaldnosi-
tott Sidon tipusu fliggvényre, amely arrol szol, hogy a Dirichlet magfiiggvények csak egy
adott de tetszGleges indextdl ,indulnak”. Ez messze nem trivialis adltalanositasa a 2.1 és 2.3
Tételeknek, ugyanis a (¢i) egyiitthatoknak nem engedjiik meg csak azokat a permutéacioit,
amelyeknél az els6 meghatarozott szamt marad nulla. Ezt az altalanositast késébb a Walsh-
Paley és a Walsh-Kaczmarz rendszerre is elvégzi. Bar a 2. fejezet eredményei 6nmagukban is
érdekesek, értékiiket nagyban noveli, hogy egy eszkozt adnak a késébbi fejezetekben leirt L1
konvergencia osztalyok, erds szummaécios vagy erds approximacios eredmények elérésére. Az
értekezésben a jelolt igen nagyszamu eredménye szerepel, igy terjedelmi okok kovetkeztében
természetesen nem keriil sor az Osszes eredmény igazolasara. Ugyanakkor az értekezés jol
segiti a Sidon tipusu egyenl6tlenségek és alkalmazasaik témakor attekintését is és a szerzé e
témakorbe vagd munkéissdganak megismerését is.

A harmadik fejezetben az értekezés trigonometrikus és Walsh sorok integralhatosagi valamint
L'-konvergencia feltételeivel, mint Sidon tipust egyenl6tlenségek alkalmazasaival foglalkozik.

Szeretném kiemelni a kovetkezd elegans L'-konvergencia osztélyokra vonatkozo eredményt,

illetve még pontosabban egy részletét. A 3.6 Tétel - tobbek kozott azt mondja ki, hogy, ha az
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f e L[lm) integralhato fiiggvény trigonometrikus Fourier egyiitthatoi differencia sorozatara
igaz, hogy
[An] . A
lim lim Y [AfT(k)|log® [EAfT(K)| =0,

A— 14+ n—o0
|k|=n+1

akkor az S, f Fourier részletdsszegek pontosan akkor tartanak f-hez L' normaban, ha

f(n)log|n| =0 (jn] = o).
Ennek a tételnek a 3.11 Tétel a Walsh-Paley sorokra vonatkoz6 megfelelGje, azzal az eltérés-
sel, hogy nem Fourier egyiitthatoja és logn szorzatanak kell nullahoz tartania, hanem logn

......

A 3. fejezet 3.5. alfejezetében tobbek kozott egy Telyakovskii altal 1964-ben igazolt cos-
inus sorokra vonatkozo pontonkénti konvergencia és a hatarfiiggvény integralhatosigat sza-
vatolo a sor egyiitthatoira vonatkozo feltételt altalanosit lényegesen. A 3.19 Tétel bizonyos
a Telyakovskil altal megadott és Sidon jellegii feltételek teljesiilése esetén garantalja, hogy
a ® = {¢x} ortonormalt rendszerre vonatkozo Y ;- ar¢y sor egy f integralhato fliggvény
®-Fourier sora lesz, tovabba f a nevezett sor pontonkénti Osszegfiiggvénye. A 3.19 Té-
tel alkalmazhatosagara a motivaciojul szolgalé cosinus rendszer mellett a Walsh-Paley és
a Walsh-Kaczmarz rendszer is példa. A 3.19 Tétel tulajdonképpen azt mutatja, hogy a
Telyakovskii féle integralhatoségi eredmény egy Sidon-tipusi egyenlStlenség kovetkezménye.
Azt gondolom, hogy ez is alatamasztja a masodik fejezet eredményeinek fontossagat.

A negyedik fejezet a jelolt kiilonféle ortonormalt rendszerek Fourier sora erés szummécios
és erGs approximacios tulajdonsagaival foglalkozik. Tovabb erdsiti a palyazo altal igazolt
Sidon tipusu egyenlGtlenségek értékét.

A 4.2 Tételben Fridli Sandor egy altaldanosan megfogalmazott - rendszertdl fiiggetlen - dual-
itasi kapcsolatra vonatkozo eredményt igazol. Ennek alapjan az adott ortonormalt rendszerre
vonatkozo6 Sidon tipustu egyenlétlenség igazolasa ekvivalens a megfelels erds szummaéacios ered-
ménnyel. Jol mutatja ezt a kapcsolatot a 4.3. Példa, amely szerint ha 1/p+1/q¢ =1, f € €%,
akkor a ® rendszer vonatkoztatva akkor és csakis akkor egyenletesen erds LP szummabilis a
fliggvény Fourier sora, azaz

n
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n—=00 0<r<1 1

ha a kovetkezd Sidon tipusi egyenlétlenség teljesiil

n
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A 4.5 Tételben az altala kifejlesztett technikak alkalmazasaval egy ¥ "fiiggvény alapu" erés
szummécios tételt igazol a trigonometrikus, a Walsh-Paley és a Walsh-Kaczmarz féle rendsz-
erekre vonatkozoan. Igazolja, hogy a pozitiv eredmény pontosan akkor all fenn, ha a U fiig-
gvény nem novekszik gyorsabban mint egy exponencialis fliggvény. A tétel a trigonometrikus
rendszer esetében ergsiti Totik Vilmos egy eredményét, amely megkovetelte a ¥ monoton
novekedd fiiggvény folytonossagat, de az értekezés ir6ja ebben az eredményben belatta, hogy
nem sziikséges a folytonossagot feltenni.
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A fejezet erGs approximécios jellegli eredményei koziil egy eredményt szeretnék kiemelni.
Azt mondjuk, hogy ® ortonormaélt rendszerre teljesiil az & tulajdonsig az x pontban, ha a
kovetkezd Sidon jellegli egyenlGtlenség teljestl.

/ ZCka;H x,t)|dt < C (ax ek,

<k<2m

ahol n,l € N. A 4.3. Kovetkezmény azt mondja ki, hogy ha ¥ ortonormalt rendszerre
teljesiil az egyenletes & tulajdonsag és a ¢ : [0,00) — R legfeljebb polinomiélisan ng, akkor
az erds ¢ eltérése a Fourier sor részletosszegeknek a fiiggvénytsl nem rosszabb mint a legjobb
kozelités, azaz

~ Z (ISF f(z) = f(@)]) < CO(EYf), (0<z<1,feEY)

k n+1

A tétel trigonometrikus rendszerre vonatkozo esete Totik Vilmos 1985-6s eredménye.

Az utolso szakmai fejezet, azaz az 6todik fejezet multiplier kritériumokrol szol. Nevezete-
sen, ha (¢) egy komplex szamsorozat, akkor az altala generalt multiplier transzformaciot a

Fourier egyiitthatok terén a f;f(k) = o(k)f(k) (f € L') egyenléséggel szokas definidlni. Az
erre a teriiletre vonatkozo klasszikus Marcinkiewicz eredmény szerint, ha

sup > Ad(k)| < oo,

>
n=0 2n§|k|<2n+1

akkor a trigonometrikus rendszerre vonatkoztatva a T, multiplier korlatos az L (1 < p <
o0) téren. A megfelel6 Walsh rendszerre (igazabol az altalanosabb Vilenkin rendszerekre)
vonatkozo eredményt Wo-Sang Young igazolta.

A palyazo - tobbek kozott - a Marcinkiewicz feltételnél erdsebb tn. Hormander-Mihlin
feltétellel foglalkozik. Kiemelném a Walsh-Paley rendszerre vonatkozo 5.4 Tételt, amely azt
mondja ki, hogy ha 1 <r <2 és p>r/(2r — 1), valamint ¢ olyan korlatos sorozat, amely

1/r
sup 2" Z M < 00 < 00,

n
n20 on < g<on+l

akkor a T}, operator korlatos a ]HI[ 1 diadikus Hardy téren. A tételt Sidon tipust egyenlGtlen-
ség technikaval igazolja. Az 5.4 Tételbeli eredmény éles abban az értelemben, hogy a p-re
tett p > r/(2r—1) feltételben az r/(2r — 1) szam nem csokkenthets. A jelolt ugyanis belatja,
hogy p < r/(2r — 1), akkor van olyan korlatos ¢ sorozat, hogy a differencia sorozata kielégiti
az el6bbi feltételt, de Ty nem korlatos a Hﬁ),n diadikus Hardy térbdl az L?O’l) Lebesgue térbe.

Tovabbi érdekesség, hogy a p = r/(2r — 1) eset jelenleg is nyitott.

Szeretnék feltenni néhany kérdést a palyazonak.

(1) A Sidon egyenl6tlenségek a Dirichlet magfiiggvények linearis kombinacioéi normaja-
nak a becslésérdl szol. Felhasznalasaik normajellegt allitasokhoz ftizodnek. Majdnem



mindeniitti konvergencia tételek igazolasdhoz hasznos lenne, ha Dirichlet magfiig-
gvények linearis kombinacidinak maximalfiiggvényére (természetesen megfelelGen le-
normélva) tudnank allitasokat igazolni. Azaz, a kovetkezd integréalra tudunk-e (ter-
meészetesen a (¢;) sorozattol fiiggs) valamilyen felsg becslést adni akarcsak a Walsh-
Paley esetben?

(2) Mit lehet mondani, ha az egyes Sidon jellegii allitasoknal kicseréljiik a Dirichlet féle
magfliggvények linearis kombinaciéinak norméjat. Mondjuk egy Hardy jellegti nor-
mara? Esetleg ahogy az L! jellegii allitdshoz Llog L jellegii tartozik, tgy Llog L
jellegt allitashoz Llog? L jellegti?

(3) Ha a (cg) ,,Sidon egyiitthatokat” atrendezziik, akkor nyilvan mas fiiggvény norméjat
kell becsiilni és ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy rendezés fliggetlen becsléseket
keressiink, akkor lehet esetleg jobbat is taladlni. Gondolok itt példaul arra, hogy a

n—1 1

Z n— ka

k=1

fliggvények normai esetenként jelentGsen eltérnek.

A jeloltnek az értekezésben leirt nagyszami eredménye szervesen és jol illeszkedik a Sidon-
tipusu egyenlGtlenségek és alkalmazéasai tematikdba. Az értekezés kiallitasa, szervezettsége
példaértékien olvasobarat. A bizonyitasok korrektek. Ertelemzavaré hibat nem, csak el-
gépeléseket talaltam. Sokat azt sem.

Meglatasom szerint Fridli Sdndor értekezése hasznos, érdekes és élvezetesen olvashaté mii,
amely Osszefoglalja a szerzének a targyalt témakorokben elért eredményeit, megvilagitja
azok hatterét, alkalmazhatosagi koreit. A jelolt munkéassiaga ismert és elismert a nemzetkozi
diadikus harmonikus analizissel foglalkoz6 matematikusok korében. A jeldlt eredményei
erGsségiiket, szinvonalukat, a tudoméanyteriiletre kifejtett hatéasukat tekintve megfelelnek az
MTA doktori értekezéssel szemben elvartaknak, ezért mint az értekezés biraloja tamogatom
Fridli Sandor MTA doktori értekezése nyilvanos vitara kittizését, sikeres védés esetén az
MTA doktora cim odaitélését.

Nyiregyhéza, 2015, februar 2.

Gat Gyorgy,
MTA doktora, egyetemi tanar



