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1. fejezet

Az értekezés el6zményei és célja

A nem-kooperativ jatékok elméletében a kutatasok és alkalmazasok homlokterében az
egyenstly valamilyen formaja all. Minden [von Neumann| (1928) és Nash (1950a, |1951))
munkaival kezd§d6tt, amikor a nem-kooperativ jatékok egyensilypontjat el6bb kétsze-
mélyes zérus-6sszegi jatékokra, majd pedig teszéleges n-személyes jatékokra definialtak
és az egyensuly egzisztenciajat bizonyitottak véges jatékok kevert bévitésére. A defi-
nici6 hallatlan karriert futott be és méltan viseli mar régota a Nash-egyenstly (NFE)
nevet. A jatékelmélet alapjait érinté tovabbi kutatasok az elmilt t6bb, mint hatvan év-
ben a Nash-egyensilypontot, mint egy origot tekintették, és két {6 iranyban indultak el.
Egyrészt tovabbi racionalis kdvetelményeket tamasztottak, amelyek célja vagy az volt,
hogy bizonyos intuici6 ellenes Nash-egyensilypontokat kisziirjenek (leghiresebb példa
a részjatek tokeletes egyensily, Selten| (1975))), masrészt lazitottak a kovetelményeken
és ezaltal vagy altalanosabb feltételek mellett bizonyitottdk az egzisztenciat, vagy ma-
gat a modellt altalanositottak, illetve modositottak mindig meghatarozott céllal. Ez
utobbira a leghiresebb példa a korrelalt egyensily, Aumann| (1974).

Mindekdzben szintén Neumanntol, és Nash-t6l elindulva a kooperativ jatékok el-
méletében is kialakult két {6 modelltipus: a karakterisztikus forméban adott, a koali-
ciokra fokuszalo modell, von Neumann és Morgenstern| (1944) és a jatékosok alkupo-
zicioira koncentralé Nash-modell (Nash| |1950b} 1953). S6t, Nash elinditotta az azota
Nash-programnak nevezett kutatasi iranyt, amelynek célja a kooperativ megoldaskon-
cepciok kettds megalapozasa: az axiomakkal aldtamasztott kooperativ megoldast egy
nem-kooperativ (altaladban alku) jaték Nash-egyensulyaként is elgallitani. Ennek a prog-
ramnak a sikerét az 50 éves évfordulon Serrano| (2005) nagyon szépen foglalta Gssze.

A jelen disszertacioban azokat az 1j eredményeimet mutatom be, amelyek szoro-
san kapcsolodnak a fenti, a jatékelmélet f§ sodraba tartozéd teriiletekhez. Harom 1]
fogalom segitségével, CF-konvexitas, Forgo| (1994), a puha korrelalt egyensily, Forgo
(2010) és a limit-Nash alkumegoldas, [Forgo (1984) vizsgalom a Nash-egyensiilypont
létezését a korabbinal altalanosabb feltételek kozott, a korrelalt egyensily altalanosi-
tasdnak a szerepét a tarsadalmi Osszhasznossag novelésében és a Nash-alkumegoldas
olyan altalanositasat, amely szoros kapcsolatot teremt a tobbkritériumut dontéselmélet
és a jatékelmélet kozott. Ugyancsak figyelmet szentelek annak, hogy egyes specidlis ja-
tékok esetében milyen konkrét format 6ltenek az altalanositasok (Cournot oligopolium
nem-konvex koltségfiiggvényekkel, torlodasi jatékok, klimatargyalasi jatékok).
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2. fejezet

Az értekezés szerkezete

A disszertacidonak, amely talnyomo részt sajat kutatasi eredményeimet tartalmazza, a
szerkezete harom kutatasi irdnyhoz igazodik. Ezek a Nash-egyenstlypont egzisztencié-
ja, a korrelalt egyenstly altaldnositasa és a Nash-alkumegoldas vizsgélata nagy fenye-
gések esetén. Ennek megfelelGen a disszertacié harom f6 fejezetre tagolodik. Mindegyik
fejezet egy-egy olyan 1j fogalom koré épiil, amelyet kiilonb6z6 munkaimban én vezettem
be.

Az elsé fejezet a Nash-egyensilypont 1étezésével foglalkozik kiilonbdz6 modellekben
és feltételek mellett, kiilonos tekintettel a sok egzisztencia tétel bizonyitasaban szere-
pet jatszo6 CF-konvexités, [Forgo| (1994) fogalmara. Ugyancsak itt vizsgalom a Nash-
egyensilypont és a kétfiiggvényes minimax tételek kapcsolatat, Forgdl (1999).

A masodik fejezetben a korrelalt egyenstllyal és dltalanositasaival foglalkozom kiilo-
nos tekintettel a "puha korrelalt egyensilyra", Forgo| (2010)). Ez, mint egyéb altalanosi-
tasok is, elsGsorban azt célozza, hogy minél nagyobb tarsadalmi hasznossagot lehessen
elérni egyensilyban. Ugyancsak foglalkozom azzal, hogy ez az 1j fogalom hogyan teljesit
egyes jatékosztalyokban, kiilonos teintettel a tokéletes informacioju extenziv jatékokra,
Forgo (2011) és egyes egyszert torlodasi jatékokra, [Forgo| (2014).

A harmadik fejezet a Nash-alkumegoldasboél szdrmaztatott limit-Nash alkumegol-
dassal, [Forgo (1984), annak kiilonb6z6 tulajdonsagaival és implementéaciojaval foglal-
kozik.

Minden fejezetben toérekedtem a témahoz kapcsolodo 1j alkalmazast is bemutatni.
Az els6 fejezetben a Cournot oligopolium tiszta Nash-egyenstlypontjara adok elégséges
feltételeket nem linearis keresleti fiiggvény és nem konvex koltségfiiggvény esetében,
Forgo| (1995). A puha korrelalt egyensily alkalmazéasat bemutatom a klimatéargyalasok
egy jatékelméleti modelljében, [Forgo et al (2005). Nagy figyelmet szentelek a limit-
Nash alkumegoldas alkalmazasanak a tobbkritériumi dontési problémékban, Forgd és
Szidarovszky| (2003).

Az értekezéshez tartozik egy fiiggelék, amelyben harom tétel nehéz és hosszu bizo-
nyitasat kozlom. Az értekezés végén talalhato a roviditések jegyzéke és egy kozel szaz
tételbdl allo irodalomjegyzék.
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3. fejezet

Eredmények

A kovetkezdkben sziikségiink lesz néhény definicidora és némi bevezetésre. Egy nem-
kooperativ G jatékot normal formaban a jatékosok N = {1,... ,n} halmazaval, a ja-
tékosok stratégiahalmazaival és a kifizet6fiiggvényeivel szokds megadni a jol ismert
G ={S1,...,5u; f1,..., fn} formaban, ahol minden ¢ € N-re S; az i jatékos nem iires
stratégiahalmaza, f;: S — R a kifizet6fiiggvénye, amely az S = 51 X ... X S, straté-
giaprofil halmazon van értelmezve. Minden stratégiaprofilt felirchatunk az s = (s;, s_;)
forméban, ahol az s_; csonka stratégiaprofil csak az s;-t nem tartalmazza.

3.1. definicio (Nash| (1950a))). Egy s* = (s}, s*;) stratégiaprofilt Nash-egyensilypont-
nak (NEP) neveziink, ha fenndllnak az aldbbi egyenldtlenségek:
fi(‘S:’ Stz) 2 fi(5i7 Siz)
minden s; € S; és1 € N esetén.
Nash klasszikus eredménye (Nash, [1950a; [1951) a kovetkezs:
3.2. tétel. Véges jatékok kevert bovitésének mindig van N E P-je.

Itt az S; halmazok a lehetséges valosziniiségi keverések halmazai, az f; fliggvények
pedig a varhato kifizetések. Vilagosan latszik, hogy a tovabbi altaldnositasok kerete-
it mi hatarozza meg. Altalanositani lehet a stratégiahalmazokat (a stratégiahalmazok
alakjat, a teret, amelyben definidlva vannak), a kifizet6fiiggvények alakjat, folytonos-
sagat, simasagat stb. Ebben a szellemben sziiletett az els6 komoly &ltalanositas, a
Nikaido-Isoda-tétel (Nikaido és Isoda, 1955).

3.3. tétel. Ha minden 1 € N-re

(i) az S; stratégiahalmazok véges dimenzids euklideszi terek konvexr kompakt részhal-
mazas,

(i1) az f; figgvények folytonosak az S stratégiaprofil halmazon,
(111) az fi(-,s_;) figguények konkdvok az S; stratégiahalmazon,
akkor a G jdtéknak van legalabb eqy N EP-je.

3
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Friedman| (1977) kozolte a legaltalanosabbat azok koziil a tételek koziil, amelyek
a konvexitas klasszikus fogalmat hasznaljdk és a véges dimenzios euklideszi térben
maradnak.

3.4. tétel. Legyen G = {S1,..., S f1,..., [n} egy nem-kooperativ jdték, amely eleget
tesz az aldbbi feltételeknek minden i € N-re:

1. S; véges dimenzios euklideszi tér nem tres, konvex, kompakt részhalmaza,
2. f; felillrdl félig folytonos a stratégiaprofilok S halmazdn,

3. barmely régzitett s; € S; esetén az f(si,+) figguény alulrol félig folytonos az S_;
csonka stratégiaprofilok halmazdn,

4. az fi(+,s_;) figgvények kvdzikonkdvok az S; stratégiahalmazon.

Ekkor o G jatéknak van legalabb eqy N EP-je.

3.1. A Nash-egyensulypont 1étezése konvexitas nélkiil

A fiiggvények alaki és folytonossagi tulajdonsagai is altalanosabbak a tételben,
mint a tételben. Mi a kovetkezSkben az alaki (konvexitasi/konkavitasi) tulajdon-
sagok altalanositasaival foglalkozunk. A legelss, a jatékelméletben is felhasznalt ered-
mény Fan| (1952, 1953) nevéhez fiizédik. Elgszor definialjuk a Fan-konkav (F-konkév)
fiiggvényeket.

3.5. definicié (F-konkavitas). Legyenek X ésY tetszdleges, nem tres halmazok. Az
f: X XY figguényt F-konkdvnak nevezziik az X halmazon az'Y halmazra vonatkozoan,
ha barmely x1, x5 € X ponthoz és X € [0, 1] valds szamhoz van olyan xy € X, hogy

f(@o,y) > A (w1, y) + (1= X) f(z2,9)

fenndll minden y € Y -ra.

Ky Fan klasszikus eredménye a kiovetkezs (nem teljes altalanossagaban, mert mi az
euklideszi térben maradunk):

3.6. tétel (Fan (1953)). Legyen G = {S1,Ss; f1, fo} kétszemélyes zérd-dsszeqd jaték,
ahol az Sy, Sy stratégiahalmazok zdrtak és korldtosak, az fi1, fo kifizetdfigguények felilrol
félig folytonosak és f1 F-konkdv Si-en az Sy-re vonatkozoan, fo F-konkdv Sa-n az Sy-re
vonatkozoan. Ekkor a G jdtéknak van legaldbb eqy N E P-je.

Hosszi ideig azt gondoltak, hogy ezt az eredményt egyszeriien &t lehet vinni n-
személyes jatékokra. Ez nem is sikeriilhetett, |Joo| (1986) konstruélt egy ellenpéldat.

P

Fan-tipust egzisztencia tétel bizonyitasdt akarhany jatékos esetére.
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3.7. definici6 (C F-konkavités, folytonos F-konkavitas). Legyen X egy véges dimenzids
euklideszi tér nem fires részhalmaza, Y eqy tetszdleges nem dires halmaz. Az f: X XY
fiigguényt C'F-konkdvnak nevezzik az X halmazon az'Y halmazra vonatkozéan, ha van
olyan : X x X x R — X folytonos fligguény, hogy bdarmely xi,xo € X pontok és
A € [0,1] valds szdm esetében

f(1/1(9€179€27 )‘)73/> > )‘f<x17y> + (1 - )\)f(l‘g,y)

fenndll minden y € Y -ra.
Sziikségiink lesz még egy kozismert definicidra és allitasra.

3.8. definicié. A G = {S1,...,Su; f1,- -, [u} nem kooperativ jdatékhoz tartozdé aggre-
gdtor fiigguvénynek nevezziik az A: S x S = R

A(S, t) = i fi(si7 t_z)

fiigguényt.
3.9. segédtétel (Nikaido és Isoda| (1955)). Ha van olyan t* € S stratégiaprofil, hogy
At t*) > A(s,t*) minden s € S-re, akkor t* a G jdték N EP-je.

A kovetkezd tétel altalanositasa a B3l tételnek.

3.10. tétel (Forgd| (1994)). Ha

a) S; ,i € N véges dimenzids euklideszi tér nem tres, konvez, kompakt részhalmaza,
b) fi ;i € N folytonos figgvény az S stratégiaprofilok halmazdin,
¢) az A aggregdtor figguény CF-konkdv S-en az S-re vonatkozdan,

akkor G-nek van N E P-je.

A C'F-konkavitas definiciojatol inspirdlva, a tétel kiilonbo6zd iranyokban vald
altalanositasaiként tovabbi egzisztencia tételek sziilettek az évek folyaman. Csak azok-
bol, amelyekben expliciten a C'F-konkavitast jelolik meg, mint egyik kiindulé pontot,
megemlitjiik a kovetkezo fiiggetlen munkakat: Kim és Kum| (2005)), Kim és Lee| (2002,
2007)), |Hou| (2009), |Chang (2010)), Kim| (2011) és Cambini és Martein| (2009) konyvét.

Az altalanositas egy masik irdnya, amikor az euklideszi tereknél altalanosabb te-
rekben definidlunk konvex halmazokat és fiiggvényeket. Forgd és Joo (1999) munka-
jaban 13 fixpont és jatékelméleti egzisztencia tétel szerepel teljesen egyéni terekben

P

mint kiindulé pont.
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3.2. Cournot oligop6lium nem konvex koltségfiiggvé-
nyekkel

A klasszikus Cournot modell jol ismert. Egy iparaghan, ahol n vallalat termel egy
homogén termékfajtat, a vallalatok egyméstol fiiggetleniil hozzak meg volumen donté-
seiket, vagyis az i vallalat valaszt egy x; termelési szintet, z; € [0,1], ¢ = 1,...,n. A
vallalatok kapacitas szempontjabol azonosak, lehetséges termelési szintjeiket a [0, 1] in-
tervallumra normalizaltuk az egyszertiség kedvéért. Adott egy P: [0, n] — R arfiiggvény
(inverz keresleti fiiggvény), amely az iparag ¢ = ZZZL x; teljes termeléséhez azt a legna-
gyobb arat rendeli, amelyen a piac kitisztul. Szintén adott az ¢ vallalat C;: [0, 1] — R,
i =1,...,n koltségfiiggvénye, amely az z; termelési szinthez a C;(x;) koltséget rendeli.
Koltség szempontbol a vallalatok kiilonbo6zék lehetnek. Ezekbdl az elemekbdl] tevédik
ossze az i vallalat f;: [0,1]" — R profitfiiggvénye (koltséggel csokkentett arbevétel)

fi@r, o) = @ P+ Y xy) = Ci(wy), €01, i=1,...,n.
J#i

Bevezetve az S; = [0,1], © = 1,...,n jelolést, az S; termelési halmazok és az f;
profitfiiggvények, i = 1,...,.na G = {S1,..., S f1,..., fu} oligopdlium jatékot hata-
rozzak meg.

A kiilonb6z6 kozgazdasagi alkalmazasokban fontos kérdés, hogy a G oligopolium
jatéknak van-e egyensilypontja a tiszta stratégidk halmazan. A klasszikus eredmény a
kovetkezd:

3.11. tétel (Friedman (1977)). Ha a P drfigguény konkdv a [0,n] intervallumon, a C;
koltségfigguények minden i € N-re konvezxek a [0, 1] intervallumon, akkor a G oligopd-
lium jdatéknak van eqyensilypontja a tiszta stratégidk halmazdn.

Minthogy a koltségfiiggvények konvexitasa egy nagyon erds feltétel, ennek a lazita-
saval érdemes foglalkozni. A célcsoport a koltségfiiggvények egy olyan osztalya, amely
a legtobb ipardgban inkdbb mondhat6 tipikusnak, mint a konvex koltségfiiggvény. A
termelés felfutdsaval a koltségek egy pontig (az optimalis kapacitaskihasznalasig) csok-
keng iitemben nének, majd ezen tul névekvd iitemben. Annak jelent&ségére, hogy az
oligopolium modellekben preferaljuk a tiszta NFE P-et, tobbek kozott [Tasnadi (2011)
mutat rd. A P arfiiggvényre és a C;, 1 € N koltségfiiggvényekre az alabbi feltételeket
tessziik:

a) P kétszer folytonosan differencialhato egy nyilt intervallumon, amely tartalmazza a
[0, n] intervallumot, a P értelmezési tartomanyat.

b) P(q) > 0 minden ¢ € [0, n]-re, vagyis a vallalatok termelési korlatai olyan szorosak,
hogy még akkor is, ha mindenki teljes kapacitason termel, az dssztermelést pozitiv
aron el lehet adni.

¢) P'(¢) < 0 minden g € [0, n] -re, vagyis P szigortian monoton cstkkeng.
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d) P (q) < 0 minden ¢ € [0,n] -re, vagyis P szigorian konkav.

e) P” monoton csokkend a [0, n] intervallumon, vagyis az arak csokkenésének "gyorsu-
lasa" csokken az Osszkinédlat novekedésével.

f) C; kétszer folytonosan differencialhato egy nyilt intervallumon, amely tartalmazza
a [0, 1] intervallumot, a C; értelmezési tartomanyat.

g) Ci(z;) > 0 minden z; € [0.1]-re.

h) C/(x;) > 0 minden z; € [0.1]-re, tehat a koltségek monoton nének a termelés nove-
kedésével.

i) Van egy olyan u; € (0,1) inflexiés pont, hogy C; konkav a [0, u;) és konvex a (u;, 1]
intervallumon.

j) C7(0) < 0 és C? szigortian monoton névekvé a [0, 1] intervallumon, vagyis a koltsé-
gek novekedésének a gyorsulasa né a termelés névekedésével.

A NEP létezésére elégséges feltételeket adnak a kdvetkezs tételek.

3.12. tétel (Forgo (1995)). Ha 2P'(0) < C!(0) fenndll minden i € N-re, akkor a G
oligopolium jdatéknak van legaldbb eqy N EP-je.

3.13. tétel (Forgo| (1995)). Ha C{(0) < —P'(0), minden i € N-re, akkor a G oligopo-
lium jatéknak van legaldbb eqy N EP-je.
3.14. tétel (Forgo| (1995)). Ha minden i € N -re a kdltségfiggvény w; inflexics pontjdra

£'(0)
C"(0)

fenndll az u; < eqyenldtlenség, akkor a G oligopdlium jdtéknak van legaldbb eqy

NEP-je.

Ezeknek az elégségességi tételeknek érdekes kovetkezménye van a koltségfiiggvény
alakjéra.

3.15. kévetkezmény. Ha minden i € N -re 2P'(0) > C/(0), és a kéltségfigguény
konkdv része nem terjed tul a termelési kapacitas felén, akkor a G oligopdlium jdtéknak
van legalabb eqy N E P-je.

Ha minden i € N-re 2P'(0) < C/(0), akkor a[3.12] tétel biztositja a N EP létezését.
Nem tudunk semmit mondani arr6l az esetrél, amikor bizonyos vallalatok esetén az
egyik irdnyd, masok esetében pedig a maésik irdnyd egyenl6tlenség all fenn. Ez per-
sze nem fordulhat el§ a szimmetrikus esetben, vagyis, ha minden vallalatnak ugyanaz
a koltségfiiggvénye. A N EP létezése szempontjabol ekkor csak tgy lehet baj, ha az
inflexiés pont az (%, 1} intervallumba esik.

A vallalatok a termelési lehetGségeiket tekintve szimmetrikusak. Ez teszi lehet6vé,
hogy adjunk egy olyan elégséges feltételt, amely az iparagat alkoto vallalatok szamaéara
vonatkozik.

3.16. tétel (Forgo (1995)). Ha P(1) > C/(0) minden i € N -re, akkor van olyan
ng > 2 wvdllalatszdm, hogy a G oligopdlium jatéknak van legaldbb eqy N EP-je minden
2 < n < ng esetében.
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A feltétel szavakban azt jelenti, hogy ha az iparag teljes termelését egy vallalat
adja, akkor az ar legyen nagyobb, mint a 0 termelésnél a hatarkoltseg. Altalanos ta-
nulsdgként megallapithatjuk, hogy még nemlinearis arfiiggvény esetén sem sziikséges
a NEP létezésehez a koltségek konvexitasa, igen széles koltségfliggvény osztalyok is
"kellemesek" ebbdl a szempontbol.

Valamiért azért kitiintetett szerep jut a konvex koltségfiiggvényeknek. Csak az n = 2
esettel (duopoliomakkal) foglalkozunk. A modell Iényegében véltozatlan, azzal a kive-
tellel, hogy altaldnos arbevétel fiiggvénnyel szamolunk, az arbevétel nem feltétleniil
mennyiségszer egységar, akar mennyiségi diszkontar is megengedett. Tehat az (altala-
nositott) G duopolium jaték

G = {[0?1]7[071];f1af2}
fi(l’l,l'g) = Ri(Il,Jfg)—CZ‘(IZ‘), ZL’Z‘E[O,l], i:1,2,

ahol R;: [0,1]> — R az arbevétel (revenue) fiiggvény, C; a koltségfiiggvény. Az alabbi
tétel egy sziikséges feltételt ad a koltségfiiggvény alakjara.

3.17. tétel (Forgo (1995)). Ha a G duopdlium jatéknak minden konkdv drbevétel fiigg-
vény mellett van N EP-je, akkor a kéltségfigguény konvex.

3.3. Kétfiiggvényes minimax tételek

Az egyfiiggvényes minimax tétel, legalabbis a legegyszeriibb forméajaban, bevezets ja-
tékelméleti kurzusok téméja és jelent&sége koztudott. Nem ez a helyzet a kétfiiggvényes
minimax tételekkel.

Legyenek X, Y nem iires halmazok és f,g: X x Y — R két valos értéki fligg-
vény, ahol f < g. A kérdés az, hogy milyen feltételek mellett all fenn a kiévetkezd
egyenlGtlenség:

inf < infg .
in sg{pf_s;plg g

Azokat a tételeket, amelyek az X, Y, f, g-re tett bizonyos feltételek mellett a
fenti egyenlGtlenség fennallasat mondjak ki, kétfiiggvényes minimax tételeknek neve-
zik. Azon tulmenGen, hogy a problémanak matematikai jelent&sége van, Forgo (1999)
megmutatta, hogy ezeknek a tételeknek milyen szerepe lehet a Nash-egyensilypont
létezésének bizonyitasdban.

Egy igen altalanos kétfiiggvényes minimax tételt sikeriilt bizonyitani elemei eszko-

v

3.18. definicié. Egy p: R? — R folytonos figguényt dtlagold fiigguénynek neveziink,
ha mindkét valtozojaban novekvd, valamint

p(AA) =X és A # = min{\, u} < p(A, 1) < max{A,pu} .
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Konnyt latni, hogy pl. a stlyozott szamtani atlag fliggvény eleget tesz a fenti felté-
teleknek.

3.19. tétel (Forgo és Joo (1998)). Legyenek py és py dtlagols figgvények, X ésY nem
dres halmazok, f,g: X xY — R, f < g korldtos fiigguények, amelyekre fenndllnak a
kévetkezd feltételek:

(i) bdrmely x1,x9 € X-hez taldlhaté olyan x3 € X, hogy y € ¥ = f(xs3,y) >
Pl(f($1,y),g(xz,y)),

(i1) barmely yi,yo € Y -hoz taldlhato olyan ys € Y, hogy x € X — g(x,y3) <
pQ(f(xa yl)7g(xa 92));

Ekkor barmely F' C X wvéges halmazra fenndll

. < 3 A
inf max f(z,y) < sup ipf 9(x,y)

A feltételekben fellelhets az F- és CF-konkavitas szelleme. Ezt a tételt az évek
folyaman tébben altalanositottak, Forgd (2001), Cheng és Lin| (2001, 2003), Cheng
(2004} 2010), [Jin et all (2006), [Tang és Chengl (2008), de az altalanosabb feltételek
némelyike mar "elég mesterkélt" lett, szemben az atlagolo fliggvény természetességével.

3.4. A korrelalt egyensily egy altalanositasa: a puha
korrelalt egyensily

A korrelalt egyenstly, C'E fogalma Aumanntol (Aumann, [1974)) szarmazik. Egy G véges
jaték kevert bévitésének a leggyakoribb interpreticidja a kovetkezd forgatokdnyvhoz
kapcsolodik. Minden jatékos a sajat kevert stratégiaja (valoszintségeloszlas a véges
stratégiahalmazon) szerint végrehajt egy sorsolast és a sorsolas eredményét jatssza.
Egyensulyban egyik jatékosnak sem érdeke egyoldaltan masik stratégiat valasztani,
mert, varhato értékben nem jar jobban. Aumann forgatokdnyve szerint is van egy sor-
solas a jaték effektiv lejatszasa elGtt, amit egy jatékvezets hajt végre és egy adott p
valoszintiségeloszlas szerint kisorsol egy stratégiaprofilt. Minden jatékossal kozli (ja-
vasolja, hogy ezt jatssza), hogy mi az § stratégidja ebben a stratégiaprofilban, de a
tobbiekét titokban tartja. A jatékvezetd javaslatat meg lehet fogadni, de lehet mést is
jatszani. A p valoszintiségeloszlast C'E-nek nevezziik, ha egyik jatékosnak sem érdeke
(varhato értékben nem kap nagyobb kifizetést) egyoldaluan eltérni a jatékvezets javas-
latatol. Tulajdonképpen a sorsoléssal és tanacsadassal kibévitett jaték N E P-jérsl van
Sz0.

A CF altalanositasa a N E P-nek abban az értelemben, hogy minden NEP &ltal a
stratégiaprofilokon generalt valoszintiségeloszlas egy C'E. Konnyt viszont talalni olyan
jatékokat, amelyekben van olyan C'E, amelyhez tartozé tarsadalmi hasznossag, SW
(tobbnyire ezen a jatékosok kifizetéseinek osszegét értik) nagyobb, mint barmely N FE P-
ben. Mas forgatokdnyvvel sok esetben nagyobb SW-t lehet elérni, mint a C'E-vel.
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A CF els6 altalanositasa ebben az iranyban a Moulin és Vial (1978)) altal defini-
alt gyenge korrelalt egyenstly, WCE. A forgatokonyv itt is azzal kezdddik, hogy a
jatékvezets egy koztudott g valoszintiségeloszlés szerint kisorsol egy stratégiaprofilt.
Miel6tt azonban barmit is kozolne a jatékosokkal, felteszi nekik a kérdést egyenként,
hogy szandékoznak-e vakon engedelmeskedni a javaslatanak. Ha a felelet "igen", akkor
azt kell csinalni, ami ki lett sorsolva, ha pedig a felelet "nem", akkor barmit csinalhat
szabadon. A ¢ valoszintiségeloszlas egy WCE, ha egyik jatékos sem érhet el varhato
értékben nagyobb kifizetést a vak engedelmességtsl valo egyoldala eltéréssel. Lathato,
hogy a W' E-ben a jatékosok elkotelezettsége erésebb, mint a C'E-ben. Sok példat
lehet mutatni arra, hogy a WC'E nagyobb kifizetést ad, mint a CE. Azonban ismét
maradnak olyan fontos jatékok (mint pl. a notorius fogolydilemma), amelyeken még ez
sem segit.

Forgd (2010) javasolta a C'E-nek egy maésik altalanositasat, amit puha korrelalt
egyensilynak, SCE neveziink. A WCE forgatokonyvét azon a ponton modositjuk,
amikor egy jatékos megtagadja a vak engedelmességet. Most is azt a stratégiat valaszt-
hatja, amit akar, kivéve azt az egyet, ami ki lett sorsolva. Az SCE olyan jatékoknal is
tud az SW-n javitani a C'E-hez képest, amelyeknél a W C'E kudarcot vall. A fogolydi-
lemma kozéjiik tartozik.

A korrelalt egyensilyok halmazat u.n. 6sztonzd feltételekkel tudjuk leirni. Ezek-
ben az engedelmesség varhaté hasznat allitjuk szembe az engedelmesség megtaga-
dasaval. Nézziik az SCE-k halmazanak leirdsat osztonzé feltételekkel. Legyen G =
{S1,...,Su; f1,- ., fu} a vizsgalt jaték. Az 6sztonzé feltételeket az i rogzitett jatékos-
ra irjuk fel és az egyszeriiség kedvéért ezt az indexet elhagyjuk. A kdvetkezs jeloléseket
hasznéaljuk:

e N ={1,...,n}: a jatékosok halmaza.

e [ ={1,...,m}: az i jatékos stratégiahalmaza, a stratégiakat a stratégiak indexei
reprezentaljak.

e S_:azijatékos kivételével az Gsszes tobbi jatékos stratégiahalmazainak Descartes
szorzata (a csonka stratégiaprofiliok halmaza)

s_ € S_: egy csonka stratégiaprofil.

(j,s-), 7 €1, s € S_:egy (teljes) stratégiaprofil.

S={(j,s_):j€1,s_€S_}: a (teljes) stratégiaprofilok halmaza.

e f(j,s_): az i jatékos kifizetése, ha 6 a j stratégiat jatssza, a tobbiek pedig s_-t.
e p: egy valdszintiségeloszlas S-en.

e p(j,s_): az a valoszintiség, amelyet a p eloszlas a (j, s_)stratégiaprofilhoz rendel.

Egy rogzitett j € I-re az alabbi feltételek Osszességét

10
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Z f(g,s-)p(g,s-) > Z f(l,s-)p(j,s—) minden [ € I-re,

s_€eS_ s_€S_
nevezziik j-halmaznak. Tekintsiik a K = [/ (7 \ {j}) halmazt, amelynek elemeit
megengedett (index)halmaznak hivjuk. Az SCE 6szténzé feltételeit az i € N jatékos
szamara az alabbi egyenlGtlenségekkel definidljuk:

SN FGspGiso) =)0 Y ks )p(hs-) |

jeI s_eS_ jeI s_eS_

minden (ky, ..., ky,) € K megengedett halmazra.
Az SCFE 6sztonzé feltételeinek széma az i jatékosra (m — 1)™. Ez nagyon sok, de
szerencsére a feltételek szamat drasztikusan le lehet cstkkenteni.

3.20. tétel (Forgo| (2010)). Minden i € N jatékos esetében van olyan linedris eqyen-
l6tlenségrendszer, amelynek mérete (a vdltozok és feltételek szima) kvadratikusan nd
a stratégiak szamdnak névekedésével és az dltala meghatdrozott lehetséges tartomdny
alkalmas vetitése megegyezik az SCE-k halmazdval.

Mivel az SCFE fogalomalkotasnak a legfébb célja az, hogy "jobb varhato kifizeté-
seket érjiink el, mint a C'E-vel, az altalanositas erejét azzal lehet demonstralni, hogy
mutatunk olyan fontos jatékosztalyokat, ahol az SC'E jobban teljesit. Nevezziink egy
G ={S1,...,5n; f1,..., fn} jatékot binarisnak, ha minden jatékosnak csak két strate-
gidja van. Nem nehéz belatni, hogy a WCFE és a C'E egybeesik binaris jatékok esetében.
Az SCFE-k halmaza nem sztikebb, mint a WC'E-k halmaza, amint azt az alabbi egy-
szert tétel kimondja.

3.21. tétel (Forgo| (2010)). Bindris jatékokban minden WCE egyittal SCE is.

A kovetkezs tétel egy elégséges feltételt ad arra, hogy az SC'E minden jatékos
szamara jobb legyen, mint egy Pareto-dominélt tiszta NEP (PNEP).

3.22. tétel (Forgo| (2010)). Ha s* eqy szigorian Pareto-domindlt PNEP eqy G =
{S1, ..., Su; f1, -, fu} véges jatékban, akkor van olyan SCE, amely szigorian Pareto-
domindlja s*-ot.

A fogolydilemma a [3.22] tétel hatélya ala esik.

3.5. Puha korrelalt egyensily egyszeri, két-kiszolga-
16s, nem-csokkend, linearis torlodasi jatékokban

Az egyszerti torlodasi jatékokban a jatékosok valaszthatnak bizonyos kiszolgalok kozott,
amelyeknek a szolgalatait szeretnék igénybe venni. Egy jatékos hasznossaga (kifizeté-
se) csak attol fiigg, hogy hanyan hasznaljak (valasztottak) az illetd kiszolgalot. Mi csak
két-kiszolgalos torlodasi jatékokkal foglalkozunk és ezen beliil is csak azokkal, ahol a
torlodas novekedésével linedrisan csokken a jatékos altal elérheté hasznossag. A két-
kiszolgalos torlodasi jaték egy binaris jaték, és mint azt lattuk a kordbbiakban (3.21]

11
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tétel) binaris jatékokban jo esély van arra, hogy az SCFE jol teljesitsen. Az SC'E erejé-
nek mérésére két mutatoszamot hasznalunk, amelyeket |Ashlagi et all (2008)) javasoltak
a C'E-re. Ezek a "mediacios érték" és a "kényszeritési érték".

Legyen C' a véges jatékok egy osztalya és G € C'. Jelolje P(G) a G stratégiaprofilja-
in értelmezett Osszes valoszintiségeloszlasok halmazat, M(G) a G kevert N EP-jei altal
generélt valoszintiségeloszlasok halmazat, M P(G) a G jaték PN EP-jei altal generalt
valosziniiségeloszlasok halmazat, és S(G) az SCE-k halmazat. Jeloljik SW(p)-vel a
p eloszlashoz tartozé varhato tarsadalmi hasznossagot (a jatékosok varhatd hasznos-
sdgainak az Osszege). Definidljuk az SCE-hez tartozo MV (G) és MV P(G) mediacios
értékeket a kovetkezSképpen

maxpen () SW(p) '

maxpeMp(G) SW p) ’
az EV(G) kényszeritési értéket pedig az alabbi modon

maxpep(c) SW(p)

FE = .
V(G) maxpes(@) S W(P)

Az SCE MV és M PV P mediacios értékeit és az EV kényszeritési értékét a C' jaték-
osztalyon pedig igy definialjuk

MV =sup MV (G), MVP =sup MVP(G), EV =sup EV(G) .
cec cec cec

Az MV és az MV P tulajdonképpen egy "legjobb-eset elemzés" eredménye. Minél
nagyobb az MV és az MV P értéke, annal tobbet javit az SW-n a jatékot megel6z6
"mediacio" (nevezziik igy a jatékvezetd ténykedését is tartalmazo protokollt) a legjobb
esetben. Az E'V egy valodi "legrosszabb-eset elemzés" eredménye és azt mutatja, hogy
(relativen) maximum mennyit veszithetiink az SW maximumahoz képest. Nyilvan az
MV =00, MVP =00 és az EV =1 a legjobb értékek.

Az SC E-re vonatkoz6 eredményeinket, |[Forgo| (2013) a kovetkezs tablazatban Gssze-

gezziik:

Jatékosok szdma | MV~ MV P £V

2 00 00 1
4 4

3 3 3 1
4 ? >4 1,007478...
e a =
n T2 e =3

3.6. Puha fa-korrelalt egyenstly

Ha az SC'E protokolljat extenziv forméban adott jatékokra akarjuk alkalmazni, akkor
az az 1t, hogy el6bb atalakitjuk normal forméra, nem jarhaté az exponencialis méret-

12
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novekedés miatt. Az SCE protokolljat kell az extenziv forma sajatossagaihoz igazitani.

A CF protokolljanak alkalmazasat extenziv jatékokra tébben tanulményozték kii-
16nb6z6 modellekben, Forges| (1986, 1993), |Myerson| (1986), von Stengel és Forges
(2007). Az SCE alapotlete és alkalmazasa klimatéargyalasi jatékokra elszor [Forgd
et al (2005)-nal jelenik meg. Az alkalmazott modellhez talan von Stengel és Forges
(2007) "tigynok-alaka korrelalt egyensily"-a (agent-form correlated equilibrium) all a
legkozelebb. Az alapvetd kiilonbség a mi és [von Stengel és Forges (2007) megkozelitése
k6zott az, hogy a randomizécio a jatékfa levelein torténik és nem az informéaciés halmaz
jatékokra (minden informécios halmaz egy elemti) vonatkozik, ahol a jatékfa minden
pontjahoz tartozo elérési valosziniliségek egyértelmtien kiszamithatok a levelek elérési
valészintiségeibdl. Véges normél forméja jatékoknal a stratégiaprofilokon és a kifizeté-
sek halmazéan val6 randomizalas lényegében ugyanaz. Az extenziv formaju jatékoknal
a kifizetések a jatékfa levelein torténnek meg és a levelek szdma sokkal kisebb a straté-
magunkat, mint ahogyan azt meg is tessziik.

A legegyszertibb esetet vizsgéljuk: a véges, kétszemélyes, tokéletes informéacioju ja-
tékokat, ahol nincs szerepe az externdlis véletlennek (no chance moves) és minden
kifizetés kiilonbozs. Ezeknél a jatékoknal a jatékfa leveleihez (végpontokhoz) rendelt
valoszintiségeloszlasbol egyértelmten ki tudjuk szamolni az egyes dontési pontokhoz
tartozo feltételes valoszintiséget és természetesen forditva is, a feltételes valoszintisé-
gekbdl a levelek valoszintiségeit. A dontési pontokhoz tartozo feltételes valoszintisé-
geket viselkedési (behavioral) valosziniiségeknek fogjuk nevezni. Legyen T = (V, E)
a G véges, tokéletes informacioju extenziv jaték faja, ahol V' a csticspontok (dontési
pontok és levelek) halmaza, E az élek halmaza. A levelek L halmazan értelmezett p
valosziniiségeloszlast fa-korrelalt stratégianak (tree-correlated strategy) nevezziik. Ezt
a minden jatékos altal ismert eloszlast hasznalva a jatékvezeté minden egyes dontési
pontban kisorsol egy lépést és javaslatot tesz az abban a pontban doéntést hozo jaté-
kosnak, hogy melyik lépést valassza. Attol fiiggGen, hogy a jatékosok mekkora mértéki
elkotelezettséget vallalnak, a CE, WCFE és az SCFE "viselkedési" valtozatat kapjuk,
amit a TCE, TWCE és TSCE roviditésekkel jeloliink (A T' elsg betii a "tree" szora
utal). Ha semmilyen elkotelezettséget sem vallalnak, akkor a TC' E-t, ha teljes az elko-
telezettség, de ha ezt a jatékos nem vallalja, akkor barmit léphet, a TWCE-t, és ha
nem kotelezi el magat, akkor barmit 1éphet annak a kivételével, ami ki lett sorsolva,
a TSCE-t. A teljes protokollban arrol is kell rendelkezni, hogy mi térténjék akkor, ha
a jatékvezetd javaslatat nem fogadjak el valamikor a jaték lejatszasa folyaman. Elmé-
letileg megengedve més lehetGségeket is, alapvetGen azzal a feltételezéssel éliink, hogy
amikor elGszor torténik ez meg a jaték folyaman, a jatékvezetd besziinteti tevékenysé-
gét és ettdl a ponttol kezdve a jaték jatékvezets és mindenféle javaslattevés, barmiféle
korrelacio nélkiil folytatodik.

Mindharom (TCE, TWCE, TSCE) forgatokonyv esetében a jatékfa levelein értel-
mezett valoszintségeloszlast egyensulyinak nevezziik, ha varhato értékben egyik jatékos
sem tudja a kifizetését javitani azzal, ha nem veszi igénybe és nem fogadja meg a ja-
tékvezetd javaslatait minden olyan csticspontban, amikor & kovetkezik lépésre, feltéve,
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hogy az Gsszes tobbi jatékos igy tesz. Jegyezziik meg, hogy abban a részfaban, amelyben
részjaték tokéletes N E P létezik, amelyet a visszafele indukcié modszerével hatarozha-
tunk meg a jol ismert modon (lasd |Osborne és Rubinstein| (1994). A NEP unicitasat
az a feltételiink biztositja, amely szerint minden kifizetés kiilonb6z6.

A részjaték tokéletesség a legerdteljesebb finomitasi eszkoz az extenziv jatékok ko-
rében. Amiota Selten (1975) bevezette a fogalmat, szinte alapvets kovetelmény, hogy
az extenziv formaju jatékokban megkoveteljiik illetve biztositsuk a teljesiilését, ami
tulajdonképpen a nem hihetd fenyegetések kizarasat jelenti. Elég természetes, hogy a
harom fa-korrelélt egyensulytol is koveteljiik meg valamely forméjanak teljesiilését. Ez
ebben az esetben azt jelenti, hogy a TCE, TWCE, TSCFE, hogy ha egy részjatékra
(részfara) korlatozzuk a jatékot és az egész jatékban egyensilyi valosziniiségeloszlast
kicseréljiik arra az eloszlasra, amely azokat a feltételes valosziniiségeket rendeli a részfa
leveleihez, amelyek az egész fara vonatkozo valoszintiségek azzal a feltétellel, hogy a
részfa gyokerét elértiik, az igy kapott valoszintiségek a részfaban is alkossanak egyen-
sulyi (TCE, TWCE, TSCE) valoszintiségeloszlast. A részjaték tokéletesség megovija
a jatékvezetGt attol, hogy a hitele csorbuljon azédltal, hogy moédositgatja a valoszint-
ségeket a jaték lejatszasanak folyaman. A részjaték tokéletesség megkovetelése tul sok
a TCE, TWCE esetében. Az altalanositas elvesziti erejét és nem marad mas, mint a
Nash-egyensiily.

3.23. tétel (Forgo (2011)). Ha megkiveteljiik a részjdték tokéletességet, akkor a TWCE
(és ezdltal a TCE sem) nem tudja Pareto-javitani a N EP-et.

A TSCEFE viszont tud részjaték tokéletes Pareto-javitast produkalni, példaul a koz-
ismert szazlabu jatékban.

Rendszerint sok korrelélt stratégia van, amely kielégiti az 6szténzé feltételeket. Ha
kombinélni szeretnénk a stabilitast, amelyet az 0sztonzé feltételek fejeznek ki és ame-
lyeket a kiilonb6z6 protokollokbol vezetiink le, és ki szeretnénk valasztani a jatékvezetd
(vagy valamilyen mas személy vagy testiilet) szempontjabol a lehetséges korrelalt egyen-
stlyok koziil a legjobbat (optiméalisat), akkor egy optimumfeladatot kell megoldanunk.

A fa-korrelalt egyensily esetében a valtozok a fa minden egyes [ € L leveléhez ren-
delt valosziniiségek (ezeknek az Osszege 1 kell legyen). Azon tul, hogy a fa leveleihez a
jatékosok altal elért hasznossagot rendeljiik, amit akkor tudnak elérni, ha a jaték ab-
ban a levélben végzddik, minden egyes fa-korreldlt egyenstlyhoz hozzarendelhetjiik azt
a hasznosségot, amelyet a jatékvezets (vagy valamilyen mogotte allo szervezet) ér el.
Specialis eset az, ha minden levélhez egy valos szamot rendeliink hozza, ami azt a hasz-
nossigot reprezentélja, amelyet a jatékvezets ér el akkor, ha a jaték az adott levélben
végzidik. Ezeknek a hasznossagoknak a varhato értékeét a fa-korrelalt egyensily valoszi-
niiségeivel szamolva kapjuk a jatékvezets varhato hasznossagat, ami a valoszintiségek
linearis fiiggvénye. Ebben a specidlis esetben a jatékvezet§ varhaté hasznossaganak
maximalizilasa a fa-korrelalt egyensuly lineéris 6sztonzé feltételei mellett egy linearis
programozasi feladat. A jatékvezets hasznossagi fiiggvényének nem kell koztudottnak
lenni.

A TSCFE gondolata elgszor az Eurdpai Unio meghbizasabol, a széndioxid kibocsétas
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csOkkentésére alkalmazott stratégiak vizsgalatanak témakorében irt tanulmanyban ve-
t6dott fel, Toth et al (2001)), majd a tanulmany jatékelméleti vonatkozésait targyald
cikkben |Forgo et all (2005) részletesebben is ki lett fejtve. A hasznalt komplex modell
egy extenziv formaban adott jaték koré épiil. A jatékosok egyes orszagcsoportok, ame-
lyek kiilonb6z6 idépontokban hozhatnak dontéseket arrol, hogy mekkora eréfeszitéseket
tesznek egy adott periodusban a GHG (liveghazhatasi) gazok atmoszférikus koncent-
raciojanak csokkentésére. A jatékosok szekvencidlisan (nincsenek szimultan déntések)
dontenek a GHG csokkentésre tett erdfeszités mértékérsl (véges szami lehetGségbdl
valaszthatnak), sajat maguk és a tobbiek korabbi dontéseit ismerve. Az utols6 perio-
dus végén torténnek meg a kifizetések, amelyeket a Nordhaus és Yang (1996) kombinalt
éghajlat és makrookonomiai modell segitségével szamoltunk ki. A modell részletei meg-
talalhatok az idézett citetToth2001 tanulményban. Csak annyit emlitiink meg itt, hogy
az illet jatékos (orszagesoport) orszagainak az egész id6horizonton vett, jelenértékre
visszadiszkontalt fogyasztasa jelenik meg a jatékfa végpontjaiban. A stratégiavalasz-
tés szerepe abban van, hogy a periddusokon keresztiil megvalasztott GHG redukciora
forditott koltségek az atmoszféra valtozéasra, és ezen keresztiil a gazdasagi teljesitmény-
re hatast gyakorolnak. Ennek kovetkeztében kapjuk a kifizetéseket a fa leveleiben. A
"jatékvezets" célfiiggvénye a varhato globalis hémeérsékletvaltozas minimalizalasa volt.
A stabilitast az orszagcsoportok Osszfogyasztésara koveteljilk meg megfelels 6sztonzé
feltételekkel, mig a "globalis jolét" novekedését a hémérséklet novekedés csokkenése
jelenti.

3.7. Az L-Nash alkumegoldas

Nash nem csak a nem-kooperativ jatékok egyensilyi vizsgalatanak alapjat fektette le,
hanem a kooperativ jatékelmélet teriiletén is elinditott egy maig is virulens kutatasi
iranyt, Nash| (1950b, |1953)), amely kiilonbo6zik a [von Neumann és Morgenstern| (1944))
megkozelitéstsl. A Nash altal vizsgalt modell csak a lényegre koncentral: a lehetséges
kimenetelek halmazabol (a hasznossagi térben) kell egy elemet kivalasztani, amely jol
ing solution) nevezte, ami késébb Nash-alkumegoldas, N AM néven valt kozismertté.

Jeloljiik F-el a lehetséges kimenetelek (kifizetések) halmazat és d = (dy, ..., d,)-nel
az "egyet nem értési" (status quo) kifizetést. Az (F,d) parost, ahol F' C R%}, d € R™,
n-személyes alkuprobléméanak nevezziik. Most is a jatékosok halmaza N = {1,... n}.
Feltessziik, hogy F' konvex, kompakt és van olyan = € F, hogy > d. A (kooperativ)
jaték abbol all, hogy a jatékosok targyalnak egymassal arrol, hogy F' melyik elemét
valasszak. Ha sikeriil megegyezni, és a valasztas x* € F, akkor a ¢ jatékos megkapja
az z; kifizetést, © € N. Ha nem sikeriil megéallapodniuk, akkor az 7 jatékos a d;, 1 € N
"hiintetd" kifizetést kapja. Jeloljik A-val az alkuprobléméak halmazat. Egy ¢: A — R"
fiiggvényt megoldasfiiggvénynek, vagy réviden megoldésnak neveziink. Az axiomatikus
megkozelités igyekszik kovetelményeket megfogalmazni, amelyek intuitiven elfogadha-
tok, és egyértelmiien meghataroznak egy megoldast. Nash axiomai (kovetelményei) a
kovetkezbek:
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1. Lehetségesség: minden (F,d) alkuproblémara ¢ (F,d) € F.

2. Racionalitas: minden (F,d)-re (F,d) > d. Mindegyik jatékos szeretne legalabb
annyit kapni, mint amennyit akkor is kapna, ha nem sziiletik semmilyen meg-
egyezés.

3. Pareto-optimalitas: ha feF, és f > ¢(F,d), akkor f = ¥ (F,d). Ez a klasszikus
Pareto-elv az alkuprobléma kontextusaban megfogalmazva.

4. Skéla fiiggetlenség: ha aq,...,qa, >0, B1,..., B, tetszbleges, és

d/ = (a1d1+51a"'7&ndn+ﬂn) )
F’ — {(Oéll'l—'—ﬁl,...,@nl’n—i-ﬁn)Z(Il,...,x‘n)EF}7

akkor Y(F',d') = (cqr (F,d) + b1, ..., anbn(F,d) + B,). A megoldas ne fiiggjon
attol, hogy milyen mértékegységben szamolunk és hova tessziik a mérési skala
kiindul6pontjat.

5. Kedvezdtlen alternativaktol valo fiiggetlenség: ha F' C F,(F’',d) € A, és ¢(F,d)
€ F', akkor ¢(F',d) = (F,d). Az optimumszamitas "relaxacios" elvének meg-
felel6 kikotés. Ha a lehetséges kimenetelek halmazéat tgy szikitjiik, hogy a meg-
oldas a sziikebb halmazban is benn van, akkor a sziikebb lehetséges kimeneteli
probléménak is ez kell legyen a megoldasa.

6. Szimmetria: Ha van olyan i és j indexparos, hogy (z1,..., %, ..., 25, ..., 2,) €
F' akkor és csak akkor, ha (xy,...,25,...,24...,2,) € F és d; = d;, akkor
Yi(F,d) = ¢;(F,d). Mas szoval, a jatékosok minden lényeges tulajdonsaga (al-
kuereje, rendelkezésre allo lehetségek halmaza, stb.) a modell része kell legyen,
semmi kiilsg kiilonbség ne legyen kozottiik.

Tekintsiik a kovetkez6 maximum feladatot, amelynek célfiiggvényét Nash-szorzat-
nak nevezziik:

1:[ (x; —d;) — max
i=1
st. (x1,...,2,) €F, x; > d; minden i € N-re.
Ennek a feladatnak pontosan egy megoldasa van, melyet Nash-alkumegoldasnak,
N AM neveziink. Legyen ¢ az a megoldasfiiggvény, amely minden alkuproblémahoz a
N AM-ot rendeli.

3.24. tétel (Nash (1950b)). ¢ az egyetlen megoldasfiggvény, amely az 1-6 kévetelmé-
nyeket kielégiti.

Nash eredetileg két jatékosra fogalmazta meg a modellt és az axiomékat, de az alta-
lanositas n jatékos esetére szinte magitol megy. Mint az lathato, egy alkuprobléma két
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dologtol fiigg: az F' lehetséges kimenetelek halmazatol és a d egyet nem értési kifizetés-
t6l. Sokan vizsgéltak, hogy miként fiigg a NAM a d-t6l rogzitett F' mellett. Thomson
(1994) attekints cikke a legjobb referencia. Semmilyen figyelmet nem szenteltek annak
a problémanak, hogy mi toérténik, ha az egyet nem értési pont valamilyen irdnyban a
végtelenhez tart. Ez tobb szempontbol sem érdektelen probléma. Egyrészt sok esetben
annak az "ara", hogy az alku id6ben elhtizodik és nem sziiletik megegyezés folyamato-
san néhet és nem feltétleniil egyenl6 aranyban stjtja a jatékosokat. Masrészt, mint azt
latni fogjuk, szoros kapcsolat alakithatd ki a NAM és a véges, tobbritériumi dontési
probléma kozott.

Legyen C(«) = (F,—ar) egy n-személyes alkuprobléma, ahol r € R™, r > 0, és «
egy pozitiv paraméter. Az r vektort egyet nem értési irAnynak nevezziik. Barmely a-ra
a NAM az o paraméter b: R — R" fiiggvénye. Vezessiik be a kdvetkezs jeloléseket:

=3 () e @0-L3(Tn) e

Tekintsiik a kovetkezd linearis célfiiggvényti feladatot:

L(z) — max
L
st. zeF (£C)

1 0

Ha enneck egyetlen x := z'. Ha tobb optimaélis
megoldéasa van, akkor oldjuk meg az aldbbi kvadratikus célfiiggvényii feladatot:

megoldésa van, akkor legyen x

D it <Hj7£i Tj) 2 x;  — min
st. x* € F (QC)
L(x) = maxger L(x)

és legyen ¥ a kvadratikus feladat egyetlen optimalis megoldéasa.

3.25. tétel (Forgo és Szidarovszky| (2003)). 2% = lim, o b().

Az igy definialt 2° vektort az I lehetséges halmazhoz és r egyet nem értési irany-
hoz tartozo limit-Nash alkumegoldasnak, LN AM-nak nevezziik, magat a problémét
pedig limit alkuproblémanak és (F, —r)L-el jeldljiik. A tétel kovetkezménye, hogy az
LN AM-ot legfeljebb két "jol viselked6" matematikai programozasi feladat megoldasa-
val megkaphatjuk. Erdekes és egyuttal gyakorlati kérdés is, hogy vajon megkaphatjuk-e
az LN AM-ot egyetlen N AM megoldasaként, ha a elég nagy? Errél szol a kdvetkezs
tétel.

3.26. tétel (Forgo és Szidarovszky| (2003)). Ha F' egy nem iires politop, akkor van olyan
ag > 0, hogy minden o > «p, esetén az (F,—ar) alkuprobléma b(a) NAM-ja az F
lehetséges halmazhoz és r egyet nem értési irdnyhoz tartozé (F, —r)® limit-alkuprobléma

LNAM a.

A NAM-ot eddig egy "kivalasztasi" probléma (choice problem) megoldésaként ke-
zeltiik és "ésszer" axidmak 4altal hataroztuk meg. Nash azonban nem elégedett meg
ennyivel. Konstrualt egy olyan nem-kooperativ jatékot, amelynek, bizonyos értelemben,
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egyetlen N FE P-jének kifizetése megegyezik a NAM-mal. Ez a jaték explicitté teszi az
alkufolyamatot, és mintegy mas oldalrol vilagitja meg ugyanazt a dolgot. Fzt az elja-
rast, amikor egy axiomatikusan meghatarozott kooperativ megoldast elGallitunk egy
nem-kooperativ alku-jaték (lehetsleg egyetlen) N E P-jeként,implementélasnak nevez-
ziik (nem azonos a klasszikus implementacioval, de kozeli rokona, Serrano (2005)). Ezt
természetesen nem csak a NAM-ra lehet megtenni, hanem egyéb megoldasokra is.

Maganak a N AM-nak is tébbféle implementicidja van. Ezek koziil két olyant tekin-
tiink az n = 2 esetben, amelyek alapgondolatat viszonylag konnyen lehet alkalmazni az
LNAM implementalasara. |Rubinstein| (1982) valtakozé ajanlattételes, VA modelljét
gyakorlatilag minden valtoztatas nélkiil lehet alkalmazni az LN AM implementalasara
is, ha van olyan véges a > 0, hogy LNAM = NAM és az alkuprobléma paraméte-
reibél tudunk erre az a-ra becslést adni. Forgg| (2006) ad egy ilyen becslést arra az
esetre, ha F' politép. Megmutatja, hogy sima Pareto-hatar esetében is mikodik a V A,
de ebben az esetben, csakigy, mint az eredeti Rubinstein modellben, az implementécioé
aszimptotikus.

A N AM-nak azonban van egzakt implementacioja is. [Howard (1992) implementé-
cioja ilyen és csak bels6 paraméterek iranyitjak. Nincs kiviilrgl adott leallasi (break-
down) valoszintiség, amely fontos szerepet jatszik a Rubinstein-modellben. Howard
implementaciojat at lehet gy alakitani, hogy alkalmas legyen az LN AM implementa-
ciojara. Semmilyen kiils6 paramétert nem hasznalunk és egzakt implementaciora torek-
sziink: a jaték minden alkotorésze vagy primer adat, vagy a jatékosok dontési valtozdja.

Az LN AM, amit implementalni szeretnénk az F' C R? lehetséges halmazbol, amirds]
feltessziik, hogy a pozitiv kvadrans konvex, kompakt részhalmaza és az (1,r),r > 0
egyet nem értési iranybol all. Az, hogy az egyet nem értési irany elsé komponensét
1-en rogzitettiik nem sérti az altalanossagot. Nevezziik a két jatékost Pl-nek és P2-
nek. Teszlink még egy feltételt, aminek az a célja, hogy ahol csak lehet a jatékosoknak
egyértelmi legjobb lépésiik legyen.

Pareto-optimalis valasztas feltétele: Barmely g(xy, z5) célfiiggvényt maximalizalva
az I halmazon, a feladat optimalis megoldasai koziil a Pi (i = 1, 2) jatékos azt a Pareto-
optimalis pontjat valasztja, amelyiknek az z3_;, (i = 1,2) koordinataja a legnagyobb.

Ez a feltétel egy kis magyarazatra szorul. Miért torédik a P1 jatékos a P2 jatékos
kifizetésével? Azért mert, ha a P1 jatékos egy ajanlatot tesz (valaszt egy (z1,z9) €
F pontot) és nem tud x;-nél tébbet elérni, akkor okosan cselekszik, ha x9-6t olyan
magasra valasztja, amennyire csak lehet anélkiil, hogy sajat maganak kevesebbet kérne,
mivel ezzel noveli annak az esélyét, hogy a P2 jatékos elfogadja az ajanlatot. Ez pedig
érdeke a P1 jatékosnak, hiszen azért javasolta az (x1,x2) pontot, mert x1-el meg lenne
elégedve.

Nézziik most a kovetkezé H dinamikus jatékot, amely négy f6 1lépésbdl all.

1. P1 valaszt egy (y1,y2) € F pontot (ajanlat) és egy a > 0 szamot (ez a biintetd
paraméter).

2. P2 valaszt egy (z1,22) € F pontot (ajanlat) és egy p € [0,1] szamot (ez a
megallasi paraméter).
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3. Egy sorsolas van, amelyben a jaték p valoszintiséggel folytatodik és 1 — p valoszi-
niiséggel véget ér, amikor is mindkét jatékos kifizetése 0.

4. P1 valaszt a kovetkez6 két lehetGség koziil:

a) Elfogadja a P2 jatékos (x1,z2) ajanlatat, a jaték kimenetele (zq,x2) és a
jatékosok a kovetkez6 kifizetést kapjak:

(xl +a(l- %),xz +alr - 1)) |

p
b) Egy sorsolds van, amelyben a jaték 1 — p valosziniiséggel véget ér és mindkét
jatékos kifizetése 0.

p valoszintiséggel a jaték kimenetele (y1,y2) és a kifizetések az alabbiak:

(1 +alt= Shmrat= ) -

Miel6tt az implementacios tételt megfogalmazzuk, tekintsiik a Nash-feladatot az
a = 0 biintetés mellett:

T1To — Max
s.t. (1’1,.]]2) e F.

Legyen az a = 0 biintetés mellett a NAM a (21(0), 22(0)) pont. Az implementécioban,

mielGtt a H jaték elkezd6dne, valasszuk a jatékosok indexeit gy, hogy a Z% <r

egyenlGtlenség fennalljon.

3.27. tétel (Forgo és Fulop| (2008). A Pareto-optimdlis vdlasztds feltétele és a jatéko-
sok megfeleld indexelése mellett a H jaték implementdlja az LN AM-ot vagy pontosan,
ha van olyan véges biintetd paraméter, amely mellett LNAM = NAM, vagy aszimp-
totikusan, ha nincs ilyen véges biinteld paraméter.

3.8. Az alkuprobléma és a tobbkritérimt dontések

A legegyszeriibb véges tobbkritériumi dontési probléma, (T'DP) a kovetkezs. Egy don-
téshozonak, (DH) az alternativak m-elemti A = {A,..., A,,} véges halmazabol kell
kivalasztani egyet, amelyet legjobbnak tart. Minden alternativat egy valos n-elemii
vektorral jellemziink, amelynek elemei az alternativak hasznossigit adjak egy adott
kritérium szerint. Jeldljiik a kritériumok n-elemt halmazat C = {C,,...,C,}-el. Igy
a problémat meg lehet egy D = [d;;] n x m-es dontési matrixszal adni, amelynek d;;
eleme azt jelenti, hogy a DH a C; kritérium szerint mekkora hasznossaghoz jut, ha az
A; alternativat valasztja.

A TDP-t altalanosabban is megfogalmazhatjuk, ha az alternativik valdszintiségi
keverését is megengedjiik. Igy tehat lehetséges dontés az is, ha az alternativakat va-
lamilyen p € R™ valészintiségeloszlas szerint véletlenszertien valasztjuk ki. Ekkor a
dontési alternativak halmaza az A elemein értelmezett 6sszes P valosziniiségeloszlas.
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Ha még tovabb szeretnénk altalanositani, akkor a lehetséges dontések halmazarél csak
annyit tesziink fel, hogy nem iires, konvex és kompakt.

Milyen alapon valasszon a dontéshozo a lehetséges dontések koziil? A két leggyak-
rabban hasznalt megkozelités a

(i) stlyozasos modszer (weighting or scoring) és a
(i) referencia pont modszer (reference point method).

A silyozasos modszer esetében a kritériumokat fontossaguk szerint silyozzuk a
"sulyfiiggvény" segitseégével és a legnagyobb silyu alternativ(édka)t valasztjuk. A leg-
gyakrabban a linedris silyozast hasznaljak. A referencia pont modszer esetében van
egy r € R” "idealis" alternativa, ami altaldban nem eleme az A halmaznak és mint-
egy "aspiracios szintként" funkcional. Itt a leggyakoribb eset az, amikor a DH olyan
alternativ(dka)t valaszt, amely(ek) valamilyen téavolsagfiiggvény szerint a legkozelebb
van(nak) a referencia ponthoz. A maésik eset az, amikor a referencia pont egy nagyon
rossz alternativa, amely szintén lehet egy "idedlisan rossz" mesterséges alternativa, de
lehet egy valédi alternativa is. A DH ilyenkor szeretne olyan alternativit véalasztani,
amely lehet6leg minél tavolabb van (valamely téavolsagfiiggvény szerint) az ideélisan
rossz ponttol.

A jatékelmélet és a T'DP kozotti kapcesolatot mar elég koran észrevették és tanul-
méanyoztak. Ezt azonban csak abbol a szemponthol vizsgaltak, hogy a nem-kooperativ
jatékok korében mit tud nytjtani a tobbcélfiiggvényes matematikai programozas el-
mélete és gyakorlata a NEP kiterjesztéséhez vektorkifizetést jatékok esetére, Shapley
(1959). Elgszor [Forgd (1984) vette észre, hogy a jatékelméleti megfogalmazas 11j esz-
kozoket ad a TDP elméleti és gyakorlati kezeléséhez. Nevezetesen, a T'D P megfogal-
mazhaté alkuproblémaként is. Az egyes kritériumokat kell jatékosokként értelmezniink.
Minden jatékosnak azonos a stratégiahalmaza: az alternativik A halmaza. A jatéko-
sok egymaéstol fiiggetleniil valasztanak egy-egy alternativat. Ha valamennyien ugyanazt
az alternativat valasztjak, mondjuk A;-t, akkor az ¢ jatékos kifizetése d;;. Ha a jaté-
kosok nem valamennyien vélasztjak ugyanazt az alternativat, akkor egy "egyet nem
értési", Ay alternativa valosul meg (ez lehet modellen kiviili, de akar valamelyik eredeti
alternativa is), d;p "igen rossz" kifizetésekkel. Az igy definialt nem-kooperativ jaték
lehetséges kifizetései, ha a valoszintiségi keveréseket is megengedjiik és alternativanak
tekintjiik, az egyes A; alternativakhoz tartozo d,...,d,, kifizetésvektorok F' konvex
burka R"-ben. Ezt a kutatasi iranyt kovette tobbek kozott |Christensen et al| (1996)
majd |Andersen és Lind | (1999)), akik a 7D P-bdl konstrualt kooperativ jaték Shapley
értékét és a nukleoluszat hasznaltak a kritériumok stulyanak meghatarozasara.

A kritériumoknak jatékosokként valo értelmezése sokszor direktben is nagyon kozel
van a valdsaghoz. Els6 sorban akkor, ha a kritériumok mogott egyének, testiiletek,
szervezetek vannak, amelyek, ha rajtuk mulna, csak a sajat szempontjukat vennék
figyelembe a "legjobb'" alternativa kivalasztasanal. A t6bb kritérium létezése éppen azt
jelenti, hogy ezeket a kritériumokat (a mogotte 1évs jatékosokat) ssze kell egyeztetni.
Ennek az egyeztetésnek (alkunak) az eredménye az alkumegoldas, jelen esetben a N AM
vagy az LNAM.
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Az el6z6 alfejezet terminologidjat hasznélva a fenti probléma, ami eredetileg egy
TDP volt, egy (F,dy) alkuprobléma lett, ahol dy a rossz kifizetések "egyet nem értési"
vektora, F' pedig a lehetséges halmaz. Erre aztan barmilyen alkumegoldast, tobbek
kozott a NAM-ot, vagy akar az LN AM-ot lehet alkalmazni.

A TDP alkuprobléméva valo atfogalmazasa kiilonosen akkor hasznos, ha az egyet
nem értési vektor a probléma természetébdl kozvetleniil adodik. Ha példaul az alter-
nativak arr6l szolnak, hogy hogyan lehet egy "nagyon rossz" helyzeten javitani, akkor
a megegyezés hianya a rossz helyzet fennmaradasat jelenti és ilyenkor az alkumegoldas
azt a lehetséges kifizetést valasztja ki, amely a Nash-szorzat szerint a lehetd legmesszebb
van a rossz helyzett6l. Ha a dontésképtelenség a jelenlegi helyzetet fokozatosan rontja
minden kritérium szerint, de eltéré aranyban, akkor az LN AM az adekvat megoldés.

A linearis silyozasi moédszer, LW M minden i kritériumhoz hozzarendel egy w; >
0 stlyt, i« = 1,...,n. Egy © = (x1,...,2,) € F Kkifizetés vektor "értéke" (score)
Yo wiz;. A DH a maximalis értéki kifizetés vektort szeretné meghatarozni és ezért
megoldja a kovetkezs feladatot:

L(z,w) =", w;x; — max
s.t. xeF .
A LW M itt megall. Ha ennek a feladatnak tobb optimalis megoldésa van, akkor ko-
ziiliik is valasztani kell valahogy. Tegyiik ezt az alabbi feladat megoldasaval, amelynek
csak egyetlen z° optimalis megoldasa van

Nevezziik "kiterjesztett stulyozési modszernek", EW M azt az eljarast, amely egy
T DP-hez azt az z* € F kifizetés vektort (ezzel egyiitt vagy egy eredeti alternativat,
vagy azoknak valamilyen valoszintiségi keverését) rendeli, amely vagy az L célfiiggvényii
feladat egyetlen optimalis megoldasa, vagy ha ennek tobb optimalis megoldasa is van,

akkor a @ célfiiggvényl feladat egyetlen optimélis megoldasa. A kovetkez§ tétel az
LNAM és az EW M kapcsolatara vilagit ra.

3.28. tétel (Forgo és Szidarovszky (2003)). Az EW M megolddsa megegyezik annak
az alkuproblémdnak az LN AM -jdval, amelynek az r eqyet nem értési iranydnak kom-
ponensei a megfeleld sulyok reciprokai.

Az EW M-et is lehet axiomatizalni, [Forgé és Szidarovszky| (2003). Az n = 2 esetben
a Nash-axiomakhoz hasonl6 axiéma rendszerrel, az n > 3 esetben egy tovabbi, specidlis
axidma hozzaadasaval.

A jatékelmélet és a T'DP "Osszehozasara" méas megkozelitések is vannak. Erre egy
példa Zhou et al| (2009), ahol a kritériumokat szintén jatékosok testesitik meg, de a
silyokat nem egy NAM, hanem egy megfelelGen definiadlt nem-kooperativ jaték N E P-
jeként kapjuk.

Meg kell jegyezziik, hogy az EW M a kimenetel-térben hataroz meg egy egyértelmi
megoldast. Ezt viszont, ha nem egy eredeti "tiszta" alternativa kifizetés vektora, hanem
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valamely alternativak keveréséé, akkor akar tobbféle keverés is elGallithatja az EW M
altal meghatéarozott kifizetés vektort.
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4. fejezet

Kovetkeztetések

A Nash-egyensilypont létezésének bizonyitasanal lehetséges elhagyni a "konvexitasi
paradigmat". Ezt nem csak az &altalanos, normal formaban adott jatékoknél, hanem
egyes konkrét jatékoknal (pl. Cournot oligopdlium) is meg lehet tenni. Potenciélis sze-
repe lehet a két-fiiggvényes minimax tételeknek ezen a téren és érdemes ercfeszitéseket
tenni a Nash-egyensiilypont létezése és a két-fiiggvényes minimax egyenlétlenségek kap-
csolatanak mélyebb felderitésére.

A korrelalt egyenstuly altalanositasainak egy igéretes tja az 14j, az egyes jatékok
specialitasaihoz igazodo6, technikailag is megvalosithato protokollok konstrualasa abbol
a célbol, hogy a tarsadalmi hasznossagot tigy lehessen noévelni, hogy a jatékosoknak
minél nagyobb dontési szabadsdga maradjon. Ugyancsak foglalkozni kell az egyes al-
talanositasok egymashoz vald viszonyanak feltarasaval és az altalanositasok erejének
mérésével.

Erdekes kutatési irany a Nash-alkumegoldason kiviil mas alkumodellek és a tbb-
kritériumu dontések kapcsolatdnak feltarasa. Az L-Nash alkumegoldas implementélasa
tetszéleges szamu jatékos esetében szintén egy megoldatlan probléma, a két jatékosra
vonatkoz6 konstrukciokat nem lehet egyszertien kiterjeszteni az altalanos esetre.
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Roviditések jegyzéke

NEP
F-konkav
C F-konkav
RD
CE
NE
PNEP
SW
WCFE
SCFE
MV
EV
MV P
TCFE
TWCE
TSCE
NAM
LNAM
VA
TDP
DH
LW M
EWM

Nash-egyensilypont
Fan-konkav

folytonos Fan-konkéav
véletlen mechanizmus
korrelalt egyensily
Nash-egyensily

tiszta Nash-egyensilypont
tarsadalmi hasznossag
gyenge korrelalt egyensily
puha korrelalt egyenstly
mediécios érték

kényszeritési érték

tiszta mediacios érték
fa-korrelalt egyensily
gyenge fa-korrelalt egyenstly
puha fa-korreldlt egyensily
Nash-alkumegoldas
limit-Nash alkumegoldés
valtakoz6 ajanlattétel
tobbkritériumi déntési probléma
dontéshozo

linearis silyozasi modszer
kiterjesztett stulyozasi modszer
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