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Forgo Ferenc a hazai jatékelméleti iskola egyik alapitdja, tobb nemzetkdzi hatasa
szakkonyv szerzdje. A jatékelmélet irodalmat szamos eredményével gazdagitotta,
amelyek koziil az értekezésében ismertetésre keriil6k a jatékelmélet harom alapveté
jelentGségl témakoréhez jarulnak hozza. Az értekezés ennek megfelelGen harom feje-
zetbdl all, amelyek koziil az elsé a Nash-egyenstly létezésével, a masodik a korrelélt
egyensuly altalanositasaval és a harmadik az L-Nash alkumegoldéssal foglalkozik.

Az opponensi véleményemben fejezetrdl-fejezetre haladva kiemelem a értekezés
f6bb eredményeit, és egyben megfogalmazom a hozza kapcsolédd észrevételeimet,
illetve kérdéseimet.

1. fejezet

A fejezet a Nash-egyenstly fogalmanak és Nikaido—Isoda (1955) alapvets egziszten-
cia tételének ismertetésével kezdddik, tovabba szerepel Friedmann (1977) és Fan
(1952) egzisztencia tétele. Ezt kovetGen a szerzd ismerteti sajat egzisztencia tételét
(Forgo, 1994), amely a Nash-egyensuly létezéséhez a stratégia halmazok konvexitasat
és kompaktsigat, a kifizetSfiiggvények folytonossagat és az igynevezett aggregator-
fiiggvénynek a (szerzo altal bevezetett) folytonos Fan konkavitasat igényli. A tétel
bizonyitasa szellemes.

A szerz6 ezek utan a Nash-egyensuly létezésének kérdését vizsgélja a Cournot
oligopéliumban. A Nash-egyenstly létezésével kapcsolatban érdemes lett volna ki-
térni a Cournot-egyensily létezését biztositd egzisztencia tételekre, a hivatkozott
Friedman (1977) egzisztencia tétel meglehetGsen korai. Az 1.2. alfejezetben ko6zolt
tételek (Forgo, 1995) Friedman koltségfiiggvények konvexitésara vonatkozo feltételét
enyhitik, az arfliggvény masodik derivaltjanak csokkend voltanak feltételezése aran
(ami egy meglehetésen szokatlan feltételezés). Megjegyzends, hogy Novshek (1985,
RES) egzisztencia tétele sem igényelte mar a koltségfliggvények konvexitésat, hanem
csak azok monoton novekedését és alulrol félig folytonossagat, és a legaltalanosabb
Cournot-egyensuly létezését garantalo tételt pedig Ewerhart (2014, GEB) kozolte az
értekezés beadasanak évében.

A fejezet kétfiiggvényes minimax tételekkel zarul, amely Neumann (1928) két-
szereplds zérus-Osszegi jatékokra vonatkozé minimax tételének egy szép altalanosi-
tasat adja. A fliggelékben megtalalhatd bizonyitas hosszabol és mélységébdl kideriil
az olvasd szamaéara, hogy milyen komoly szellemi teljesitmény hizodik meg a tétel
igazolasa mogott.

Osszességében a szerzé a Nash-egyenstily létezésére vonatkozo eredményeivel je-
lent&sen hozzéajarult a jatékelmélet irodalmahoz. Az opponens hidnyolja, hogy az
elészoban sugalltakkal ellentétben, a szerz6 sajat egzisztencia tétele (1.10. tétel) a



fejezet hatralevs részében nem keriilt alkalmazasra. A hianyérzetet potolja, hogy a
kérdéses tételt tartalmazo 1.1. alfejezetben a CF konkavitast felhasznéld szakiroda-
lomra vonatkozo utalasok megtalalhatoak.

2. fejezet

A masodik fejezet a korrelalt egyensiillyal és annak altalanositasaival foglalkozik.
A fejezetben megtalalhatok a korrelalt egyensulyok halmazat leird linearis egyen-
letrendszer biméatrix jatékokra, tovabba a Nash-egyensuly és a korrelalt egyensily
kozotti kapesolatot behatéarolo tételek. A korrelalt egyensily egy jatékvezets kozre-
miikddését igényli, aki egy alkalmas véletlen generator segitségével ajanlasokat tesz
a jatékosoknak. A szerzd itt felveti, hogy egy masodik jatékvezets arrol nyilatkozhat,
hogy a jatékosok kovessék-e az els6 jatékvezets ajanlasat, ezzel megnovelve a jatéko-
sok stratégiahalmazait. Az olvasoban felvetédik annak a lehetésége, hogy ily mdédon
véges, de tetszélegesen sok jatékvezetGvel is lehet operalni. Az ezzel kapcsolatos kér-
dés, hogy milyen eredmények lennének varhatoak egy ilyen jellegii kiterjesztéstsl?

Moulin és Vial (1978) bevezette a gyenge korrelalt egyensily fogalmat, amely
esetén a jatékvezetd boritékban elhelyezett ajanlasat megnézé jatékosok kotelesek
a boritékban talalt ajanlast kovetni, mig a boritékot fel nem bont6 jatékosok egy
masik boritékban megtalalhato Osszes stratégia koziil valaszthatnak. A gyenge korre-
lalt egyensily elénye a korrelalt egyensullyal szemben, hogy tarsadalmi jolét javulast
eredményezhet a Nash egyenstlyhoz képest. A zéro-6sszegti bimétrix jatékokkal stra-
tégiailag nem ekvivalens jatékok esetén van Nash-egyenstlyt Pareto-javité gyengén
korrelalt egyensily (Moulin és Vial, 1978). A szerzében felmeriilt annak igénye, hogy
a korrelalt egyenstly protokolljat masképpen megvaltoztatva, lehet-e a gyenge kor-
relalt egyensulyt Pareto-javitd egyensulyi koncepciot konstruédlni. A szerzé sikerrel
jart: az altala megfogalmazott puha korrelalt egyensily (Forgo, 2010) ilyen jo tu-
lajdonsagokkal rendelkezik. Az j koncepcié protokollja annyiban tér el a gyengén
korrelalt egyensulyétol, hogy a jatékvezetsi boritékot fel nem nyito jatékosok sza-
maéra, a masodik boritékbol az els§ boritékban szerepls stratégia kimarad. Egy apré
megjegyzésem, hogy a 40.-t61 45. oldalig terjed6 rész olvasasat megkonnyitené, ha a
jatékosokat mas betiivel jelolnék (i jatékos, mig j és k akciok).

A puha korrelélt egyensily erejét mutatja, hogy a Fogoly-dilemma esetén Pareto-
javulast eredményez a gyengén korrelalt egyensillyal szemben. Kiilon izgalmas feje-
zet a torlodasi jatékok puha korrelalt egyensulyanak meghatarozéasa. Az alfejezetben
vizsgalt torlodasi jaték a lehets legegyszertibb torlodéasi jaték: két kiszolgdld kozott
valaszt n darab jatékost, és minél tobben valasztanak egy kiszolgalot, annal inkabb
romlik a kiszolgélas szinvonala (pl. lassul a kiszolgalas). A szerz6 a puha korre-
lalt egyensily tarsadalmilag jotékony hatésat a hozza tartézo tarsadalmi jolét és a
Nash-egyenstlyhoz tartozo téarsalmi jolét (MV, MV P), illetve az optimalis tarsa-
dalmi jolét és puha korrelalt tarsadalmi jolét hanyadosaival méri (E'V'). Mivel t6bb
puha korrelalt és tobb Nash-egyenstly létezhet, ezért kiilon mérdszam tartozik a
hanyadosok legjobb és legrosszabb eseteihez. A szerzd lineéris torlodasi jatékokra
igazolja (Forgo, 2014), hogy EV < 4/3. A fejezet ezenkiviil szamos tovabbi becslést
tartalmaz a legjobb és legrosszabb esetekre. A szamitasok meglehetGsen Osszetettek



és feltehetGen a fejezetben targyaltnal altalanosabb torlodasi jatékokra mar analiti-
kusan nehezen kivitelezhetdk.

Két kiilon alfejezet targyalja a puha korrelalt egyensuly bevezetését és viselke-
dését extenziv jatékokra. A fejezet végiil a bevezetett fogalmak egy klimatéargyalési
modellen torténd alkalmazéasaval zarul.

3. fejezet

A harmadik fejezet a Nash altal bevezetett alkumegoldas egy szerzd altali kiter-
jesztésével foglalkozik, az [-Nash alkuhalmazzal. Nash modellje szerint a szereplSk
sikeres megegyezés esetén a lehetséges kimenetelek halmazabol valasztanak egy az
segyet nem értési” pontnal mindenki szaméra kedvez&bb megoldast, mig megegyezés
hidnyban mindenki az egyet nem értési pont szerinti mennyiségben részesiil. Nash
6 természetesnek mondhaté axiomaval karakterizalta, az egyének egyet nem értési
értékeihez képesti tobbletek szorzataként értelmezett célfiiggvény segitségével nyert,
a lehetséges kimenetelek halmaza f6lotti maximalis megoldast. Az axiomak felsoro-
lasanal megjegyezném, hogy a szimmetria tulajdonsag definicioja (90. oldal eleje és
91. oldal kbzepe) nehezen olvashato, jobban tagolhaté lett volna.

A szerz§ altal bevezetett L-Nash alkumegoldas a Nash-féle célfiiggvényt véve az
egyet nem értési pont egy irdny mentén térténé minusz végtelenbe tartésa esetén
adodo hatarérték. A kérdéses hatarérték legfeljebb két egymast kdvets konvex prog-
ramozasi feladat megoldasaként kaphato meg (Forgo—Szidarovszky, 2003). A L-Nash
célfiiggvény n szerepls problémék esetén a végtelenbe tartas paraméterének n-foku
paramétere, amelynek az el6bb emlitett tétel szerint, elegendd csak a két legkisebb
fokt nem konstans tagjaval foglalkozni az [-Nash megoldés meghatérozasakor. Van-e
valamilyen jol megfoghaté olyan intuitiv érvelés, ami miatt a magasabb foki tagokra
nincsen sziikség a hatarérték meghatarozasahoz? Egy mas jellegi kérdés, hogy ska-
lafiiggetlenség (illetve az EWM karakterizacioban a homogenitas) mellett az egyet
nem értési pontot origébnak véve, viszont az F' halmazt megfelelGen transzformalva
(F*(a) = a(F 4+ 1)) egy (az elhuzodo alkudozas esetén a ,,jovébeli értékekhez” tar-
tozo) ekvivalens problémasereg nyerhetd, amely megoldasainak egy ,hatariranya”
vajon kolecsondsen egyértelmiien megfeleltethet-e az eredeti megfogalmazas szerinti
b° L-Nash megoldasnak? A hatérirany esetleg a szereplSk ,sulyanak” is felfoghato.

A szerz6 tobbféle érdekes kapcsolatot vezet le a Nash és az [-Nash megoldasok
kozott. Az L-Nash megoldas jelentGségét az alkuproblémak és tobbkritériumu doén-
tési problémak kozotti kapcesolat szolgéltatja. Forgo—Szidarovszky (2003) az L-Nash
megoldas segitségével nyert EWM (kiterjesztett silyozéasi modszer) déntési modszer
egy karakterizaciojat is megadja a Nash-féle karakterizdciohoz hasonldan.

Ertékelés

Forgo Ferenc 1j jatékelméleti egyensily koncepcidkat vezetett be, amelyek koziil ki-
emelendd a puha korrelalt egyensily és az L-Nash alkuhalmaz fogalma. Mindketts
a gyakorlati elemz6i tevékenysége soran felmeriilt problémaéakra adott vilaszként is



felfoghat6: a puha korrelalt egyensily fogalma a klimatargyalasok jatékelméleti mo-
dellezése, mig az [.-Nash alkuhalmaz a tobbszempontt dontési problémék vizsgalata
sorén vetddott f0l. Ez azt is aldtamasztja, hogy az eredményekben gazdag értekezés-
ben targyalt fogalmak és tételek komoly gyakorlati mondanivaléval birnak. A beve-
zetett 0j fogalmakat a szerzé vildgosan elhelyezi a szakirodalomban mar bevezetett
eléd- és rokonfogalmakhoz képest, tovibba a bemutatott sajat tételei segitségével ra-
mutat az 4j fogalmak jelentGségére. Kiemelendd, hogy a jatékelmélet Nash-egyensiily
létezésének kérdését vizsgald — komoly felkésziiltséget és kreativitast igényls — teriile-
tet, az egzisztencia tételeivel jelentGsen gazdagitotta. Az értekezés rangos nemzetkozi
szakfolyoirat (mint példaul a Furopean Journal of Operational Research, Mathema-
tical Social Sciences, Archiv der Mathematik, vagy Journal of Global Optimization)
publikaciokra épiil.

Osszegezve, Forgd Ferenc egy mindségi eredményekben gazdag és egy egésszé
osszeallo MTA doktori értekezést nyujtott be. Mindezek alapjan teljes meggy6z6-
déssel tamogatom Forgd Ferenc értekezésének nyilvanos vitara torténd bocsataséat
és részére az MTA doktora cim odaitélését.

Budapest, 2015. marcius 6.
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