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El6sz6

Csaknem 6tven éve foglalkozom jatékelmélettel kisebb-nagyobb intenzitassal. Az elsd
mérfoldks ezen az iton az els6 magyar nyelvi jatékelmélet konyv, amit mentorom-
mal, Szép Jendvel kozosen irtunk, |Szép és Forgo| (1974) majd ezt két angol és egy
német nyelvii jatékelmélet konyv kovette az id6k folyaméan, Szép és Forgd (1983,
1985)), Forgo et all (1999). Ezek, f6leg az utolso, sok 1j kutatasi eredményemet is
tartalmazza, mégis inkdbb tankdnyvek. A Budapesti Corvinus Egyetemen és jog-
elédjein évtizedek ota vezetek jatékelmélet kurzusokat, amelyek szintén inspiraltak
arra, hogy a tudoményos érdekl6désem a matematikai programozastol mindinkdbb
a jatékelmélet felé forduljon. Az utébbi husz évben mar csak kifejezetten jatékel-
méleti, vagy ahhoz szorosan kapcsolodd téméakban jelentek meg dolgozataim sokféle
forumon, amelyek koziil, fontossagi sorrend nélkiil, megemlitem a Furopean Journal
of Operations Research, a Central European Operations Research, a Mathematical
Social Sciences, a Journal of Global Optimization, az Archiv der Mathematik, az
Acta Mathematica Hungarica, a Pure Mathematics and Applications és a Szigma
folyoiratokat.

Ennek a disszertacionak, amely tilnyomo részt sajat kutatasi eredményeket tar-
talmaz, specialis szerkezete van. Harom f6 fejezete egy-egy olyan 1j fogalom koré
épiil, amelyet kiilonb6z6 munkiimban én vezettem be olyan teriileteken, amelyek a
jatékelméleti kutatasok {6 sodraba tartoznak. Az elsé fejezet a Nash-egyensilypont
létezésével foglalkozik kiilonb6z6 modellekben és feltételek mellett, kiilonos tekin-
tettel a sok egzisztencia tétel bizonyitasdban szerepet jatszd CF-konvexitas, [Forgd

(1994) fogalmara. A masodik fejezetben a korrelalt egyensillyal és altalanositasaival
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foglalkozom kiilénos tekintettel a "puha korrelalt egyensilyra", [Forgol (2010)). Ez,
mint egyéb altalanositasok is, els6 sorban azt célozza, hogy minél nagyobb tarsadal-
mi hasznossagot lehessen elérni egyenstlyban. A harmadik fejezet a Nash alkumeg-
oldasbol szarmaztatott limit-Nash alkumegoldassal, Forgo (1984), annak kiilonb6zs

Minden fejezetben torekedtem a témahoz kapcsolodo 1j alkalmazast is bemu-
tatni. Az els fejezetben a Cournot oligopolium tiszta Nash-egyenstilypontjanak lé-
tezésére adok elégséges feltételeket nem linearis keresleti fiiggvény és nem konvex
koltségfiiggvény esetében, Forgo| (1995). A puha korrelalt egyensuly alkalmazasat
részletesen bemutatom a torlodési jatékok egy osztalyara, Forgd (2014), valamint
a klimatargyalasok egy jatékelméleti modelljében, Forgo et all (2005). Nagy figyel-
met szentelek a limit-Nash alkumegoldas alkalmazasanak a tobbkritériumua dontési
problémékban, Forgéd és Szidarovszky (2003).

Koszonettel tartozom szerzGtarsaimnak, kollégadimnak, a didkoknak, az egyetemi
jatékelméleti szeminarium résztvevGinek, és utoljara, de elsGsorban, csaladomnak a

tamogatasért és a tiirelemeért.
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Bevezetés

Mivel a harom f6 fejezet elején kiilon-kiilon van egy viszonylag hosszabb beveze-
tés, itt csak amellett szeretnék érvelni, hogy miért tartozik a disszertaciot alkotod
harom fejezet témaja a jatékelméleti kutatéasok f6 sodraba. A klasszikus jatékelmé-
letnek harom fontos kiindul6pontja van (eltekintve, de nem lebecsiilve von Neumann
(1928) merfoldkonek szamito, a zérus-tsszegi jatékok specialis osztalyara vonatkozo
eredményétdl): von Neumann és Morgenstern| (1944) monumentélis mive, amely a
kooperativ jatékok elméletét alapozta meg, Nash Nobel dijjal is jutalmazott definici-
Oja és egzisztencia tétele, Nash| (1950a},(1951) a nem-kooperativ jatékok egyensilyara
vonatkozoan, valamint ugyancsak [Nash/|(1950b} 1953) munkai, amelyek Gsszekapcsol-
jak a kooperativ és nem-kooperativ megkozelitést. Ehhez a {6 sodorhoz kapcsolodott
az ugyancsak Nobel dijas Aumann| (1974) a korrelalt egyensily fogalmanak beveze-
tésével.

A disszertacio a kooperativ jatékok Neumann-Morgenstern megkozelitésének ki-
vételével ezekhez a kutatasi iranyokhoz csatlakozik, amint azt a harom fejezetre
tagolas jelzi is, és igyekszik sajat kutatasaimon alapulo 0j eredményeket bemutatni.

A dolgozathoz tartozik egy fiiggelék (szintén harom részbdl all), amelyben a
hosszabb bizonyitasok talalhatok. A disszertacio folyamatosan olvashato a fiiggelék
nélkiil is. A definiciok, tételek, lemmak és példédk szadmozasa fejezetenként és a fiig-
gelék harom részében folyamatos. Az értekezésben elnevezés szintjén nem tettem
kiilonbséget "tétel" (theorem) és "allitas" (proposition) kozott, noha sokan alkal-
maznak ilyen gyakorlatot, felallitva egy olyan hierarchiat, amelyben "silyban" egy

tétel megel6z egy Allitast. Van amikor ez egyértelmiien eldonthets, de sokszor nem.



dc_837 14

En mindenhol a "tétel" elnevezést hasznalom és inkabb a szévegben utalok arra,
hogy milyen sulya az allitas. Sok fogalomnak nincs magyar nyelvii, a szakma &l-
tal egységesen elfogadott megnevezése. Sokszor sajat elnevezéseket kredltam, illetve
onkényesen valasztottam a versengé lehetséges terminologia koziil. Az olvasés meg-
konnyitése céljabol elég sok fogalom esetében az elsG elGforduléas alkalméval zardjel-
ben az angol elnevezést is megadtam. A ketténél tobb szerzés hivatkozasoknal csak
az els6 szerz6t emlitem annak megjel6lésével, hogy tarsai is vannak. Az irodalom-
jegyzékben minden adat pontosan szerepel. A disszertaci6 végén van a roviditések
jegyzéke.

A disszertacido megértéséhez a mesterszintii kozgazdaszképzésben elvart analizis,
valosziniiségszamitas, linearis algebra és optimumszamitas tudas bdségesen elég. A
matematikai altalanossigban sehol nem megyek tul a véges dimenziés euklideszi
terek nyujtotta lehetGségeken, még az eredetileg altalanosabb terekben megfogal-
mazott allitasokat is a specialis esetet jelent§ véges dimenziéban fogalmazom meg
és bizonyitom.

Az egyes szam els§ személy hasznalata csak az elGszora és a bevezetésre kor-
latozodik, a késGbbiekben a tudoméanyos miivekben megszokott tobbes szam elsd

személyt hasznalom.



dc_837 14

1. fejezet

A Nash-egyensulypont 1étezése

A jatékelméleti kutatasok lassan szaz éves torténetében mind a mai napig lathato az
a torekvés, hogy a Nash-egyenstlypont (N EP), illetve ennek altalanositasai és fino-
mitasai esetében lehet6leg minél gyengébb feltételek mellett bizonyitsak a vizsgalt
egyensily létezését altalaban és specialisan egyes konkrét jatékosztalyok esetében is.
Nézziik meg, hogy az altaldnos esetben melyek a 6 irdnyok.

Egy G nem-kooperativ jatékot normal formaban a jatékosok N = {1,...,n}
halmazaval, a stratégiahalmazaival és az kifizetGfiiggvényeivel szokas megadni a jol
ismert G = {S1,...,Su; f1,--., fu} formaban, ahol minden i € N-re S; az i jatékos
nem iires stratégiahalmaza, f; :— R a kifizet6fiiggvénye, amely az S = Sy x --- x .5,
stratégiaprofil halmazon van értelmezve.

Természetesen GG Osszetevoirdl fel kell tételezniink valamit, hogy barmilyen eg-
zisztencia tételhez jussunk (kozismert a mondéas, hogy ha valamirgl nem tesziink
fel semmit, akkor nem is tudunk mondani rola semmit). Persze a feltételezéseknek
olyanoknak kell lenni, amelyek bizonyos alkalmazasokban relevansak, lehet&leg jol
ellendrizhetGek és egyszeriiek. Induljunk ki Nash| (1950a; 1951)) eredményébdl.

Idézziik fel a jol ismert definiciot. Ehhez vezessiik be a csonka stratégiaprofil fo-
galmat és a megfelel§ jelolést. Minden stratégiaprofilt felirhatunk az s = (s;,5_;)
formaban, ahol az s_; csonka stratégiaprofil csak az s;-t nem tartalmazza. Egy

*

s* = (s}, s*,) stratégiaprofilt N EP-nek neveziink, ha fennéallnak az alabbi egyen-
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16tlenségek:

fi(s7,8%;) = fi(si, s%)
minden s; € S; és i € N esetén. Nash klasszikus eredménye (Nashl 1950a} |1951) a

kovetkezs:
1.1. tétel. Véges jatékok kevert bovitésének mindig van N E P-je.

Itt az S; halmazok a lehetséges keverések (véges halmazon vett valosziniiségel-
oszlasok) halmazai, az f; fliggvények pedig a véges jatékban vett kifizetéseknek a
jatékosok altal egymastol fiiggetleniil valasztott valoszintiségeloszlasaival szamitott
varhato kifizetését adjak meg (egy multilinearis forma, vagyis minden jatékos kifize-
tése a tobbiek &altal valasztott stratégidk rogzitése mellett a sajat stratégia linearis
fiiggvénye).

Mar itt is latszik, hogy a tovabbi altalanositdsok kereteit mi hatarozza meg.
Altalanositani lehet a stratégiahalmazokat (a stratégiahalmazok alakjat, a teret,
amelyben ezek a halmazok definidlva vannak), a kifizetsfiiggvények alakjat, folyto-
nossigat, simasagat, stb. Ebben a szellemben sziiletett az els§ komoly altaldnosités,

a Nikaido-Isoda tétel (Nikaido és Isodal [1955)).

1.2. tétel. Ha minden 1 € N-re

(i) az S; stratégiahalmazok véges dimenzids euklideszi terek konver kompakt rész-

halmazas,
(i1) az f; figgvények folytonosak az S stratégiaprofil halmazon,

(111) az f;(.,s_;) figguények konkdvok az S; stratégiahalmazon,
akkor a G jdtéknak van legaldbb eqy N EP-je.
Vildgos, hogy Nash tétele specialis eset, hiszen az egységszimplexek konvex, kom-

pakt halmazok és a multilinearis fiiggvények folytonosak és konkavok a sajat valto-

zojukban a tobbi valtozd rogzitése esetén.
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Friedman| (1977)) kozolte a legaltalanosabbat azok koziil a tételek koziil, amelyek
a konvexitas klasszikus fogalmét hasznaljak és a véges dimenzios euklideszi térben

maradnak. Ez koriilbeliil az a pont, ahol a legtobb tankdnyv megéall.

1.3. tétel. Legyen G = {S1,...,5u; f1,---, [n} egy nem-kooperativ jdaték, amely

eleget tesz az aldabbi feltételeknek minden 1 € N-re:

1. S; véges dimenzios euklideszi tér nem tres, konvex, kompakt részhalmaza,
2. f; felilrdl félig folytonos a stratégiaprofilok S halmazdn,

3. bdrmely rogzitett s; € S; esetén az f(s;,-) fliggvény alulrdl félig folytonos az

S_; csonka stratégiaprofilok halmazdn,

4. az fi(+,s_;) figgvények kvdzikonkdvok az S; stratégiahalmazon.

Ekkor a G jdtéknak van legaldbb eqy N EP-je.

1.1. A Nash-egyensilypont létezése konvexitas nél-
kiil

Az els6 kisérlet ebben az iranyban Nishimura és Friedman nevéhez flizédik (Nishi-
mura és Friedman, 1981). A feltételiik, ami a kvazikonkavitast helyettesiti az
tételben azonban nagyon nehezen ellenérizhets. Mint lattuk, a fiiggvények alaki és
folytonossagi tulajdonsagai is altalanosabbak az tételben, mint az tételben.
Mi a kovetkezGkben az alaki (konvexitasi/konkévitasi) tulajdonsagok altalanosita-
saival foglalkozunk. A legels6, a jatékelméletben is felhasznélt eredmény Ky Fan
nevéhez fizédik (Fan| 1952, 1953)). LegelGszor definialjuk a Fan-konkav (F-konkév)

fiiggvényeket.

1.4. definicié (F-konkavitas). Legyenek X és'Y tetszileges nem ires halmazok. Az

f: X xY —= R fiiggvényt F-konkdvnak nevezziik az X halmazon az Y halmazra
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vonatkozoan, ha birmely x1,x9 € X ponthoz és X € [0, 1] valds szdmhoz van olyan

xo € X, hogy

f(wo,y) > Af(z1,y) + (1 = A) f(22,y) (1.1)

fenndll minden y € Y -ra.

Vegyiik észre, hogy az &altaldnossag milyen magas szintjén mozgunk: joforman
semmit sem tesziink fel az X, Y halmazokrdl és az f fiiggvényrdl is csak az
egyenlGtlenség fennallasat. Példaul, ha egy duopolium modellben X és Y a két val-
lalat lehetséges termeléshalmaza (lehet pl. nem osszefiiggd, bizonyos volumenek nem
lehetségesek), akkor csak azt koveteljiik meg, hogy ha az elsé vallalat barmely két 1,
xo termelési lehetGségéhez tartozo f(z1,y), f(x2,y) profitoknak legalabb a A, (1—)\)-
val stulyozott atlagat lehessen realizalni valamely xq termelési lehetGséggel, nem kell
ennek feltétleniil a két termelési lehet&ség Axy + (1 — o stlyozott atlaganak lenni
(lehet, hogy az nem is lehetséges).

Ky Fan klasszikus eredménye a kovetkez6 (nem teljes altalanossagaban, mert mi

az euklideszi térben maradunk).

1.5. tétel (Fan| (1952)). Legyen G = {S1, So; f1, fa} kétszemélyes zérus-isszegid jd-
ték, ahol az Sy, Sy stratégiahalmazok zdrtak és korldtosak, az f1, fo kifizetdfiigguények
feliilrol félig folytonosak és f1 F-konkdv Si-en az Sy-re vonatkozdan, fo F-konkdv

So-n az Sy-re vonatkozoan. Ekkor a G jdtéknak van legaldbb egy N EP-je.

Hosszi ideig azt gondolték, hogy ezt az eredményt egyszeriien &t lehet vinni n-
személyes jatékokra. Ez nem sikeriilt és kideriilt az oka is: |Joo| (1986) konstrualt egy
olyan kétszemélyes nem zérusosszegi jatékot, ahol mindkét jatékos stratégiahalmaza
a [0, 1] intervallum, a kifizetsfiiggvények folytonosak és F-konkavok de a jatéknak
nincs N E P-je.

Forgo| (1994) modositotta az F-konkavitas definiciojat (kicsit szigoritott), ami
aztan lehet6vé tette a Fan-tipust egzisztencia tétel bizonyitasat akarhany jatékos

esetére. Nézziik a modositott definiciot.
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1.6. definici6 (CF-konkavitas, folytonos F-konkavités). Legyen X egy véges di-
menzios euklideszi tér nem idires részhalmaza, Y eqy tetszdleges nem dires halmaz. Az
[ X XY figgvényt C'F-konkdvnak nevezziik az X halmazon az'Y halmazra vonatko-
zoan, ha van olyan ¢: X x X xR — X folytonos fiigguény, hogy barmely x1,x, € X

pontok és A € [0, 1] valds szdm esetében

fb(@r, 20, A),y) 2 M (21, 9) + (1= A) f22, 1) (1.2)

fenndll minden y € Y -ra.
Sziikséges lesz ennek a definicionak egy masik formajara is.

1.7. definici6é (C'F-konkavitas). Legyen X eqy véges dimenzids euklideszi tér nem
tires részhalmaza, Y eqy tetszdleges nem tires halmaz. Az f: X xY — R fiigguényt
CF-konkdvnak nevezziik az X halmazon azY halmazra vonatkozdan, ha minden k >
2-re van olyan Py : Xﬁj X; xR = X folytonos figgvény, hogy barmely x1, ...,z €

X pontok és 0 < \,..., \p < 1. E?j Aj = 1 valds szdmok esetében

JWr(zy, e A, M), y) 2> A f(zny) + 4 A f (2, )

fenndll minden y € Y -ra.

A fenti két definicié ekvivalencidjanak bizonyitasa megtalalhato Forgo| (1994)-
ben.
A NEP egzisztenciadjanak bizonyitasdhoz sziikségiink lesz egy jol ismert defini-

ciora.

1.8. definici6. A G = {S1,...,Su; f1, ..., fa} jdtékhoz tartozo aggregdtor figgvény-

nek nevezziik az A: S x S — R,

Alsst) = S Filso 1) (1.3)

fuigguényt.
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1.9. lemma (Nikaido és Isoda; (1955)). Ha van olyan t* € S stratégiaprofil, hogy

At t") > A(s, t") (1.4)
minden s € S-re, akkor t* a G jaték N EP-je.

1.10. tétel (Forgo| (1994)). Ha

a) S;, i € N véges dimenzids euklideszi tér nem ires, konvez, kompakt részhalmaza,
b) fi, i € N folytonos figguény az S stratégiaprofilok halmazdn,

¢) az A aggregdtor figguény CF-konkdv S-en az S-re vonatkozdan,

akkor G-nek van N E P-je.

Bizonyitds. A bizonyitas a Nikaido-Isoda tétel (Nikaido és Isodal, |1955)) bizonyitasa-
nak lépései mentén halad. Tegyiik fel, indirekt bizonyitast alkalmazva, hogy G-nek
nincs N EP-je. Akkor az[1.9] lemma miatt minden ¢ € S-hez van olyan s € S, hogy
A(t,t) < A(s,t). Legyen

H,={teS: At t) < A(s, 1)}, s€S.
A H, halmazok nyiltak S-ben és teljesen lefedik S-et

S:Um.

seS

Mivel S zéart és korlatos, ezért a Hg halmazok koziil véges sok is lefedi S-et

Jj=q
S =|JH,
j=1
Definialjuk minden j =1,...,¢-raaz a;: S — R és az a: S — R fliggvényeket
a;j(t) = max{A(s;,t) — A(t,1),0}, tesS
q9
a(t) = > aj(t) >0, tesS.
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Tekintsiik S-nek a kovetkez6 onmagara valéd folytonos leképezését

t—t =1 (31 ..., a(t) aQ(t))

a(t)’ 7 a(t)
ahol 9, az definicioban szerepld folytonos fiiggvény. A c) feltételezés és az [1.7]
definici6 miatt

a

i®) Ay

q
At ) =)
j=1

fennall minden t € S-re.

Az A aq,. .., a4, a,, fiiggvények valamennyien folytonosak, ezért a t — t' leké-
pezésnek a Brouwer-fixponttétel, (Brouwer] |1912) szerint van fixpontja. Legyen ¢*
egy fixpont. Ekkor t* = t* és igy

a

A 2 Y ;((tt:))A(sj,t*) | (1.5)

Az indirekt feltevés miatt van legalabb egy s;, amelyre A(t*,t*) < A(s;,t*), és
ha A(t*,t*) > A(s;, t*), akkor a;(t) = 0. Igy

q

390 ey > 3B g ) = A

a(t") 2 a(r)

ami ellentmond (|1.5)-nek. O

A CF-konkavitas definiciojatol inspirdlva, az [I.I0} tétel kiilonboz6 irdnyokban
valo altalanositasaiként tovabbi egzisztencia tételek sziilettek az évek folyaman. Csak
azokbol, amelyekben expliciten a C'F-konkavitast jelolik meg, mint egyik kiindulo-
pontot, megemlitjiik a kdvetkezs fliggetlen munkakat: Kim és Kum| (2005), [Kim és
Lee| (2002), |[Kim és Lee| (2007), [Hou (2009)), Cheng (2010)), Kim| (2011) cikkeket és
Cambini és Martein| (2009) kényvét.

Az altalanositas egyik irdnya, amikor az euklideszi tereknél dltalanosabb terekben
definidlunk konvex halmazokat és fiiggvényeket. [Forgo és Jod| (1999) munkéajaban

13 fixpont és jatékelméleti egzisztencia tétel szerepel teljesen egyéni terekben (un.
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T st

mint kiindulé pont. Ezeknek az ismertetése kiviil esne azon a hataron, amelyet az
euklideszi térnél hiztunk meg.

Az eddigiekbdl is vilagos volt, de most két példan is megmutatjuk, hogy nem kell
az euklideszi teret elhagyni ahhoz, hogy olyan jatékok N E P-jének létezését tudjuk

bizonyitani, ahol a klasszikus konvexitasi/konkavitasi feltételek nem teljesiilnek.

1.11. példa. Legyen G = {X,Y, f, g}, X =Y = [-1,1], f(z,y) = 2*y+z, g(z,y) =
—x?y? + 5. Lathato, hogy f(-,1) nem kvazikonkav és ezért az tételt nem tudjuk

hasznalni. Az A: (X xY) x (X xY) — R aggregator fiiggvény ebben az esetben

Az, y,u,v) = f(z,0) + g(u,y) =2*v+ 2 —v*y* +y .

Legyen a v fiiggvény a kovetkezo:

VA2 + (1 — N3
VAT (1= N3

Elemi (de kicsit hosszadalmas) szamolassal igazolhato, hogy az A aggregator

¢($1,$2ayl>y% )‘) =

fliggvény C'F-konkav az X x Y halmazon az X X Y-ra vonatkozoéan, igy G-nek van
N EP-je. Valoban, az x = —%, y =1 egy NEP. Megjegyezziik, hogy ennél a jatéknal

Nishimura és Friedman| (1981) feltétele nem teljesiil.

1.2. Cournot oligop6lium nem konvex koltségfiiggvé-
nyekkel

A klasszikus Cournot modell jolismert. Egy ipardgban, ahol n véllalat termel egy
homogén termékfajtat (a fogyasztokat vasarlasaikkor nem érdekli, hogy a termeé-
ket melyik vallalat termelte), a vallalatok egymastol fiiggetleniil hozzak meg vo-
lumendontéseiket, vagyis az ¢ vallalat valaszt egy x; termelési szintet, x; € [0, 1],

i = 1,...,n. A vallalatok kapacitas szempontjabol azonosak, lehetséges termelési

12
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szintjeiket a [0, 1] intervallumra normalizaltuk az egyszertiség kedvéért. Adott egy
P:[0,n] — R arfiiggvény (inverz keresleti fiiggvény), amely az ipardg ¢ = Z;j T
teljes termeléséhez azt a legnagyobb arat rendeli, amelyen a piac kitisztul, vagy-
is a fogyasztok az egész q mennyiséget megvasaroljak. Szintén adott az i vallalat
C;: [0,1] = R,i=1,...,n koltségfiiggvénye, amely az x; termelési szinthez a C;(z;)
koltséget rendeli. Koltség szempontbol a véllalatok kiilonboz&k lehetnek. Ezekbél
az elemekbdl tevidik ossze az ¢ vallalat f;: [0,1]" — R profitfiiggvénye (koltséggel

csokkentett arbevétel)

fl‘(l’l,...,I’n) :[EZP (IZ—FZZE]) —CZ(ZL’Z), x; € [0,”, 7::1,...,71 .

J#

Bevezetve az S; = [0,1], © = 1,...,n jelolést, az S; termelési halmazok és az
fi profitfiggvények, i = 1,....n a G = {S1,..., S f1,. .., [n} oligopélium jatékot
hatarozzak meg. Jeloljiik a jatékosok (vallalatok) halmazat N = {1,... ,n}-el. A
kiilénboz6 kozgazdasagi alkalmazasokban fontos kérdés, hogy a G oligopolium ja-
téknak van-e egyenstlypontja a tiszta stratégidk halmazan. A klasszikus eredmény

a kovetkez6:

1.12. tétel (Friedman| (1977)). Ha a P drfiggvény konkdv a [0,n] intervallumon,
a C; koltségfiggvények minden i € N-re konvezek a [0,1] intervallumon, akkor a G

oligopolium jdatéknak van egyensulypontja a tiszta stratégidk halmazdn.

Ennél altalanosabb eredményekhez juthatunk, ha figyelmiinket azokra az oligo-

polium jatékokra koncentraljuk, amelyek az u.n. potencial jatékok kozé tartoznak.

1.13. definici6 (Monderer és Shapley (1996). Legyen N = {1,...,n} a jdtékosok
halmaza, és H = {T\,...,Ty;91,--.,9n} egy jdaték normdl formdban. A H jdtékot
ordindlis potencidl jatéknak nevezziik, ha van olyan 11: T — R fliggvény, ahol T =
Ty x ... x T, a stratégiaprofilok halmaza, hogy minden + € N, ést_; € T_; csonka

stratégiaprofilra

13
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gl(tz,t,z) — gi(ri,t,i) >0 H(tz,tfz) — H('f’i,t,i) >0.

[I-t ordinalis potencial fiiggvénynek nevezziik. A potencial fiiggvény &altalaban
nem egyértelmd.

Az [1.13] definici6 egyenes kdvetkezményei:

1. AH=A{T\,....To;q1,...,gny ésa H ={T\,...,T,; II,... 11} jatékok stra-
tégiailag ekvivalensek. A H' jaték tulajdonképpen egy u.n. koordinécios jaték,
a jatékosoknak kozos céljaik vannak, amit a Il potencial fliiggvény fejez ki, a

probléma csak a II fiiggvényt maximalizalo termelési profil realizalasa.

2. Ha a II ordinalis potencial fiiggvénynek van maximuma 7-n, akkor minden

maximumpont egy NEP.

3. Minden véges ordinélis potencial jatéknak van N E P-je.

Tekintsiik a G oligopolium jatékot azzal a tovabbi megkdtéssel, hogy a vallalatok
csak pozitiv mennyiséget termelhetnek és minden vallalat koltségfiiggvénye linearis,
egységesen ¢ marginalis koltséggel. Konnyt belatni, hogy ekkor a GG oligopolium jaték
ordindlis potencial jaték a I1: Ry — R, T(xq,...,2,) = 21 - 2, (II(z) — ¢) poten-
cial fiiggvénnyel. Ha van olyan termelési volumen profil, amelyben minden véallalat
pozitiv mennyiséget termel és a kialakult ar nagyobb a marginélis koltségnél (ezt
minden "normalis" iparagban nyugodtan fel lehet tenni), akkor a 2. kovetkezmény
értelmében van a tiszta stratégiak halmazan N EP. Hangsilyozni kell, hogy a P
arfliggvény akarmilyen lehet, még monoton csékkenének sem kell lenni, megengedve
akar a Giffen hatast is, |Varian (1992). A koltségfiiggvényre viszont szigoru kikotés
van.

A forditott helyzet is kedvez§ a N EP egzisztencidja szempontjabol.

Tegyiik most fel, hogy a G oligopolium jatékban, az arfiiggvény lineéris: P(x) =
a—bzx,a,b>0,a C;(x;) koltségfiiggvények tetszblegesek, ¢ € N. Legyen a potencial

figgvény II: R} — R
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j=n j=n j=n
H(ml,...,xn):aij—bZ:ci—b Z xkxj—ZCj(:cj).
=1 =1 =1

1<k<j<n

Nem nehéz igazolni, hogy a G oligopdlium jaték ordindlis potencidl jaték a II
potencial fiiggvénnyel (s6t, egy egzakt potenciil-jaték, ami a mi szempontunkbol
most nem lényeges).

Lathatjuk, hogy itt az arfliggvényre van szigora megkotés (linearités), mig a kolt-
ségfiiggvények barmilyenek lehetnek. Ezért, ha olyan esetet keresiink, amikor nincs
a tiszta stratégidk halmazan N E P, akkor nemlinearis arfliggvénnyel és nemlinearis
vagy lineéris, de nem azonos koltségfiiggvényekkel kell probalkoznunk.

A kovetkezGkben elégséges feltételeket adunk a C; koltségfiigvényekre, amelyek
teljesiilése esetén bizonyos monoton csokkend, szigortian konkav arfiiggvény esetén
is van a tiszta stratégidk halmazén NEP. A célcsoport a koltségfiiggvények egy
olyan osztilya, amely a legtobb ipardgban inkabb mondhaté tipikusnak, mint a
konvex koltség fiiggvény. A termelés felfutasaval a koltségek egy pontig (az optimalis
kapacitaskihasznélasig) csokkend iitemben nének, majd ezen tul névekvd iitemben.
Annak jelentGségére, hogy az oligopélium modellekben preferaljuk a tiszta N E P-et,
méasok mellett [Tasnadi (2011) mutat ré.

Foglaljuk 6ssze az arfiiggvényre és a koltségfiiggvényekre tett feltételeinket.

A P arfiiggvény ki kell elégitse az alabbi feltételeket:

a) P kétszer folytonosan differencialhato egy nyilt intervallumon, amely tartalmazza

a [0,n] intervallumot, a P értelmezési tartomanyat.

b) P(z) > 0 minden z € [0, n]-re, vagyis a vallalatok termelési korlatai olyan szoro-
sak, hogy még akkor is, ha mindenki teljes kapacitason termel, az Ossztermelést

pozitiv aron el lehet adni.
¢) P'(x) < 0 minden z € [0, nl-re, vagyis P szigorian monoton csékkend.

d) P"(z) < 0 minden z € [0, n]-re, vagyis P szigortian konkav.
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e) P” monoton csokkend a [0, n] intervallumon, vagyis az arak csokkenésének "gyor-

suldsa" csokken az dsszkindlat novekedésével.

Az i vallalat koltségfiiggvénye ki kell elégitse az alabbi feltételeket minden ¢ € N-

re:

1. C; kétszer folytonosan differencidlhato egy nyilt intervallumon, amely tartal-

mazza a [0, 1] intervallumot, a C; értelmezési tartomanyat.
2. Ci(x;) > 0 minden z; € [0, 1]-re.

3. Ci(x;) > 0 minden z; € [0, 1]-re, tehat a koltségek monoton nének a termelés

novekedésével.

4. Van egy olyan u; € (0,1) inflexios pont, hogy C; konkav a [0, u;) és konvex az
(u;, 1] intervallumon.

1"

5. C;

(0) < 0 és C! szigortian monoton névekvs a [0, 1] intervallumon, vagyis a

koltségek ndvekedésének a gyorsuldsa né a termelés névekedésével.

Egy egyszerii példa a fenti feltételeket kielégits koltségfiiggvényre a Cj(z;) =
(z; — 35)* + & fiiggvény.

A felesleges indexezés elkeriilése érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

r=ux;, t= Z:Uj és ;(x,t) =zP(x +t) — Ci(z) .
JFi
A p;(x,t) tulajdonképpen az i-ik vallalat profitja, ha a sajat termelése = a tob-
bieké pedig Osszesen t. A kiévetkezékben nem irjuk ki, de minden derivaltat az x

helyen vesziink.

Hasznos lesz a kovetkez6 segédtétel.

1.14. lemma. A P és C; fliggvényekre tett feltételek mellett a @; figguény ¢ deri-

vdltja x szigorian konkdv fligguénye.
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Bizonyitds. Egyszeri derivalassal kapjuk, hogy

oi(x,t) =aP'(x +t)+ Pz +t) — Ci(x)

és mivel P konkav, —C! szigortian konkav, csak azt kell bizonyitani, hogy h(z) =
xP'(x + t) konkav a [0, 1] intervallumon. Ennek a fiiggvénynek a derivaltja P'(z +
t)+xP"(x+1t), amely csokkend P konkéavitdsa és x nem negativitdsa miatt, ami azt

jelenti, hogy ! szigoruan konkav. O
Az [1.14] lemma alkalmazasaval tudjuk bizonyitani a kévetkezd tételt.

1.15. tétel (Forgo (1995)). Ha 2P'(0) < CY(0) fenndll minden i € N-re, akkor a

G oligopdlium jdatéknak van legaldbb eqy N EP-je.

Bizonyitds. Vegyiik a ; profitfiiggvény mésodik derivaltjat

o (x,t) = 2P (x +t) + aP"(x +t) — C!(x),

és végezziik el az © = 0 helyettesitést

i (0,1) =2P"(0+1) —C7(0) .
Mivel P" monoton csokkend, 2P'(0) < C(0)-bdl kovetkezik ¢/ (0,t) < 0. Az |1.14]

(2

lemma miatt ¢} konkav és ezért ! csokkens. Ebbél kovetkezik

i (x,1) < ¢7(0,) <0

minden z € [0, 1]-re. Ezért ¢; konkév, tehat G egy olyan jaték, amelyre az tétel

feltételei fennallnak és igy van legalabb egy N E P-je. 0J

Az tétel feltétele azt jelenti, hogy az arfiiggvény gyorsabban cstkken 0
termelés esetében, mint a koltségndvekés gyorsulasanak a fele.

Mas elégséges feltételek mellett is bizonyithaté a N E P egzisztencidja a G oligo-
polium jatékra. Ehhez sziikséges lesz a kdvetkezs tételre, amely egyenes kovetkez-

ménye egy jol ismert egzisztencia tételnek (Theorem 3.1, [Forgo et al (1999)).
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1.16. tétel. Ha a ¢;(x,t) profitfiggvénynek csak egyetlen mazimumpontja van a
[0, 1] intervallumon a t € [0,n—1] paraméter barmely értékére, akkor a G oligopdlium

jatéknak van legaldbb eqy N EP-je.
Két lemma lesz segitségiinkre a tovabbiakban.

1.17. lemma. Ha ¢(0,t) > 0 valamely t-re, akkor a ¢;(-,t) figgvénynek pontosan

egy mazimumpontja van a [0, 1] intervallumon.

Bizonyitds. Ha ¢}(0,t) > 0 és ¢, konkav, akkor minden olyan 0 < z < 1-re, amelyre

fennall a ) (z,t) = 0 egyenlGség, az alabbi egyenl6tlenség teljesiil

0 < @(0,1) < pj(, 1) — wf (. 1) = —2y (2,1) |
amib6l ¢! (z,t) < 0 jon. Ebb6l a ténybdl és az lemmabol kovetkezik, hogy
a K ={x €[0,1]: ¢i(x,t) = 0} kritikus pontok halmazanak legfeljebb egy eleme
van. Ha K = @, akkor felhasznalva a 0 < ¢}(0,t) egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy
@i(z,t) > 0 minden = € [0, 1]-re, amibdl az kovetkezik, hogy a ¢;(-,t) fiiggvénynek
az ¥ = 1 pontban van az egyetlen maximumpontja. Ha viszont K = {z°}, akkor

r = 2° az egyetlen maximumpont. O

1.18. lemma. Ha a @;(-,t) figguénynek t6bb, mint eqy globdlis mazimumpontja van
a [0, 1] intervallumon, akkor
Ci(1) = G(0) = CJ(0) = P'(0) <0 . (1.6)

Bizonyitds. Azt az esetet, amikor a ;(+,t) fiiggvény szigorian monoton, nem kell
vizsgalni, mert akkor csak egy maximumpont van. Tovabba, az [1.17] lemma miatt

csak azokat a t-ket kell tekinteniink, amelyekre ¢/(0,¢) < 0, amibdl aztan a

P(t) — C'(0) < 0 (1.7)

egyenlGtlenség kovetkezik.
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Most azt latjuk be, hogy ha ¢;(-,t)-nak két maximumpontja van a [0, 1] in-
tervallumon, akkor ezek csak az intervallum végpontjai lehetnek. Indirekt érvelést

1

alkalmazva, tegyiik fel, hogy ! és 22 két kiilonboz6 maximumpont és legalabb az

egyik nem végpont. Feltehetjiik, mondjuk, hogy 0 < ! < 22 < 1. Emiatt van olyan

2% pont, hogy ! < 2° < 22 és 2% lokalis minimumpont. Igy

i (@t t) = 2P (¢! + 1) + 2 P"(a’ +1) = Cf (') <0,

és

i (2%, 1) = 2P'(2° + 1) + 2’ P"(2° + 1) = O (%) 2 0,

ami ellentmond a d), e) és az b. feltételeknek. Tehat ;(0,t) = p;(1,t), amib6l kapjuk

a

P(1+1) = Ci(1) = C(0) (18)

egyenlgséget. Mivel a P arfiiggvény konkav, ezért P(t) + P'(t) > P(1 + t), amibdl
figyelembe véve, hogy P'(t) < P'(0), az (1.7)) és az (L.8) egyenlGség fennallnak. Ebbal

kozvetlenill adodik a lemma allitasa. O

A kovetkez§ tétel a nulla 6sszkinalat melletti hatarar és hatarkoltségek viszonya

alapjan ad meg egy elégséges feltételt a N E P létezésére.

1.19. tétel (Forgo (1995)). Ha C!(0) < —P'(0) minden i € N-re, akkor a G oligo-

polium jatéknak van legaldbb eqy N E P-je.

Bizonyitds. Mivel minden kéltségfiiggvény monoton névekvs, ezért C;(1) — C;(0) >
0. Igy a —C!(0) — P'(0) > 0 egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy nem allhat
fenn, ami viszont az lemma miatt sziikséges ahhoz, hogy ¢;(+,t)-nek tébb ma-
ximumpontja legyen. Igy az tétel szerint a GG oligopolium jatéknak van legalabb
egy NEP-je. 0
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Egy masik elégséges feltételt kapunk, ha a koltségfiiggvények inflexios pontjanak

elhelyezkedését korlatozzuk.
1.20. tétel (Forgo (1995)). Ha minden i € N -re az u; inflexids pontra fenndll az
P'(0)

C//(0>
egyenldtlenség, akkor a G oligopolium jdtéknak van legaldbb eqy N EP-je.

u; < (1.9)

Bizonyitds. Az (1.6)) egyenlStlenséget, amely sziikséges ahhoz, hogy a ¢;(-,t)-nek

tobb maximumpontja legyen, dtrendezhetjiik a kovetkezd modon

Ci(1) = Ci(u;) + Ci(w;) — C;(0) — C;(0) — P'(0) <0 . (1.10)

Mivel C; konkav a [0, ;) intervallumon és konvex az (u;, 1] intervallumon, ezért

Ci(1) — Ci(u,)

v

(1 = uy)C(u;)
Ci(u;) — Ci(0) > w;Ci(u;) .

Ezeket az egyenl6tlenségeket felhasznalva kapjuk (1.10)-bdl az alabbi egyenltlensé-

get

C!(u;) — CL(0) — P'(0) < 0 . (1.11)

)

A Lagrange kozépérték tételbdl kovetkezik, hogy

wCl(E) — P/(0) <0

valamely 0 < ¢ < w; értékre. A C! monotonitdsa miatt ebbdl az

wCl'(0) — P'(0) < 0

egyenlGtlenség adodik, ami ellentmond (1.9)-nek. Az lemma az allitja, hogy
ekkor a ¢;(-,t)-nek csak egy maximumpontja van és igy az |1.16| tétel szerint a G

oligopo6lium jatéknak van legalabb egy N FE P-je. U
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Ezeknek az elégségességi tételeknek érdekes kvetkezménye van a koltségfiiggvény
alakjara. Az tétel kovetkezménye, hogy ha minden ¢ € N-re 2P'(0) > C7(0),
akkor ha a koltségfiiggvény konkav része nem terjed tul a termelési kapacitas felén,
a G oligopodlium jatéknak van legalabb egy N E P-je.

Ha minden i € N -re 2P'(0) < C/(0), akkor az tétel biztositja a NEP
létezését. Nem tudunk semmit mondani arrél, ha bizonyos véallalatok esetén az egyik
irAnyt, mésok esetében pedig a masik irdnya egyenlGtlenség &all fenn. Ez persze
nem fordulhat el§ a szimmetrikus esetben, vagyis, ha minden vallalatnak ugyanaz

a koltségfiiggvénye. A N EP létezése szempontjabol ekkor csak agy lehet baj, ha az

inflexios pont az (3, 1] intervallumba esik.
A vallalatok a termelési lehetségeiket tekintve szimmetrikusak. Ez teszi lehe-
t6vé, hogy adjunk egy olyan elégséges feltételt, amely az iparagat alkoto vallalatok

szaméara vonatkozik.

1.21. tétel (Forgo (1995))). Ha P(1) > Ci(0) minden i € N-re, akkor van olyan
ng > 2 vdllalatszdm, hogy a G oligopolium jatéknak van legalabb egy N E P-je minden

2 <n < ng esetében.

Bizonyitds. Figyelembe véve, hogy a P arfiiggvény és a P~! keresleti fiiggvény is

monoton, kénnyt 1atni, hogy ha

n < PHC)(0)+1, (1.12)

akkor ([1.7) nem allhat fenn és ezért a ¢;(+,t) profitfiiggvénynek csak egy maximuma
van, amibdl az tétel szerint kovetkezik, hogy van legalabb egy NEP. Az (1.12)

egyenlGtlenségnek csak akkor van értelme, ha

P=H(Ci(0)) > 1,

ami ekvivalens a tételben megfogalmazott feltétellel. Az ng kiiszobszam létezését az

(1.12) egyenlGtlenség garantalja. O
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A feltétel szavakban azt jelenti, hogy ha az iparag teljes termelését egy vallalat
adja, akkor az ar legyen nagyobb, mint 0 termelésnél a hatarkoltség. Altalanos ta-
nulsdgként megallapithatjuk, hogy még nemlinearis arfiiggvény esetén sem sziikséges
a N EP létezéséhez a koltségek konvexitasa, igen széles koltségfiiggyvény osztalyok
is "kellemesek" ebbdl a szempontbol.

Valamiért azért kitiintetett szerep jut a konvex koltségfiiggvényeknek. Ezt vilagit-
ja meg az alabbi tétel. Csak az n = 2 esettel (duopoliomakkal) foglalkozunk. A mo-
dell lényegében valtozatlan, azzal a kivétellel, hogy altalanos arbevétel fliggvénnyel
szamolunk, az arbevétel nem feltétleniil mennyiségszer egységar, akir mennyiségi

diszkontar is megengedett. Tehat az (altalanositott) G duopolium jaték
G = {[07 1]7 [07 1}7f17f2}

filw1,m2) = Ri(w1, 12) — Cy(;), x; € [0,1] 1=1,2,

ahol R;: [0,1]*> = R az arbevétel (revenue) fiiggvény, C; a koltségfiiggvény. R;(x1, 22)
az arbevétel, amit az ¢ vallalat ér el akkor, ha a vallalatok termelése (x1,25). Az

alabbi tétel egy sziikséges feltételt ad a koltségfiiggvény alakjéra.

1.22. tétel (Forgo (1995)). Ha a G duopdlium jdtéknak minden konkdv drbevétel

figguény mellett van N EP-je, akkor a koltségfiigguény konvex
Ez a tétel Joo (1986)) egy kevéssé ismert tételének a kivetkezménye.

1.23. tétel (Joo (1986))). Legyenek I, Iy az R zdrt intervallumai, fi, fo: [y x I — R
folytonos fiigguények. Ha bdrmely g1, go: I; X Iy — R folytonos fiigguényre, amelyek
kézil g1 az elsd vdltozojaban, g a mdadsodik vdltozojaban konkdv, mikézben a mdsik

vdltozot rogzityik, a

G={l,....I fi+g1fo+ g}
jatéknak van N EP-je, akkor fi az elsd vdltozéjdban, fo a mdsodik vdltozdjdiban kon-

kdv, ha a mdsik vdltozotl régzityik.
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Valoban, ha f; = —C;, g9; = R; i = 1,2, akkor az[1.23] tételbdl azonnal kovetkezik
az [1.22] tétel allitdsa. Itt a C; koltségfiiggvények akar a masik vallalat termelési
volumenétdl is fiigghetnének, nem csak a sajatjuktol. Ekkor azt lehetne allitani,
hogy az [1.23] tétel feltételei mellett a vallalatok koltségfiiggvénye konvex a mésik
vallalat termelését rogzitettnek véve. Nyitott kérdés, hogy ez a tétel kiterjeszthetG-e
oligopoliumokra és/vagy "mennyiség x egységar" tipusa arbevétel fiiggvényekre. A
kritikus lépés Joo tételének altaldnositasa lenne ketténél tobb jatékosra, ami azonban

nem tiinik kénnytinek.

1.3. Kétfiiggvényes minimax tételek

A jatékelmélet els6 komoly eredménye Neumann Janos nevéhez fizédik. Uttors mun-
kajaban, von Neumann| (1928]) egy egyenstlyi egzisztencia tételt bizonyitott kétsze-
mélyes zérus-Osszegii jatékokra. A jatékosztaly, amire ez vonatkozik tartalmazza a
méatrixjatékokat (véges, kétszemélyes zérusoszegi jatékok kevert bévitése), amely a
Nash altal vizsgalt véges jatékok kevert bovitésének is specidlis esete. Ez az egzisz-
tencia tétel egy minimax tétel formajaban is felirhato. Nézziik ezt a problémat egy
kicsit altalanosabban.

Legyenek X, Y nem iires halmazok és f: X XY — R egy valos értéki fliggvény.

Nagyon koénnyt igazolni, hogy

supinf f <infsup f . (1.13)
x Y Y x

Az igazan érdekes kérdés, hogy milyen feltételeket kell tenni az X, Y halmazokra
és az f fiiggvényre, hogy —ban az egyenl&tlenséget egyenl@ségre cserélhesstik.
Neumann Janossal kezdédGen oridsi mennyiségi dolgozat foglalkozott a témaéaval.
Az igy keletkezett tételeket (egyfiiggvényes) minimax tételeknek nevezik. Ezeknek a
tételeknek nagyon sok alkalmazasa van az optimumszamitasban, déntéselméletben,
jatékelméletben, statisztikiaban és még sok mas teriileten. [Simons| (1995)) cikke kivalo

Attekintést ad a témakorrél.
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Az egyfiiggvényes minimax tételek egy érdekes altalanositasa a kovetkezs. Ve-
zessiink be egy masik g: X x Y — R fiiggvényt és tegyiik fel, hogy f < g. A kérdés

az, hogy milyen feltételek mellett all fenn a kovetkezé egyenltlenség:

infsup f < supinfg . (1.14)
Y x x Y

Vilagos, hogy ha f = g és teljesiil, akkor (1.13)-ban egyenléség van. Mivel
—ben két fiiggvény szerepel, ezért azokat a tételeket, amelyek az X, Y, f, ¢-
re tett bizonyos feltételek mellett az egyenlGtlenség fennalldsat mondjak ki,
kétfiiggvényes minimax tételeknek nevezik.

Hogyan lehet alkalmazni a kétfliggvényes minimax tételeket a jatékelméletben?
Ennek egy egyszerti modja, Forgd (1999) a kovetkezs. Legyen a G egy n-személyes

jaték normal forméban:

G:: {Sla'-->Sn7fl>"'7fn}'

Jeloljiik a stratégiaprofilok halmazat S := [[_, Si-el és definialjuk az A: S* — R

aggregator fiiggvényt a szokiasos modon

A(.T,y) = fl(xby%"'ayn)+"'+fn(yla"'ayn—17$n) 9 x,yGS .

Az [1.9] lemma szerint annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy y* € S a G

egy N EP-je legyen az, hogy a

Az, y") < Aly™,v")

egyenlGtlenség fennalljon minden x € S-re.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan B: S? — R fiiggvény, amely kielégiti a

Az, y) + Bly,z) < Aly,y) + B(z, ) (1.15)
egyenlGtlenséget minden z,y € S-re.
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Definidljuk az f,g: S? — R fiiggvényeket a kovetkezd képpen

flz,y) = Alz,y) — Aly,v)

és

g(l‘7 y) = B(J},ZE) - B<y7 .I) .
(1.15) miatt az f < g egyenlStlenség fennall S2-en. Tegyiik fel, hogy az alabbi tipusi

kétfliggvényes minimax egyenlGtlenség teljesiil, vagyis

minsup f(z,y) < supinf g(z,y) . (1.16)
Y€S zeS zes Y&

Ekkor van olyan y* € S, hogy

Az, y") < Ay, y") (1.17)

fennall minden = € S-re, vagyis y* a G egy N EP-je. Ez azért van, mert g(z,z) =0

minden x € S-re és gy

sup inf g(x,y) <0,
xegyesg( y) <

amibdl az kovetkezik, hogy van olyan y* € S, hogy

sup f(z,y) <0,
zeS

ami ([1.17))-tel ekvivalens.

fly modon a kétfiiggvényes minimax tételeket potencialisan fel lehet hasznalni
jatékelméleti egzisztencia tételek bizonyitasara. Tébbféle technika van kétfiiggvényes
minimax tételek bizonyitasara. Mint szinte mindeniitt a matematikiban (és maés
tudomanyagakban is) szeretjiik az elemi bizonyitasokat. Ezekre itt is van lehetGség.
Persze az elemi bizonyitas nem jelenti azt, hogy egyszert, vagy rovid, hanem azt,
hogy csak elemi eszkozoket hasznélunk a bizonyitashoz. Erre jo példa a kovetkezd

tétel.
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P

Egy p: R? — R folytonos fiiggvényt atlagols fiiggvénynek (averaging function)

neveziink, ha mindkét valtozojaban névekvd, valamint

p(AA) =X,

és

A # p= min{\ p} < p(A, u) < max{A, u} .

Konnyt latni, hogy pl. a stlyozott szamtani atlag fliggvény eleget tesz a fenti

feltételeknek.

1.24. tétel. (Forgo és Jod (1998)) Legyenek py és p dtlagols figguények, X ésY
nem tres halmazok, f,g: X xY — R, olyan figguények, amelyekre fenndllnak a

kévetkezd feltételek:

(i) [ <g, f korldtos,

(11) barmely x1,xe € X-hiz taldlhatd olyan x3 € X, hogy

y €Y = f(xs,y) > pi(f(z1,9), 9(22,9))

(11i) barmely y1,y2 € Y-hoz taldlhats olyan ys € Y, hogy

z€X = g(z,y3) < pa(f(z,11), 9(x,y2))

Ekkor minden F' C X wvéges halmazra fenndll

inf < supinf :
inf max f(z,y) < sup in g9(z,y)
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A bizonyitas a hosszlisdga miatt a fliggelékben taldlhato.

Ezt a tételt az évek folyaman tobben altalanositottak, Forgd (2001), (Cheng és
Lin| (2001)), Cheng és Lin| (2003), |Cheng (2004)), Cheng| (2010)), Jin et al (2006), Tang
és Cheng (2008)), de az altalanosabb feltételek némelyike mar "elég mesterkélt" lett,

szemben az atlagolo fiiggvény természetességével.
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2. fejezet

A korrelalt egyensuly és

Altalanositasai

2.1. Definicié és interpretacid

A Nash-egyensily egy fontos édltalanositasihoz vezet, ha a kevert stratégia fogal-
méat tagabban értelmezziik. Legyen N = {1,...,n} a jatékosok halmaza és G =
{S1, ..., Su; f1, -, fu} egy véges jaték. Amikor G kevert bovitésérsl beszéliink, ak-
kor legalabbis a leggyakoribb interpretacioban, feltessziik azt, hogy a jatékosok egy-
mastol fiiggetleniil, kevert stratégiajuk altal meghatarozottan, véletlenszertien va-
lasztanak tiszta stratégiat (amit ebben a fejezetben altalaban akcionak fogunk ne-
vezni). Ehhez mindegyik kiilon-kiilén egy véletlen mechanizmust (random device,
RD) hasznal. Ezek az eloszlasok egy valosziniiségeloszlast generalnak az S = xS,
akcioprofilok véges halmazan. Ha félretessziik azt a feltételezést, hogy az egyéni ran-
domizalasok egymastol fiiggetlenek, akkor béviilnek a lehet&ségek: tetszéleges va-
loszintiségeloszlast hasznalhatunk S-en egy akcidprofil véletlenszeri kivalasztasara.
Ez tulajdonképpen az akciovalasztasok Gsszehangolasa (korreldlasa), amit ugy kell
megvalositani, hogy ne kelljen valamilyen szerzédésben a jatékosokat az 6sszehangolt
cselekvésre kotelezni és igy a nem-kooperativ jatékok korét elhagyni.

Az egyszeriiség kedvéért elGszor kétszemélyes (bimatrix) jatékokat tekintiink, a
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tobb személyre valo kiterjesztés csak jelélésbeli kellemetlenségeket okozna, a lényeg
ugyanaz. Jeloljiik az els6 (sor) jatékos akcidinak halmazat [-vel, a masodikét (osz-
lop) J-vel, az els6 jatékos kifizetéseit a;;, a masodikét b;;-vel, ¢ € I,j € J. Jelolje
A = [a;;] és B = [b;;] a két jatékos kifizetématrixat. Legyen p;; az (4, ) akcioprofil
valasztasanak valoszintsége. A p;; valoszintiségeket rendezziik el egy P matrixban,
amely nyilvan nem negativ és az elemeinek 0sszege 1. A P matrix kéztudott. Ezt a
valoszintiségeloszlast és az azt reprezentaldo P matrixot korrelalt stratégianak nevez-
ziik. Bz mar nem a sz6 eredeti értelmében vett stratégia és talan az elnevezés sem
szerencsés, de altalaban ez hasznalatos.

A véletlen valasztést, az RD-t, egy "jatékvezets" miikodteti. Amint a valasztas
megtortént, a jatékvezets az elsd jatékosnak titokban, gy, hogy a masodik ezt ne
tudja, javasolja, hogy az ¢ akciot jatssza. Ugyanigy javasolja a masodik jatékosnak,
hogy a j akciot jatssza. A korrelalt stratégiat korrelalt egyensilynak hivjuk, ha
varhato értékben egyik jatékosnak sem érdeke a jatékvezetd javaslatat elutasitani
és valami mést jatszani, mint az éppen javasolt akcid, feltéve, hogy a masik jatékos
megfogadja a jatékvezetd javaslatat. Itt tulajdonképpen a jaték valodi lejatszasat
megel6z6 forgatokonyvet (pre-game scenario), més néven protokollt adtuk meg. Ez a
protokoll a korrelalt egyenstly feltaldlojanak, Aumannak (Aumann) 1974) a nevéhez
flizodik.

A fentiek alapjan a korrelalt egyensulyok halmaza egyenl§ az alabbi linearis

egyenlGtlenségrendszer 0sszes megoldasainak halmazaval:

Dij > 0 iel, jelJ
o (2.1)
> (aij —arj)pi; > 0 i,kel
jeJ
> (b —ba)pi; = 0 jleJ
el

Ezt az egyenlGtlenségrendszert hasznalhatjuk a korreldlt egyensuly formalis defi-

«,e .
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raints) nevezni.

2.1. definicié. A P = [p;;] valdszinidségeloszlast a G = (A, B) bimdtriz jdték kor-
reldlt egyensilydinak (CE) nevezzik, ha kielégiti a (2.1) egyenldtlenségrendszert.

A lineéris egyenlGtlenségrendszerek elméletébdl ismert, hogy a megoldésai konvex
halmazt alkotnak. Igy a korrelalt egyensulyok konvex linearis kombinaciéi is korrelalt
egyensilyok. Ez a tulajdonsag nyilvan nem igaz a N E P-ekre.

Vezessiik be a kdvetkezs jelolést minden ¢ € I-re és j € J-re:

pi = sz’j, pj = sz'j -

jeJ iel
Feltéve, hogy p; és p; > 0, a (2.1)) egyenlStlenségeit végigoszthatjuk veliik és az
alabbit kapjuk:

Z(aij—akj)% Z 0 i,kEI

Jes (2.2)
Sy —bb > 0 jled.

S

A % annak a valészintsége, hogy a masodik jatékos a j akciojat jatssza, feltéve,
hogy az els6 az 1 akciojat, és igy tekinthets az elsG jatékos vélekedésének a méso-
dik jatékos akcidvalasztasarol. A egyenlGtlenségek azt fejezik ki tehat, hogy
mindkét jatékos akcidvalasztasa maximalizalja a sajat varhato kifizetését adott vé-
lekedések mellett, ami maga a bayesi racionalitas, Aumann| (1987).

A korrelalt egyensily valoban altalanositasa a Nash-egyensilynak, amit a kovet-

kez6 egyszeriien igazolhato tételben fogalmazunk meg.

2.2. tétel (Aumann (1974)). Ha (x,y) a G = (A, B) bimdtriz jiték N EP-je, akkor a
pij = XY, @ € 1, j € J korreldlt stratégia CE. Ha viszont p;j egy olyan CE, amelyre
fenndll, hogy pi; = wv;, i € 1, j € J valamely u, v valdszindségi vektorokra (vagyis a
pij valdszintdségekbol dsszedllitott P mdtriz rangja 1), akkor az (u,v) stratégiaprofil

eqy NEP.
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A fenti tétel és a definicié egyszert kovetkezmeénye, hogy a N E P-ek konvex

burka része a korrelalt egyenstlyok halmazanak.

2.3. példa. Tekintsiik a ,gyava nyal" (game of chicken), Forgo et al (1999)) jatékot
a szokasos autos interpretacioval, amelyben a kifizet6fiiggvények a kovetkezok (IV:

nem tér ki, K: kitér):

1-es jatékos kifizetései 2-es jatékos kifizetései
K N K N

K| 6 2 K|6 7

N |7 0 N |2 0

Ekkor a korrelalt egyensulyok halmazat leir6 egyenl6tlenségrendszer a kovetkezd:

D11, P12, D21, P22 > 0
Pt pi2+patpe = 1
(6 —7)pi1+(2—-0)piz = 0 23
(7T=6)par +(0—=2)p > 0
(6 —Tpii+(2=0)par = 0
(7=06)pr2+ (0= 2)p > 0

A harom N EP altal meghatéarozott C E-k:
(i) p11 =0,p12 =1, pa = 0, par = 0;
(i) p11 = 0,p12 = 0,p21 = 1,pg0 = 0;

(iii) p11 =4/9,p12 = 2/9,p21 = 2/9,p22 = 1/9.

Szemléletes, ha a harom N EP &altal meghatarozott C E-k P matrixat is felirjuk:

0 1 0 0
(1 (i) (iii)
00 10

Természetesen ezek Osszes konvex linearis kombinacioi is C'E-k, de van olyan C'E

6 2

NN =

2 1

is, amely nem &llithat6 el6 a harom N E P altal meghatarozott C'E-k konvex linedris

kombinéci¢jaként. Konny( latni, hogy példaul a
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(iv) p11 =1/3,p12 = 1/3,p21 = 1/3, pa2 = 0,

vagy matrix formaban:

1
311 0
CFE (kielégiti a (2.3]) egyenlStlenség rendszert!) ilyen.

A CFE-t nemcsak bimatrix jatékokra, hanem akarhany személyes véges jatékok-
ra is lehet definidlni, mint azt a késGbbiekben meg is fogjuk tenni. S6t, végtelen
jatékokra is, de ezzel nem nagyon foglalkozunk. A C'E itt is egy eloszlas a jaték le-
hetséges kimenetelein. Az interpretaci6 teljesen ugyanaz: a jatékvezetd kisorsol egy
akcid n-est, majd minden jatékosnak titokban javasolja, hogy jatssza a kisorsolt
akciot. Ekkor egyetlen jatékos sem tudja javitani a varhatd kifizetését azzal, hogy
eltér a jatékvezetd altal javasolt akciotol. A bayesi interpretacio is ugyanaz, mint a
kétszemélyes esetben.

A CFE-k halmaza sokkal egyszertibb szerkezeti, mint a N FE P-eké: egy konvex
politop. Nincs is sziikség semmilyen fixpont tételre a C'E létezésének bizonyitasara,
a lineéaris programozas dualitas tétele (vagy ezzel ekvivalens tétel) elegendd annak
bizonyitasahoz, hogy a C'E-t definidlo egyenlGtlenségrendszernek van megoldasa.

Altalaban végtelen sok CE létezik. Ezek koziil lehet tgy valasztani (pl. a jaték-
vezetd véalaszthat), hogy valamilyen célt reprezentald fiiggvényt maximalizalunk a
C E-k halmazan és a kivalasztott C'E-t majd a jatékvezetd implementélja egy meg-
felel6 RD segitségével. Ha a jatékosok hasznossagai Osszeadhatok, akkor egy ilyen
cél lehet a hasznossagok Osszegének a maximalizalasa. Az igy kapott C'E egyszerre
valosit meg ,kollektiv" hasznossagot és stabilitast, abban az értelemben, hogy a kol-
lektiv ,optimum" 6nmegvalosito (self enforcing), ha a jatékosok hajlandok a jaték
szabdlyait elfogadni (azt tehét, hogy a mindenki altal ismert eloszlas szerint sorsol
a jatékvezets és a leirt titoktartéasi szabalyokat betartjak).

A fenti gyava nyul példaban példa)
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P11 = 1/27]012 = 1/4;]921 = 1/472722 =0,

vagy métrix forméaban:

2 1

A

10
az egyetlen C'E amely maximalizalja a hasznossagok 0sszegét, amir6l meggy6z6dhe-

tiink, ha a

12p11 + 9p12 + 9par

célfiiggvénytd és a feltételrendszerd linearis programozasi feladatot megoldjuk.

A fent leirt forgatokonyvet jol megnézve lathatjuk, hogy itt tulajdonképpen egy
E extenziv jatékrol van sz6, amely a jatékvezets altal végrehajtott sorsolassal kez-
dadik, majd a jatékosok lépnek (vélasztanak a sajat informacié halmazukban lé-
v akciokbol). A sorjatékos ¢ stratégidjahoz tartozéd informéacio halmazéat azok az
akcioprofilok (az E jaték fajaban pontok) alkotjak, amelyekben a sorjatékos az i
stratégiajat jatssza. Az FE jatékban pl. a sorjatékos egy stratégiaja egy fiiggvény,
amely minden informaci6é halmazhoz hozzarendel egy k& € I akciot. A jatékvezets
javaslatanak kovetése csak egy stratégia a sok koziil. Konnyen lathato, hogy E-ben
a "javaslatkovet§" stratégiaparos N EP. Lehet azonban E-ben a javaslatkovetd stra-
tégiaparoson kiviil mas NEP is.

Nézziik ismét a gyava nyul jatékot:

K N
K |(6,6) (2,7)
N | (7,2) (0,0)

Itt az ebbdl felépitett E extenziv jatékban mindkét jatékosnak négy stratégiaja
van, amelyeket a {K, N} betiikészletbdl két betiivel adunk meg: az elsg azt jelenti,

hogy mit csinal a jatékos, ha a jatékvezeté K-t, a masodik pedig azt, hogy mit,
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ha a jatékvezet6 N-et javasol. Tehat a négy stratégia: KK, KN, NK, NN. Az
elsd és a negyedik két "kovetkezetes" stratégia: mindegy mit javasol a jatékvezetd, a
jatékos K-t illetve N-et valaszt. A mésodik az "ellenszegiil", mindkét jatékos mast
csindl, mint amit javasolnak, a harmadik pedig a javaslatkovets. A kifizetések a P
eloszlassal szamolt varhato értékek az E-ben valasztott stratégiaparosok esetében.
Vélasszuk P-nek a hasznossagok 0sszegét a C'E-k halmazan maximalizalo eloszlast.

Lattuk, hogy ez az alabbi (matrix forméaban adott) CE:

=

P—

= N

0
Konnyen kiszamolhato, hogy ezt a C' E-t hasznalva az E jaték normal formaja a

kovetkezs (a szamok negyedeket jelentenek):

KK NK KN NN
KK (24,24) (12,27) (20,25) (8,28)
C=1| NK (27,12) (9,9) (20,10) (2,7)
KN (25,20) (10,20) (21,21) (6,21)

NN (28,8) (7,2) (21,6) (0,0)

A tiszta stratégiak halmazén harom N EP van: a javaslatkovets (KN, KN) és az
aszimmetrikus kovetkezetes (KK, NN) és (NN, KK). Nehéz olyan érvet felhozni,
amelyik garantalnd, hogy feltétleniil a javaslatkovets stratégiaparos fog megvalosul-
ni.

Ezen a ponton felmeriil az a gondolat, hogy menjiink még egy 1épéssel tovabb, és
tekintsiik a C' jatékot kiindulo jatéknak és keressiik ennek egy olyan C'E-jét, amely
maximalizalja a varhato hasznosagok Osszegét. Az vilagos, hogy ha a (KN, KN)
javaslatkovetd stratégiaparost 1 valoszintiséggel sorsoljuk ki, akkor 42 6sszhasznos-
sagot kapunk. Kérdés, hogy van-e ennél jobb? A most mar kicsit nagyobb LP-t

megoldva azt 1atjuk, hogy nincs. Viszont nem csak egy megoldas van, hanem végte-

len sok. Példaul a kévetkezd két matrix minden konvex linearis kombinacidja is:
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ENREY (000 0|
0000 0000
0000] 0010
L g0 o0 0000

Igy lehet&ség van arra, hogy a sok optimalis C'E koziil egyéb, a modellben nem
szereplé megfontolasok alapjan valasszon a jatékvezets. Hogyan lehet ezt a "két-
szintt" korrelalt egyensilyt interpretalni? Egy lehetséges forgatokonyv a kdvetkezd,
Forgo| (2013). Két jatékvezets van. Az elsd szinten a jatékvezets javaslatokat tesz és
a jatékosok valasztanak K és N koziil. A masodik szinten a jatékvezetd javaslatot
tesz arra, hogy hogyan reagaljanak a jatékosok az els6 szinten kapott javaslatok-
ra. Természetesen id6ben a méasodik szint javaslata jut el a jatékosokhoz elGszor,
azutan kovetkezik az els6 szint. Ha javaslatkdvetd magatartast valasztanak a jatéko-
sok a masodik szinten, akkor nem kotelezé javaslatkovetonek lenni az elsé szinten,
mégis lehet maximalis hasznossagosszeget realizalni. S6t, az sem kotelezs, hogy az
elsé szinten a sorsolas egy C'E-t realizalo eloszlas szerint torténjék.

Mindebbdl az a tanulsag, hogy hiaba olyan vonzo a "jatékvezetds" forgatokonyv-
vel bevezetni a korrelalt egyensulyt, mégis jobb elészor a korrelélt egyenstilyt mate-
matikailag definidlni az 6szt6nz6 feltételekkel és csak utana belemeriilni a kiilonb6z6
interpretaciokba.

Az interpretaciok koziil a leghiresebb Aumanné (Aumann, (1987)), aki azt allitja,
hogy a korrelalt egyenstly a bayesi dontéselmélet javaslataival legjobban 6sszhang-
ban 1év§ egyensilyi fogalom. A végletekig leegyszeriisitve: egy bayesi dontéshozo
a sajat varhato hasznossagat maximalizélja a vilag allapotairél alkotott véleménye
szerint, amely vélemény a vilag allapotain definialt (szubjektiv) valosziniségelosz-
lasban Olt testet. Tekintsiink dgy a stratégiaprofilok halmazara, mint a lehetséges
vildgallapotok halmazara és a P matrixra, mint egy ezen definidlt a priori valoszi-
niliségeloszlasra. Ha a sorjatékos ahhoz az informéciéhoz jut, hogy a sorsolas olyan

vildgallapotot eredményezett, amelyben az & akcidja i, akkor az oszlopjatékos vi-
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lagallapotainak halmaza J, a hozza tartoz6 valoszintségek pedig a posterior valo-
szintiségek (a feltétel az, hogy az i-ik sor valasztasa mar megtortént). Ekkor a fenti
0sztonzd feltételek ekvivalensek azzal, hogy a sorjatékos, miutdn megtudta, hogy a
kisorsolt stratégiaprofilbol az 6 része az i-ik, bayesi dontéshozoként maximalizalja
a posterior valoszintiségekkel szamolt varhaté hasznossidgat. Ha a P eloszlas C'E,
akkor az i stratégia optimalis valasztés.

Aumann kritikusainak legfébb ellenvetése, hogy furcsa vilagallapot az, amely
dontésekbd] tevidik Gssze. Igy a végén a dontés meghozatalanak az eredménye egy
vilagallapot. Osszekeverednek a dolgok, a lehetséges dontések hol dontésként, hol
vilagallapotként szerepelnek. Aumann védi allaspontjat, de igazan soha sem sike-
riilt meggy&zni kritikusait. Holott egy egyszert "triikkel" ezt a problémat meg lehet
oldani. Tekintsiik a problémat, mint egy nem teljes informéciés jatékot, amelyben
mind a sor, mind az oszlopjatékos minden akci6jdhoz hozzarendeliink egy tipust. Tu-
lajdonképpen minden akcidhoz hozzarendeliink egy tulajdonsidgot, amit az jellemez,
hogy egy ilyen tulajdonsagu jatékos altalaban igy cselekszik. Példaul a gyava nytl
jatékban a Kitér cselekveshez az Ovatos, a Nem tér ki cselekvéshez a Merész tipus
tartozhat. Igy a négy vilagallapot: 00, OM, M O, M M. Korrelalt egyenstlyban a
"eégy énmagad", vagyis ha O tipus vagy, akkor jatsszal K-t, ha M tipus vagy, akkor

jatsszal N-et stratégia paros bayesi Nash-egyenstly.

2.2. A gyenge és a puha korrelalt egyensiily normal
formaban adott jatékok esetében

A CFE, noha altalanositasa az N E-nek, ugyanazokkal a koncepcionalis problémakkal
rendelkezik, mint az NE. Egyrészt azért, mert az extenziv jatékka vagy nem tel-
jes informécids jatékka valo atalakitas soran egy kibovitett jaték N E-jével hozzuk

P

cionalitasra és annak a koztudasara visszavezetni, mint az N F-ét. Lasd b6vebben
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Risse| (2000).

Ez persze nem azt jelenti, hogy a C'E egy haszontalan altalanositisa az N E-nek.
Ha masért nem, akkor azért, mert igy nagyobb tarsadalmi hasznossagot (STV: social
welfare) lehet egyensiilyban, a jatékvezets segitségével, a jatékosok egyéni érdekei
altal vezérelve, nem-kooperativ kornyezetben megvalositani.

Felmeriilt az a kérdés, hogy a C'E tovabbi altalanositasaval lehetne-e még na-
gyobb SW-t elérni. A tovabbiakban, hacsak nem jelezziik, SW-n automatikusan az
egyes jatékosok hasznosségainak (kifizetéseinek) az Gsszegét értjiik. Vilagos, hogy ez
egyaltalan nem magatol értet6ds, de mivel az irodalomban az egyes egyensulytipu-
sok Ossehasonlitasanal dltalaban ezt hasznaljak, nem érdemes ettél eltérni.

Moulin és Viall (1978) tértek el elGszor az Aumann-féle protokolltol. Csak bi-
méatrix jatékokat vizsgaltak. Nagyobb elkdtelezettséget kovetelnek a jatékosoktol: a
jaték lejatszasa el6tti fazisban donteniiik kell, hogy vakon kovetik-e a jatékvezetd
javaslatat a sorsolas megtorténte utan, vagy nem akarjak elkotelezni magukat, ami-
kor is nem kapnak semmilyen javaslatot, de azt csindlhatnak, amit akarnak. Valami
olyasmire gondolhatunk, mint amikor valakinek déntenie kell, hogy szabad kezet
adjon-e a brokerének a befektetés kivalasztasahoz, vagy pedig sajat maga hozza
meg a befektetési dontést.

Szemléletes, ha a forgatokonyvet a kdvetkezSképpen képzeljiik el. A jatékvezets
elvégzi a sorsolast az adott, kozismert valészintiségeloszlas szerint. A kisorsolt ak-
ciokat (illetve egy papirt, amire az akcio fel van irva) beteszi az egyes jatékosok
szamara kijelolt piros boritékokba. A jatékosok valamennyi akciojat, azt is, amelyik
a piros boritékban van, beteszi egy fehér boritékba. A jatékosok egymastol fiiggetle-
niil (szimultan) valasztanak a piros és a fehér boriték koziil. Ha egy jatékos a pirosat
valasztotta, akkor azt az akciot kell végrehajtania, ami a boritékban van. Ha a fe-
héret valasztotta, akkor szabadon valaszt a boritékban 1évs akciok koziil, vagyis az
akcidhalmazabol barmelyiket valaszthatja. A valoszintiségeloszlast, amely szerint a
jatékvezets a sorsolast végzi, gyenge korrelalt egyensulynak (weak correlated equi-

librium), WC E-nek fogjuk nevezni. Mas elnevezés is ismert a szakirodalomban. Az
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eredeti "egyszerd kiterjesztés" (simple extension) nem elég kifejezd, ezért talan a
Young| (2004)) 4ltal bevezetett "coarse correlated equilibrium" elnevezés a leggyako-
ribb.

Moulin és Vial (1978) mutattak példat arra (lasd a[2.7 példat), amikor a WCE
nagyobb SW-t ad, mint barmelyik C'E. Ugyancsak karakterizalta azokat a biméatrix
jatékokat, amelyeknek a N E P-jét lehet és amelyeket nem lehet a WC'E segitségével
Pareto-javitani. Ezeknek az eredményeknek a megértéséhez sziikség van a stratégiai

«,0 .

ekvivalencia definiciojara.

2.4. definicié. Az (A, B) és (C, D) bimdtriz jatékokat stratégiailag ekvivalenseknek

nevezzik, ha

7 Ay > 2" Ay & 2'Cy > 2"Cy minden 2’2" € X-re, minden y € Y-ra

€s

2By > 2By" < xDy > xDy" minden i/, y" € Y-ra, minden x € X -re,
ahol X a sorjdatékos, Y az oszlopjdatékos kevert stratégidinak halmaza.

Konnyt belatni, hogy stratégiailag ekvivalens jatékok N E P halmazai megegyez-
nek, ami egyébként a stratégiai ekvivalencia szokasos definici6ja. Ha egy biméatrix
jaték stratégiailag ekvivalens egy zéro-osszegi jatékkal (matrixjatékkal), akkor stra-
tégiailag zéro-oszegli jatéknak nevezziik. Ezeknek a jatékoknak tobb érdekes tulaj-
donsaga van, amelyek koziil jelen kontextusban csak a kovetkez6 két allitas fontos

szamunkra.

2.5. tétel (Sziikséges feltétel, Moulin és Vial (1978))). Ha egy bimdtriz jaték straté-
giailag zéro-osszeqi, akkor egyetlen Pareto-domindans N EP-et sem lehet a WC E-vel

Pareto-javitans.
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2.6. tétel (Elégséges feltétel, Moulin és Viall (1978)). Ha (z,y) egy teljesen ke-
vert (minden akcidt pozitiv valdszindséggel jatszanak) NEP-je az (A, B) bimdtriz
jdatéknak, amely nem stratégiailag zérd-idsszegi, akkor van olyan WCE, amelyben a

jatékosok kifizetései szigorian Pareto-javitjdk az (x,y)-hoz tartozd kifizetéseket.

Persze akkor is lehet javitani a W E-vel, ha az elégséges feltétel nem teljesiil.

Ezt mutatja Moulin és Vial (1978) kovetkezs példaja.

2.7. példa. Tekintsiik a kovetkezd bimatrix jatékot:

31 4 311
A=115 0|, B=14 20
1 0 2 1 05

Ennek egy N E P-je van: az els6 jatékos az elsd sort, a mésodik az elsG oszlopot

valasztja és a kifizetés (3,3). Kénnyen igazolhato, hogy a

s)
Il
o O wi
O Wi )
@) @)

SN

egy WCE, amely a (%, 13—0) varhato kifzetést adja és ez szigortian Pareto-dominélja

a (3, 3) kifizetést.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e a C'E protokolljat masképpen megvaltoz-
tatni ugy, hogy tovabbra is a C'E altalanositasat kapjuk, de olyan jatékok esetében
is (nem mindegyiknél természetesen) el tudunk érni Pareto-jobb kifizetéseket, ame-
lyeknél a WCE ezt nem tudja megtenni. A kévetkezs protokoll alapjan Forgdl (2010)
a C'E egy 1j altalanositasat vezette be, amelyet "puha korrelalt egyenstlynak" (soft
correlated equilibrium, SCE) nevezett. A protokoll leirdsanal célszert ismét a "bo-
ritékos" interpretaciot hasznalni a szemléletesség kedvéért.

Most is azzal kezdiink, hogy a jatékvezets egy koztudott valoszintiségeloszlas sze-

rint kisorsol egy akcidprofilt. Minden jatékos szaméara a sajat piros boritékjaba teszi
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a kivalasztott akciot. A fehér boritékjaba a tobbi akciokat. Vegyiik észre a WCE-
t6] valo eltérést: mig ott minden akcit elhelyezett a jatékvezets a fehér boritékba,
itt a kivalasztott (piros boritékban 1évg) akciot nem. Innentdl kezdve a protokoll
ugyanaz. A jatékosok szimultan valasztanak a piros és a fehér boritékok koziil. A
valészintiségeloszlast SC E-nek nevezziik, ha varhaté értékben egyik jatékosnak sem
érdeke a fehér boritékot valasztani, feltéve, hogy az dsszes tobbi a pirosat valasztotta.
Masképpen: annak a kibdévitett jatéknak, amelyik azzal kezd6dik, hogy a jatékosok
dontenek, hogy elkotelezik-e magukat a jatékvezet&nek vald feltétlen engedelmesség
mellett, N EP-je az a stratégiaprofil, amikor mindenki elkotelezi magat.

Nézziik meg, hogy miképpen tudjuk jellemezni a haromféle korrelalt egyensiilyt,
a CE-t, a WCE-t és az SCE-t egy linearis egyenl6tlenségrendszer segitségével n-
személyes véges jatékok esetében. Az egyenlGtlenségek az tgy nevezett "0sztonzé
feltételek", amelyek annak a varhato hasznat, hogy egy jatékos engedelmeskedik a
jatékvezetonek, hasonlitja Ossze azzal, amikor ezt nem teszi meg, mindig feltéve,
hogy a tobbi jatékos koveti a jatékvezetd utasitasait.

Legyen G = {S1,...,Su; f1,-- ., fu} egy n-személyes jaték normal formaban, az
St, ..., 8, véges akciohalmazokkal és az fi, ..., f, kifizetsfiiggvényekkel.

Az 6sztonz6 feltételeket az i rogzitett jatékosra irjuk fel és az egyszeriiség ked-
véért ezt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem okoz félreértést.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

N ={1,...,n}: a jatékosok halmaza.

I ={1,...,m}: az i jatékos akcidhalmaza, az akciokat az akciok indexei rep-

rezentaljak.

e S _:az 1 jatékos kivételével az Gsszes tobbi jatékos akciohalmazainak Descartes

szorzata (a csonka akcioprofiliok halmaza).
e s € S _:egy csonka akcioprofil.

e (j,s_),j€l,s_ €S :egy (teljes) akcioprofil.
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S={(j,s_):jel,s_ €S_} ateljes) akcioprofilok halmaza.

o f(j,s_): az i jatékos kifizetése, ha 6 a j akciot jatssza, a tobbiek pedig s_-t.
e p: egy valosziniiségeloszlas S-en.

e p(j,s_): az a valoszintiség, amelyet a p eloszlas a (j, s_) akcioprofilhoz rendel.

A CF olyan p valészintiségeloszlas, amely minden i-re, (i € N) kielégiti az alabbi

Osztonzd feltételt

> fGspGiso) = > fk s )p(hs-)

s_eS_ s_€S_

minden j, k € [-re, vagy ami ezzel ekvivalens

. ('7 _ p(j,S_)
S s 72 2 S )

s_€S_ 25 es_ P s- s_eS_
minden j,k € I-re, feltéve, hogy > . .o p(j,5—) > 0. Itt a baloldalon a kifizetés
varhato értéke szerepel akkor, ha az i jatékos engedelmeskedik a jatékvezetének,
a jobboldalon pedig annak a kifizetésnek a varhatd értéke, ha a k € [ stratégiat
véalasztja fiiggetleniil attol, hogy mi a jatékvezets javaslata.

A WCE olyan p valoszintiségeloszlas, amely kielégiti minden i (i € N) jatékos

S fGspGios) =Y Y flks)p(iso)

je€l s_eS_ jel s_eS_

0sztonz6 feltételeit minden k € I-re. A baloldalon annak a kifizetésnek a varhato
értéke van, amit az ¢ jatékos kap, ha elkdtelezi magat, hogy mindig végrehajtja a
jatékvezets javaslatat, a jobboldalon pedig az a varhato kifizetés szerepel, amelyet
az 1 jatékos akkor kap, ha nem kotelezi el magat és a k € I akciot valasztja. Vilagos,
hogy a WC'FE altalanositasa a C'E-nek, hiszen 6sztonzd feltételei a C'E bizonyos
0sztonzd feltételeinek Osszegzésével alltak eld.

Az SC'FE definidlasohoz kell némi el6késziilet. Egy rogzitett j € I-re tekintsiik az

alabbi feltételeket
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> fGspGs) = > flso)pls)

s_eS_ s_€S_

minden [ € [-re, és nevezziik ezeket j-halmaznak. Vilagos, hogy a j-halmazok egye-
sitése minden j € I-re pontosan a C'E 06sztonz6 feltételeinek a halmazat adja az
1 jatékosra. A WC'E 06sztonzé feltételeit az ¢ jatékosra tugy kapjuk, hogy minden
j-halmazbol a k indexti feltételeket Osszegezziik, k € 1.

Ugyanezt tessziik az SC'E esetében, azzal a kiilonbséggel, hogy a j-halmazbol

més feltételeket adunk Ossze, mint a W C'E esetében. Tekintsiik a kdvetkezd halmazt

K =T\

Jj=1

A K elemeit megengedett (index)halmazoknak nevezziik. Példaul, ha m = 3, akkor
(2,3,2) megengedett, mig (1,3,2) nem megengedett. Az SCE 6sztonzé feltételeit

az 1 € N jatékos szamara az alabbi egyenlGtlenségekkel definialjuk

Yo D fUswlso) =Y Y fk 5-) (2.4)

jel s_eS_ jel s_eS_

minden (ki, ..., k,) megengedett halmazra.

Valoban, az SC'E 6sztonzé feltételei az i jatékos szamara m egyenl6tlenség 6sszes
lehetséges Osszegei, amelyek mindegyikét egy-egy j-halmazbdl vessziik azzal a meg-
kotéssel, hogy azokat az egyenlStlenségeket, amelyeket a WC'E definidlasakor hasz-
naltunk, nem valaszthatjuk. Mar a WCE és az SC'E definiciojabol is latszik, hogy
a CF két kiilonbozs altalanositdsarol van szé és ezek egyike sem &ltaldnositasa a
méasiknak. Fzt az allitast a késébbiekben egy példaval is aldtamasztjuk.

Az SCFE 6sztonzé feltételeinek szama az i jatékosra (m — 1)™. Ez nagyon sok,
osszehasonlitva azzal, hogy ugyanez a WCE esetében m, mig a CE esetében m?.
Ezek kozott az egyenlGtlenségek kozott sok redundans van, amelyek kikiiszobolése
nehéz feladat, de még a redundancia megsziintetése utan is til sok marad ahhoz,
hogy nagy m esetében barmit is lehessen vele kezdeni. A probléma azonban megold-

hat6. Lehet ugyanis egy olyan ekvivalens egyenl&tlenségrendszert definialni, amely
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esetében a feltételek szama csak kvadratikusan novekszik m novekedésével (Fiilop

Janos Gtlete).

2.8. tétel (Forgo| (2010)). Minden i € N jatékos esetében van olyan linedris egyen-
l6tlenségrendszer, amelynek mérete (a vdltozok és feltételek szama) kvadratikusan nd
az akciok szdmdnak névekedésével és az dltala meghatdrozott lehetséges tartomdny

alkalmas vetitése megegyezik az SCE-k halmazdval.

Bizonyitds. A (2.4)-ben felirt 6sztonzé feltételek akkor és csak akkor teljesiilnek, ha

az alabbi egyenlGtlenség fennall

> 2 fUs)p(s) = max 3o 3 f(kjs-)p(d,s-) -

jel s_eS_ (K1yeekm ) GKJEI s_eS_

Kis szamoléssal egyszertien belathato, hogy ez ekvivalens az alabbival

max > >, f(kjs)pU,s-) =2 max > f(ls)p(j,s-) -

(k1,km)€K T s €S jerleN{s} s_es_

gy levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy (2.4) akkor és csak akkor teljesiil, ha

> 2 fUs)p(is) =2 max > f(l,s-)p(j,s-)

jEI s_€S_ jerlenN{it s_es_

fennéll, ami viszont ekvivalens a

0> max > (f — f(,5-))p(d,5-) (2:5)

o €AY o

egyenl6tlenséggel. Bevezetve az uy, .. ., u,, valtozokat, (2.5 az alabbi formaban ir-

hato:
>ouj <0
Jel (2.6)
—uj+ >, (f(l;s-) = f(j,s-))p(j,s-) <0 minden j €I, [ €I\ {j}-re

s_€S_
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ami ekvivalens az i jatékos 0sztonzd feltételeivel. Az ekvivalencia itt azt jelenti, hogy
minden SCFE-hez taldlhatok olyan uq, ..., u,, szamok, hogy a p valtozokkal egyiitt
kielégitik a egyenl6tlenségrendszert, és a egyenl6tlenségrendszer minden
megoldasabol kapunk egy SCE-t az uq, ..., u,, valtozok elhagyasaval.

Ezzel a transzformacioval a valtozok szama novekedett m-el, de a feltételek szama
m(m — 1)-re cs6kkent, ami m-nek kvadratikus fiiggvénye.

Ugyanez a transzforméacio végrehajthato minden ¢ € N-re, a lineéris egyenlétlen-
ségrendszer mérete tovabbra is kvadratikus fiiggvénye marad az akciok szaménak,

ha a jatékosok szdma rogzitett. 0

Mivel az SCE (és a WCE) fogalomalkotasnak a legf6bb célja az, hogy "jobb"
varhato kifizetéseket érjiink el, mint a C'FE-vel, az altalanositas erejét azzal lehet
demonstralni, hogy mutatunk olyan fontos jatékosztalyokat, ahol az SC'E jobban
teljesit.

Nevezziink egy G = {S1,..., S f1,- .-, [} jatékot binarisnak, ha minden jaté-
kosnak csak két akcidja van. Kénnyt latni, hogy a WCE és a C'E egybeesik binaris
jatékok esetében, hiszen az 0szténzé feltételeik ugyanazok. Ahhoz, tehat, hogy a
W' E-nek esélye legyen arra, hogy javitson a C'E altal elérhets varhato kifizetése-
ken, legalabb egy jatékos esetében legalabb harom akciéra van sziikség. Ugyanakkor
az SC'E-k halmaza nem lehet sziikebb, mint a W (C'E-k halmaza, amint azt az alabbi

egyszerd tétel kimondja.
2.9. tétel (Forgo (2010)). Bindris jatékokban minden WCE' egyittal SCE is.

Bizonyitds. Legyen G = {S1,...,Su; f1,-.., [n} egy binaris jaték és jeloljék az 1 és
2 indexek az i jatékos akcidit. Ekkor, a definici6 szerint, a WC'E 0sztonzé feltételei

az 1 jatékos szamara a kovetkezdk:

Z f(275*)p(2757) - Z f(l,S,)p(ZS,) 2 0

s_eS_ s_€S_

és
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> f@sop(Liso) = >0 f(2s-)p(ls2) >0,

s_eS_ S_ES_

Két akcio esetén csak egy megengedhets halmaz van az i jatékos szdmara, még-

pedig a (2,1). Ezért csak egyetlen 6szténz6 feltétel van

o F@sp2s )= > f(Lis)p(2,s0)

s_€S- s_eS_
+ 3 fLsopls) = S s p(liss) 20
s_eS_ s_eS_
ami a WCOFE két 6sztonzé feltételének az dsszege. 0

A kovetkez tétel egy elégséges feltételt ad arra, hogy az SCE minden jatékos

szamara jobb legyen, mint egy Pareto-dominélt tiszta NEP (PNEP).

2.10. tétel (Forgo| (2010)). Ha s* egy szigorian Pareto-domindlt PNEP egy G =
{S1,...,Sn; f1,- -, [n} véges jatékban, akkor van olyan SCE, amely szigorian Pare-

to-domindlja s*-ot.

Bizonyitds. Legyen s* egy PNEP és t egy olyan akcioprofil, amelyre f;(t) > fi(s*)
fennéll minden ¢ € N-re. Tekintsiik azt a C korreldlt stratégiat, amelyben a ja-
tékvezets az s* akcioprofilt o valoszintiséggel, a t akcioprofilt 1 — a, (0 < o < 1)
valoszintiséggel javasolja és minden mas akcioprofilt 0 valoszintiséggel. Nyilvanvalo-
an C' nagyobb varhato kifizetést ad, mint s*. Ezért elég azt megmutatnunk, hogy ha
a kellgen kozel van 1-hez, akkor ez a stratégia egy SC'E.

A alapjan ahhoz, hogy C' egy SCFE legyen sziikséges, hogy a kiovetkezd

egyenlGtlenség teljesiiljon minden ¢ € N-re

(1 =) fi(t) + afi(s) = (1 — ) filk;, t-) + afi(ki, s7) (2.7)

minden k; # t; , k; # si-re. A (2.7)) atrendezésével kapjuk az alabbit

afi(s™) = filky, s2) + filks t-) — fi(t)) > filkj,t-) — fi(t) . (2.8)
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Mivel s* egy PNEP, ezért f;(s*) — fi(ki,s*) > 0. A (2.8)) egyenl6tlenség trivialisan
fennéll barmely a < 1-re, ha « egyiitthatdéja nem pozitiv. Ha pozitiv, akkor minden

olyan a-ra, amely kielégiti az alabbi egyenl&tlenséget

N filks ) = filt
= 1) = Flln s+ filky ) = FiD

a (2.8) egyenl6tlenseg fennall. Mivel véges sok megengedett halmaz (jelen esetben

(67

akcioparos) és jatékos van, a tétel allitasa kovetkezik. O

Hogyan interpretalhatjuk az SCE-t altalaban? (Az egyes konkrét jatékokban
konkrétabb értelmezést is fogunk latni) A C'E egyik fontos elényos tulajdonsaga,
hogy két iranybol is megkozelithetjiik. Az egyik nagy elénye (ami egyébként minden
korrelacionak a legfontosabb célja), hogy olyan varhaté kifizetéseket tud biztosi-
tani, ami korrelacio nélkiil nem érhetd el és ezt tobbé-kevésbé onmegvalosito (self-
enforcing) modon teszi. A masik, mint azt mar korabban emlitettiik is, amire elGszor
Aumann (1987) mutatott ra, hogy ha valodi bayesi szemléletii jatékosok jatsszak a
jatékot, akkor a C'E testesiti meg legjobban ezt a dontéshozasi filozofiat, amit nagyon
roviden dgy lehet jellemezni, hogy a dontéshoz6 maximalizalja a varhato kifizetését
a vilag allapotaihoz rendelt (szubjektiv) valoszintiségek hasznélataval.

A WCE-t, megalkot6i Moulin és Vial (Moulin és Vial, [1978) is els§sorban arra
talaltdk ki, hogy minél magasabb kifizetéseket lehessen &ltala elérni. Ugyanakkor
viszont elveszett a bayesi interpretaci6. Van azonban a W E-nek egy masik in-
terpretacioja is: a WC E-k halmaza egybeesik az gy nevezett Hannan-halmazzal,
Hannan (1957), ami azoknak a valoszintiségeloszlasoknak a halmaza, amelyekhez
nem tartozik "externel regret". Valoban, ha valaki elkotelezi magat arra, hogy egy
adott valoszintiségeloszlas szerint, aktiv részvétel nélkiil, rabizza magat a jatékveze-
t6 valasztasara, akkor nincs oka "sajnalni", hogy ezt miért tette és miért nem maga
valasztott egy akciot.

Az SCE is ebbe a kategoridba esik, csak a szabdalyok valtoznak egy kicsit és

valamilyen kényszerité eszkozre van sziikség ahhoz, hogy az 6nallé utat vélasztod
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jatékosok ne vélaszthassék azt az akciot, amit a jatékvezets kisorsolt. Konkrét jaté-
kokban sokszor természetesen adédik ilyen, mint azt a kés6bbiekben latni is fogjuk.
Teljes joggal nevezhetnénk az SCE-t olyan valdszintségeloszlasnak, amelyhez nem
tartozik "feltételes externel regret", ahol most a feltétel azt jelenti, hogy az &nallo
ut kovetésekor egy akcid ki van zarva a valasztésbol.

Egy masik interpretacioban lehet az egész protokollra tgy gondolni, hogy van
egy klub, és a jatékosok szabadon donthetnek arrél, hogy belépnek-e. Tudjak, hogy
a klubtagsig el6nyokkel és hatranyokkal is jarhat. Elény, hogy a sorsolas utan a
kisorsolt akciok csak a klubtagok szaméra lehetGségek, a kiviil maradottaknak nem:.
Héatrany, hogy ha belépnek a klubba, a klub szabalyzata kimondja, hogy feltétleniil
engedelmeskedni kell és azt az akciot kell végrehajtani, amely ki lett sorsolva. SC E-
ben senkinek sem érdeke a klubbdl kilépni, ha a tébbiek benn maradnak. Kiilonb6z6
jatékokban konkrét format 6lt a "klub", a "szabalyok", az "akciok" stb.

Milyen jatékosok hajlandok részt venni olyan jatékokban, amelyeket a WCFE
vagy az SCE protokollja (forgatokonyve) szerint jatszanak? Azt varhatjuk, hogy
a minél nagyobb varhato kifizetésben érdekelt, szabalykovets, intelligens jatékosok
hajlandok részt venni olyan jatékban, amiben megvan a lehet&sége nagyobb kifizetés
elérésének, amennyiben mindenki betartja a szabalyokat és/vagy megvan az eszkoz
a szabalyok betartatasanak. A WCFE és az SC'E ebbdl a szempontbdl is hasonloak,
csak a szabalyok kiilonboznek valamennyire. A legtébb sportagban alkalmaznak és
betartatnak sokszor teljesen Onkényesnek t(in szabalyokat, amelyek egyik célja,
hogy a jatékot érdekessé tegyék. A sport népszertisége nem kérdGjelezhets meg.

A korrelacion kiviil vannak mas eszk6zok is a hatékonysag novelésére. Az egyik
legijabb experimentalis kutatés, amelyet Bracht and Feltovich (Bracht és Feltovich)
2008) végzett el azt mutatja, hogy a jatékosok az elvarhaté modon cselekszenek olyan
jatékokban, ahol az el6zetes elkotelezettség lehetGsége integrans része a jatéknak és
azt a célt szolgélja, hogy a varhato kifizetéseket novelni lehessen. Egy masik kisérlet-
ben Cason és Sharma (Cason és Sharma, 2006) azt talalta, hogy a C'E realizalhato,

ha a jatékosok biztosak abban, hogy mésok is kdvetik a jatékvezets ajanlasait. Ez
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azt sugallja, hogy a kritikus kérdés nem annyira a szabalyok és a protokoll, hanem a
jatékosok kolesonos bizalma. Természetesen ezt a bizalmat csak tgy lehet tesztelni,

ha a szabalyok és a protokoll mindenki szaméra vilagosak.

2.11. példa. Abbol a célbol, hogy a WCE és az SC'E viszonyéat illusztraljuk, te-
kintsiik a kovetkezd szimmetrikus bimétrix jatékot, amelyet az alabbi két métrixszal

adunk meg:

6 7 4 6 6 8
A=16 6 5| , B=|76 5
8 5 2 4 5 2

Az SW-t a két jatékos varhato kifizetéseinek Osszegeként definidljuk. Az SW-t ma-
ximalizaltuk az Osszes CE, WCFE és az SC'E halmazain. Mivel ezek mindegyike egy
konvex politép és a varhatod hasznossag a valoszintiségeknek linearis fliggvénye, ez
harom LP megoldasat jelentette. Az optimalis megoldasok matrix formaban (valo-

szintiségeloszlasok az akcioprofilok halmazan) az alabbiak:

03 0} 0 0 § 0
CE:|2 1 1| WCE:|Llogo|, SCE:|1 1y
11 000 000

Az elérhetd maximalis varhato SW (az LP feladatok optimalis célfiiggvényérté-
ke): CE: 12, WCE : 13, SCE : 12.67.

Ebben a példiban a WCE jobb eredményt ad, mint az SCFE, és mindketts
jobbat, mint a C'E (rosszabb nem is lehetne). A tétel és két tovabbi példa pedig
azt mutatja, hogy az SC'E ad jobb eredményt, mint a WC'FE, igazolva azt a korabbi
megjegyzésiinket, hogy ezek altalaban nem egymaés altalanositasai. Ennek, a formalis
matematikai definici6 kiilonbségén til, az az oka, hogy az informéacios struktiarajuk
kiilonb6z6. Az SCE esetében, amikor egy jatékos tugy dont, hogy nem igényli a
jatékvezets kozremiikodéset, akkor kisebb a valasztasi lehetdsége (egy stratégiat nem

valaszthat), de t6bb informécidja van, hiszen tudja, hogy mi az, amit nem valaszthat
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és ennek az informéacionak a felhasznaldsaval meg tud hatarozni egy, az ismert a-
priori eloszlasnal pontosabb posterior valészintiségeloszlast. A W E-nél nagyobb a
véalasztasi lehetGség, de nincs lehetdség a valdszintiségeloszlas pontositasara. Az hogy

mi az eredGje ennek a két hatasnak, a konkrét jatéktol, vagy jatékosztalytol fiigg.

2.12. példa. Az SCFE erejét most a fogolydilemma példajan keresztiil mutatjuk
be. Az élet nagyon sok teriiletén eléforduld konfliktus szituicio jol ismert. Az talan
kevéshé, hogy ellendll a korrelacionak, sem a CE, sem a W C'E nem segit az egyetlen
N E P kifizetésén javitani. Az el6bbit egyszerd belatni, az utobbi pedig kovetkezmé-
nye annak, hogy binéris jatékokban a C'E és a WCE egybeesik. A fogolydilemmat
altaldban a "vall" (C') és a "nem vall" (NC) akciokkal és a ¢ < b < a < d kifizeté-
sekkel adjak meg, amelyekbdl a kovetkezd biméatrix jatékot allitjuk 6ssze (itt most a
két jatékot egyiitt abrazoljuk, minden cellaban az els6 szdm a sorjatékos, a méasodik

az oszlopjatékos kifizetése).

NC C
NC | (a,a) (c,d)
C | (d,e) (b,b)

A jatékhoz tartozo6 torténet annyira kozismert, hogy a leirast kihagyjuk. Az SCFE
mindig tudja javitani mindkét jatékos kifizetését a tétel kovetkeztében, de ez
a tétel semmit sem mond arr6l, hogy mely SCE-k maximalizaljak az SW-t, ami
nyilvan Pareto-optimalis lesz.

A CE-t definialod egyenlGtlenségek a kdvetkezGk:

(@ —d)pi1 +(c—0b)p12 >0
(d—a)par  +(b—c)pr =0

(a —d)pn +(c—b)pa >0
(d — a)prz +(b—c)p 20

ahol minden véltozora p;; > 0, 4,5 = 1,2 és Z?:l Z?Zl pij = 1. Ennek csak egyetlen

megoldasa van, amelynek értelmében a (C, C') akcidprofil realizalodik.
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Az SCE-t definiélo egyenlGtlenségeket gy kapjuk, hogy az elsé ketts és az utolso

ketts egyenlGtlenségeket Osszeadjuk:

(CL — d)pll +(C — b)p12 —|—(d — a)pgl +<b — C)pgz 2 0
(a—d)py +(d—a)pis +(c—bpar +(b—c)p >0.
Egyszeri behelyettesitéssel meggy6zddhetiink, hogy a p1s = po;1 = 0, p11 =

ﬁ, Doy = dfflzjrifc megoldas egy SCE |, ami Pareto-javitasa a (b,b) NEP kifi-
zetésnek. Ez torténetesen maximalizalja az SW-t, ha 2b > c+d. A paraméterek mas
értékeire méas STW-t maximalizalo SC E-ket is kaphatunk. Példaul, ha 2a < c+d, ak-
kor p12 = po1 = 1/2, p11 = 0, pea = 0 adja a Pareto-legjobb szimmetrikus kifizetést,

ami szintén jobb, mint a N EP kifizetése.

A maésik példank a szintén jol ismert, és mar a korabbiakban példaként sze-
repld, "gyava nyul" (game of chicken) jaték. A torténet szinte minden jatékelmélet

konyvben, pl Osborne és Rubinstein| (1994), [Forgo et al (2006), megtalalhato.

2.13. példa. A jatékot most parametrikus formaban vizsgaljuk és a kovetkezd ki-
fizetésekkel adjuk meg bimatrix jatékként (az els sor/oszlop a "kitér", a méasodik
sor/oszlop a "nem tér ki" akciokat reprezentalja, a kifizetéseknél az els§ szam a sor-

a masodik az oszlopjatékos kifizetése):

(r—1,z—1) (1,x)
(x,1) (0,0)
ahol x > 3 a parameter.
Kicsit hosszadalmas, de egyszer(i szamolassal megkaphatjuk, hogy az SW ma-
ximuma a C'E-k halmazéan %x, az SCE-k halmazan pedig % Az ut6bbi minden
megengedett z-re nagyobb és a ketts aranya x noévekedésével monoton né, hatarér-

téke pedig %, ha x — co. Mivel ez is egy binaris jaték, WCE = CFE és igy az SCE

mindketténél jobb varhato kifizetést tud biztositani.

A CF és a WCE kiterjesztése végtelen jatékokra meglehetsen kénnytinek tiinik.
Vegyiik példaul a Cournot oligopdliumot, ahogyan azt az [1.12 tételben definialtuk.
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Szinte minden marad ugyanaz, csak a valészintiségeloszlasokat az n-dimenzios egy-
ségkockéan értelmerziik, a varhato értéket nem szumméval, hanem Stieltjes-integrallal
definidljuk és végtelen (kontinuumnyi sok) 6sztonzé feltételiink lesz. Ezen a teriileten
az els6 érdekes eredmeény Liu| (1996)) és Y1 (1997)-t61 szarmazik, akik bebizonyitottak,
hogy az egyetlen C'E egybeesik az egyetlen N EP-el és igy nincs lehetGség az SW
novelésére. Késébb Neyman (1997) bebizonyitotta, hogy ez igaz a potencial jatékok
széles osztéalyara. Gerard-Varet és Moulin| (1978) megmutatta, hogy bizonyos duo-
poliumokban a WCE tudja Pareto-javitani a N EP kifizetést. Erdekes, hogy pont a
legegyszertibb linearis keresleti fliggvény /lineéaris koltségfiiggvények esetre ezt nem
lehet megtenni. Ebben az esetben |[Ray és Sen Gupta (2013) mutatta meg, hogy 1é-
teznek a N EP-t6l kiilonboz6, specialis strukturajio WC E-k, amelyek azonban pont
akkora SW-t adnak, mint az egyetlen NEP.

Az SCFE értelmes kiterjesztése végtelen jatékokra nem egyszerd. Itt nem elég-
séges az, ha csak egyetlen stratégiat (akciot) tiltunk meg, mert ennek tetszéleges
kornyezetében van maésik, "majdnem" olyan jo. Az els6 lépés az kell legyen, hogy
a definiciot a végtelen esetre megfelelGen adaptaljuk. Ez tovabbi kutatasok témaéja

lehet.

2.3. Puha korrelalt egyensuly egyszert, két-kiszolga-
16s, nem-csokkend, linearis torlédasi jatékokban

Ha kiilonboz6 korrelalt egyenstly koncepciok (CE, WCE, SCE) "erejét" szeretnénk
Osszehasonlitani abbol a szempontboél, hogy mennyire noveli az SW-t a N EP-hez
képest, tobbféle megkozelitést alkalmazhatunk. A szamitastudomanyban jol bevalt
az u.n. legrosszabb eset elemzés (worst-case analysis) és az atlagos eset elemzés
(average case analysis). Az el6bbit hasznalva azt hatarozzuk meg, hogy egy prob-
lémaosztalyon beliil a legrosszabb esetben mennyire javul az SW értéke abszolut

vagy relativ értelemben valamely korrelalt egyensiily forgatokdnyvének alkalmazésa-
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val. Az utébbit hasznélva, a problémaosztalybol véletlenszertien, egyenletes eloszlés
szerint valasztunk egy problémét, arra alkalmazzuk a korrelaciot és a korrelacio ered-
ményeképpen kapott atlagos javulast tekintjiik mértéknek. Ezen kiviil még vannak
méas megkozelitések is.

Az els6, és talan a legszebb példaja a legrosszabb eset elemzésnek jatékelmé-
leti kontextusban Roughgarden és Tardos| (2002) munkaja, akik egy koltségalapt
torlodasi jatékban hataroztdk meg az "anarchia arat" (price of anarchy), ami a
legrosszabb N EP tarsadalmi koltségének és a minimalis tarsadalmi koltségnek a
hanyadosa. Ez utobbi csak diktatorikus eszkozokkel érhets el altaldban, mig ha a
jatékosokat teljesen magukra hagyjuk (hagyjuk az anarchiat) és feltételezziik, hogy
igy is kialakul az egyensiily, akkor a legrosszabb esetet hasonlitjuk 6ssze a legjobbal.
A hanyadosnak a maximuma a torlédasi jatékok egy osztélydban az anarchia ara.

Ha nem a NEP a viszonyitési alap, hanem a korrelalt egyensuly valamilyen
fajtaja és ugyanezt a megkozelitést alkalmazzuk, akkor egy "alacsonyabb szintd"
irAnyitott anarchia arat kaphatjuk meg. Christodoulou és Koutsoupias| (2005)) kiszé-
mitottak a C'E esetében az anarchia arat a torlodési jatékok egy osztalyara. |Ashlagi
et al (2008)) tarsadalmi koltségek helyett a tarsadalmi joléttel szamoltak. Els6 1a-
tasra ugy tlinik, mintha ez nem lenne lényeges kiilonbség, de az emlitett szerzdk
meggydz6 példdkat mutatnak arra, hogy egészen eltéré eredményeket kaphatunk a
két megkozelitéssel. Mi a kovetkezdkben ez utobbit valasztjuk, tehat a jatékosok
kifizet6fiiggvényeinek osszegeként értelmezett SW-t hasonlitjuk Gssze az "anarchia
fokara" tett kiilonboz6 feltételezések mellett. A mérdszamok formalis definicioit ki-
csit késGbbre halasztjuk.

A jatékosztaly, amit tekintiink, a torlodasi jatékok egy alosztalya. Az egyszeri
torlodési jatékokban a jatékosok valaszthatnak bizonyos kiszolgalok kozott, ame-
lyeknek a szolgalatait szeretnék igénybe venni. Egy jatékos hasznossaga (kifizetése)
csak attol fiigg, hogy hanyan hasznéljak (valasztottak) az illetd kiszolgalot. Példaul
ha a kozleked6k valaszthatnak két alternativ ttvonal kozott, amelyek A varost B va-

rossal kotik Ossze, akkor, ha sok kozlekedd valasztja az egyik utat ezaltal torlodast
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és lassulast okozva, akkor az ezen uton haladok hasznossaga csokken a hasznaldk
szamanak novekedésével. Mi csak két-kiszolgalds torlodasi jatékokkal foglalkozunk
és ezen beliil is csak azokkal, ahol a torlodas noévekedésével linearisan csokken a
jatékos altal elérhet6 hasznossag. Az elemzés igy is elég bonyolult lesz.

El6szor az altalanos esetet nézziik, amikor a jatékosok szama n > 2. Egy ilyen
jatékot a legegyszertibben egy "torlodasi alakkal" (congestion form) adhatunk meg,
ami két nem negativ n komponenst vektor: a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,). A je-
lentése a kovetkezG: ha j darab jatékos valasztja az F'l1 elsd kiszolgéalot, akkor mind-
egyik jatékos a; hasznossaghoz jut és ha k darab jatékos valasztja az F'2 mésodik
kiszolgalot, akkor ezek mindegyike by hasznossaghoz jut. A torlédasi alakbol konst-
rualni tudunk egy torlodasi jatékot. A jatékosok halmaza N = {1,...,n}, minden
jatékos akciohalmaza {F'1, F2}, amelyet roviden {1,2}-vel jeloliink, a kifizetéseket
pedig az a és b hasznossagvektorok hatarozzak meg. Egy akcidprofil (iq,...,14,), ahol
i; € {1,2}, j € N. Példaul, ha n = 4, akkor (1,1,2,1) azt a helyzetet jelenti, amikor
az 1, 2, 4 jatékosok az F'1 kiszolgalot, a 3 jatékos pedig az F'2 kiszolgalot valasztja.
Jeloljiik az akcidprofilok halmazat S-el.

Legyen Ii(i1,...,i,) = {k € N : i, = 1}, és I = N \ I, amelyek azoknak
a jatékosoknak a halmazai, akik rendre az F'1 és F'2 kiszolgalokat vilasztottak az

(11,...,1,) € S akcioprofilban. Jelolje p;, annak a valosziniiségét, hogy a jaték-

~~~~~ in

vezet$ az (iy,...,4,) akcioprofilt valasztja. Az f;(i,...,7,) hasznossag, amit a j

jatékos kap, irhaté a kovetkezs képpen:

A1 (iy i) > DTG =1

fj(ih o e ,Zn) -

Definialjuk a g; fiiggvényt

. . Q|1 (31 eeeyin) |[+15 ha l.j =2
Gi(t1, .., ip) =
D\ 1y(ir,sin)+1, ha i; =1

gj(i1,...,1,) az a hasznossag, amelyet a j jatékos kapna, ha az F'2 kiszolgalorol az
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F1-re valtana, feltéve, hogy senki mas nem valtoztatja meg a valasztasat.

Ebben a specidlis esetben (két kiszolgalo van) a torlodési jaték egy binaris jaték,
amelyben, mint azt lattuk . tétel), az SCE-k halmazat definialo 6sztonzé fel-
tételek igen egyszerd forméat oltenek. A j jatékos Osztonzé feltétele (csak egy ilyen

van!) az alabbi médon irhato fel

Z filin, oo in)Piyin 2 Z gi (i1, - in)Pis i -
S

(ilv-"vin)e (ilvmvin)es

A bal oldalon a j jatékos varhaté hasznossaga van abban az esetben, ha vakon
koveti a jatékvezetd javaslatait, a jobb oldalon pedig az a varhato hasznossig, ame-
lyet akkor kap, ha nem kotelezi el magét, de nem is valaszthatja azt a kiszolgalot,
amelyet a jatékvezets javasolt volna és igy kénytelen a masik kiszolgalot valasztani.
Masképpen fogalmazva, F2-6t valasztja, ha a javaslat F'1, és F'l-et, ha a javaslat
F2.

Ekkor az SW varhato értéke

n

Z Z fj (1'1, e 7in)pi1,...,in .

jzl (ilv--wi'n)es

Ha az SW-t maximalizdlni akarjuk az SCFE-k halmazan, akkor egy LP fel-
adatot kapunk, amelyet "teljes méretdi LP"-nek fogunk nevezni. Az a tény, hogy
a torlodasi jatékban a kifizetéseket csak az hatarozza meg, hogy hényan valaszt-
jdk az F'1 és F2 kiszolgélokat, lehet6vé teszi egy olyan LP feladat hasznalatat,
tele van. Ezt fogjuk "kisméretdi LP"-nek nevezni. Jeldlje ¢ azoknak a jatékosok-
nak a szamat, akik az F2 kiszolgalot valasztottdk, ¢ = 0,1,...,n. Legyen to-
vabba S; = {(i1,...,7,) € S : |I2(i1,...,i,)| = t} azoknak az akcioprofiloknak
a halmaza, amelyekben t jatékos valasztotta F'2-6t. Tegyiik fel, hogy valamennyi
Diy,....in Valoszintiség egyenls, (iq,...,14,) € S; és jeloljiik ezt p;-vel.

Ennek a jelolésnek a hasznalataval minden jatékos 6sztonzé feltétele az alabbi

lesz
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n—1
n—1 n—1
anp0+2(<t_1)bt+( ¢ )a'n—t>pt+bnpn

=1
A n—1 n—1

> bipo + Z f_q Ap—ty1+ ; bit1 | pr + a1py
=1

vagy masképpen

n—1

(an — b1)po + ; <(T;: 11) (b — an—141)
+<” . 1) (ans — btﬂ))pt (b — ar)pn > 0 .

A normalizald feltétel

(”)pt —1, (2.10)
t=0 ¢
és az SW

n

3y CL) (bt + an_s(n — t))p: .

t=0

[gy a kisméretti LP az a feladat, amely az SW-t maximalizalja a (2.9) és (2.10)
feltételek mellett. Ez egy "konnyd" feladat, a jatékosok szamaban linearis id6 alatt
oldhaté meg, Dyer| (1984). Ha p§, p, ..., p! a kisméret LP egy optimalis megoldésa,

akkor a

Piyoin = D1 (115 1n) € St (2.11)

a teljes méreti LP lehetséges megoldasa, amely ugyanakkora SW értéket szolgaltat.

Err6l egyszeri behelyettesitéssel meggy6zGdhetiink. Konnyen allithatunk el mas le-

hetséges megoldasokat is, mivel a (’tl) p; valoszintiségek nem csak egyenlGen oszthatok
fel azok kozott az akcidprofilok kozott, amelyekben t jatékos véalasztja F2-6t.

Az SCFE erejének mérésére két mutatoszamot haszndlunk, amelyeket Ashlagi

et al (2008) javasoltak a C'E-re. Ezek a "mediacios érték" (mediation value) és a

"kényszeritési érték" (enforcement value).
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Legyen C a véges jatékok egy osztalya és G € C. Jelolje P(G) a G akcioprofiljain
értelmezett Gsszes valosziniségeloszlasok halmazat, M(G) a G kevert N EP-jei altal
generalt valosziniiségeloszlasok halmazat, M P(G) a G jaték PN E P-jei altal gene-
ralt valoszintiségeloszlasok halmazat, és S(G) az SC E-k halmazat. Jeloljik SW (p)-
vel a p eloszlashoz tartozd varhato tarsadalmi hasznossagot (a jatékosok varhato
hasznossagainak az 6sszege). Definialjuk az SCE-hez tartozo MV (G) és MV P(G)

mediacios értékeket a kovetkezGképpen

maXye M(G) S W(p)
MVP(G) = max,es(q) SW(p)

HlaXpeMp(G) SW(p) ’

az EV (G) kényszeritési értéket pedig az alabbi modon

maXyep(@) S W(P)

FE = .
V@) maxpes(a) SW(p)

Az SCFE-nek az MV és M PV P mediacios értékeit és az EV kényszeritési értékét a

C jatékosztalyon pedig igy definidljuk

MV = sup MV(G)

aec
MVP = sup MVP(G)
gec
EV = sup EV(G) .
GeC

Az MV és az MV P tulajdonképpen egy "legjobb-eset elemzés" eredménye. Minél
nagyobb az MV és az MV P értéke, annal tobbet javit az SW-n a jatékot meg-
el6z6 "mediacio" (nevezziik igy a jatékvezets ténykedését is tartalmazo protokollt)
a legjobb esetben. Az EV egy valodi "legrosszabb-eset elemzés" eredménye és azt
mutatja, hogy (relativen) maximum mennyit veszithetiink az SW maximuméahoz

képest. Nyilvan az MV = oo, MV P = 00 és az EV =1 a legjobb értékek.
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Mivel ezeket az értékeket konkréten ki szeretnénk szamolni, illetve becslést adni
rajuk, a legegyszeriibb esetre, a két-kiszolgalds, nem-csékkend, linearis torlodasi jaté-
kokra szoritkozunk. A nem-csokkend jelzé itt azt jelenti, hogy a jatékosok hasznossa-
ga nem csOkken, ahogy a torlodéas csokken, a linearitas pedig, hogy mindez egy line-
aris fliggvény szerint torténik. Ezért a kovetkez6kben feltessziik, hogy a; = (n—j)z,
bj=y+n—j)z z,y >0, 2>0,5=1...,n Ez csak minimalis csorbitasa az
altalanossagnak, amennyiben a legkisebb hasznossagot a 0 szinten rogzitettiik. En-
nek az az el6nye, hogy négy paraméter helyett csak hdrommal kell dolgoznunk, ami
nagy konnyebbség. Az egyszeriiség kedvéért nem tesziink kiilénbséget jelélésben egy
konkrét két-kiszolgalos, nem-csokkend, linearis torlodasi G jatékhoz tartozo MV (G)
és EV(Q) és az egész jatékosztalyra vonatkozo MV és EV értékek kozott, ahol ez
nem okoz félreértést.

A linearis esetben feltéve, hogy t jatékos valasztja F'2-6t és n—t jatékos valasztja
Fl-et, a Osztonz6 feltétel az alabbi format 6lti (a (2.10) normalizaléd feltétel

ugyanaz marad)

() (TG o
_(”;1>(n—t—1)) z)pt+(—(n—l)x+y)pn20,

mig az SW igy alakul

SW = tz_; (?) (t(n —t)(x + 2) +ty)p: - (2.13)

Az 6szt0nz6 feltételek figyelmen kiviil hagyéasaval az SW feltétel nélkiili maximuma

a kovetkez6:

M = max <7Z>(t(n—t)(:c+z) +ty), teN.

0<t<n
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Ez az az SW, amelyet "diktatorikus modszerekkel” lehet elérni, amikor a tar-
sadalmi optimumot valamilyen eszkozzel kényszeritik, a jatékosoknak nincs dontési

szabadsaguk. Az M értéket konnyen ki lehet szamolni. Hasznosnak bizonyul majd,

ha a (2.12)), (2.13) feladatban a ¢, = (})pe, t = 0,1,...,n 4j valtozokat vezetjiik be

és a feladatot atfogalmazzuk, majd a kovetkezd ekvivalens alakra hozzuk:

SW = é%(t(n Oz +2) +ty)g — max

st (Cy= = Daa+ 5 B
—(Z) =1+ () = (") (2.14)
H(T)m—t) = (") (n—t—1))2)q
+(—(n—Dx+y)g, > 0
tzzoqt = 1.

Az SW feltétel nélkiili folytonos maximumpontja a [0,n] intervallumon ¢t* =
5+ ﬁ, ha = < n, egyébként ¢* = n. A ¢* maximumpont nem feltétleniil
egész. Mivel a maximalizdlando fiiggvény konkév és kvadratikus, az s egészértékd
maximuma a t* kozelebbi szomszédja.

Most az EV egy fels§ korlatjat hatarozzuk meg az SCE-k halmazan. Ebbdl a

célbol az 6sztonzé feltételt egyszeriibb formara hozzuk. Konnyen ellenérizhetjiik az

alabbi azonossagok fennallasat

és

Igy (2.14) az alabbi format 5lti
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i
L

SRS

(thn+1-=2t)z+ (2t —n)y
T (2.15)

+n =02t =n+12)g+ (=(n—1)z+y)g 2 0.

(—y—(n—1)z)q +

-
Il

Az SW, amit most W (t)-vel jeloliink, nem véltozik:

W(t) =tn—t)(x+2) +ty

minden 0 < ¢ < n-re.

2.14. tétel (Forgo| (2014)). n-személyes, két-kiszolgdlds, egyszerd, nem-csokkend,

/////

linedris torloddst jatékokra EV < %.

Bizonyitds. A formulak egyszeriibbé tétele kedvéeért vezessiik be az r = x%z jelolést.

gy az SW folytonos, feltétel nélkiili maximumpontja

(2.16)

mig az s feltétel nélkiili integer maximumpontjara az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk

n+r1 r
2 2 2

2+

< <7’l
S -+
- T2

DN | —

Jeloljik W*-al a legjobb SC'E-hez tartozd SW-t. Tegyiik fel elGszor, hogy a jatéko-

sok szama paros. Két megfigyelést tesziink:

(i) Az az akcioprofil, amikor § jatékos valasztja ['l-et és ugyancsak % jatékos
valasztja F'2-6t, egy SCE. Valoban, ha gn =1, és az Osszes tobbi valoszintiség

0, akkor az 6sztonzs feltétel

1
5(1’"‘2)20,

ami nyilvanvaléan fennall x és z nem negativitasa miatt.

29



dc_837 14

(ii) Ha s =n, akkor 2 + £ + £ > n, amib6l kdvetkezik

n<r+1= i +1§g+1.
x4+ z x

Ezt atrendezve a —(n — 1)x +y > 0 egyenlGtlenséget kapjuk, amibdl az kivet-
kezik, hogy a ¢, = 1, minden mas valosziniiség 0 egy SC'E. Ez azt jelenti, hogy

egy SCE (is) realizalja a maximalis tarsadalmi hasznossagot, és igy EV = 1.

A (i) megfigyelésbol kovetkezik, hogy ha az EV-re egy fels§ korlatot akarunk
meghatéarozni, akkor elég azokat az eseteket nézni, amikor s < n — 1. Az (i)-bdl és

a (ii)-bdl kapjuk az alabbi egyenlGtlenségeket

Wis) W) _ (G = GP)e+2)+ G35y

WS W) (3P +2) + 5

A jobb oldalon 1év6 tort szamlalojat és nevezdjét x+ z -vel elosztva kapjuk az alabbi

becslést

ny2 _ (1r)2 nor 2

py<@ =W +Etyr (o) (2.17)
(5)2+5r n(n + 2r)

n T 1 P . 2 e 4 . .
Az 5+ 5 — 5 < s <n—1egyenlStlenségbdl az r < n — 1 egyenldtlenség kovetkezik.

Mivel (2.17) jobb oldala r-nek monoton novekvs fiiggvénye rogzitett n mellett, az
r =n — 1 helyettesitést elvégezve (2.17)-ben azt kapjuk, hogy

(2n —1)?
EV < —
~ n(3n—2)
minden n > 2-re. Mivel ennek az egyenl6tlenségnek a jobb oldala n monoton névekvs
fiiggvénye, kovetkezik, hogy
2n—1)> 4

EV < lim ~— ——_ ==
= on(Bn—2) 3

amellyel a tétel allitdsat bebizonyitottuk paros n esetére.
Ha n paratlan, akkor vegyik a ¢qn_; = g2y = %, minden egyéb valosziniiség 0

megoldast. A (2.15)) egyenlStlenséget ez kielégiti, tehat SCE, és a hozza tartozo SW
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pontosan W (%). Ett6l a ponttol kezdve a bizonyitads ugyantigy megy, mint paros n

esetében. O

A % fels6 becslés elég durvanak tiinik. Az ember szorosabb korlatot varna, kiilonos
tekintettel a kis jatékosszamra kapott szoros korlatokra (lasd késsbb). Ennek az az
oka, hogy W (%) altalaban nem elég jo becslése a W* als6 korlatnak. Jobb SCE-ket
lehetne kapni, ennek ara azonban a szamitisok lényegesen bonyolultabba valasa.

A mediacios érték meghatarozasa tetszéleges szamu jatékos mellett elég nehéznek
tlinik. Egyszertibbé vélik a feladat, ha a mediécios érték meghatarozasakor egy SCE-
hez tartozo SW értékét a legjobb PN E P-hez viszonyitjuk. Az igy kapott hdnyadost
"tiszta mediacios értéknek" (MV P) nevezziik.

Az az akcioprofil, amelyben s szamu jatékos vélasztja F2-6t és n — s szama
valasztja F'1-et akkor lesz egy PN E P, ha egyetlen jatékos sem jar jobban a kiszolgélo
cseréjével, feltéve, hogy a tobbiek nem cserélnek. Ha egy jatékos F'l-et valasztja,
akkor sz hasznossaghoz jut. Ha atvalt F2-re, akkor y + (n — s — 1)z hasznosséaga

lesz, igy ahhoz, hogy egyensiilyban legyiink az

st>y+(n—s—1)z

egyenlGtlenségnek fenn kell &llni. Més részrél, ha F2-r6l F'l-re valt, akkor a

y+(n—s)z>(s—1)x
egyenlGtlenségnek kell fennallnia. A két egyenlStlenséget kombinalva a kdvetkezs
sziikséges feltételt kapjuk:

—1
g ¥tz _ytrdnz (2.18)

A x4+ z

Konnyt latni, hogy b—a = 1. Mivel s egész, igy generikusan s egyértelmii. Ha a € Z,

akkor mind s = a, mind s = a+ 1 PN EP-et eredményez.

2.15. tétel (Forgo| (2014)). n-személyes, két-kiszolgdlds, egyszerd, nem-csokkend

/////
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han =2

I

MVP >

2

ﬁ, han23

Bizonyitds. Mivel MV P > MV, ésn = 2-re MV = oo (a[2.16 tétel allitasa, lasd
késébb) az allitas elss része igaz. Igy ettd] kezdve feltehetjiik, hogy n > 3. Tekintsiik

azoknak a torlodasi jatékoknak a halmazat, amelyekre x > 1,y = 1,z = 0. Ezekre

1
2z’

nem elégiti ki (2.18))-at, ha x > 1,y = 1,z = 0. Tlyen paraméterekre (2.18)) az alabbi

a jatékokra a W(t) = t(n — t)r + t abszolit maximumpontja t = § + amely

alakot olti:

1 1
—<s<1+—,
x x

és mivel % nem egész, ezért s egyértelmiien meghatarozott és minden PN E'P ugyan-
azt az SW értéket adja. Kénnyen lathato, hogy W() =nés W(1+2) = (n—1)
(x+1). A tétel bizonyitasabol tudjuk, hogy W(3) = ”sz + 5 egy also kor-
litja a maximalis SW-nek az SCE-k halmazén. Mivel = > 1, W(2) < W(1 + 1),

2
nf .n
%13

és o M x-nek monoton noévekve fiiggvénye az (1,00) intervallumon minden

rogzitett n > 3-ra, azt kapjuk, hogy
2 2

e+ n
MVP > li 4 = .
VP =z I e T e+ D~ =)

N[3

amivel a tételt be is bizonyitottuk. ([l

Lathatjuk azt is, hogy ha r rogzitett, akkor a fels§ korlat —ben 1-hez tart,
ha n — oo, ami azt jelenti, hogy a kiszolgalok egyenls megosztasa a jatékosok kdzott
aszimptotikusan realizalhat6 SC E-ként.

Pontosabb eredményeket illetve szorosabb korlatokat kaphatunk, ha a jatékosok

széma kicsi. Nézziik elGszor a két jatékos esetét. Ekkor a torlodasi forma a kovetkez6:
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Kiszolgalok
F1 F2

A kiszolgalot valaszto 1| =z y+ =z

jatékosok szama 210 Yy
ahol z,y > 0, 2 > 0, és a fenti tablazat utolsé két oszlopa a hasznossagokat mutatja
kiilonb6z6 torlodasi szintek esetében. Ehhez a torlodasi formahoz tartozo torlodasi

jaték egy szimmetrikus biméatrix jaték lesz, amit az alabbi tablazat mutat:

F1 2

F1| (0,0) (z,y+=2)

F2|(y+z2)  (y,9)
Mint ahogy a kovetkezs tétel allitja, ebben az esetben mindent megkapunk az SC E-

t6l, amit csak el lehet varni.

2.16. tétel (Forgo (2014). Két-személyes, két-kiszolgdlds, egyszeri, nem-csokkend

linedris torloddsi jatékokra MV = oo, BV = 1.

Bizonyitds. Behelyettesitve n = 2-t (2.15))-be, az alabbi L P feladatot kapjuk, amely-

nek optimalis célfiiggvényértéke a maximalis SW értéket adja az SC' E-k halmazéan

(x+y+2)q1 +2yga — max

st. —(y+2)p+s3E+2)a+Wy—2) > 0
Go+qa+aqgp = 1
79,701,932 = 0

Két esetet kiilonboztetiink meg:

(i) =+ y + z < 2y. Ekkor a maximélis SW = 2y. Az SCE, ahol ¢ = ¢ = 0,
g2 = 1 maximalis az SC'E-k halmazén és a hozza tartozo célfiiggvény érték

SW =2y, ezért EV = 1.
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(ii) =4y + 2z > 2y. Ebben az esetben az SCE, ahol ¢y = g2 = 0, ¢; = 1 maximalis
az SCE-k halmazan és igy ismét EV = 1.

Legyen x =1,y =2, z =1+, (t > 0). Ekkor az egyetlen NEP az (F2, F2),

4
MVzlimj:oo

t—o00 4

és készen vagyunk a bizonyitassal. 0

Ha a jatékosok szama 3, akkor is ki tudjuk szdmolni a mediacios és kényszeritési

értékeket.

2.17. tétel (Forgo| (2014)). Hdarom-személyes, két-kiszolgdlds, egyszeri, nem-csiokke-

/////

Bizonyitds. Ugy, mint az elébb, az n = 3 helyettesitést elvégezve (2.15)-ben az
aldbbi linearis programozasi feladatot kapjuk, amelynek optimalis célfiiggvényértéke

a maximalis SW értéket adja az SC'E-k halmazan:

2z +y+22)q + (20 + 2y + 22)q2 + 3ygs — max

st —(y+22)q0 + 520 —y)g + 3(y + 22)q2 + (y — 22)gs 0

Y

1

Qo+ q1+ g2+ g3

qo, 41,92, 43 2 0.

Azonnal latszik, hogy ¢; = 1 (minden mas valosziniiség 0) egy SCFE, ha y < 2z,
g3 = 1 (minden méas valosziniiség 0) egy SCE, ha y > 2z, és g = 1 (minden
mas valészintiség 0) mindig egy SCE. Igy mindhirom esetben a maximalis SW

realizdlhato SC E-ként, vagyis EV = 1. O

2.18. tétel (Forgo| (2014)). Hdarom-személyes, két-kiszolgdlds, egyszeri, nem-csikke-

,,,,, 4

w

Bizonyitds. El6szor két trivilis esetet vizsgalunk meg:
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1. y > 2z. Ebbdl kovetkezik 3y > 2z + 2y + 2z. Ekkor a maximalis SW-t el
lehet érni, ha mindkét jatékos F'2-6t valasztja, amirdl rogton latszik, hogy egy

PNEP. lgy MV = 1.

2. y < 2x, ésy+ 2z > x. Ekkor 2x + 2y + 2z a maximalis SW és ez realizalhato
PN E P-ként tugy, hogy két jatékos véilasztja F'2-6t és egy F'l-et (Ez egyébként

haromféleképpen tehets meg). Igy ismét MV = 1.

Ezért a kovetkezGkben csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor y + z < z. Vegyiik
észre, hogy y < 2z kovetkezik az y + z < = egyenlGtlenségbdl, amibdl viszont kévet-
kezik x > z. Ekkor 2z + 2y + 2z a maximélis SW, és nem realizalhaté6 PN E P-ként.
A maximalis SW, amit SCFE-vel el lehet érni 2x 4+ 2y + 2z. Minden olyan straté-
giaprofil, amikor két jatékos F'l-et, egy pedig F2-6t valaszt egy PN EP, amelyhez
tartoz6 SW = 2z + y + 2z.

Az MV < % egyenlGtlenség azonnal kovetkezik az

20 +2y+22 4

MV <Myp=""122T°2" 2
= 2 +y+2z 3

egyenlGtlenségbdl.
Tekintsiik a kovetkezd torlodasi jatékot, ahol x = 1+ 5,y = 1,2 =0 ¢és € > 0.
Ennek a jatéknak az MV P-je
_d+e

MVP(e) = o= .

amibdl a tétel allitasat kapjuk, ha az € — 0. 0

Az n = 2 és n = 3 esetekben a maximalis SW-t lehetett SC' E-ként realizalni,
vagyis EV = 1, ami a lehet6 legjobb. Felmeriil a kérdés, hogy ez a jo tulajdonsag
haromnal tébb jatékos esetében is megmarad-e. Sajnos nem, mert mér n = 4-re is
EV > 1, de azért nagyon kozel van 1-hez.

2.19. tétel (Forgo (2014)). Négy-személyes, két-kiszolgdlos, eqyszerd, nem-csokkend

/////
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900 + 393+/30
1080 + 3561/30

A tétel bizonyitasa tual hosszi, ezért a fiiggelékbe keriilt.

= 1,007478.. . .

Eredményeink a kovetkezd tablazatban Gsszegezhetdk:

Jatékosok szama | MV MV P EV
2 00 00 1
4 4
3 3 3 1
4 ? >3 1,007478. ..

7’L2
n [ Te) <

[SIPN

Egyéb korrelacios egyensiilyokkal vald Gsszehasonlitas céljabol C'E a természe-
tes valasztas, hiszen WCFE = CE a két-kiszolgalos torlodési jatékokban. Nyilvéan,
mivel SCFE egy altalanositdsa a C'E-nek, az MV -re és E'V-re kapott korlatok leg-
aldbb olyan jok kellenek legyenek az SC'E esetében, mint a C'E esetében. Ha ezen
a trivialitason tul akarunk lépni és valami értelmeset mondani, akkor az egyetlen
referencia pont két-kiszolgalos, egyszeri, nem-csdkkend lineéris torlodasi jatékok-
ra a "hasznossag-alapi" megkozelitésben Ashlagi et al (2008) munkéja. Mivel az 6
vizsgalataik n jatékosra és az MV -re vonatkoztak, az SC FE-vel valo Osszehasonlitas
korlatozott.

Ashlagi et al (2008) bebizonyitottak tetszbleges szami jatékos és a C'E esetére,
hogy MV < %‘F’ = 1,618... és azt sejtették, hogy ez a korlat tul laza. A mi
eredményeink ezt alatamasztjak, mivel n = 3-ra MV < % = 1,33, amit kombinalva
azzal az als6 korlattal, amit szintén |Ashlagi et al| (2008)) adtak n = 3-ra, azt kapjuk,

hogy

1,125 < MV < 1,33,

ami elég sziik teret ad a tovabbi javitasnak. Egy masik nem trivialis eredmény, ami a

vizsgalatainkbol kideriil, ha a C'E-re vonatkoztatjuk, egy als6 korlat a kényszeritési
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értékre n = 4 esetében

EV >1,00747. ..

Tiszta képet kapunk viszont n = 2-re. |Ashlagi et al (2008) bebizonyitottak, hogy
a CE-re, MV = MV P = %, EV = 0. Ezeket az értékeket Osszehasonlitva a fenti
tablazat els¢ soraval kideriil, hogy az SCE sokkal jobban teljesit, mint a C'E’ ebben
a jatékosztalyban. A C'E és SC'E kozotti szélesebbkort hatékonyséigi 6sszehasonlitas
tovabbi kutatasok témaja lehet.

Itt ragadjuk meg az alkalmat, hogy par szot ejtsiink arrol, hogy miért (csak) azt
a tarsadalmi hasznossagi fliggvényt tekintettiik, ahol a tarsadalmi hasznossag a jateé-
kosok hasznossdgainak az Osszege, kozismert nevén a "utilitaridnus" megkozelitést.
Semmiképpen nem akarunk belemenni azokba a filozofiai kérdésekbe, amelyeket ez
felvet. Rengeteg pro- és kontra érv van, ami nem lehet ennek a munkanak téma-
ja. Kozismert, hogy a utilitaridnus tarsadalmi joléti fiiggvénynek a maximalizalasa
Pareto-optimumhoz vezet, ami a kozgazdasagtanban egy kulcs-fogalom.

A torlodési jatékok szimmetrikusak, amikor is a hasznossagok Osszeadasa elég
természetes és még természetes mértékek is szoba johetnek (pl. utazasi id§, aminek
az Osszeadasa nem az 6rdogtSl valo). Ha az egalitaridnus tarsadalmi hasznosséagi
fiiggvényt akarjuk maximalizalni, vagyis a legkisebb hasznossag maximumét keres-
siik, akkor az egyszerti torlodasi jatékok esetében, konnyen bizonyithatéan éppen a
szimmetria miatt, ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a hasznossidgok sszegének
maximalizdlasakor. Van még egy praktikus haszna is a hasznossag-6sszeg maxima-
lizdlasanak: az eredményeket Gssze lehet hasonlitani mas kutatasokban nyertekkel,
hiszen altalaban ezt tekintik a "mércének".

Noha vizsgalataink nem iranyultak az SC'E forgatokonyv gyakorlati megvalosi-
tasanak probléméira, néhany sz6 azért helyénvaldé. A méar emlitett "klub-protokoll"
itt is mikodik. Tekintsiik a két-kiszolgalos egyszerd torlodasi jatékot. Tegyiik fel,
hogy van egy "klub", amelyhez csatlakozhatnak jatékosok. A klub mitkédtet egy

véletlen mechanizmust (RD), amely egy minden jatékos altal ismert eloszlas szerint
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kisorsol egy profilt (minden jatékosnak az F'1 és az F'2 koziil az egyiket). A klub tag-
jainak azt a kiszolgalot kell valasztani, amelyet nekik kisorsoltak, akik viszont gy
dontottek, hogy nem csatlakoznak a klubhoz, nem valaszthatjak a nekik kisorsolt
kiszolgalot, és minthogy csak két kiszolgdld van, a masikat kell valasztaniuk

Ha példaul F'1 és F2 két autopalya, amelyek A és B varost Osszekotik, a fen-
ti forgatokdnyvet meg lehet valositani, példaul a kévetkez6 modon. A klub tagjai
a klubtagsagi kartyajuk (prémium kartya) segitségével megtudjak az RD-t6l, hogy
melyik utat kell valasztaniuk. Aki nem klubtag, az a kartyaja (reguléris kartya)
segitségével szintén megtudja, hogy melyik utat kell valasztania: nem azt, amit va-
lasztania kellett volna, ha klubtag lenne. Az SCFE egy olyan valoszintiségeloszlas,
amely mellett minden jatékosnak érdeke a klubhoz csatlakozni, feltéve, hogy min-
denki mas is ezt teszi.

Az, hogy bizonyos kozlekedési helyzetekben valamiféle mediaciora (aminek egy
modja a korrelacio) sziikség lehet, mar régota ismert. A hires Braess paradoxon
(Braess, [1969)) meggy6z&en mutatja, hogy mi torténhet, ha ilyen nincs. A kozleke-
dési torlodasok novekedhetnek egy olyan 4j at épitése altal, amelyet abbél a célbol
épitettek, hogy csokkenjen a torlodéas. Erre t6bb nagyvéarosban is volt példa (Szo-
ul, Stuttgart, New York). Rapoport et al (2009) vizsgaljik a Braess paradoxont
experimentalis eszkozokkel.

Ha t6bb, mint két kiszolgalos torlodasi jatékokat vesziink, akkor mér van értelme
az SCFE és a WCFE hatékonysagat Osszehasonlitani. Egyelére tgy tiinik, hogy a
szimulaci6 és az "atlagos-elemzés" eszkoze all rendelkezésre, de tovabbi kutatasok

akar analitikus eredményeket is hozhatnak.
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2.4. A gyenge és a puha korrelalt egyensily extenziv
formaban adott jatékok esetében

Az SCFE protokolljat eddig normél forméban adott jatékokra alkalmaztuk. A kdvet-
kezGkben azt vizsgaljuk, hogyan lehet ezt a protokollt az extenziv, és ezen beliil is
a véges tokéletes informacioju jatékokra alkalmazni. Mondhatnank azt, hogy nincs
itt semmi probléma: alakitsuk &t az extenziv format normal forméara (teljes, vagy
redukalt) és alkalmazzuk az SCE-t tgy, ahogy azt eddig tettiikk. Ez azonban még
kisméreti jatékoknal is 6ridasi méretnovekedést jelent és gyakorlatilag kezelhetetlen-
né valik a probléma a valtozok és 6sztonzé feltételek exponencidlisan névekvd szama
miatt. Ezért azt szeretnénk, hogy az SC'E protokolljat direktben alkalmazzuk, meg-
felel6 modositassal, az eredeti extenziv formaban adott jatékra gy, hogy a probléma
szamitastechnikailag kezelhet6 maradjon és lehetéleg tudjunk javitani a N FE P-hez
tartozd SW-n.

A CF protokolljanak alkalmazésat extenziv jatékokra tébben tanulményoztak
kiillonb6z6 modellekben, [Forges| (1986), Forges (1993)), Myerson| (1986)), von Sten-
gel és Forges| (2007). Az alapotlet és alkalmazas klimatargyalasi jatékokra elGszor
Forgo et all (2005)-nal jelenik meg. Az alkalmazott modellhez talan von Stengel és
Forges (2007) "iigynok-alaka korrelalt egyensily"-a (agent-form correlated equilib-
rium, AFCE) all a legkozelebb. Az alapvet6 kiilénbség a mi ésvon Stengel és Forges
(2007) megkozelitése kozott az, hogy nalunk a randomizacié a jatékfa levelein tor-
ténik és nem az informéciés halmaz lehetséges 1épésein. Fzt az teszi lehetGvé, hogy
a vizsgalatunk tokéletes informacioju jatékokra (minden informacios halmaz egy
elemt) vonatkozik, ahol a jatékfa minden pontjahoz tartozé elérési valoszintiségek
egyértelmien kiszamithatok a levelek elérési valoszintiségeibdl.

Nézziik meg egy kicsit kozelebbrél von Stengel és Forges (2007) modelljeit. Az
elsg, ahogy azt 6k nevezték, az extenziv forméaju korrelalt egyensuly (extensive form
correlated equilibrium, (EFCE). Az EFCE-t teljes emlékezet(i extenziv formaju

jatékokra definidltak. A C'E szellemének megfelelGen el6szor a jatékvezets egy min-
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denki altal ismert valoszintiségeloszlas szerint kisorsol egy 1épést minden informacios
halmazban. Ezt, mint az 6 javaslatat, elhelyezi egy lezart boritékban. Ezt a boritékot
akkor adja at annak a jatékosnak, akinek éppen lépnie kell, amikor a jaték ahhoz az
informacios halmazhoz ér, amikor az adott jatékos van lépésen. A jatékos a boriték
kinyitasa utan vagy megfogadja a tanacsot, vagy nem és akkor szabadon azt csinél,
amit akar. A valészintiségeloszlas egy EFCFE, ha egyik jatékosnak sem érdeke a ja-
vaslatot nem elfogadni, feltéve, hogy a tobbiek elfogadtak a javaslatot, akkor amikor
lépésen voltak. A jaték lefolyasa soran a legtobb boritékot ki sem nyitjak, hiszen a
jaték lejatszasa soran altalaban elég kevés informacios halmazt érintiink.

A randomizacio mas forgatokonyv szerint is torténhet. Hozzarendeliink minden
informacios halmazhoz egy iigynokot (agent), aki csak akkor végzi el a sorsolast és a
javaslattevést, ha a jaték ahhoz az informéaciés halmazhoz jut el, amelynek 6 az tigy-
noke. Itt joval kevesebb boriték van, hiszen a nem érintett informacios halmazoknal
nincs is sorsolds. Persze az informacios halmazhoz rendelt valészintiségeloszlasokat
mindenki ismeri, és ha valaki nem fogadja el a javaslatot, akkor azt tesz, amit akar.
Egyensilyban, vagyis az AFC E-ban, egyik jatékosnak sem érdeke a javaslatot nem
elfogadni feltéve, hogy a tobbiek elfogadjak. Egy varidciot kaphatunk, ha agy médo-
sitjuk a protokollt, hogy a jatékosok minden informéciés halmaznal, ahova a jaték
eljutott, donthetnek arr6l, hogy vakon engedelmeskednek az iigynoknek (eleve elfo-
gadjak a javaslatat, anélkiil, hogy tudnak mi az) vagy nem és akkor azt tesznek, amit
akarnak. Az egyenstlyt hasonlé médon definidljuk. Ez a forgatokonyv tekinthets a
modositjuk, hogy ha a jatékos nem kotelezi el magat elére, hogy vakon elfogadja az
ligynok javaslatat, akkor barmilyen 1épést valaszthat, csak azt nem, ami az iigynok
javaslata, akkor az SC'E alapotletének egy lehetséges alkalmazasat kapjuk extenziv
jatékokra. Mi azonban mas utat valasztunk. Ennek oka az, hogy a randomizélast,
csakigy, mint a normal forma esetében, a kimenetelek (a fa levelei) halmazan sze-
retnénk megtenni.

Véges normal formaja jatékoknal a stratégiaprofilokon és a kifizetések halmazan
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valé randomizélas lényegében ugyanaz. Az extenziv formaja jatékoknal a kifizetések
a jatékfa levelein torténnek meg és a levelek szama sokkal kisebb a stratégiak szama-
nal, még akkor is, ha a tokéletes informacioju véges jatékokra korlatozzuk magunkat,
mint ahogyan azt meg is tessziik.

A legegyszeriibb esetet vizsgaljuk: a véges, két-személyes tokéletes informacioja
jatékokat, ahol nincs szerepe az externalis véletlennek (no chance moves) a lépések
kivalasztasanél és minden kifizetés kiillonb6zd.

Tokéletes informacioju véges extenziv jatékoknal a jatékfa leveleihez (végpon-
tokhoz) rendelt valoszintségeloszlasbol egyértelmien ki tudjuk szamolni az egyes
dontési pontokhoz tartozo feltételes valoszintiséget és természetesen forditva is, a
feltételes valoszintiségekbdl a levelek valdszintiségeit. A dontési pontokhoz tartozéd
feltételes valoszintiségeket viselkedési (behavioral) valosziniiségeknek fogjuk nevezni,
ami 6sszhangban van a viselkedési stratégiak szokasos definiciojaval (1asd Forgo et al
(2006))).

Legyen T'= (V, E) a G véges, tokéletes informacioju extenziv jaték faja, ahol V' a
csucspontok (dontési pontok és levelek) halmaza, F az élek halmaza. A levelek L hal-
mazan értelmezett p valoszintségeloszlast fa-korrelalt stratégianak (tree-correlated
strategy) nevezziik. Ezt a minden jatékos altal ismert eloszlast hasznalva a jatékve-
zet6 minden egyes dontési pontban kisorsol egy lépést és javaslatot tesz az abban a
pontban déntéshozo jatékosnak, hogy melyik lépést valassza. Attol fiiggGen, hogy a
jatékosok mekkora mértéki elkotelezettséget vallalnak, a CE, WCFE és az SCFE "vi-
selkedési" valtozatat kapjuk, amit a TCE, TWCFE és T'SCFE roviditésekkel jeloliink
(A T els6 betti a "tree" szora utal). Ha semmilyen elkotelezettséget sem vallalnak,
akkor a TCE-t, ha teljes az elkotelezettség, de ha ezt a jatékos nem véllalja, akkor
barmit léphet, a TW CE-t, és ha nem kotelezi el magat, akkor barmit 1éphet annak
a kivételével, ami ki lett sorsolva, az TSCFE-t. A teljes protokollban arrol is kell
rendelkezni, hogy mi torténjék akkor, ha a jatékvezetd javaslatat nem fogadjék el

valamikor a jaték lejatszasa folyaman. Elméletileg megengedve mas lehetGségeket is,

alapvet&en azzal a feltételezéssel éliink, hogy amikor elGszor torténik ez meg a jaték
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folyaman, a jatékvezetd besziinteti tevékenységét és ettdl a ponttol kezdve a jaték

jatékvezets és mindenféle javaslattevés, barmiféle korrelacid nélkiil folytatodik, és a

maradék részjaték egyetlen N E P-jének kifizetése realizalodik.

Osszefoglalva: A randomizacio egy adott csticspontban a kovetkezéképpen zajlik

le. A jatékvezetd kisorsol egy lépést az adott (feltételes) valoszintiségeloszlas szerint.

Ekkor haromféle forgatokényv van.

a)

TCE: A jatékvezets a valasztott 1épést javasolja annak a jatékosnak, aki a cstcs-
ponthoz van rendelve. A jatékos vagy elfogadja a javaslatot és ennek megfelelGen
1ép, vagy nem és valaszt egy maésik lépést. A masodik esetben vagy vége van
a jatéknak és megtorténnek a kifizetések, vagy ha nincs, akkor a jatékvezets

visszavonul és a jaték jatékvezetd nélkiil folytatodik tovabb.

TWCE: Amikor a jaték elérkezik egy cstiicsponthoz, és a jatékvezets sorsolt,
akkor megkérdezi a csticsponthoz rendelt jatékost, hogy akarja-e a tanacsat vakon
kovetni. Ha a felelet igen, akkor kozli a javaslatot és a jatékosnak ezt kell 1épnie.
Ha nem kivinja a jatékos elkotelezni magat, akkor nem kap semmilyen tanacsot
és azt lép, amit akar. A jatékvezets ekkor is visszavonul és a soron kiévetkezs

részjatékban jatékvezets nélkiil folyik a jaték tovabb.

TSCE: A forgatokonyv ugyanaz, mint a TW CE esetében, azzal a valtoztatassal,
hogy ha a jatékos nem akarja vakon kovetni a jatékvezets javaslatat, akkor barmit
valaszthat annak a lépésnek a kivételével, amelyet a jatékvezetd javasolt volna,

ha a jatékos elkotelezte volna magéat.

Mindharom (TCE, TWCE, TSCE) forgatokonyv esetében a jatékfa levelein ér-

telmezett valoszintiségeloszlast egyensilyinak nevezziik, ha varhato értékben egyik

jatékos sem tudja a kifizetését javitani azzal, ha nem veszi igénybe és nem fogadja

meg a jatékvezets javaslatait minden olyan cstcspontban, amikor § kovetkezik 1é-

pésre, feltéve, hogy az Gsszes tobbi jatékos kéri a jatékvezetd javaslatat és meg is

fogadja azt.
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Jegyezziik meg, hogy abban a részfiban, amelyben mér nincs jatékvezets és
létezik, amelyet a visszafele indukcié modszerével hatarozhatunk meg a jol ismert
modon (lasd |Osborne és Rubinstein| (1994)) és Forgo et al| (2006)). A N E P unicitasat

az a feltételiink biztositja, amely szerint minden kifizetés kiilonb6z6.

2.5. Részjaték tokéletes puha fa-korrelalt egyensiily

Részjaték tokéletesség a legerGteljesebb finomitasi eszkéz az extenziv jatékok ko-
rében. Amiota [Selten (1975) bevezette a fogalmat, szinte alapvets dolog, hogy az
extenziv formaja jatékokban megkoveteljiik illetve biztositsuk a teljesiilését, ami tu-
lajdonképpen a nem hihetd fenyegetések kizarasat jelenti. Elég természetes, hogy
a harom fa-korrelalt egyensulytol is koveteljiik meg valamely formajanak teljesii-
lését. Ez ebben az esetben azt jelenti, hogy a TC'E, TWCE, TSCFE, hogy ha egy
részjatékra (részfara) korlatozzuk a jatékot és az egész jatékban egyensilyi valoszint-
ségeloszlast kicseréljiik arra az eloszlasra, amely azokat a feltételes valoszintiségeket
rendeli a részfa leveleihez, amelyek az egész fara vonatkozo valészintiségek azzal a
feltétellel, hogy a részfa gyokerét elértiik, az igy kapott valoszintiségek a részfaban
is alkossanak egyenstlyi (TCE, TWCE, TSCE) valoszintiségeloszlast. A részjaték
tokéletesség megovija a jatékvezetst attol, hogy a hitele csorbuljon azaltal, hogy mo-
dositgatja a valoszintiségeket a jaték lejatszasanak folyaman. Ez anndl is kinosabb,
mert a jaték kezdetén a levelek elérési valoszintiségei mindenki szaméara publikussa
valtak. Amint az mindjart kideriil, a részjaték tokéletesség megkovetelése tul sok a
TCE, TWCE esetében. Az altalanositéas elvesziti erejét és nem marad mas, mint a

Nash-egyensiily.

2.20. tétel (Forgo (2011)). Ha megkoveteljik a részjaték tokéletességet, akkor a
TWCE (és eziltal a TCE sem) nem tudja Pareto-javitani a N EP-et.

Bizonyitds. Mivel feltettiik, hogy minden kifizetés kiilonb6z6 és nincs externélis veé-

letlen, a visszafelé indukcio egyetlen részjaték tokéletes N E P-et ad. Tegyiik fel, hogy
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a jatéekfa gyokere legfeliil van. Menjiink a fa aljatol felfelé, mint ahogy azt tessziik
a visszafelé indukcié alkalmazasakor. Mindaddig, amig egyetlen lépést (élt) sem za-
runk ki a tovibbhaladas lehet&ségébdl, mint ahogyan az a TWCE protokolljaban
szerepel is, az a jatékos, aki az utols6 dontést hozza, nem tud tébbet elérni semmilyen
randomizacioval fiiggetleniil az elkotelezettsége fokatol, mint a legmagasabb kifize-
tése a megfelels részfaban. Més széval ebben a részfaban a N EP kifizetést kapja.
Ezt a részfat egy pontba stritve és levélnek tekintve a N E P kifizetéssel egy kisebb
részfahoz jutunk, ahol az el6bbi eljarast megismételjiik. Tgy haladva felfelé véges
szamu lépésben eljutunk a fa gyokeréig, és kozben az egyetlen N E P-et hataroztuk

meg. U

Megjegyezziik, hogy ha a részjaték tokéletességet nem koveteljiik meg, akkor
a [2.20] tétel allitasa nem igaz. A T'SCE viszont tud részjaték tokéletes Pareto-
javitast produkalni, mint azt a késGbbiek latni fogjuk.

Ha konkrét jatékokra T'SC E-ket szeretnénk meghatarozni, akkor formélisan is
meg kell konstrualni az 6szténzo feltételeket.

A TSCFE protokollja szerint az ajanlat visszautasitasa csak egyszer fordulhat
elg, amikor is a jatékvezets visszavonul és ettdl kezdve a jaték kimenetele a vissza-
felé indukcio alapjan az egyetlen NEP a maradék részjatékban. Az adott I' véges,
csucspontok, F pedig az élek halmaza, legyen p egy fa-korrelalt stratégia (valoszint-
ségeloszlas a levelek L halmazan). Mivel a visszautasitas barmelyik dontési pontban
el6fordulhat, ezért ugyanaz a tipust 0sztonzé feltétel tartozik a T' fa minden dontési
csucspontjahoz. Tegyiik fel, hogy a visszautasitas el6szor az N csticspontban torté-
nik meg, ahol az A jatékosnak kell 1épnie. Jeloljiik azt a részjatékot, amely az N
csicspontban kezdGdik G-vel. Legyenek az N-bdl kiindulo élek eq, ..., ex, amelyek
a (Gq, ..., Gy részfikhoz vezetnek. Jeloljiik a G; részfa leveleiben az A jatékos Kkifi-
zetéseit ¢y, ..., ¢, -vel, i = 1,... k. A levelekhez tartoz6 p;, ,...,pi., i =1,...,k

valoszintiségeket a p valosziniségeloszlas egyértelmten meghatarozza. [gy a G; rész-
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jatekot ¢ = Y 0TV pi,, @ = 1,..., k valoszintseggel érjiik el. A G jatékot pedig
g =Yg =2k > e pi,, > 0 valoszintiséggel érjitk el. Azok a (feltételes)
valoszintiségek, amelyekkel a jaték az eq,..., e, élek mentén folytatodik %, o %’“.
Jeloljik az A jatékos egyértelmiien meghatarozott NEP kifizetéseit a Gy, ..., Gy
részjatékokban fi,..., fr-el. Az A jatékos C; varhato kifizetése a (G; részjatékban,

ha elkdtelezi magat amellett, hogy megfogadja a jatékvezetd tanacsat a kovetkezs:

S$;=Ti

1
C; =— Di, Cis. s
4; ; L
a C varhato kifizetése a G jatékban pedig
i=k 4 1 1=k s;=r;
S 9 U
i=1 i=1 si=1

Ha az A jatékos nem akar vakon engedelmeskedni, akkor abban a részjatékban, amit

valaszt, a NEP kifizetését kapja. Igy ekkor a varhato kifizetése

i=k
> % max f; .
i 47

Mindkét oldalt megszorozva ¢-val kapjuk az N csticsponthoz tartozo 6sztonzé felté-

telt, ami a kdvetkezd lineéris egyenlGtlenség:

i=k s;=r; i=k s;=r;
S pijei, =D pi, max f; . (2.19)
i=1 s;=1 i=1 s;=1 i

Amikor a B jatékos 1ép, akkor ugyanilyen tipust 0sztonzé feltételeket kapunk.

2.21. példa. Tekintsiik a jol ismert "szazlabu" jatékot (lasd |Osborne és Rubinstein
(1994)), Forgo et al (2006))), ami jelen esetben legyen négylabu (a két jatékos négyszer
felvaltva dont és vagy a "megall" vagy a "folytat" dontést hozza). Az A jatékos kezd,
és ha megall, akkor a kifizetések (1,0) és (3,2). Amikor a B jatékos megall, akkor a
kifizetések (0,3) és (2,5). B jatékos hozza az utols6 dontést és ha a "folytat" dontést
hozza, a jatéknak vége és a kifizetések (5,4). A részjaték tokéletes T'SC E-k az alabbi

lineéris egyenlGtlenségrendszer nem negativ lehetséges megoldasai:
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—pa+ps < 0
—ps+ps—2ps < 0
—p2+ps—2ps—ps < 0
(2.20)
—p1+p2—2p3—ps—4ps < 0
pr+ps+3ps+ps+ps = 1
P1,D2,P3,P4,P5 > 0.
A jatékfa leveleit a pq, ..., ps valoszintiségekkel érjiik el. Mind a négy dontési

ponthoz tartozik egy Osztonzé feltétel. Példaul, amikor az A jatékos méasodszorra

lép, akkor a varhato kifizetése, ha elkotelezi magét az engedelmességre:

P3 34 P4 91 Ps 5
D3+ Pa+ D5 D3+ pa+Dps P3 + P4+t DPs
mig, ha ezt nem teszi, a jatékvezet visszavonul és a maradék részfaban a 3 NEP-

. . D4+Ds5 2 s s 13 . D3 2 s 2 .
kifizetést Py valoszintiséggel, a 2 N E P-kifizetést PRy valoszintiséggel kapja.

gy kapjuk a

3ps + 2ps + Ops > 2p3 + 3ps + 3ps

0sztonzd feltételt, ami a masodik egyenlétlenség —ban.

Konnyti latni, hogy a py =0, po =0, p3 =0, py = 1/2, p5 = 1/2, megoldas kielé-
giti az Osztonzo feltételeket és igy egy T'SCE. Ennek értelmében egészen az utolso
el6tti dontési pontig mindkét jatékos folytatja a jatékot, majd a két utolsd6 dontési

1

pontban 3 valoszintiséggel folytatnak, vagy megallnak. Azt is konnyd bebizonyita-

ni, hogy attol fiiggetleniil, hogy hany laba van a "szazlabinak", az a fa-korrelalt

stratégia, amelyben az utols6 el6tti és az utols6 dontési pontban % valoszintiséggel
allnak meg vagy folytatjak a jatékosok, mig egészen odéig egyontetiien a folytatas
mellett dontenek, egy T'SC'E. Nyilvanvaloéan a varhato kifizetés sokkal tébb, mint

az egyetlen N F P-ben, ahol a jaték azonnal megéall.

Annak a feltételezése, hogy a javaslat elutasitasakor a jatévezets visszavonul

és utana a NFEP felé halad a jaték, tul szigortinak ttinhet. Az 6sztonzd feltételt
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altalanosithatjuk, ha ezzel a feltételezéssel nem éliink. Helyette tegyiik fel, hogy van
egy hy fliggvény minden N dontési pontndl, amely minden olyan véges, tokéletes
informacioju extenziv jatékhoz, amelynek a gydkere N, hozzarendel egy kimenetelt
és egyuttal kifizetést, ami akkor realizdlodik, ha a jaték az N csicspontba ér és
ott a jatékvezetd visszavonul. Fzt a fiiggvényt akar "fenyegetés fiiggvénynek" is
nevezhetnénk, hiszen minden jatékosnak azt kell mérlegelnie, hogy elkotelezi-e magat
a jatékvezets javaslatainak kovetésére, ellenkezé esetben a fenyegetés realizalodik és
ennek megfelelGen alakul a kifizetése. A pesszimista megkozelités az lenne, ha mind
A, mind B jatékos a maxmin Kkifizetéssel szamol a sajat szempontjabol az N-el
kezd6d6 résztaban. Mivel a maxmin kifizetés soha sem nagyobb a N E P kifizetésnél,
az 0sztonzo feltétel nem lesz szigorubb, mint a —ben definialt feltétel (enyhébb
igencsak lehet), igy tobb lehetGség keletkezik egy kivanatos kimenetel elérésére. Ha
az optimista megkozelitést alkalmazzuk és a N E P-nél jobb kifizetésekkel szamolunk
jobboldalan, akkor nagyon kénnyen el&fordulhat, hogy a T'SCE-k halmaza
tires lesz, mivel ilyenkor valamelyik (vagy mindketts) jatékos szamara kifizet6dsbbé
valik a vak engedelmesség megtagadésa.

Egy masik forgatokonyvet kapunk, ha az AFCFE és a TSCFE protokolljait kom-
binaljuk a kovetkezGképpen. A javaslattol valo eltérés csak egyszer fordulhat el
(AFCE) és az eltérs jatékos csak azok koziil a lépések koziil valaszthat, amelyek
nem lettek javasolva. Ez a forgatokonyv egy olyan helyzetet modellez, amikor a
jatékvezet6 nem sértédik meg attol, hogy nem fogadtiak meg a javaslatait és a to-
vabbiakban is adja a javaslatait (ezeket viszont meg fogjak fogadni, hiszen csak
egyszer lehet eltérni) jobb kimenetel elérése érdekében. Az a korlatozas, hogy csak
egyszer lehet eltérni, valamiféle stabilitast fejez ki: egyenstlyban (ezt puha iigynok-
alaki korrelalt egyensiilynak, roviden SAFC E-nak nevezziik) egy jatékosnak nem
éri meg egy iigynoke javaslatat sem ignoralni, feltéve, hogy mindenki mas (beleértve
sajat magat is a jaték késébbi fazisaban) megfogadja az ligynok tandcsat.

A SAFCFE 6szt6nz06 feltételeit is gy szamoljuk ki, hogy 6sszehasonlitjuk az en-

gedelmesség és az eltérés varhato kifizetését és megkoveteljiik, hogy az engedelmes-
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séggel ne lehessen rosszabb kifizetést elérni, mint annak megtagadasaval. Ugyanazon
az tton haladunk, mint azt a T'SC'E esetében tettiik és ugyanazokat a jeldléseket
is hasznaljuk. Tegyiik fel, hogy a jatékvezets segitségét elGszor (és feltételezésiink
szerint utoljara is) az N cstcspontnal utasitja el az A jatékos, akinek ott 1épnie kell.
Ha az N cstcspontban az e; €l lett kisorsolva és az A nem kotelezi el magat a vak

engedelmességre, akkor a legnagyobb kifizetés, amit kaphat a G részjatékban

r=k

L max
— 4 i
és igy az 0sztonzd feltétel a kovetkezd:
r=k r=k
> TCz Y tmaxCy,
r=1 q r=1 q g7

ami mindkét oldal g-val valé beszorzasa utan igy alakul

r=k r=k
Z q,Cr > Z gy max Cj :
r=1 r=1 i

Ez azonban sajnos nem linearis egyenlétlenség, ami egy oridsi akadaly a gyakorlati
alkalmazasokban. Konnyd megmutatni, hogy az egyetlen N E P-b6l nyert fa-korrelalt
egyenstly egy SAFCE, igy ebbdl kiindulva lokalis kereséssel remény van arra, hogy
tudunk rajta Pareto-javitani. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy valodi altalanosi-

tésrol van szo.

2.22. tétel (Forgo| (2011)). Nem az egyértelmien maghatdrozott NEP az egyetlen
SAFCE.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a jatékfa hossza (a gyokeret a levelekkel Gsszekotd
leghosszabb Gsvény éleinek szama) L és egy olyan D dontési pontban vagyunk, amely
egy lépésre van egy levéltsl (ez 1 hosszisagu részfa) és itt az A jatékos van lépésen:
valasztania kell az [y, ..., levelek koziil, amelyekhez tartozo kifizetései by, ..., by.

A D cstucspontban az 0sztonzé feltétel
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i—k ik
21: pib; > 21: Di I?Qz?ibj ,
1= 1=

ahol pq,...,pr az egyes lehetséges 1épések valoszintiségei. Az altalanossig megszo-
ritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy by > by > ... > b;. Azonnal lathato, hogy barmely
valoszintiségeloszlas, ahol p; > 1/2 kielégiti az 6sztonz6 feltételt. Valasszunk és rog-
zitsiink egy olyan valoszintiségeloszlast, ahol 1/2 < p; < 1 minden 1 hossziisagi
részfara. Definidljunk most egy jatékfat, amelynek hossza L — 1 és minden levél egy
olyan részfat reprezental, amelynek a hossza 1, és a kifizetések a jatékosok varha-
to kifizetései az arra részfara rogzitett valoszintiségekkel szamolva. Ezt az eljarast
megismételjiik mindaddig, amig elérjiik a gyokeret. Végiil egy SAFCE-t kapunk, ha
a leveleket a gyokérrel 0sszekotd tt mentén az egyes valoszintiségeket Osszeszoroz-
zuk és az igy kapott valoszintiségeket rendeljiik a levelekhez. FEzek a konstrukcidobol
kovetkezGen egy SAFCE-t adnak, amely nem tartozhat egyetlen N FEP-hez sem.
Valoban, az igy meghatarozott SAFC E-hoz tartozo valoszintiségek 1- nél kisebbek,
mert az els6 tényezé kisebb 1-nél, mig az egyetlen N EP esetében egy levélhez az 1

valoszintiség és az Gsszes tobbi levélhez a 0 valdszintség tartozik. U

Ebbdl a bizonyitasbol latszik, hogy az elgbbi konstrukcioval, lényegében visszafele
indukcioval, el tudunk allitani egy (altaldban nagyon sok) SAFCE-t. Arra viszont

semmi garancia nincs, hogy minden SAFCFE elGéallithato ily moédon.

2.23. példa. A konstrukeio szemléltetésére tekintsiik a[2.21} példaban vizsgalt négy-
labu jatékot. Jeloljiik az A és B jatékosok elsé és masodik dontési pontjat Al, A2
és B1, B2-vel, a "folytat" 1épés valasztasanak valoszintségét az Al, Bl, A2, B2
pontokban rendre p, q, r, s-el. Az 6sztonzé feltételek forditott sorrendben az egyes

dontési pontokban az alabbiak:
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45 +5(1 —5) > 55+ 4(1 —s)
31=r)4+2r(1—s)+5rs>3r+ (bs+2(1 —s))(1 —7)
3(1—q) +2(1—r)g+5r(1 — s)q + 4rsq >
3¢+ (2(1 —7)+5r(l —s)+4rs))(1 —q)

1 —p+3¢(1 —7)p+2qr(1 —s)p+ bqrsp >

p+ (3g(1 —r) +2qr(l —s) + 5qrs)(1 —p) .

Ezek az egyenlGtlenségek az els§ kivételével mind nem linearisak. Ez még akkor

is igy marad, ha a p, ¢, r, s viselkedési valoszintiséget a levelek py, pa, p3, P4, P5

valoszintiségeivel fejezziik ki. Vagyis

Ds
S =
Pa+ D5
S D4+ D5
P3 + P4+ D5
g = P3 + P4+ D5

P2+ P3+DPs+Dps
P = p2t+p3st+pst+ps.

Egy SAFCFE megtaldlasa céljabol valasszuk az s = 1/4 értéket, amely kielégiti a

B2 egyenl6tlenséget. Ekkor a jatékosok varhaté kifizetései a B2 dontési pontban

(11/4,19/4). Ezeket az értékeket rogzitve, az A2 6sztonzé feltétel az alabbi lesz

11 11

Vélasszunk egy tetszéleges r értéket, amely kielégiti a fenti feltételt, mondjuk r =

1/3. A varhato kifizetés A2-ben az eddig rogzitett valosziniségekkel szdmolva (35/12,

35/12). Igy az 6szténzé feltétel Bl-ben:

35 35
1— 200> 21 —q) .
3(1—¢q)+ 54 =30+ 12( q)
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Valasszuk ¢ = 1/2-6t, amely kielégiti a fenti egyenlGtlenséget és szamoljuk ki a var-
hat6 kifizetéseket Bl-ben, amely a kivetkezs: (35/24, 71/24). Igy Al-ben az 6szt6nz6
feltétel

35

35
lept 22n>p+ 2201 —p) .
p+24p_p+24( p)

Valasszuk a p = 3/4-et, amely kielégiti a fenti feltételt. Most mar megvannak a p =
3/4, q = 1/2, r = 1/3, s = 1/4 viselkedési valosziniiségek, amelyekbdl egyszertien
ki lehet szamolni a levelek valoszintségeit: p; = 8/32, po = 12/32, p3 = 8/32,
ps = 3/32, ps = 1/32, ami koénnyen ellendrizhetSen egy SAFCE. Az is kidertiil,
hogy ez egytuttal egy T'SC'E is, de ez nyugodtan tekinthets véletlennek is, semmi

garancia nincs arra, hogy ezzel a konstrukcioval egyuttal egy T'SC E-t kapunk.

P

gat, hogy a részjatékokban mindkét jatékosnak egyértelmtien meghatérozott NEP
kifizetése legyen. Az externalis véletlen kizérasa és a kiillonbozé kifizetések feltétele-
zése csak egy elégséges féltétel ahhoz, hogy ez a feltétel teljesiiljon. Osszehasonlitva,
a SAFCE esetében ez a feltétel elhagyhato, mivel a részjatékok N E P kifizetéseinek

semmilyen szerepe sincs az 0sztonzé feltételek definiciojaban.

2.6. Optimalizalas a fa-korrelalt egyenstilyok halma-
zan

Rendszerint sok korrelalt stratégia van, amely kielégiti az 6sztonzé feltételeket. Ha
kombinélni szeretnénk a stabilitast, amelyet az Osztonzd feltételek fejeznek ki és
amelyeket a kiilonb6z6 protokollokbol vezetiink le, és ki szeretnénk valasztani a
jatékvezets (vagy valamilyen mas személy vagy testiilet) szempontjabol a lehetséges
korrelalt egyensulyok koziil a legjobbat (optimalisat), akkor egy optimumfeladatot
kell megoldanunk.

A fa-korrelalt egyensiily esetében a valtozok a fa minden egyes | € L leveléhez

81



dc_837 14

rendelt valosziniiségek (ezeknek az Osszege 1 kell legyen). Azon tul, hogy a fa le-
veleihez a jatékosok altal elért hasznossidgot rendeljiik, amit akkor tudnak elérni,
ha a jaték abban a levélben végzédik, minden egyes fa-korrelalt egynsilyhoz hoz-
zérendeljiik azt a hasznossagot, amelyet a jatékvezets (vagy valamilyen mogotte
allo szervezet) ér el. Specidlis eset az, ha minden levélhez egy valos szamot rende-
liink hozza, ami azt a hasznossagot reprezentilja, amelyet a jatékvezet6 ér el akkor,
ha a jaték az adott levélben végzddik. Ezeknek a hasznossagoknak a varhato érté-
két a fa-korrelalt egyensily valoszintiségeivel szamolva kapjuk a jatékvezets varhato
hasznossagat, ami a valosziniiségek linearis fiiggvénye. Ebben a specidlis esetben a
jatékvezets varhato hasznossdganak maximalizaldsa a fa-korrelalt egyensily linearis
osztonzo feltételei mellett egy LP feladat. A jatékvezets hasznossagi fliggvényének
nem kell kdztudottnak lenni.

Ha a SAFCE-k halmazan akarunk optimalizalni, akkor a nem lineéris feltéte-
lek komoly problémékat okozhatnak. Az optimalizalas sokkal egyszertibbé valik, ha
egy j modszerrel Ggy nevezett "részjaték tokéletes optimalizalast" végziink, Forgd
(2011). Ennek az otlete a visszafelé indukcion alapszik. Ugyanagy haladunk a fa
aljatol felfelé, mint azt tettiik, amikor csak egy, a NFEP-t6l kiilonb6z6 SAFCE-
t akartunk meghatarozni. A kiilonbség az, hogy akkor egy tetszéleges lehetséges
megoldéasat kerestiink az egyvaltozos linearis egyenl6tlenségnek, most pedig egy op-
timalisat. A dolgot nagyban egyszeriisiti, hogy minden szinten csak egyvaltozos op-
timumfeladatokat kell megoldani, amire nagyon altalanos célfiiggvények esetében is
igen hatékony modszerek léteznek.

Az algoritmus részletes formalis leirasa helyett inkabb egy példan keresztiil mu-

tatjuk meg, hogyan miikodik.

2.24. példa. Vegyiik ismét a és [2.23] példaban szerepld négylabu jatékot és a

kovetkezs célfiiggvényt
p1+ 3p2 + 5p3 + Tpy — max
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A részjaték tokéletes optimélis megoldas meghatarozasahoz elGszor a levelekhez ren-
delt valoszintiségeket viselkedési valoszintiségek szorzatava alakitjuk at és igy a cél-

fliggvény az alabbi alaku lesz:

1—p+3p(1—q)+5pg(l —1)+Tpgr(1—s) .

Els6 lépésként oldjuk meg a jatékvezets optimumfeladatat a B2 dontési pontban:

7(1—s) — max
st. 4s+5(1—s) > bs+4(1—s)
0 < s<1

ahol s jelenti a folytatas valoszintiségét. Az optimalis megoldas s = 0. Igy a visszafelé
indukci6 szellemében mindenki tudja, hogy ha a jaték a B2 pontba jut, akkor a
kifizetés a jatékosoknak rendre 2 és 5 lesz, a célfiiggvény érték pedig 7. Ez azért van
igy, mert a jatékvezetd javaslatatol valo eltérés csak egyszer fordulhat el a SAFCE
definicidja szerint. Ezért a jatékvezets az A2 pontban a kdvetkez6 L P feladatot oldja

meg:

7r+5(1—r) — max
st. 2r+3(1—r)

A%

3r+2(1—r)

0 < r<i1
amelynek a megoldasa r = 1/2. Igy mindenki azt hiszi a B1 doéntési pontban, hogy
ha B jatékos a "folytat" 1épést valasztja, akkor a jatékosok varhato kifizetései rendre
5/2 és 7/2, mig a célfiiggvény érték 6. A "megall" 1épés a jaték leirasa szerint a 0
és 3 kifizetéseket adja és a célfiiggveény érték 3. Igy most a jatékvezets a kovetkezd

feladatot oldja meg:

6g+3(1—q) — max
st 3,5¢+3(1—¢q) > 3¢+3,5(1—9q)
0 < ¢<1
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A megoldas ¢ = 1. Hasonlb6an tudjuk kiszamolni, hogy p = 1, vagyis az A jatékos
az els§ dontési pontjaban, Al-ben azt a tanéicsot kapja, hogy folytassa a jatékot.
Mindent &sszerakva, azt kaptuk, hogy a részjaték optimalis SAFCFE a kovetkezs:
Mind A mind B jatékos el6szor azt a tanacsot kapja, hogy jatsszak a "folytat'"-ot,
aztan az A jatékos 1/2 valoszintiséggel kapja a "megall" és a "folytat" tanacsot a
jatékvezet6tol és végiil a B jatékos a B2 pontban azt a tanicsot kapja, hogy éalljon
meg, ha a jaték eljut egyaltalan odaig. A részjaték tokéletes optimalis viselkedési

valoszintségek:

vagy masképpen

1 1
b1 y D2 , P3 27 D4 2a Ps

A célfiiggvény érték 6. Ez a megoldas éppenséggel optimalis a SAFC E-k halmazéan

is, de mint azt korabban is emlitettiik, ezt dltalaban nem lehet garantalni.

2.25. tétel (Forgo (2011)). Rdgzitett dontési csicspontszdm mellett a részjaték to-
kéletes optimalizalasnak o SAFCE-k halmazdn linedris célfiigguény esetében az idd-

1génye a jatékfa éleinek linedris fiigguénye.

Bizonyitds. Az algoritmus szerint minden dontési pontban egy olyan LP feladatot
kell megoldanunk, amelynek (a nem negativitasi feltételeken kiviil) két feltétele van:
egy Osztonzo feltétel és egy normalizald feltétel. Dyer (1984) bebizonyitotta, hogy
ez a probléma a valtozok szamaban (vagyis a csticspontbol kimend élek szamaban)
linearis id6 alatt megoldhato. A részjaték tokéletes optimalizalas soran minden don-
tési pontban egy ilyen feladatot kell megoldani és igy a feladat az egész fan az Gsszes

élek szaméaban linearis id§ alatt oldhato meg. 0

Lathattuk, hogy minden dontési pontban a megoldandé feladatnak annyi valto-

z6ja van, amennyi az onnan kiindulé élek szama. S6t, a normalizalo egyenlGséghbdl
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egy valtozo kifejezésével a valtozok szama eggyel csokken. Ezért kevés valtozo eseté-
ben szinte minden célfiiggvénnyel kezelhetd a feladat. Ugyanez a helyzet, ha ugyan

sok valtozo van, de a célfiiggvény konkav.

2.7. Egy alkalmazas

A TSCE gondolata el6szér az Europai Unié meghizasabol, a széndioxid kibocsatas
csOkkentésére alkalmazott stratégidk vizsgalatanak témakdrében irt tanulmanyban
(STADCERO) vetsdott fel, Toth et all (2001), majd a tanulmény jatékelméleti vo-
natkozéasait targyalod cikkben [Forgé et al (2005) részletesebben is ki lett fejtve. A
hasznalt komplex modell egy extenziv formaban adott jaték koré épiil. A jatéko-
sok kiilonb6z6 orszdgesoportok, amelyek bizonyos idGpontokban hozhatnak donté-
seket arrél, hogy mekkora eréfeszitéseket tegyenek egy adott periddusban a GHG
(iiveghazhatasi) gazok atmoszférikus koncentraciojanak csokkentésére. A jatékosok
szekvencidlisan (nincsenek szimultan dontések), adott sorrendben, déntenek a GHG
csOkkentésre tett erdfeszités mértékérsl (véges szami lehetdségbdl valaszthatnak),
sajat maguk és a tobbiek korabbi dontéseit ismerik. Az utolsd periddus végén tor-
ténnek meg a kifizetések, amelyeket a Nordhaus és Yang| (1996)) kombinalt éghajlat
és makrodkonomiai modell segitségével szamoltunk ki. A modell részletei megtalal-
hatok az idézett STADCERO tanulményban. Csak annyit emlitiink meg itt, hogy az
illetd jatékos (orszagesoport) orszagainak az egész idshorizonton vett, jelenértékre
visszadiszkontalt fogyasztasa jelenik meg a jatékfa végpontjaiban. A stratégia vilasz-
tés szerepe ott jon be a képbe, amikor a periddusokon keresztiil megvalasztott GHG
redukciora forditott koltségek, amelyek az atmoszféra valtozéasra, és ezen keresztiil
a gazdasagi teljesitményre gyakorolt hatas kovetkeztében kiilonbozd kifizetéseket
eredményeznek a fa leveleiben.

A legegyszertibb valtozatban két jatékos (orszagesoport) van: az F (fejlett or-
szagok) és a D (fejl6ds orszagok) valamint harom id6periodus: a Kyoto periodus

(2000-2010), a post-Kyoto periodus (2011-2020) valamint a nyitott "forever" peri-
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6dus (2021-). Elgszor F' 1ép a Kyoto periédusban, majd a post-Kyoto periédusban
elébb D lép majd F' és ugyanez torténik a nyitott periodusban. Tehat a sorrend:
F —D —F — D — F. Minden dontési pontban harom lehet&ség kozil (N, K és M)
valaszthatnak. N azt jelenti, hogy az illet§ jatékos semmilyen extra eréfeszitést sem
tesz a csokkentés érdekében, ennek szintje az 1990-es szinten marad. Az M a teljes
elkotelezettséget jelenti a Kyoto ajanlas (18%) mellett. A K koztes érték a 12% -os
vallalast jelenti.

T6bb megoldast is futtattunk, amelyek koziil csak a N EP-et és a T'SC E-t hason-
litjuk Gssze. A "jatékvezets" célfiiggvénye a varhato globalis hémérséklet valtozas
minimalizalasa volt. A stabilitast az orszagcsoportok Osszfogyasztasara koveteljiik
meg megfelel§ 0sztonzo feltételekkel, mig a "globalis jolét" novekedését a hémeérsék-
let novekedés csokkenése jelenti.

A NEP a fanak ahhoz a leveléhez vezet, amely az alabbi Gsvény végpontja:
K—M—M—N-K.Ehhez 2,308 C° atlagos globalis hdmérséklet emelkedés tartozik.

A hdémeérséklet novekedést minimalizaldo T'SCE a kovetkezd levelek keverése:

Level Valoszintiség

K-M-M-N—-K| 02125
K—M-M-N-M| 02125
K-M-M-K-N 0,45
K-M-M-K—-M| 0,125

Ehhez az alacsonyabb 2,255 C° (2,3%-al alacsonyabb, ami a globalis méretek
miatt igen jelentds) hdmérséklet novekedés tartozik.

A klimatargyalasok Osszefiiggésében a "jatékvezets" szerepének kiosztasa nem
kiilontsebb probléma, barmely kell§ felhatalmazassal ellatott nemzetkozi szervezet
betdltheti. De még ez sem feltétleniil sziikséges hozza, mivel a sorsolas feladatat egy
megfelel§ sorsolasi protokoll (igaz, hogy meglehetdsen bonyolult) elfogadasaval és
végrehajtasaval helyettesiteni lehet. Egy ilyen protokollra j6 példa Barany| (1992)

munkija. Mas, lényegesen egyszeriibb mechanizmussal is lehet azonban helyettesi-
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teni a sorsolast ebben a konkrét esetben.

Példaként tekintsiik azt az esetet, amikor az A és B stratégiaprofilokbol 2/3—1/3
valoszintiségekkel kellene azt kivalasztani, amelyik majd a jatékvezets javaslata lesz.
Tegyiik fel, hogy van egy bizottsag, amelynek bizonyos pénzmennyiség all rendelke-
zésre, hogy tamogasson egy olyan el6késztG munkat, amelynek alapjan a jatékvezetd
javasolni fog. Ha ezt a pénzmennyiséget 2/3 — 1/3 aranyban osztja szét az A és B
tamogatéasara és a siker (vagyis, hogy a jatékvezetd éppen az illet stratégia pro-
filt tAmogatja) aranyos a tamogatasara forditott pénzzel, akkor egy olyan sorsolést
valositottunk meg, amelyben nem szerepel semmilyen klasszikus és a déntéshozok

altal nem kedvelt randomizélas (pénzfeldobés, rulett kerék stb.).
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3. fejezet

Az L-Nash alkumegoldas

3.1. A Nash-alkumegoldas

Nash nem csak a nem-kooperativ jatékok egyensilyi vizsgalatanak alapjat fektette
le, Nash| (1950al), Nash| (1951)), hanem a kooperativ jatékelmélet teriiletén is elindi-
tott egy maig is virulens kutatasi iranyt, Nash| (1950b)), Nash| (1953), amely kiilon-
bézik a von Neumann és Morgenstern| (1944) megkozelitéstsl. A Nash altal vizsgalt
modell egyszer(i, minden sallangtol megtisztitott és csak a lényegre koncentral: a le-
hetséges kimenetelek halmazabol (a hasznossagi térben) kell egy elemet kivalasztani,
amely jol fejezi ki a jatékosok "alkupoziciojat". A kivalasztott elemet alkumegoldés-
nak (bargaining solution) nevezte, ami késébb Nash-alkumegoldas, (NAM) néven
valt koézismertté.

Jeloljik F-el a lehetséges kimenetelek (kifizetések) halmazat és d = (dy, dq)-
vel az egyet nem értési (disagreement, status quo) kifizetést. Az (F, d) parost, ahol
F C Ri, d € R2?, kétszemélyes alkuproblémanak nevezziik. Feltessziik, hogy F
konvex, kompakt és van olyan x € F', hogy = > d. Ez egy kicsit kevésbhé altalanos
megfogalmazas, mint Nashé, de a lényeget nem érinti. A (kooperativ) jaték abbol
all, hogy a két jatékos targyal egymassal arrdl, hogy F' melyik elemét valasszak.
Ha sikeriil megegyezni, és a valasztas x* € F', akkor az els6 jatékos megkapja az

x7 kifizetést, a masodik pedig x3-ot. Ha nem sikeriil megallapodniuk, akkor az els§
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jatékos a di, a masodik a dy ,biintets" kifizetést kapja.

Ha adott az (F,d) alkuprobléma, akkor mit tekintsiink megoldasnak? Jeloljiik
A-val az alkuproblémék halmazat. Egy ¢: A — R? fiiggvényt megoldasfiiggvény-
nek vagy roviden megoldasnak neveziink. Az axiématikus megkozelités igyekszik
kovetelményeket megfogalmazni, amelyek intuitiven elfogadhatoak, és egyértelmtien

meghatéaroznak egy megoldast. Nash axiomai (kovetelményei) a kovetkezsek:

1. Lehetségesség: minden (F,d) alkuproblémara ¢ (F,d) € F. Ez a kévetelmény

nem szorul magyarazatra.

2. Racionalitas: minden (F,d)-re (F,d) > d. Mindegyik jatékosnak legalabb
annyit kell kapnia, mint amennyit akkor is kapna, ha nem sziiletik semmilyen

megegyezés.

3. Pareto-optimalités: ha f € F, és f > ¢(F,d), akkor f = ¢(F,d). Ez a klasszi-

kus Pareto-elv az alkuprobléma kontextusaban megfogalmazva.

4. Skala fliggetlenség: ha a1, as > 0, By, B2 tetszbleges, és

d = (oqdy + Br, aody + o)

F' = {(oqx1 + Bi, a0xs + [2): (w1, 22) € F}

akkor ¢(F' d') = (a1 (F,d) + By, ase(F,d) + [2). A megoldas ne fiiggjon
attol, hogy milyen mértékegységben szdmolunk és hova tessziik a mérési skila

kiindul6 pontjat.

5. Kedvezstlen alternativaktol valo fiiggetlenség: ha F' C F, (F',d) € A, és
Y(F,d) € F', akkor ¢(F',d) = ¢(F,d). Az optimumszamitas "relaxacios"
elvének megfelels kikotés. Ha a lehetséges kimenetelek halmazat agy szikitjiik,
hogy a megoldas a sztikebb halmazban is benn van, akkor a sziikebb lehetséges

kimeneteld probléménak is ez kell legyen a megoldasa.
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6. Szimmetria: ha (21, x2) € F akkor és csak akkor, ha (zq, 1) € F ésd; = da, ak-
kor ¢ (F,d) = 1o(F,d). Mindenben azonos jatékosok kapjanak ugyanannyit.
Mas szoval, a jatékosok minden lényeges tulajdonsidga (alkuereje, rendelke-
zésre allo lehetGségek halmaza, stb.) a modell része kell legyen, semmi kiilsé

kiilonbség ne legyen kozottiik.

Tekintsiik a kovetkezd maximum feladatot, amelynek célfiiggvényét Nash-szor-

zatnak nevezzik:

(r1 —dy)(zg — d2) — max

s.t. (x1,29) € F
T > d
To > do

Ennek a feladatnak pontosan egy megoldésa van, melyet Nash-alkumegoldasnak
(N AM) neveziink. Legyen ¢ az a megoldésfiiggvény, amely minden alkuproblémahoz

a NAM-ot rendeli.

3.1. tétel (Nash| (1950b)). ¢ az egyetlen megolddsfiggvény, amely az 1-6 kovetel-

ményeket kielégiti.

A NAM-ot nem nehéz altalanositani n jatékos esetére. Mind az altalanositas,
mind a [3.1] tétel bizonyitasa ugyanugy megy, megvaltoztatva a megvaltoztatando-
kat, mint Nash eredeti bizonyitasa és tobb konyvben megtalalhato, példaul Forgd
et al (1999). A kénnyt hivatkozas kedvéért a problémat, az axiomékat és a tételt n
jatékosra is megfogalmazzuk.

Az alkuprobléma definicidja: az (F,d) parost, ahol FF C R, d = (dy,...,d,) €
R"™, n-személyes alkuprobléménak nevezziik. Feltessziik, hogy F' konvex, kompakt
és van olyan z€F, hogy = > d. A (kooperativ) jaték abbol all, hogy n jatékos
targyal egymassal arrél, hogy F' melyik elemét valasszak. Ha sikeriil megegyezni, és

a valasztas x* € F, akkor az i jatékos megkapja az x kifizetést, i € N = {1,...,n}.
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Ha nem sikeriil megallapodniuk, akkor a jatékosok a d;, i € N ,biintetd" kifizetést
kapjéak.
Jeldljiik A-val az alkuproblémék halmazat. Egy ¢: A—R" fliggvényt megoldés-

nak neveziink. Az axiomak:
1. Lehetségesség: minden (F,d) alkuprobléméra ¢ (F,d) € F.
2. Racionalitas: minden (F,d)-re ¢/(F,d) > d.
3. Pareto-optimalitas: ha f € F, és f > ¢(F,d), akkor f = (F,d).

4. Skala fliggetlenség: ha aq,...,a, >0, B1,..., B, tetszbleges,

d = (aadi+ By, .., andn + B)

F' = {(aqz1+ B, ..o,y + Bn) : (21,...,2,) € F}

akkor Y (F',d') = (ant1 (F,d) + Bi, ..., cnbn(F,d) + ).

5. Kedvezstlen alternativaktol valo fiiggetlenség: ha F' C F,(F',d) € A, és
W(F,d) € F', akkor ¥(F’',d) = 1(F,d).

6. Szimmetria: ha van olyan ¢ és j indexparos, hogy (x1,...,%;, ..., ), ..., Ty) €
F akkor és csak akkor, ha (z1,...,%j,..., 2, ...,2,) € F &s d; = d;, akkor

@Zji(Fv d) = ¢j(F’ d)

A Nash-szorzat értelemszeriien megvaltozik, csakigy, mint a megoldandé opti-

mumfeladat:

ﬁ(mi—di) —  max

=1

st. (z1,...,2,) € F
r;, > d;, 1€ N .
Ennek a feladatnak szintén pontosan egy megoldasa van, melyet n-személyes
Nash-alkumegoldésnak neveziink. Ezt szintén N AM-al roviditjiik. Legyen ¢, az a

megoldasfiiggvény, amely minden n-személyes alkuprobléméhoz a N AM-ot rendeli.
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3.2. tétel. ¢, az egyetlen megolddsfiggvény, amely az 1-6 kovetelményeket kielégiti.

A NAM korant sem az egyetlen alkumegoldas. Més axiomak mas megoldasok-
hoz vezetnek. Fzek koziil megemlitjiik a nem-szimmetrikus Nash-alkumegoldast,
Harsanyi és Selten| (1972)), a Kalai-Smorodinsky megoldast, [Kalai és Smorodinsky
(1975), a referencia fiiggvény megoldast, Anbarci| (1995)), az egalitariAnus megoldast,
Kalai (1977), a szuperadditiv megoldast, Perles és Maschler| (1981)), az "egyenl§ &l-
dozatok" megoldést, Chun| (1988)), és az "egyenl§ teriiletek" megoldast, Anbarci
(1993), (Calvo és Peters (2000). Az alkuprobléméak kooperativ modelljeinek 6sszefog-

lalo attekintését adja Thomson| (1994).

3.2. Az L-Nash alkumegoldas

Mint azt lattuk, egy alkuprobléma két dologtol fiigg: az F' lehetséges kimenetelek
halmazatol és a d egyet nem értési kifizetéstsl. Sokan vizsgaltdk, hogy miként fiigg
a NAM a d-t6] rogzitett F' mellett. Thomson| (1994)) attekintd cikke itt is a legjobb
referencia. Altalaban monotonitasi és konkéavitasi tulajdonsagokat vizsgaltak, szinte
semmilyen figyelmet nem szenteltek annak a problémanak, hogy mi torténik, ha az
egyet nem értési pont valamilyen irAnyban a végtelenhez tart. Fz tobb szempontbol
sem érdektelen probléma. Egyrészt sok esetben annak az "ara", hogy az alku idében
elhizodik és nem sziiletik megegyezés folyamatosan néhet. Masrészt, mint azt 1atni
fogjuk, szoros kapcsolat alakithato ki a NAM és a dontéselmélet egyik legtobbet
vizsgalt problémaja: a véges, tobbritériumu déntési probléma kozott.

A kovetkezGkben Forgdl (1984), |[Forgo et all (1999) és Forgd és Szidarovszky| (2003)
munkikra tdmaszkodunk.

Legyen C(a) = (F,—ar) egy n-személyes alkuprobléma, ahol r € R™, r > 0,
és a egy pozitiv paraméter. Az r vektort egyet nem értési iranynak nevezziik. Bér-
mely a-ra a NAM az o paraméter b: R — R™ fiiggvénye. A b(a) NAM az alabbi

matematikai programozasi feladat egyetlen optimélis megoldésa

92



dc_837 14

[[(zx +ary) — max
k=1 (3.1)

s.t. r € F
Megmutatjuk, hogy b(a) egy 1° € F ponthoz konvergal, ha o — oco. A b° vektort
igy csak az F' lehetséges halmaz és az r egyet nem értési irdny hatérozza meg. Ezt
az alkuproblémat limit-alkuproblémanak nevezziik és tomoren (F, —r)t-el jelsljiik.
A % megoldast limit- N AM-nak,vagy réviden LN AM- nak nevezziik.
Barmely x € F-re a feladat P(«) célfiiggvénye az « paraméter n-foku

polinomja. Irjuk fel ezt a polinomot az

s(z,a) = hp(z)a™ + hp_1(2)a" 1 + hy_o(z)™ 2 4+ ...+ hy(2)a + ho() |

alakban, ahol

hno(z) = Z (H rk> ;T

i=1 j#i \k#ij

Tekintsiik a kdvetkez6 matematikai programozasi feladatot:

h,_1(x) — max

(@) (3.2)
s.t. rx € F.

Ha (3.2)-nek egyetlen z' megoldésa van, akkor legyen 2° = z!. Ha (3.2)-nek tobb

optimélis megoldésa van, akkor oldjuk meg az alabbi feladatot:
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hn_o(zr) — max

s.t. r € F (3.3)
ahol

h* = max hn—1(x) .

Vegyiik észre, hogy h,_i(z) linearis, és mivel F' konvex, kompakt, ezért (3.3) lehet-
séges tartomanya szintén konvex és kompakt. Elvégezhetjiik a kdvetkezs atalakitast

(Fiilop Janos észrevétele)

hna(z) = [hn_1<x>]2—Z<Hm-) z; /<2Hn> .

i=1 \j#i
Ezért (3.3)) ekvivalens az alabbi szigortian konvex matematikai programozasi feladat-

tal:

2
Dict (Hj;éi Tj) 27 — min

S.t. r € F (3.4)
hn_l(l') = h* s

amelynek az egyetlen megoldasa x2. Ebben az esetben legyen 2° = 2.

3.3. tétel (Forgo és Szidarovszky| (2003)). A fentickben definidlt 2° az (F,—r)t

limat-alkuprobléma LN AM megolddsa.

Bizonyitds. Azt kell bizonyitani, hogy ha @ € F az (F, —ayr) alkuproblémak N AM-
jai {b(ay)} sorozatanak torlodasi pontja, barmely o — oo sorozat esetén, akkor
2 =7.

Legyen T a N AM-ok {b(ay)}sorozatanak egy torlodési pontja, amint ay — oo.
Mivel F' kompakt, létezik legalabb egy torlodasi pont. Az egyszertiség kedvéért ve-
zessilk be a by = b(ag), k = 1,2,... jelolést és tegyiik fel, hogy oy > 1 minden

k=1,2,...ra.
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Indirekt bizonyitast alkalmazva feltessziik, hogy 2° # 7. Két esetet kiilonbozte-

tiink meg:

51 = hn_l(ZEO) — hn—l(f) >0 (35)
Bo_1(2°) = hp ot (T) =0 (3.6)
52 = hn,Q(IO) - hn,Q(f) > 0.
Az 1Y definicioja miatt, (3.5) és (3.6) minden esetet kimerit. A (3.5 esetben, van

olyan ky index, hogy minden k > k;-ra

s (2) — ha(b) = 2

Definidljuk az s(z, ) fiiggvényt a kovetkezd képpen:

o an—l

hn—2(x) ho(l’)) _

s(z,a) = o™ (ahn(ac) +hp(z)+ ———+ ...+

Mivel valamennyi h;, 7 = 0,1,...n — 1, fliggvény folytonos és I’ kompakt, ezért ha

a > 1, akkor van olyan K; > 0 konstans, hogy

s(r,a) > o™t

s(z,) < a7t (Oéhn(m) 4 () + %)
(

fennallnak. Ha k& > kq, akkor

K
s(bk,ox) < o (akhn(bk) + hy—1(br) + a—;)

K
8(1‘0, Oék) 2 O‘Z_l (akhn(xo) + hnfl(mo) - a_l) )
k

amibdl tudvan, hogy h,(x) konstans, kovetkezik
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2K
S($07 Oék) - S(bka Oék;) > ag—l (hn—l(xo) - hn—l(bkz) — a_]:)

_ 51 2K1
> n—1 - O
= N (2 Q. ) -
4Ky

ha oy, > 551, ami ellentmondas, hiszen by maximalizalja az s(z, ay) fliggvényt az F
halmazon.

A (3.6) esetben van olyan ks index, hogy minden k > ko-ra

hn_g(xo) — hn_g(f) 2 % .

Irjuk az s(z, ) fiiggvényt a kovetkezé modon:

s:) = 0 (o) + s o)+ ool + 22 PO,

Ha o > 1, akkor van olyan K5 > 0 konstans, hogy

s(r,a) < a7 (a2hn(az) + ahy_1 () + hpo(z) + %)
(

s(z,a) > "2 @Phu(x) + ahyy () + hyo(x) — é)

(07

fennéll. Ha k& > k,, akkor

K
s(bg,ap) < ap? (aihn(bk) + oghp—1(br) + hn—a(by) + &_2)
k
0 n—2 2 0 0 0 Ko
s(z”,a) > of aghn, () + aghy_1(2°) + hy_o(2”) — — -
k

Mivel 2° maximalizalja a h,_(z) fiiggvényt az I halmazon, ezért

0

w

) ak) - S(blw @k)
> 0 (glhaca(2) — s (b)) + o) — ho(Bi)] — 22)

o
zag”(‘&—%>>o,

(x

2 g

ha oy > %, ami ismét egy ellentmondas. U
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A tétel kovetkezménye, hogy az LN AM-ot legfeljebb két "jol viselked6" mate-
matikai programozasi feladat megoldasaval megkaphatjuk. Mivel ezek konvex prog-
ramozasi feladatok, hatékony megoldasi modszerek allnak rendelkezésre. Erdekes
kérdés, hogy vajon megkaphatjuk-e az LN AM-ot egyetlen NAM megoldasaként,

ha « elég nagy? Err6l szol a kovetkezd tétel.

3.4. tétel (Forgo és Szidarovszky| (2003)). Ha F' egy nem tres politop, akkor van
olyan oy > 0, hogy minden o > «ay, esetén az (F, —ar) alkuprobléma b(o) N AM -ja
az (F, —r)L limit-alkuprobléma LN AM -ja.

Bizonyitds. Legyen 2° az LNAM és V az 2° ponthoz tartozd lehetséges irdnyok

halmaza, vagyis

Vi={veR": v =1,2° 4+l € F valamely \ > 0-ra} .

Azzal a trivialis esettel, amikor F' egyetlen pont, nem foglalkozunk. Mivel F
politop, amelynek tébb, mint egy eleme van, a V halmaz nem iires és kompakt.
Indirekt bizonyitast hasznélva, tegyiik fel, hogy barmely oy > 0-ra, van olyan a > «

2 =

és T = z(a) € F, hogy

0< s, a)— s a)=[h,1(T) = hp_1(2")]a"?
(3.7)
+[hn,2(%> — hn,2<$0)]an72 + ...+ ho(%) — ho(SU(]) .
Béarmely z € F, x # 12° esetében legyen v = v(z) = m(x —29).

Tekintsiik el§szor azt az esetet, amikor (2)-nek egyetlen 2° megoldasa van. Ekkor

minden x € F, x # 2°, v € V-re fennall

hn,1($) - hnfl(xo) = ’$ - xoyh;z—lv <0 )

ahol h!_, a h,_; linearis fliggvény gradiense. Mivel V' kompakt, van olyan v > 0

konstans, amely fiiggetlen x-t6l és a-tol, és amelyre fennall

h;,—lv < _7<O>
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amibdl kovetkezik a

h’n—l (%) — hn—l (ZEO)

[z — 20|

<—<0

egyenl6tlenség. Mivel az o, (k = 0,...,n — 2) hatvanyok koefficiensei korldtosak,

ezért elég nagy ag-ra fennall

s(T,a) — s(z%; a)

. <0
T — 2 ’

amely ellentmond (3.7)-nek.
Tegyiik fel most, hogy (3.3)-nek tobb megoldasa van. A bizonyitas hasonloan

megy az el6z6 esethez. Ebben az esetben az I politopot felcseréljiik F'-vel, ahol

F'={ze€F:h, 1(z)=hy (2",

amely szintén egy politop. A lehetséges iranyok kompakt halmazat most definialjuk

a kovetkezdképpen:

Vii={v eR": |v| = 1,0 + W € F' valamely A > O-ra} .

Tegyiik ismét fel, hogy minden oy > 0-hoz van olyan a > ag ¢s T = x(a) € F,

hogy (3.7) fennall. A TLagrange kozépérték tétel szerint minden z € F', xz # 2°,

v = v(r) = m(x — 29)-re az alabbi egyenldség teljesiil

hi(x) — hk(xo) = h;c(xo + & (x — 930))|x — x0|v', E=0,1,...,n—2,

valamely 0 < &, ..., &_o < 1 értékekre. Igy T egy elég kicsi N kornyezetében minden

r€NNF, x#2° v € Vire

hna(x) = hn2(2°%) = by, _o(2° + & a( — 2°))[z — 2°l" <0,

és ezért
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Rl (2% 4+ & a(z — 2 < —y <0
valamely v konstansra, mivel NNF" és V' kompaktak, h,_, pedig folytonos (linearis).
Igy

hn_g (%) — hn_g (ﬁo)

[z — 20|

<—<0.

Ebbél, valamint a h,,_1(Z) — h,_1(2°) < 0 egyenl6tlenségbdl ugyanigy és ugyan-

azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, mint az els esetben. 0

Az a feltétel, hogy az F' politop legyen, azért kellett, hogy a lehetséges iranyok
V' halmaza kompakt legyen. V' lehet nem kompakt egészen egyszer(i nem linearis
esetekben is. Példaul legyen F := {z € R? : |z|? < 2}, 2° = (1,1). Ekkor V :=
{v = (vi,v2) € R* : v +0v3 =1, (1 + Mv1)? + (1 + Avg)? < 2 valamely A > 0-
ra}. Legyen v(e) := (vi(g), va()), ahol vy () 1= 1/1/2 — ¢, vy(€) := —/1/2 + ¢ és
0 < & < 1/2. Egyszerii szamolassal lathatjuk, hogy minden 0 < ¢ < 1/2, A = 2¢?
esetében |v(e)|? =1 és |14 Mv(e)|? < 2, ami azt jelenti, hogy v(e) € V. A hatarérték
U= lii%v(s) = (1/2, —1/2) azonban nincs V-ben, mivel nincs olyan A > 0 amelyre
(1+ \%AV + (1 — fracly/2))? < 2 fennéllna. Igy V nem kompakt.

A [3.4] tétel bizonyitasa nem konstruktiv. Hasznos, ha az alkuprobléma alapada-
taibol tudunk becslést adni az « biintet§ paraméter oy alsé korlatjara. Egy ilyen
becslést konstrudlunk a kévetkezSkben az n = 2 esetben.

Tegyiik fel, hogy az F politop csticspontjai py,...,pg és z az LNAM. A P(«a)

feladat célfiiggvénye ebben az esetben igy is irhato:

1179 + a(r1my + rox1) + aPriry — max .

Legyen p= (p1,p2),q= (q1,q2) az F két Pareto-optimalis csicspontja. Mivel a N AM
mindig Pareto-optimélis feliileten van (ez az egyik axiomal), ezért a P(a) feladat

megoldésa vagy Pareto-optimélis csiicspontban, vagy két ilyen csiicspont altal meg-
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hatarozott szakaszon van, amelyet Pareto-optimalis szakasznak fogunk nevezni. Le-

gyen

T={x:z= p+(1—XN)g, 0<A<1}

a p és ¢ pontok altal meghatarozott szakasz. A Nash-szorzat (P(«) célfiiggvénye) a

konstans tag elhagyéasa utan a 1" szakaszon a kovetkezs:

FO) = A1+ (1 =XN)q)(Ap2+ (1= N)g2) +ari(Apa+ (1= A)g2) +ars(Api +(1=N)q1) -

Ha a NAM a [p, q] szakasz belsejébe esik, akkor ott

F') =21 —q)(p2— @A+ (pr — @)@z + (P2 — @2)0u
(3.8)

+a(ri(ps — q2) +ra(pr —q1)) = 0.

Ez csak akkor 4llhat fenn minden elég nagy a-ra, és eziltal minden a > O-ra, ha

ri(p2 —q2) +r2(pr —q1) = 0. (3.9)

Ez azt jelenti, hogy abban az esetben, amikor az LN AM egy Pareto-optimaélis sza-
kasz belsejébe esik, akkor ag = 0. Mivel ry, 79 > 0, p # ¢, és [p, ¢] Pareto-optimalis
szakasz, ezért (p1 — q1)(p2 — ¢2) < 0. Igy minden elég nagy a-ra a NAM csak akkor

eshet a [p, ] szakasz belsejébe, ha a

(71 — 1)@ + (P2 — @)
2(191 - Q1)(P2 - Q2)

egyenlGtlenségek teljesiilnek. Ha (3.8) és (3.9) fennéllnak, akkor a [p,q] szakaszt

0<— <1 (3.10)

elfogadhatonak nevezziik. Ha a [p, q] szakasz elfogadhato, akkor a A\p + (1 — \)g

pontot, ahol

N = (p1 —q1)g2 + (P2 — @2)qn
2(p1 — q1)(p2 — o)
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a [p, q] szakasz kritikus pontjanak hivjuk. Kénnyt latni, hogy ebbdl legfeljebb egy
van. Legyen K a Pareto-optimalis csicspontok és a legfeljebb egy Pareto-optimélis
elfogadhato szakasz kritikus pontjanak véges halmaza.

Az elébbiek alapjan vilagos, hogy az LNAM a K halmaz pontjainak egyike és
meghatarozhaté az alabbi egyszert algoritmussal:

Szamoljuk ki az rxy + rox; fiiggvény értékét az F' csicspontjaiban. Ha a ma-
ximum csak egyetlen pontban vétetik fel, akkor ez az LNAM. Ha kett6 pontban
(ennél t6bb nem lehet, mivel két dimenzioban vagyunk), akkor ezen két pont &l-
tal meghatarozott szakasznak a kritikus pontja az LN AM, amennyiben ez létezik,
vagy pedig a két csiicspont koziil az, amelyikben a feladat célfiiggvényértéke
kisebb. A NAM meghatarozasara Kaneko| (1992)) adott egyszerti és hatékony véges
algoritmust.

A fenti eredményeket is fel fogjuk hasznalni arra, hogy egy felsé becslést adjunk
arra az ag értékre, amelyre fennéll, hogy minden a > «g esetén a NAM és az
LNAM egybeesik.

Az el6z6ek alapjan a K halmazb6l most mar kihagyhatjuk a kritikus pontot
(maradnak az F' Pareto-optimalis csiicspontjai), mivel arra mar megvan az egzakt
ap = 0 also korlat. Legyen b(«) a NAM az o paraméter fiiggvényében, z az LN AM

és tegyiik fel, hogy b(a) # z. Ekkor fennallnak az alabbi egyenl6Stlenségek:

M = T122 +7‘221 Z leQ(Oé> +7‘2b1(0é)
2129+ a(rizg +1921) = z120 + M < by(@)ba(a) + ariby(a) + robi(a)) .

A masodik egyenl6tlenség azért szigord, mert barmely a > 0-ra a NAM a Nash-

szorzat egyetlen maximalizaloja. Ezekbdl az egyenlGtlenségekbdl azt kapjuk, hogy

a(M — (riby(a) + rabi (@) < by(a)be(a) — 2125 . (3.11)

g(b(a)) = M —(riba(c)+12b1 () # 0, mert akkor a jobb oldalnak pozitivnak kellene

lenni, ami ellentmond annak, hogy z a (3.5)) feladat egyetlen megoldasa.
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Ha b(«) € K, akkor legyen

s= min (M- (riys+r >0,
y€K7g(y)>0( (7192 291))

és

S = maxyiys -

Ekkor (3.11)-b6l az alabbi egyenlétlenséget kapjuk:

o< — <
S

5= a% g (3.12)

mivel z > 0.

Nézziik most azt az esetet, amikor b(«) ¢ K. Ez akkor fordulhat els, ha

C:=ri(p2—q)+r2pr—q) #0.

(Ha C' = 0, akkor azt mar lattuk, hogy ha (3.9) nem &ll fenn, akkor a NAM a
[p, q] szakasz egyik végpontjaba esik, ezek pedig definicio szerint benne vannak a K

halmazban)

Legyen A := 2(p1 — q1)(p2 — @2), B == (p1 — q1)¢2 + (p2 — ¢2)q1. Ekkor a (3.7)

egyenlGség igy néz ki:

AN+ B+Ca=0.

Ebbdl

—A\N—-B
c .

Mivel azt mar lattuk, hogy A < 0és 0 < A < 1, ezért

o =

_—AA—B< —-A+|B|
o = C |C| .
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Ezt (3.12)-el dsszevetve azt kapjuk, hogy ha a NAM és az LN AM kiilonboznek,
akkor abban az esetben, ha C' # 0, és b(«) € [p, q], akkor

_ S —A+|B|
a < max _—
8 7 ‘C’ 9
ha pedig C' = 0, akkor
S
a < — .
S
—A*4|B*| . —A+|B|

Ha tehéat red a g értékek maximuma az F' Pareto-optimélis szakaszain

(C #0), és

—A*+ |B*
= max{s ]C—Z’ ’} , C#0

Qp = ) =
S

akkor o > « esetben a NAM egybeesik az LN AM-mal.

Lathattuk, hogy oy kiszamitasahoz csak eredeti adatok, F' csticspontjai, vala-
mint az r egyet nem értési irany sziikségesek. Ha a problémat egy bimatrix jatékbol
szarmaztatjuk, akkor az F' csucspontjai kifizetésparosokbol keriilnek ki és eleve ren-

delkezésre allnak.

3.5. példa. Tekintsiik a kozismert Gyéava nytl bimatrix jatéknak azt a valtozatat,
amelyben a jatékosok aszimmetridja abban nyilvanul meg, hogy az egyet nem értés
az egyiknek Otszor jobban "f4j", mint a masiknak. Az A és B jatékos kifizet6matrixa

a "kitér", "nem tér ki" tiszta stratégiaparosokra az alabbi:

6 1 6 7
A= B =

70 10

A kimenetelek sikjan harom Pareto-optimalis csticspont van:

p:(177)’ q:(676)’ t:<7a1)>
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és két Pareto-optimalis szakasz: [p, q] és [g,t]. Tegyiik fel, hogy az egyet nem értési
irany: r = (5,1). Ekkor a Pareto-optimélis cstcspontokban az rzy + rox; fiiggvény
értéke rendre 36,36 és 12. Sem a [p, ], sem a [q,t] szakaszon nincs kritikus pont.
A [p, q] szakasz esetében C' = 0, igy csak az S és s értékeket kell kiszamolni. Ezek
az értékek rendre: S = 36, s = 24, amelybdl az g = 1,5 értéket kapjuk. A [q, 1]
szakasz esetében C' = 24, A = —10, B = 34, amibdl %%HB' = 1,83. Igy az ag-ra

a max{1,5;1,83} = 1,83 értéket kapjuk. Ez elég jo becslés, mert a legkisebb «y,
amely mellett a NAM és LN AM egybeesik 0.

Ha a lehetséges kimenetelek halmaza nem poliedrikus, akkor nem feltétleniil van
olyan «g, hogy minden o > ag-ra a NAM és az LNAM egybeesnek. Az aldbbi

alkuprobléma egy példa erre az esetre.

3.6. példa. Legyen az F = {(z,y) € R%: 2? + y* < 1} a lehetséges kimenetelek
halmaza, az r = (1, 3) pedig az egyet nem értési irAny. Az LN AM a 3x + y linearis
fiiggvény maximumpontja, ami a (\/ifo’ \/Lfo) pont. Rogzitett o > 0 egyet nem értési

biintetés mérték mellett a NAM az

(r 4+ a)(y +3a) — max

(x,y) € F

feladat megoldasa. Mivel a NAM az x> +y? = 1 altal meghatarozott Pareto-hataron

van, a fenti feladat ekvivalens az

(x +a)(y+3a) — max

—_

?+yt =

Lagrange-feladattal. Kénnyt belatni, hogy a (\/iTo’ \/LT()) pont semmilyen \ Lagrange-

multiplikdtor érték mellett sem elégiti ki az
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y+3a—2\z = 0
r+a—2\y = 0

x?_{_yQ - 1

elsérendi feltételeket egyetlen o > 0 mellett sem.

3.3. Az L-Nash alkumegoldas implementacioja két-
személyes alkujatékokban

A NAM-ot eddig egy "kivalasztéasi" probléma (choice problem) megoldasaként ke-
zeltiik és "ésszerd" axiomak altal hataroztuk meg. Nash azonban nem elégedett meg
ennyivel. Konstrualt egy olyan nem-kooperativ jatékot, amelynek, bizonyos érte-
lemben, egyetlen N E P-jének Kkifizetése megegyezik a NAM-mal. Ez a jaték exp-
licitté teszi az alkufolyamatot, és mintegy maéas oldalrél vildgitja meg ugyanazt a
dolgot. Ezt az eljarast, amikor egy axidmatikusan meghatarozott kooperativ meg-
oldast elgallitunk egy nem-kooperativ alku-jaték (lehetdleg egyetlen) N E P-jeként,
implementalasnak nevezziik (nem azonos a klasszikus implementéacioval, de kozeli
rokona, Serrano (2005)). Ezt természetesen nem csak a NAM-ra lehet megtenni,
hanem egyéb megoldasokra is.

Az a kutatasi irdny, amely az axiématikus és a nem-kooperativ megkozelitést
Osszekapcsolja, Nash-program néven valt kézismertté, és még mindig tjabb és tjabb
eredményeket produkal, mintegy iranytiil szolgal azok szamara, akik jatékelméleti
kutatasaikban egy modellt, vagy megoldaskoncepciot két oldalrol is meg szeretnének
kozeliteni. Természetesen el lehet indulni a méasik irdnybol is: adott alkujatékhoz ke-
resiink a kooperativ megfogalmazasban olyan axiémarendszert, amely egyértelmtien
meghatéarozza az alkujaték egyetlen (vagy valamely) N E P-jét.

Maganak a N AM-nak is tobbféle implementacioja van. Ezek koziil két olyant

tekintiink a kovetkez&kben, amelyek alapgondolatat viszonylag konnyen lehet alkal-
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mazni az LN AM implementalasara. El6szor Rubinstein| (1982) valtakozo ajanlatté-
teles (V' A) modelljét hasznaljuk fel kiindulopontnak az LN AM implementalasara
az alkuproblémak egy specidlis osztalyanak esetében.

Azt leszogezhetjiik, hogy a NAM barmely implementacioja egytttal az LN AM-
ot is implementélja, ha a lehetséges tartomany egy konvex politoép. Hiszen azt tudjuk
a3.4] tételbdl, hogy ekkor elég nagy « biintetés mérték mellett az LNAM = NAM,
s6t a kétszemélyes esetben (most errdl van sz6) a feladat paramétereibsl becslést
tudunk adni arra, hogy legalabb mekkoranak kell lenni a biintetés mértékének, hogy
az egyenlség fennalljon. A [3.6] példaban lattuk, hogy sima Pareto-hatar esetében
nem mindig van olyan véges a > 0, amelyre az LNAM = NAM fennall. Igy most
ezzel az esettel foglalkozunk.

Legyen C(a) = (F, —ar) egy kétszemélyes alkuprobléma, ahol r > 0 az egyet
nem értési irdny, a > 0 az egyet nem értés biintetésének mértéke, F = {(z,y) €
R%:y < g(x)} a lehetséges kimenetelek halmaza. Feltessziik, hogy ¢: Ry — R
monoton csokkend, folytonosan differencialhatd, szigoriian konkéav fliggvény. Az igy
definialt alkuprobléma osztalyt (o minden lehetséges értékére) nevezziik réviden C
alkuprobléméanak. Az F' halmaz igy konvex, kompakt, és az y = g(x) altal meghaté-
rozott Pareto-hatara "sima". Legyen a = g='(0),b = ¢(0) (¢~ létezik g monotoni-
tasa miatt). Az F-et igy az alabbi egyenlStlenségrendszer lehetséges megoldasaiként

is lehet definidlni:

0 < 2z < a
0 < y <0 (3.13)
y < g(z)

3.7. tétel. Ha a C alkuprobléma osztdlyra fenndll, hogy vagy ¢'(0) < — 12, vagy pedig
J'(a) —:—f, akkor van olyan véges o, hogy minden o > «q esetében az LN AM
eqybeesik a N AM -al.

Bizonyitds. C(a)-nak minden a-ra létezik NAM-ja, amelyet az (x + ary)(y + ars)

Nash-szorzat egyértelmi maximumpontjaként kapunk. Ezeknek a hatarértéke, ha
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a — oo az LNAM, amelyet viszont az rex + ryy linearis fiiggvény szintén egyér-
telmi maximumpontjaként nyerhetiink. Az egyértelmiiséget a ¢ fiiggvény szigort
konkavitasa biztositja. Mivel mind a NAM, mind az LN AM a Pareto hataron van,
ezért (3.13)-ban az y = g(z)-el lehet az y < g(x) egyenlStlenséget helyettesiteni, és
igy mind a NAM, mind az LN AM meghatéarozasakor a [0,a] zart intervallumon

egy egyvaltozos fiiggvényt kell maximalizalni. Adott a-ra a NAM-ot az

z) = (r+ar T)+ ary) — max
f(x) ( 1)(g(z) 2) (3.14)
S.t. 0 < r<a
feladat megoldasaval kapjuk. A célfiiggvény els6 derivaltja:
fl@) = g(z)+2d(x) + a(rg'(z) +r2)
f10) = g(0) +a(rg'(0) +r2) .
Ha ¢'(0) < =2 és a > ap = —ﬁg?;%, akkor f'(0) < 0, és igy a ({3.14) feladat

megoldasa = = 0,y = ¢(0), ami egyuttal az LNAM is.

Vegyiik most a célfiiggvény derivaltjat az = a pontban

f'(a) = g(a) + ag'(a) + a(rig'(a) + r2) = ag'(a) + a(rig'(a) +r2) .

Ha f'(a) > 0, akkor z = a a (3.14) feladat optimalis megoldasa. Ez tetszélegesen

nagy a-ra akkor és csak akkor allhat fenn, ha r1¢'(a) + ro > 0. Ha tehat

—ayg'(a)
rig'(a) +ry’

akkor a NAM és az LN AM egybeesnek. U

o> 0y =

3.8. kévetkezmény. Ha a[3.7 tétel feltételei fenndllnak, akkor minden olyan imp-
lementdcio, amely elddllitia a NAM-ot, kellden nagy egyet nem értési ,biintetés”

mellett az LN AM-ot is elddllitja.
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A tovabbiakban tehat csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a C-be tartozo
alkuproblémék LN AM-ja a Pareto-feliilet (relativ) belsé pontja. Ekkor az (z*,y*)
LNAM az

ToX + Ty — max

s.t. y = g(x)

Lagrange-feladat egyetlen megoldasa, amely kielégiti az alabbi els6rend feltételeket:

g = =4 (3.15)
yooo= gl@r).

A VA modell diszkrét id6vel dolgozik: ¢t = 1,2,.... Ajanlatnak nevezziik az F
egy pontjat. A jatékosok felvaltva tesznek ajanlatokat, minden paratlan id6pontban
az els6 jatékos, minden paros id6pontban a masodik. Ha az egyik jatékos ajanlatat
a masik elfogadja, akkor ez lesz a kifizetés, és a jatéknak vége. Ha nem, akkor § > 0
"megallasi" valoszintiséggel (break down probability) az alkufolyamat megszakad, a
jatéknak vége, a jatékosok rendre a —ar; és —ary biintets" kifizetéseket kapjak.
Az alkufolyamat 1 — ¢ valészintiséggel folytatodik, és tjabb ajanlatot tesz valaki, aki
éppen soron van.

Ebben a jatékban egy stratégia az a terv (fliggvény), amely barmely id6pontban
egy ajanlatot rendel a korabbi ajanlatok alkotta barmely lehetséges torténethez. A
N EP-et és a részjaték tokéletes N EP-et ebben a jatékban a szokasos modon defi-
nialjuk. Azt a speciélis stratégiat, amelyben az ajanlattételek nem fiiggnek (kons-
tansok) a korabbi torténettdl, stacioner stratégianak nevezziik.

Rubinstein alapvets tétele a kovetkezs, amelyet rogzitett egyet nem értési pont

(o rogzitett) esetére bizonyitott.

3.9. tétel (Rubinstein| (1982)), Osborne és Rubinstein| (1994)). A V A jdtéknak egyet-

len részjdaték tokéletes N EP-je van, amely stacioner stratégiakbol dll.

gy a jaték lefolyisa, ha a jatékosok az egyetlen (x*,y*) stacioner stratégiat

jatsszak, igen rovid. Az elsé jatékos a t = 1 idGpontban megteszi az (z*, y*) ajanlatat,
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amit a masodik jatékos elfogad, megtorténnek a kifizetések és a jaték véget ér.
Jegyezziik meg, hogy (z*,y*) fiigg a 0 valdszintiségtal.

Szamunkra fontos még a kovetkez§ tétel is.

3.10. tétel (Rubinstein| (1982)), Osborne és Rubinstein| (1994)). Ha 6 > 0, akkor
a VA jaték egyetlen stacioner stratégidjaban a kifizetések tartanak a NAM-hoz, ha
0 —0.

A VA jaték tehat a NAM aszimptotikus implementacidja és igy ha d-at elég
kicsinek valasztjuk, akkor tetszélegesen kozel keriilhetiink a N AM-hoz. Mi a helyzet
az LN AM-al? Ha olyan aszimptotikus implementaciot szeretnénk, amely a [3.10]
tételen nyugszik, akkor az « és 6 paraméterek értékét egyszerre kellene a végtelenhez
illetve a nulldhoz tartatni, és még a két konvergencia egyméshoz valo viszonyaval

is tor6dni kell. Ezt tgy csinaljuk meg, hogy vesziink egy 0 < 8 < 1 paramétert, és

1

308 targyalasok

definidlunk egy olyan V' A jatékot, amelyben a biintetés mértéke oo =
megszakadasanak valoszintisége pedig § = 2. Az ezekkel a paraméterekkel definidlt

V A jatekot jelsljiik VA(B)-val.

3.11. tétel (Forgo (2006)). Bdrmely A > 0 szdmhoz van olyan By , hogy minden 0 <
B < Bo esetén a VA(B) jaték egyetlen részjdaték tokéletes N E P-jének kifizetésvektora
A-ndl kisebb tdavolsdgra van az LN AM -tdl.

Bizonyitds. Rogzitett B esetén a tétel értelmében a V A(S) jatéknak van egy-
értelmiien meghatéarozott részjaték tokéletes N EP-je. Konnyt belatni (lasd példaul
Forgo et al (1999)), hogy ennek az egyenstlypontnak olyan stacioner stratégiakbol
kell allni, hogy barmelyik jatékos szamara kdzombos legyen, hogy a mésik ajanlatat
elfogadja-e vagy visszautasitja-e.

Ha tehat (z!,y') az elsg jatékos ajanlata, akkor a masodik jatékos (z2,y?) ajan-

latara fenn kell allni az alabbi egyenlGségeknek:
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2?2 = §(—ar) + (1 —08)z!
y' = 6(—ary) + (1 —90)y*.

Egyensulyban x! = 2%, y!' = 4?. Az indexeket elhagyva azt kapjuk, hogy (x,y) € F

akkor és csak akkor egyensilyi ajanlat, ha x kielégiti a

g(x) + dary — (1 —0)g(—dary + (1 = d)x) =0
egyenletet. Ha rogzitjiik az x* egyensilyi ajanlatot, és a = %, § = 3%, akkor >0-ra

a kovetkezd egyenletet kapjuk:

f(B) = g(z*) + Bra — (1 = B g(— Bri+ (1 — *a*) =0.

Mindkét oldal 3 szerinti derivaltjat véve kapjuk a

f'(8) = r2+2Bg(— Bri+ (1= p%)a") + (1= %)g'(= Bri+ (1 - %)a") =0
egyenletet, ami szintén minden § > 0 esetén fennall. Rogzitett S-ra a fenti egyen-
letnek egyetlen () megoldasa van (lasd Forgo et all (1999), 310. oldal). Minden
B > 0-ra z(f) € F, és mivel F' kompakt, ¢’ folytonos, igy minden {£;} nullsorozatra

{z(6;)} minden torlodasi pontja kielégiti az

f(0)=ry+mg(z) =0
egyenletet. A ¢’ fiiggvény monoton csokkend, ezért a

() = 2
g(z)=—
egyenletnek egyetlen megoldésa van, ami (3.15) miatt megegyezik az z*-al, ez pedig

pontosan az elsé jatékos kifizetése az LN AM-ban. 0
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AB.10] tétel allitasat ugy is meg lehet fogalmazni, hogy a V' A jaték aszimptotikus
implementacidéja az LN AM-nak, az adott feltételek mellett.

Mind Nash eredeti (Nash) 1953, mind Rubinstein| (1982) implementacioi aszimp-
totikusak és exogén paramétereket is tartalmaznak (példaul a 6 megallasi valoszin-
ség a VA modellben), amelyek alapvet§ funkcioja, hogy a NAM-hoz valo konver-
genciat biztositsak. Howard| (1992)) implementéacioja azonban egzakt, amelyet csak
belsé paraméterek irdnyitanak. Ebben az alfejezetben a Howard implementéciot ala-
kitjuk Ggy at, hogy alkalmas legyen az LN AM implementacidjara. Semmilyen kiilsé
paramétert nem hasznalunk és egzakt implementaciora téreksziink: a jaték minden
alkotorésze vagy primer adat, vagy a jatékosok dontési valtozoja. Kiindulas képpen
a Howard-féle jatékot Osborne és Rubinstein| (1994) alapjan atfogalmazzuk, mert
ebben a formaban kezelhet&bb lesz, mint az eredetiben.

Az LNAM, amit implementalni szeretnénk az F' C R? lehetséges halmazbol,
amirdl feltessziik, hogy a pozitiv kvadrans konvex, kompakt részhalmaza és az (1,7),
r > 0 egyet nem értési iranybol all. Az, hogy az egyet nem értési irany elsé kompo-
nensét 1-en rogzitettiik nem sérti az altalanossagot. Nevezziik a két jatékost Pl-nek
és P2-nek.

Egyszertisités céljabol tesziink még egy feltételt, aminek az a célja, hogy ahol
csak lehet, a jatékosoknak egyértelmi legjobb 1épésiik legyen. Ez a feltétel egyébként
Howardnal is szerepel Howard, (1992) (147. old.), de nincs elég pontosan megfogal-
mazva, amikor azt irja: ,each individual has a unique best choice".

Pareto-optimalis valasztés feltétele: Barmely g(z1, zo) célfiiggvényt maximalizal-
va az F' halmazon, a feladat optimalis megoldasai koziil a Pi (i = 1,2) jatékos azt
a Pareto-optimalis pontjat valasztja, amelyiknek az x3_;, (i = 1,2) koordinataja a
legnagyobb.

Ez a feltétel egy kis magyarazatra szorul. Miért torédik a P1 jatékos a P2 jatékos
kifizetésével? Azért mert, ha a P1 jatékos egy ajanlatot tesz (valaszt egy (21, x2) € F
pontot) és nem tud x;-nél tébbet elérni, akkor okosan cselekszik, ha x9-Gt olyan

magasra valasztja, amennyire csak lehet anélkiil, hogy sajat maganak kevesebbet
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kérne, mivel ezzel néveli annak az esélyét, hogy a P2 jatékos elfogadja az ajanlatot.
Ez pedig érdeke a P1 jatékosnak, hiszen azért javasolta az (x1, z5) pontot, mert zq-el
meg lenne elégedve.

Az 6sszehasonlithatosag kedvéért nézziik el6szor a N AM Howard-féle implemen-

pedig az egyet nem értési pont.
A Howard-féle implementacio a kovetkez6 D dinamikus jaték, amely négy 6

lépésbal all.
1. P1 vélaszt egy (y1,y2) € F pontot (ajanlat).

2. P2 valaszt egy (x1,x2) € F pontot (ajanlat) és egy p € [0, 1] szamot (valoszi-

niiség).

3. Egy sorsolas van, amelyben a jaték p valoszintséggel folytatodik és 1 — p va-

loszintiséggel véget ér, amikor is a jaték kimenetele (outcome) d.

4. P1 valaszt a kovetkez6 két lehetGség koziil:

a) Elfogadja a P2 jatékos (z1,x9) ajanlatat és akkor ez a jaték kimenetele.
b) Egy sorsolas van, amelyben a jaték 1 — p valoszintiséggel véget ér és a

kimenetel d. p valoszintiséggel az (y1,y2) a jaték kimenetele.

3.12. tétel (Howard| (1992)). A D dinamikus jdték egyetlen részjaték tokéletes

N E P-jének kifizetése eqyenld az alku probléma N AM -jdval.
Nézziik most a kovetkez6 H dinamikus jatékot, amely szintén négy 6 1épésbdl

all.

1. P1 valaszt egy (y1,y2) € F pontot (ajanlat) és egy a > 0 szamot (ez a biintets

paraméter).

2. P2 valaszt egy (z1,22) € F pontot (ajanlat) és egy p € [0, 1] szamot (ez a

megallasi paraméter).
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3. Egy sorsolas van, amelyben a jaték p valoszintiséggel folytatodik és 1 — p va-

loszintiséggel véget ér, amikor is mindkét jatékos kifizetése 0.
4. P1 valaszt a kovetkez6 két lehetGség koziil:

a) Elfogadja a P2 jatékos (1, x2) ajanlatat, a jaték kimenetele (z1,x2) és a

jatékosok a kovetkezo kifizetést kapjak:

<x1+oz(1 - %),xg—ka(r— %)) | (3.16)

b) Egy sorsolas van, amelyben a jaték 1 — p valoszintiséggel véget ér és mind-
két jatékos kifizetése 0. p valdszintiséggel a jaték kimenetele (y;,y2) és a

kifizetések az alabbiak:

1 1
(yl + a1l - E),yz +afr — E)) , (3.17)

A két jaték megfogalmazasaban felting, hogy a H-ban éles kiilonbséget tesziink a
"kimenetel" és a "kifizetés" kozott. [tt célszeri a kimenetelre a sz6 fizikai értelmében
gondolni és a kifizetésre, mint az ehhez tartoz6 hasznossagra. Példaul, ha a két 6rokos
egy egységnyi méreti telken akar osztozkodni, akkor a kimenetel lehet a telekbdl a
sajat résziik, mig a kifizetés az a hasznossidg, amit ez jelent nekik. A D jatékban
nyugodtan helyettesithetjiik a "kimenetel" szot a "kifizetéssel", vagy hasznossaggal.
A H jatékban a 0 pontot az egyszertiség kedvéért vettiik fel, a skala invariancia
miatt ezt nyugodtan megtehetjiik, mint az altalaban szokas is. Mar azt el6re lehet
latni, hogy az a és a p bels6 paraméterek szerepe az, hogy egyiittes mozgasuk révén
realizéljak az adott irdnyban —oo felé halad6 egyet nem értési pont mozgésat.

Miel6tt az implementacios tételt megfogalmazzuk, tekintsiik a Nash-feladatot az

o = 0 bilintetés mellett:

r1Tyg — 1Imax
(3.18)
s.t. (ZL‘l,IQ) e F
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Legyen az ehhez tartozo NAM a (z1(0), 22(0)) pont. Az implementacioban, mi-

el6tt a H jaték elkezd6dne, valasszuk a jatékosok indexeit gy, hogy a

2(0)
21 (O)

egyenlGtlenség fennalljon. Nyilvanvalo, hogy ez mindig megtehetd, de tgy is interp-

W

<r

retalhato, hogy miel6tt az alkujaték elkezdddik, a jatékosok a 0 biintetés melletti
jaték lejatszasaval eldontik az indexkiosztast (Ilyen jaték el6tti indexkiosztas torté-
nik példaul a tarsasigi asztalitenisz jatékban, amikor a jatékosok egy labdamenet

lejatszasaval dontik el, hogy kié a kezdés joga).

3.13. tétel (Forgo és Fiilop| (2008)). Pareto-optimdlis vdlasztds feltétele és a jd-
tékosok megfeleld indexelése mellett a H jdték implementdlja az LN AM-ot vagy
pontosan, ha van olyan véges bintetd paraméter, amely mellett LNAM = NAM,

vagy aszimptotikusan, ha nincs ilyen véges biintetd paraméter.

A tétel bizonyitasa til hosszi, ezért a fliggelékbe keriilt.

3.4. Az alkuprobléma és a tobbkritérimi dontések

A legegyszertibb véges tobbkritériumt dontési probléma (T'DP) a kovetkezs. Egy
dontéshozonak (DH) az alternativak m-elemi A = {A4;,..., A,,} véges halmazabol
kell kivalasztani egyet, amelyet legjobbnak tart. Minden alternativat egy valés n-
elemt vektorral jellemziink, amelynek elemei az alternativak hasznossagat adjak egy
adott kritérium szerint. Jeloljiik a kritériumok n-elemt halmazat C = {C4,...,C,}-
el. Igy a problémat meg lehet egy D = [di;] n x m-es dontési matrixszal adni, amely-
nek d;; eleme azt jelenti, hogy a DH a C; kritérium szerint mekkora hasznossaghoz
jut, ha az A; alternativat valasztja.

A T DP-t altalanosabban is megfogalmazhatjuk, ha az alternativak valészintiségi
keverését is megengedjiik. Igy tehat lehetséges dontés az is, ha az alternativakat

valamilyen p € R™ valészintiségeloszlas szerint véletlenszertien valasztjuk ki. Ekkor a
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dontési alternativak halmaza az A elemein értelmezett Osszes P valoszintiségeloszlas,
ami egy politop (pontosan egy szimplex). Ha még tovabb szeretnénk altalanositani,
akkor a lehetséges dontések halmazarol csak annyit tesziink fel, hogy nem iires,
konvex és kompakt.

Milyen alapon valasszon a dontéshozo a lehetséges dontések koziil? Valami egyéb,
kiils6 informéacié kell, mert kiillonben példaul azzal a lehetetlen feladattal allunk
szemben, amikor D = F (egységmatrix). A két leggyakrabban hasznalt megkozelités

a
(i) stlyozasos modszer (weighting vagy scoring) és a
(i) referencia pont modszer (reference point method).

A silyozésos modszer esetében a kritériumokat fontossaguk szerint sulyozzuk
a "sulyfiiggvény" segitségével és a legnagyobb stlyu alternativ(dka)t valasztjuk. A
leggyakrabban a linearis sulyozast hasznaljak. A referencia pont modszer esetében
van egy r € R"™ "ide4lis" alternativa, ami altalaban nem eleme az A halmaznak és
mintegy "aspiracios szintként" funkciondl. Itt a leggyakoribb eset az, amikor a DH
olyan alternativ(éka)t valaszt, amely(ek) valamilyen tévolsagfiiggvény szerint a leg-
kozelebb van(nak) a referencia ponthoz. A maésik eset az, amikor a referencia pont
egy nagyon rossz alternativa, amely szintén lehet egy "idedlisan rossz" mesterséges
alternativa, de lehet egy valodi alternativa is, ha az kell§ képpen rossz. Ezt a fajta
referencia pontot szoktdk "nadir" pontnak nevezni. A DH ilyenkor szeretne olyan
alternativat valasztani, amely lehetSleg minél tavolabb van (valamely tavolsagfiigg-
vény szerint) a nadirtol.

A jatékelmélet és a T DP kozotti kapcsolatot mar elég koran észrevették és
tanulményoztak. Ezt azonban csak abbdl a szempontbol vizsgaltak, hogy a nem-
kooperativ jatékok kérében mit tud nytjtani a tobbcélfiiggvényes matematikai prog-
ramozés elmélete és gyakorlata a N E'P kiterjesztéséhez vektorkifizetést jatékok ese-
tére, [Shapley| (1959). Elgszor [Forgo| (1984) vette észre, hogy a jatékelméleti megfo-

galmazas 1) eszkozoket ad a T'D P elméleti és gyakorlati kezeléséhez. Nevezetesen, a
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T'D P megfogalmazhat6 alkuproblémaként is. Az egyes kritériumokat kell jatékosok-
ként értelmezniink. Minden jatékosnak azonos a stratégiahalmaza: az alternativak
A halmaza. A jatékosok egymastol fiiggetleniil valasztanak egy-egy alternativat. Ha
valamennyien ugyanazt az alternativat valasztjak, mondjuk A;-t, akkor az ¢ jatékos
kifizetése d;;. Ha a jatékosok nem valamennyien vélasztjak ugyanazt az alternativat,
akkor egy "egyet nem értési", Ay alternativa valosul meg (ez lehet modellen kivii-
li, de akar valamelyik eredeti alternativa is), d;, "igen rossz" kifizetésekkel. Az igy
definialt nem-kooperativ jaték lehetséges kifizetései, ha a valészintiségi keveréseket
is megengedjiik, az egyes A; alternativakhoz tartozo di, ..., d,, kifizetésvektorok F
konvex burka R™-ben, ami egy konvex politop. Ezt a kutatési iranyt kovette tobbek
kozott (Christensen et al (1996) majd [Andersen és Lind| (1999), akik a T'DP-bdl
konstrualt kooperativ jaték Shapley-értékét és a nukleoluszat hasznalték a kritériu-
mok sulydnak meghatarozasara.

A kritériumoknak jatékosokként valo értelmezése sokszor direktben is nagyon
kézel van a valosaghoz. Els6 sorban akkor, ha a kritériumok mogott egyének, tes-
tiiletek, szervezetek vannak, amelyek, ha rajtuk mulna, csak a sajat szempontjukat
vennék figyelembe a "legjobb" alternativa kivalasztdsanal. A tobb kritérium létezése
éppen azt jelenti, hogy ezeket a kritériumokat (a mogotte 16v6 jatékosokat) Gssze kell
egyeztetni. Ennek az egyeztetésnek (alkunak) az eredménye az alkumegoldas, jelen

esetben a NAM vagy az LNAM.

Az el6z6 két alfejezet terminolégiajat hasznalva a fenti probléma, ami eredetileg
egy T DP volt, egy (F,dy) alkuprobléma lett, ahol dy a rossz kifizetések "egyet nem
értési" vektora, F' pedig a lehetséges halmaz. Erre aztan barmilyen alkumegoldast,
tobbek kozott a N AM-ot, vagy akir az LN AM-ot lehet alkalmazni. Vegyiik észre,
hogy a NAM egy olyan referencia pont megoldés, ahol a nadir a "rossz" alternativa,
a maximalizaland6 tavolsagfiiggvény a Nash-szorzat. Az LNAM pedig egy olyan
referencia pont megoldas, ahol a nadir egy adott irdnyban a —oco-be tart.

A T DP alkuproblémava val6 atfogalmazasa kiilondsen akkor hasznos, ha az egyet

nem értési vektor a probléma természetébdl kozvetleniil adodik. Ha példaul az al-
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ternativak arrol szélnak, hogy hogyan lehet egy "nagyon rossz" helyzeten javitani,
akkor a megegyezés hidnya a rossz helyzet fennmaradéasat jelenti és ilyenkor az al-
kumegoldés azt az alternativat valasztja ki, amely a Nash-szorzat szerint a lehetd
legmesszebb van a rossz helyzettél. Ha a dontésképtelenség a jelenlegi helyzetet fo-
kozatosan rontja minden kritérium szerint, de eltéré aranyban, akkor az LN AM az
adekvat megoldas.

Az egyik plusz, amit az atfogalmazas nyujt, a NAM axiomatikus jellemzése. Az
axiomak elfogadhatésagat a konkrét dontési problémaban ellendrizni lehet és igy
a valasztast megalapozottabba tenni. Az LN AM-ot abban az esetben ugyanaz az
axiomarendszer hatarozza meg, ha F' véges szamu alternativa kifizetésvektorainak
konvex burka. Ennek alapjat a[3.4] tétel adja, amely szerint egy nagy, de véges egyet
nem értési vektorral vett N AM megegyezik az LN AM-al.

Ennyire "forradalmi" ez a megkozelités? Eldobhatjuk a legnépszertibb linearis
stlyozast? Korant sem. Minden azon miulik, hogy honnan vessziik azt a plusz infor-
méacidt, amelyet az F' lehetséges halmazon kiviil még igénybe vesziink. Ha ez egy
természetesen adodo nadir és a Nash axiomak kovetelményeinek igazolt a fennéllasa,
akkor a NAM egy megalapozott dontés. Ha a kritériumok fontossaganak mércéjéiil
szolgalo stlyok és a "score"-ok stlyozott atlagként vald értelmezése illik legjobban az
adott T'D P-hez, akkor az a modszer a megfelels. Az, hogy csak ezt a kett6t emeltiik
ki a rengeteg 1étezd modszer koziil, azért van, mert ez az irds csak a jatékelméleti
alkuproblémaval valo kapcsolatot targyalja. Egy masik ok, hogy az aldbbiakban a
linearis sulyozas és az LN AM kozotti szoros kapcesolattal szeretnénk foglalkozni.

Mint azt lattuk, az LN AM megoldas meghatarozasa azzal kezddik, hogy meg-
oldjuk a[3.2] alfejezet linearis célfiiggvényt feladatat (LP2). Maradjunk a T D P
kontextusban. Ekkor F' a lehetséges kimenetelek (kifizetések) halmaza. Ha az LP2

célfiiggvényét elosztjuk a H;Z:l r; konstanssal, akkor az aldbbi feladatot kapjuk:

L(z,w) == > w;x; — max
i=1 (3.19)
s.t. x € F
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ahol w; = 1/r;, (i = 1,...,n), amelyeket teljes joggal interpretalhatjuk a kritériu-
mok stlyaként. A feladat megoldésa igy a linearis sulyozasos modszer (linear
weighting method, LW M) alkalmazését jelenti az egyet nem értési iranyok recip-
rokait hasznalva silyként. A feladat megoldéasait utilitarianus megoldasoknak
(utilitarian solution) nevezziik. A nem tul szerencsés elnevezés az irodalombol szér-
mazik.

Igy, ha —nek csak egyetlen megoldasa van, akkor ez az LINAM. Vegyiik
észre, hogy mivel feltételezésiink szerint w > 0 és van olyan f € F' | hogy f > 0, a
feladat optimalis célfiiggvényértéke pozitiv.

Ha —nek tobb megoldasa is van (akkor mar egytuttal végtelen sok, F' kon-

vexitasa miatt), akkor megoldjuk a kovetkez$ konvex kvadratikus programozasi fel-

adatot:
Q(r,w) := > w?r? — min
i=1
wr = w*,
ahol

w* = maxwz .
zeF

Mivel a feladat célfiiggvénye szigortian konvex, ezért egy optimélis megoldasa
van, ami a [3.3] tétel értelmében egy olyan alkuprobléma LN AM-ja, amelyben az
egyet nem értési irany r = (ry,...,r,), 1, = L/w;, (i=1,...,n).

Ezt a kétlépesds eljarast (a és amennyiben sziikséges a feladat meg-
oldasat) "kiterjesztett styozéasi modszernek" (extended weighting method, EW M)
nevezziik. Az egyszertiség kedvéért ugyancsak EW M-nek nevezziik a modszer alkal-
mazasanak eredményeként ad6dé megoldast a dontéselméleti kontextusban. A
és a tételek szerint az 1 — 6 axioméak egyértelmten meghatarozzak a N AM-ot.

Természetesen adodik a kérdés, hogy vajon lehet-e az LN AM-ot, vagy az annak
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megfelel6 EW M-et jellemezni megfelel6 axidomakkal. Ki fog deriilni, hogy az n = 2
esetben Nash axiomait csak kicsit kell megvaltoztatni.

Jelolje R” a nem negativ n-elemi vektorok halmazat. Az axiomatizélast a T'D P-
k egy D osztalyara végezziik el. Az (F,w) parost "stlyozott tobbkritériuma donté-
si probléméanak" (n-criteria decision problem with weights, DPW) nevezziik, ha
F C R% nem iires, konvex, kompakt halmaz (a lehetséges kimenetelek halmaza),
amelynek van legalabb egy pozitiv eleme, w € R", w > 0 (a sulyvektor) és amelyre
az EW M pozitiv eredményt ad.

Legyen D az 0sszes DW P-k halmaza. Egy ¢ : D — R"” fliggvényt dontési sza-
balynak neveziink, ha minden (F,w) DW P-hez egy ¥)(F,w) € R™ megoldast rendel.
Az EW M példaul egy dontési szabaly.

Megkoveteljiik, hogy egy ¢ dontési szabaly teljesitse a kovetkezs feltételeket (elé-

gitse ki a kovetkez§ axiomaékat):
Al Y(F,w) € F, (lehetségesség).

A2 Tegyen A > 0 egy valos szam és () := {2’ € R} : 2’ = Az, x € F'}. Megko-
veteljiik, hogy minden A > 0-ra ¢(F'(\), \w) = Mp(F, Aw) alljon fenn (homo-
genitas).

A3 Definidljuk az F' := {2’ € R} : 2’ = Wz, x € F} halmazt, ahol W :=
diag(wy, . . ., w,). Megkoveteljiik, hogy ¥(F,w) = W=)(F' e), (e :=(1,...,

1)) teljesiiljon (gyenge skala fliggetlenség).

A4 Legyen E(F,w) := arg max wz. Az E(F,w) elemeit hatékony (efficiens) megol-
Te

dasoknak nevezziik. Ekkor ¢(F,w) € E(F,w) teljesiiljon (utilitaridnizmus).

A5 Ha F| C F és ¢Y(F,w) € Fy, akkor ¢(F},w) = ¢ (F,w), (kedvezstlen alternati-

vaktol valo fiiggetlenség).

A6 Ha egy DW P-re vannak olyan i,j indexek, hogy f = (f1,...,fn) € F <~

F= i) € F (= fus b # i k # 4, fi = [, [; = 1), akkor
Yi(F,e) =¢;(F,e) (szimmetria).
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A7 Legyen F = {x € R : hj(x) <0, i € I} az (F,w) DW P lehetséges halmazanak
tamaszsikokkal valo reprezentéacidja és I a h; tamaszsikok indexhalmaza (ez
akar végtelen is lehet). Egy h;, tamaszsikot eltavolithatonak neveziink, ha az
Fp:={x € RY: hi(xr) <0, i€, i#k} halmaz konvex és kompakt. A h,
tamaszsikot inaktivnak hivjuk a 1) dontési szabalyra vonatkozoan, ha eltavolit-
hato és h,(Y(F,w)) < 0. Megkoveteljiik, hogy minden h, inaktiv tdmaszsikra
Y(F,w) =¢(F_,,w) alljon fenn (inaktiv feltételektsl valo fiiggetlenség).

Csak az AT axioma szorul magyarazatra. Az A5 és AT bizonyos értelemben
egymés ,dualjai". Az A5 azt kdveteli meg, hogy egy halmazon kapott megoldas
legyen megoldas az 6t tartalmazo6 részhalmazokon, mig az A7 azt koveteli, hogy
egy halmazon kapott megoldés legyen megoldés az 6t tartalmaz6 halmazon is, ha
az "lényegtelen", inaktiv feltételek elhagyasaval keletkezett. "Laza" fogalmazasban
azt is mondhatjuk, hogy az A5 egy "befelé mutat6", mig az A7 egy "kifelé mutato"
axioma.

Ha csak egyetlen hatékony megoldas van, akkor az A4 axiéma egyediil megha-
tarozza a megoldast. A t6bbi hat azért kell, hogy ha t6bb (végtelen sok) hatékony

megoldés van, akkor ezek koziil melyiket valassza a DH.

3.14. tétel (Forgo és Szidarovszky| (2003)). Az EW M déntési szabdly kielégiti az
A1-A7 axiomdkat.

Bizonyitds. A konnyebbség kedvéért a o betiit hasznaljuk az EW M dontési szabaly
jelolésére. Nézziik az axiomakat egymas utan.

A1-A4. Nyilvanvaléan teljesiilnek az EW M definicioja kivetkeztében.

A5 p(F,w) a (3.19) és (3.20) optimumfeladatok megoldasaként adodik. Ha a

lehetséges halmazt sziikitjiik egy részhalmazara, akkor a részhalmazon vett optimum
nem lehet nagyobb, mint az egész halmazon vett optimum.

A6. Ha w = e, akkor a szimmetria teljesiil, mivel a és optimumfel-
adatok L és () célfiiggvényei szimmetrikusak az x; és x; valtozokban minden i # j

(t=1,...,n; 7=1,...,n) indexparra.
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AT7. Legyen h, egy inaktiv feltétel a o dontési szabédlyra vonatkozoan. Vezessiik
be az f 1= ¢(F,w) és az ? = o(F_,,w) jeloléseket.Az f és ? azonos célfiiggvényti
szigortian konvex programozasi feladatok optimalis megoldasaiként adodnak. Ha f #
?, akkor f(\) = f + )\(? — f) lehetséges megoldas elég kicsi A > 0-ra a h, affin
fiiggvény folytonossaga miatt. Q(f(\)) < max{Q(f), Q(?)} = Q(f) elég kis A > 0-

ra mivel ) szigortian konvex. Ez ellentmond annak, hogy f minimumpontja a (3.20])
feladatnak. O

Az A2 és A3 miatt elég (Fe) alak DW P-ket tekinteni. Ezért feltehetjiik, hogy

maxexr =n . (3.21)
zeF

3.15. tétel (Forgo és Szidarovszky (2003)). n = 2 esetében az EW M az egyetlen

dontési szabdly, amely kielégiti az A1-A7T axiomdkat.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a 1) dontési szabaly kielégiti az A1-A7 axiémékat. Le-
gyen f := ¢(F,e). (3.21) miatt max,cp ex = 2. Definialjuk a kévetkezé halmazokat:

Fi = {zeRL:x€F, ex =2}

F, = {z€ Ri cx e F, ex =2, 72x1 —i—?lxz < 27172}

Konnyt igazolni, hogy a

2+ 23 — min
s.t. r € F
1+ Ty = 2

konvex programozasi feladat ekvivalens (vagyis ugyanaz az optiméalis megoldasa) a

1Ty — Imax
s.t. re F

T+ Ty = 2
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feladattal, ami a Nash-szorzatot maximalizalja az F; halmazon a 0 egyet nem értési
pont mellett. Mivel az utébbi optimalis megoldasa f = (f,, f2) és a célfiiggvény

gradiense az f pontban (f,, f,), azt kapjuk, hogy

72371 + 71952 < 2?1 72

minden z € Fj-re. Definialjuk most az

F3 = {xe Ri cex = 2, 72$1 +719€2 < 27172}

Fy = {z€R? :ex =2}

halmazokat. Vilagos, hogy F; = Fy C F3 C F,. Tekintsiik az (F3,e) DW P-t és
legyen ? = Y (F3,e). Elgszor megmutatjuk, hogy TQ?l + ?1?2 < 2f,f, nem all-
hat fenn. Ha fennéllna, akkor a foz; + fixe < 2f,f, feltétel inaktiv lenne o-re
vonatkozbéan és ezért az A7 miatt, ? = Y(Fy,e) lenne. Az A6 miatt ? = e, ami-

b6l 2 = f, + fo < 2f,f, kovetkezik, ami lehetetlen, mivel a 2f, f, maximuma a

f1+ fo =2 mellett 2. Igy

72?1 + 71 2 = 2?1?2

és mind f, mind ? megoldasai az

X1+ Ty = 2

fori+ frze = 2f1f,

egyenletrendszernek. Ha a (3.2]) egyiitthato matrixanak a rangja 2, akkor csak egy

(3.22)

megoldasa van és ezért f = ? Ha 1 a rangja, akkor f, = f,, és igy ahhoz,
hogy ne legyen ellentmondas az egyenletek kozott fenn kell allnia az f, = f, = 1
egyenlGségeknek. Fz azt jelenti, hogy F3 = Fj és az (F3,w) DW P szimmetrikus.
Ekkor viszont A6 miatt o/(F3,e) = f = e. Igy minden esetben ¢(Fs,e) = e.
Mivel Fy C Fs, e € Fy, Ab miatt ¢(Fi,e) = (F3,e) = e. A4 miatt viszont
Y(F,e) =9(F,e) =e=@(Fe). O
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Az A4 axidéma koriilbeliil hasonld erejii, mint a Pareto-optimalitds a Nash axio-
mak koziil. A gyenge skala fiiggetlenség (A3) és homogenitas (A2) egyiitt is gyen-
gébbek, mint a skala fiiggetlenség Nash axiomai koziil. Erdemes megjegyezni, hogy
A3 a skila fiiggetlenséget csak az adott silyvektor szerint koveteli meg. Az A7 4]
axioma, amely 6nmagaban elég gyenge, "tolti ki" a kiilonbséget és igy nem tulzas azt
allitani, hogy az n = 2 esetben az EW M ¢és igy egytuttal az LNAM is lényegében
ugyanazokkal az axiémékkal karakterizalhatok, mint a klasszikus NV AM.

Sajnos ezt nem lehet automatikusan atvinni az n > 2 esetre. Tekintsiink egy
olyan dontési szabalyt, ami megegyezik az EW M-el kivéve azt, hogy a fel-
adatban a Q(z, w) célfiiggvényt kicseréljitk a Py(z,w) := Zle(wixi)k célfiiggvényre.
Az igy kapott dontési szabaly kielégiti az A1-A7 axiéomékat minden k£ > 1-re és
ugyanakkor mas megoldasokat is tud produkalni mint az EW M ha k # 2, n > 3.

Igy vagy az eddigi axiomakat kell kiegésziteni, vagy valami teljesen mas axiéma-
rendszerben gondolkodni. Mi az els6 utat valasztjuk és egy 1Gj axiéméat fogalmazunk
meg. Legyen ¢ egy dontési szabaly a D halmazon. Minden (F,e) € D-re definialjuk

a kovetkezéket:

G = E(Fe)
? = Q/J(Fﬁ)
u = ne—?,

ahol E(F,w) az (F,w) DW P "utilitArionus megoldasainak" a halmazat (vagyis
a (3.19) feladat optiméalis megoldasainak a halmazat) jeloli. A v dontési szabalyt

konzisztensnek nevezziik, ha

T € B(G,u)

minden (F,e) € D-re.
A konzisztencia kévetelményének egy lehetséges interpretacidja a kovetkezs. Az

(F,e) DW P-ben a DH a kritériumoknak eredetileg egyenld stlyokat adott és kapott
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egy ? megoldast (kimenetelt), amire gy is lehet gondolni, mint aktualizalt stlyvek-
torra (a kritériumok "fontossagat" kifejezd stlyrendszerre), amelyben megtestesiil
az utilitarianizmus elve, a kritériumok eredeti (egyenls) értékelése és a lehetséges
megoldasok halmazénak alakja. Ha még van tere a dontésnek (a probléma
megoldasa nem egyértelmii), akkor az egyforman hatékony megoldasok koziil valo
valasztasban egy olyan célfiiggvény irdnyit, amely az eredeti egyenld silyozas felé
orientélja a valasztast. Tulstlyozott kritériumok (amelyeknek megfelel6 komponense
az ?—ben nagy) kisebb stlyt kapnak, alulsilyozottak (? relativen kisebb komponen-
seihez tartozok), pedig nagyobbat. Igy valamiféle "kiegyensiilyozas" valosul meg, a
feladat megoldasaval a mésodik fazisban a lehetGségekhez képest korrigélunk.
Az eredetileg egyenld stlyok felé valo elmozdulas (amennyiben a lehetséges tarto-
méany, pontosabban a hatékony megoldasok halmazanak alakja ezt megengedi) elég
természetes célnak tiinik.

El kell azonban ismerni, hogy a konzisztencia ezen interpretacidja mesterkéltebb,
mint a toébbi axidoma természetes interpretacioi. Ez persze nem jelenti azt, mintha
akar az eredeti Nash axiomak koziil nem lennének olyanok, amelyeket meg lehet kér-
déjelezni. Gondoljunk csak az irrelevans alternativaktol valo fiiggetlenségre, amely
bizonyos esetekben akar intuicio ellenes eredményt is hozhat. Ez motivalta pl. a|Kalai
és Smorodinsky| (1975) megoldast, amely egy masik dontési filozofiat testesit meg.
Annyit nyugodtan meg lehet allapitani, hogy nincs olyan dontési szabély, amely
adott esetben ne eredményezne intuicio ellenes megoldéast. Moulin| (1988]) konyve
kitlinG attekintést ad a problémakdérrél. Minden esetre a konzisztencia segitségével

tetszGleges n-re lehet jellemezni az EW M-et.

3.16. tétel (Forgo és Szidarovszky (2003)). Az EW M konzisztens és az egyetlen
lehetséges, konzisztens, homogén és gyengén skdla fiiggetlen utilitdrianus dontési sza-

bdly.

Bizonyitds. Legyen 1 egy konzisztens dontési szabaly amely kielégiti az A1-A4

axiomakat, tovabba f := ¢(F,e) és f := ¢(F, e) (az EW M-et most is p-vel jeldljiik).
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Az EW M elsé fazisa (a probléma megoldésa) biztositja azt, hogy a mésodik
fazisban ((3.20)) probléma) a valasztas mar csak a G := E(F,e) efficiens megoldéasok
halmazara korlatozodik. Az f a feladat egyetlen optimalis megoldasa. A
célfiiggvénye folytonosan differencialhato, ezért fa > f f minden z € G-re, mivel
a célfiiggvény gradiense az f pontban 2f. Ez ekvivalens az (ne — f)z < (ne — f)f
egyenlétlenséggel, mert nex = n? minden x € G-re miatt. Igy f € E(G,ne—f)

és ¢ konzisztens.

A4 miatt, ? € G és mivel fx > f f minden z € G -re, azt kapjuk, hogy

i

VvV

fr. (3.23)
Mivel v konzisztens, ezért ? € E(G,ne —?), vagyis ? optimalis megoldéasa az aldbbi

feladatnak

(ne — f)r — max

s.t. z € G

Mivel f € G lehetséges és ? optimélis, az

(ne — f)f > (ne — Nf

egyenlGtlenség fennall. Ebb6l viszont kévetkezik az

fr>7r (3.24)
egyenlGtlenség, mivel nef = ne? = n? konstans.
A (3.22) és (3.23) egyenlStlenségeket Gsszeadva kapjuk a
2ff>FF+FF
egyenlGtlenséget, amely csak akkor allhat fenn, ha f = ? U

Az EW M két fazisa kiilon-kiilon is axiomatizalhato. Utilitarianizmus (A4 axio-

ma) helyett lehet additivitast vagy affinitast megkovetelni, mint ahogy azt Myerson
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(1981) tette és |Moulin| (1988) részletesen elemezte. Az EW M méasodik fazisa tulaj-
donképpen az orig6tol vett euklideszi tavolsdg minimalizalasa, ami ugyanaz, mint
egy olyan lehetséges megoldas valasztasa, amely a lehetd legkozelebb van egy referen-
cia ponthoz, jelen esetben az origbhoz. Rubinstein és Zhou (1999) axiomatizéalta ezt
a dontési szabalyt, amelyben az elég erds ,line symmetry" axiomat hasznalta. Ennek
az alkalmazésa az altalunk targyalt dontési problémék esetében komoly nehézsége-
ket jelentene, mert akkor nem korlatos lehetséges tartomanyokat, amelyek akar az
R’ -en is talterjednek, szintén T'D P-knek kellene tekinteni. Ebben a kontextusban
érdemes megjegyezni, hogy az EW M els6 fazisa egy nadirtol vald eltavolodas, a
masodik fazis pedig egy ponthoz valo kozeledés. A konzisztencia axiéma a masodik
fazisban a célfiiggvényt linearizalja és ezaltal mindkét fazis egy LW M lesz.

A jatékelmélet és a TDP "Osszehozésara" mas megkozelitések is vannak. Erre
egy példa |Zhou et al (2009), ahol a kritériumokat szintén jatékosok testesitik meg,
de a silyokat nem egy N AM, hanem egy megfelelGen definialt nem-kooperativ jaték
N E P-jeként kapjuk.

Meg kell jegyezziik, hogy az EW M a kimenetel-térben hataroz meg egy egyér-
telmi megoldast. Ezt viszont, ha nem egy eredeti "tiszta" alternativa kimenetele,
hanem valamely alternativak keverésének kimenetele, akkor akar tobbféle keverés is
elgallithatja. Ennek oka, hogy egy politop pontjainak a csucspontok konvex linearis

kombinécioként valo elGallitasa nem feltétleniil egyértelmdi.
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A. fuggelék

Bizonyitasok

A.1. Egy két-fiiggvényes minimax tétel

Az|1.24). tétel bizonyitdsa, |Forgo és Jod (1998). Legyenek p; és py atlagolo fliggve-
nyek, X és Y nem iires halmazok, f,g: X xY — R, f < g, f korlatos fiiggvények,
amelyekre fennéllnak a kévetkezs feltételek:

barmely vy, y» € Y-hoz taldlhat6 olyan y3 € Y, hogy

reX = g(z,y3) < pa(f(2, 1), 9(x,92))

barmely x1, x5 € X-hoz taldlhato olyan z3 € X, hogy

y €Y = f(x3,y) > pi(f(71,9), 9(2,¥)) -

Ekkor minden F' C X véges halmazra fennall

. o |
inf max f (v, y) < sup inf g(z,y)

A tétel bizonyitasadhoz sziikségiink lesz az atlagolo fiiggvény definicidjara és egy
lemmara. Az atlagolo fiiggvényt ugyan mar korabban definidltuk, de a koénnyebb

referencia kedvéért ezt megismételjiik.
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Egy p: R? — R folytonos fiiggvényt atlagolo fiiggvénynek neveziink, ha mind-

egyik valtozojaban monoton névekva,

pLA) = A, (A1)

és

A # = min{\, u} < p(\, p) < max{\, u} . (A.2)

A.1. lemma. Legyenek py és py dtlagolo fiigguények, X és'Y nem dres halmazok,

fr9: X XY — R, amelyekre fenndllnok o kévetkezd feltételek:

f<g X xY-on, f korldtos, (A.3)

barmely y1,ys € Y -hoz taldlhato olyan ys € Y, hogy

re X — g(iﬂ,ys) < p?(f(xvyl)ag($7y2)) ) (A4)

barmely x1,xo € X-hoz taldlhato olyan x3 € X, hogy

y €Y = f(x3,y) > pi(f(z1,), 9(72,9)) - (A.5)

Ekkor minden x1, x5 € X-re fenndll

inf max{f(z1,y), g(2s,y)} < supinfg(z,y) . (A.6)
X

Bizonyitds. Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel, hogy

ir};f max{ f(z1,v),g(xe,y)} = a > f =sup ir}}fg(x,y) ) (A7)
X

fennall valamely x;, 25 € X-re. Kényelmi szempontbol jeloljiik (xy, 22)-6t (21, w;)-el
és definialjuk a (z,,w,) sorozatot induktiven a kovetkez6 képpen. Tegyiik fel, hogy

T, €s w, mar rendelkezésiinkre all és
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inf max{ f(z,,y), g(wn,y)} > o . (A.8)

Definialjuk x*-ot a kovetkez6 egyenlGtlenséggel

f@,y) = p1(f(Tn,y), g(wn,y)) , minden y € Y-ra. (A.9)

Az (|A.5) miatt ilyen x* létezik. Legyen v egy tetszGleges olyan szam, amely kielégiti

a

a>vy>f (A.10)

egyenlGtlenségeket. Vezessiik be az

N, f(@)i={y €Y fla,y) <) (A11)

jelolést. Elgszor megmutatjuk, hogy

Nyg(a*) € N, f(x,) . vagy Nyg(a®) C Nyglw,) . (A.12)

Mivel v > S, ezért N,g(z) # () minden = € X-re. Tovabba g > f -bdl kivetkezik
N, f(x) # 0 minden z € X-re. Az o > v egyenlGStlenséghbdl és ((A.8)-bol

N, f(zn) N Nyg(wy,) =0 . (A.13)

A g(z*,y) > f(a*,y) = pr(f(n,y), 9(wn, y)) egyenlbtlenségekbdl kapjuk a

N,g(z*) C N, f(z*) C N, f(z,) UN,g(wy,) (A.14)

tartalmazasokat. Ismét indirekt modon tegyiik fel, hogy (A.12) nem &ll fenn. Ekkor

van olyan zq, 29, hogy

21 € Nyg(z*) NN, f(2), 22 € Nyg(a™) N Nyg(wy,) - (A.15)
Indukcioval, m = 3-t6l kezdve definidljuk z,,-et minden m > 3-ra az alabbiak szerint.
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Jelolje iy, (és j,,) azt a legnagyobb m-nél kisebb indexet, amelyre 2; € N, f(x,)
(és zj,, € Nyg(wy,)). Definidljuk z,-et (A.4)-el, ami azt jelenti, hogy minden = € X-

re fennall a

9(@, zm) < po(f (2, 21,,), 9(, 25,,)) (A.16)

egyenlGtlenség. Mivel z1, 25 € N,g(z*), indukciéval azt kapjuk (a po atlagolo fiigg-
vény monotonitasat kihasznalva), hogy 2, € N,g(z*) minden m-re, amibdl (A.13)

és (|A.14) miatt

Zm € Noyf(xy) , vagy zm € Nog(wy,) (A.17)

kovetkezik. Tegyiik el6szor fel, hogy végtelen sok olyan m index van, amelyre z,, €

N, f(x,). Jeloljiik {zn, }-val ezeknek a részsorozatit. Az f (2, 2m,,,) < 7 < a

egyenlGtlenségekbdl (A.8) és (A.16]) kovetkeztében az

a<yg (wn,kaH) < p2 <f(wn, Zmi )y (wn, zjmkH)) (A.18)

P

egyenlGtlenséget, amelybél

J Wn, zm) = g (Wny Zmyyy) = f (Wns 2y

kovetkezik. Masképpen: az {f (w,, zm, )} sorozat monoton csékkené amint £ — oo
és « egy also korlatja. Vezessiik be az A := limy_,o0 f(wn, 2m, ) > « jeldlést.

Az

IN

9 (Wns 2myy)

< P (f(wn7zmk)7g (wn7zjmk+l)) <p2(f (wﬂ?zmk) )

f (was Zm)

egyenlGtlenségekbdl kévetkezik, hogy ha k — oo, akkor A < py(A, ), ami ellent-

mondas, mivel A > a > v és py atlagolo fliggvény.
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Ez azt mutatja, hogy nincs végtelen sok z,, € N, f(x,), ezért valamely elég nagy
N-re, minden m > N esetében z,, € N,g(w,) és valamely mo < N -ra (mg az a

legnagyobb index, amelyre f(z,, zm,) < 7)

g(fE,Zerl) S p2<f(55, Zmo)ag(xvzm»

fennall minden x € X-re.

Az (A.8) miatt a g(wp, 2,) < v egyenlStlenségbdl kovetkezik f(zn, z,) > «, igy

a < f(xmzm—i-l) < g(mem-O—l) < P2 (f (ZL’n,ZmO) 79(‘7:”7 Zm))

fennall minden m > N-re. Mivel f (2, 2m,) < 7, ezért {g(x,, z,)} csokkens amint
m — o0 és « egy also korlatja. Ez ugyanigy ellentmondéashoz vezet, mint a { f (w,,
Zm, )} sorozat esetében.

Azon feltételezés mellett, hogy nem all fenn, a (nem feltétlen kiilonbo-
20) zm pontok generdlasa a végtelenségig megy. De éppen most lattuk be, hogy ez

lehetetlen, igy (A.12)) fenn kell alljon.
Maésodszor, (A.12))-re tAmaszkodva megmutatjuk, hogy

N, f(2%) € N, f(aa) , vagy Nyg(a®) C Nyglaw,) . (A.19)

Ehhez elég azt bizonyitani, hogy N,g(z*) C N,f(x,) = N,f(z*) C N,f(z,),
mert a forditott implikicié mindig igaz a g > f feltétel miatt. Mivel miatt
N, f(z*) C Nyf(zn) U Nyg(wy,), az N, f(z*) € N, f(z,) indirekt feltételezés impli-
kalja egy zo € N, f(z*) N N,g(w,,) létezését.

Vegyiink egy tetszoleges z; € N,g(z*) C N, f(z,) elemet és definidljuk a {z,}
sorozatot indukcioval felhasznalasaval a kévetkez6 modon:

IN

g(JI,Zg) IOQ(f(vaQ)?g(I?Zl)

g(xaszrl) < ,02<f(x722)7g<x72m))7 (m > 3)7
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minden x € X-re.
Az f(x*, 20) < v és g(a*, 21) < v egyenlStlenségekbdl jon g(x*, z3) < 7 és igy az

m-re vonatkozo6 indukci6 alapjan

g(x*7zm+1> < pg(f(l'*,ZQ),g(.T*, Zm)) <7 (m > 3) :

Ez azt jelenti, hogy z,,41 € Nyg(z*) C N, f(x,) és igy (A.8) miatt g(wy, zmi1) > o
Ezért

a < g<wm Zm-l-l) < /02(f(wn7 22),9(11}”, Zm)) ) (m > 3) : (AQO)

Minthogy zo € N,g(wy,), ezért f(wn,2z2) < g(wn,22) < 7. Az (A.20)-bol latszik,

hogy {g(wn, zm)} csokkend sorozat m > 4-re. Legyen a < B := limy, o0 g(Wn, 2m)-

Ekkor (A-20)-bol kovetkezik B < po(y, B), ami ellentmond (A.2)-nek. Igy (A.19)

fennall.
Most ratériink a bizonyitas harmadik, befejez6 szakaszara.
Ha N, f(z*) C N, f(x,), akkor legyen (x,41,wn41) = (2%, wy), és ha N,g(z*) C

N,g(wy,), akkor legyen (41, wni1) = (25, 2%). Az els6 esetben y € N, f(x*)-bol

kovetkezik y € N, f(x,,) és igy (A.8) miatt g(w,,y) > a. Ezért

infmax{f(z",y), g(wn, y)} = f max{f(zn11,9), g(wns,9)} 2 7. (A21)

Mivel z* valasztasa nem fiigg v-t6l és (A.21) fennall minden v < « esetében, azt

kapjuk, hogy

i{l/f max{ f(Tn+1,¥), 9(Wnt1, )} > .

A masodik esetben ugyanigy érveliink: y € N,g(z*) =y € N,g(w,). Az (A.18)-bol

az f(x,,y) > a kovetkezik, majd az

Hl}f max{f(xm y),g(x*, y>} = H)}f max{f(xn+1,y),g(wn+1, y)} > Y
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egyenlGség/egyenlGtlenség, és végiil a

iI}}f max{ f(z,11,y), 9(wni1,y)} > «

egyenl6tlenséget kapjuk. Az {x,,w,} sorozat konstrukciojabol és az (A.19)-bol

Nvf(xn—&-l) - wa(xn), ng(wn—ﬂ) - Nvg(wn)a (n>1).

Ha N, f(z*) C N, f(x,), akkor f(zn41,v) > p1(f(2n,y), 9(w,,y)) minden y € Y-ra.

Mivel y € N, f(zp41) =y € N, f(xn) = g(wn,y) > a, ezért

f(@ns1,y) > p1(f(zn,y), ) y € Ny f(zp41)-1e.

Innen

inf f(x,41,y) = inf Tpat,

Y ( ! y) yeNyf(szrl)f( ! y)
> inf Tn,Y), A.22
e T Pl(f( y) ) ( )

> inf pi (f(2n, y), @) = pr (igff(wn,y),a) :

Ha N,g(z*) C N,g(w,), akkor hasonl6 képpen kapjuk

inf g(wns1,9) = p1 (oa, inf g(wn, y)) : (A.23)

Igy a {c, = infy f(zn,y)}, {d, := infy g(w,,y)} sorozatok egyike végtelen kell le-

gyen. Ha a {¢,, } részsorozat végtelen, akkor

Cny < B<a, cpy1 > p1(Cn,a) >cpn , (K>1).

Hatarértéket véve

¢ = lim ¢, 41 > p1 < lim cnk,a) > lim ¢, =c",
k—oo k—o0 k—o0

ami ellentmondas. Ha a {d,,} sorozat végtelen, akkor hasonlo képpen
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dng < 6 <« >dnz+1 > p1 (a7dné) > dnz ’ (é = 1)

és
d* = lim dpp1 > p1 <a, lim dw) > lim dy, = d* |,
{—00 £—00 £—00
ami szintén ellentmondas. Ezért (A.7) nem allhat fenn és a lemma igaz. O

Most ratériink a tétel bizonyitasara. A konnyebb hivatkozas kedvéért megismé-
teljiik a tétel allitasat.

Legyvenek p; és py atlagolo fiiggvények, X és Y nem iires halmazok, f,g: X XY —
R, f < g, f korlatos, amelyekre fennallnak a kovetkezd feltételek: barmely y1, 9y, € Y-

hoz talalhato olyan y3 € Y, hogy

reX = g(xvyi%) < pz(f(x7y1),g(x7yg)) ) (A'24)

barmely x1, o € X-hoz talalhato olyan x3 € X, hogy

y e Y = f(ffg,y) > pl(f(xl,y),g(x%y)) : (A25)

Ekkor minden F' C X véges halmazra fennall

: < :
11}1/f max flzy) < sg{p 11}1/fg(x, Y) . (A.26)

(A.26]) trividlisan fennall, ha |F| = 1. A bizonyitds az |F|-e vonatkoz6 indukcidval
megy. Egészen pontosan azt fogjuk bizonyitani (ami egy kicsit tobb, mint a tétel

allitasa), hogy minden F' C X véges halmazra és minden U C Y-ra, amely kielégiti

az (A.24]) és (A.25) feltételeket, ha Y-t U-ra cseréljiik ki, fennéall

: < :
ul}f max flz,y) < sup ul}fg(x, Y) . (A.27)
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Tegyiik most fel, hogy az (A.27) egyenlStlenség teljesiil minden olyan F-re,
amelyre |F| < n. Legyen G := {x1,...,2,, 2,11} és U C Y olyan, hogy (A.24]) és
(A.25)) fennallnak. Mivel f korlatos, ezért

inf —00 .
in mgxf(x,y) > —00

Tekintsiink egy tetsz6leges v szamot, amelyre

< inf )
v < infmax f(z,y)

Definialjuk a V' és V halmazokat:

Vi={yeU:g(zm,y) <7}

ViUV =y €U glrasns) 2 7},

Ha V = () minden v < infy maxg f(x,y) szamra, akkor

v <inf g(@p41,y) < supinf g(z,y) .
U X U

Mivel 7 tetszélegesen kozel lehet infy maxe f(x, y)-hoz, (A.27)-nek fenn kell allni,
ha F = G. Igy feltehetjiik, hogy V # (), valamely -y, < infy maxq f(x,7) esetében.
Ekkor V # (0, ha 79 < v < infy maxg f(x,y). Tekintsiink egy ilyen -t és olyan [-t,
amelyre o < < 7.

Legyenek vy, vy, € V. Ekkor

max{g(Tn+1,¥1), 9(Tnt1,92)} <7

V definiciéja miatt. Az (A.24]) miatt van olyan y3 € Y, hogy

g(xvy?)) < p2(f<x7yl)7g<x7y2)) < maX{f(xayl)vg(xayZ)} <
max{g(z, 1), g(z, y2)}

minden x € X-re. Ezért
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9(Tns1,y3) <7, (A.28)

amibdl y3 € V kovetkezik és igy V' (ugyanigy, mint U) kielégiti az (A.24)) feltételt
és nyilvan az (A.25)-6t is.

Legyen F :=G\{x,.1}. Igy V definici6ja miatt és mert f(2,:1,9) <g(@ni1,y) <

~ valamint maxg f(z,y) > v minden y € V-re

ma (o) = g f(2.9)

aminek kovetkeztében

v < 11‘}f max flz,y) = 19f max flz,y) .

Az indukeios feltevés miatt

. o |
v < infmax f(z,y) < sup inf g(z, y)

Igy van olyan 2’ € X, hogy

v < iI‘}fg(x', y) . (A.29)

Ha V = (), akkor (A.29) kivetkeztében V = U és

. . . < .
1rl}f max f(z,y) 1r‘}f max f(z,y) H‘}f max flz,y) < 31)1(p HI}fg(w, v),

ami azt jelenti, hogy (A.27) fennall F' = G esetében.

Tegyiik most fel, hogy V # 0. Be fogjuk latni, hogy van olyan z” € X , amelyre

f(2"y) > a (A.30)

minden y € V -ra. Legyen zy := x,,41. Ha valamely k = 0,1, .. .esetében f(z,y) > 3
minden y € V-ra, akkor legyen 2" := z,. Kiilonben legyen z, € X, amelyet az (A.25)

feltétel hataroz meg a
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fCry) > pr(f(2r-1,9), 9(20, )

y € V, egyenlStlenséggel. Mivel g(zo,y) > 7, és f(zx—1,9) < B < 7 valamely y € V-

ra, ezért

fGryy) > fl2-1,9) - (A.31)

Ha a {z;} sorozat véges, akkor (A.30]) azonnal kivetkezik. Tegyiik fel, hogy végtelen.

Minden k£ =0,1,.. ., esetében definidljuk az

i = inf f(z,y) .
yeVv

szamokat. Ekkor 1, < f minden k = 0,1, .. .-ra és az {r} sorozat névekvs az
miatt és mert minden y € V-ra, amelyre f(z;,y) > 7 fennall valamely ¢ indexre, a
f(zk,y) > v egyenlStlenség is igaz minden k > ¢ index esetében, mert g(zq,y) > 7.
Igy {7} konvergal és § := limy_,o, 7 < 5. Ha § < 3, akkor p; folytonossaga és zx.;

definicidja miatt

0= lim rp 1 > py (lim rk,/8> > limr, =96,
k—o00 k—o00 k—o0
ami nem lehetséges. Ezért 0 = [ és elég nagy kg indexre

inﬁf(zkoay) > Q.
yeVv

Legyen z” := z,. Igy (A.29)) és (A.30) kovetkeztében

o< i?;f max{ f(z",y), g9z, y)} .

Az lemma allitasa miatt

a < infmax{f(z",y),g(«', y)} < supinfg(z,y)
X

amibgl, mivel « tetszélegesen kozel van infy maxg f(z, y)-hoz, kovetkezik
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inf < inf
inf max f(z,y) < sup iy 9(z,y) ,

ami a tétel allitésa. O

A.2. A puha korrelailt egyensiily ereje négy-szemé-
lyes, egyszert, két-kiszolgalés, nem novekvo li-
nearis, torlédasi jatékokban

A[2.19 tétel bizonyitdsa, |[Forgd (2014). Ezuttal az n = 4 értéket helyettesitjiik be
a alfejezet (2.12) és (2.13)) formuldjaba. Igy a kovetkezs LP feladatot kapjuk

(122 + 4y + 122)p; + (242 + 12y + 242)p,
+(122 + 12y + 122)ps + 4ypy, — max
s.t. (—y —32)po + (3x — 2y — 32)p1 + (3 + 32)pa

+(=3z + 2y + 32)ps + (=32 + 3y)ps 0

v

po+4p1 +6py +4ps+ps = 1

Po, P1, P2, P3, P4 Z 0.

Azokra a bazismegoldasokra, amelyeknek egy pozitiv komponense van, a kovet-

kez6 célfiiggvény értékeket kapjuk:

Pozitiv komp. | po =1 p1 = }l D2 = % p3 = % pa=1

Célfv. érték 0 3r+y+32 dr+2y+4z 3x+3y+3z 4y

Csak a kovetkezd harom lehetGség van:

(i) p2 = %—nak van a legnagyobb célfiiggvény értéke. Mivel ez mindig lehetséges
megoldés, ezért mind a kisméretd, mind a teljes méretii LP-nek optimalis

megoldasa és igy EV = 1.
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(ii) ps = l-nek van a legnagyobb célfiiggvény értéke. Ekkor 4y > 4x + 2y + 4z,
ami csak akkor fordulhat elg, ha y > 2z + 2z, amibdl az kiovetkezik, hogy
—3x 43y > 0, és igy mind a kisméretd, mind a teljes méretd LP-nek optimalis

megoldésa. Tehat ebben az esetben is EV = 1.

(iii) ps = }L—nek van a legnagyobb célfiiggvény értéke. Ha —3x + 2y + 3z > 0, akkor

a korabbi okfejtésbdl kdvetkezden szintén EV = 1.

gy egy pozitiv komponensii bazismegoldas csak akkor nem ad optimalis megol-

dast, ha az alabbi egyenl6tlenségek fennéllnak

3r+3y+32 > 4y
3r+3y+3z > 4o+ 2y+4z

—3r+2y+3z2 < 0

ami a kovetkezGre egyszertisithetd

$+z<y<g(x—z). (A.32)

A tovabbiakban két pozitiv komponensd bazismegoldasokat tekintiink. Nézziik
azt az esetet, amikor a py és ps valtozok pozitivak. A bazismegoldast megkapjuk, ha

megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

(Bx+32)pa+ (=32 +2y+32)ps = 0

6p2 +4ps = 1
A megoldas:

~ 13x—2y—3z 1 2z -3z
T 65r—2y—62" DT 4br—2y—62°

Az ([A.32)-b6l kovetkezik, hogy 0 < po,ps < 1 és igy (A.33) valoban lehetséges

bazismegoldas, amelynek a célfiiggvény értéke

D2 (A.33)
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(4r + 2y +42)(3z — 2y — 32) + (3x + 3y + 32)(2z — 32)
br — 2y — 62 '

Az EV (z,y, z) kényszeritési hanyados z,y, z fliggvényeként az alabbi:

(3x 4+ 3y + 3z)(5x — 2y — 62)
EV _ . (A.34
o0 = e oy T 423 — 29— 32) + Ga + By + 392 —30)~ Y

Az EV kényszeritési érték igy az alabbi optimum feladat optimalis célfiiggvény ér-

téke:

EV(z,y,z) — max
s.t. r+z < y<3(z—2z) (A.35)
r,y,z > 0

Vegyiik észre, hogy ha x*,y*, z* optiméalis megoldéisa az feladatnak, akkor
y* >0, és ' = Z—:,y’ =1,z = Z— szintén optimélis megoldasa (A.35)-nek. Ezért

feltehetjiik, hogy y = 1. Vezessiik be a ¢ = % = 1.007478 ... jelolést.
Elgszor megmutatjuk, hogy EV (z,1,z2) < ¢ az feladat minden lehetsé-
ges bazismegoldasara. Ebbol a célbol belatjuk, hogy EV(x,1,0) < ¢-bdl kivetkezik
EV(x,1,2) < ¢ az feladat minden lehetséges megoldasara. Az fel-

hasznalaséaval EV (z, 1, z) < ¢ a kovetkezd alakra hozhato:

flx,2) = (15 — 18¢)a” + (216 — 18)2° + (9 — 4d)x (A.36)

+(23¢p —24)z2 4+ (3¢p — 3)xz + 49— 6 <0 .
Minden rogzitett z-re f(x, z) konkav kvadratikus fiiggvénye z-nek. Az f(x, z) fiigg-
vény z szerinti parcialis derivaltja a z = 0 helyen
Of(z,2)

Figyelembe véve, hogy y = 1, a kovetkezs egyenlGtlenségeket kapjuk (A.35)-bdl:
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%z < zr < 1-—z
0 < =z (A.37)
0 < z < 1

Ezért

3(p— 1)z +23¢—24 < 3(¢p— 1) +23¢ — 24 = 266 — 27 < 0 .

Mivel f(x, z) olyan konkav kvadratikus fiiggvénye z-nek minden x € [0, 1]-re, amely-
nek a z szerinti parcidlis derivaltja negativ, ezért csokkend az egész [0, 1] inter-
vallumban, amibdl kovetkezik az allitasunk, vagyis EV (z,1,0) < ¢-bdl kovetkezik
EV(z,1,2) < ¢ az minden lehetséges megoldasara.

Most megmutatjuk, hogy EV(z,1,0) < ¢ minden x € [0, 1]-re. Behelyettesitve
az y = 1, z = 0 értékeket —ba, algebrai atalakitasok utan kapjuk az alabbit:

522 4+ 3x — 2
EV@ 10 =99, =5

Ez a fiiggvény az z* = %ﬁ = 0,7927... pontban veszi fel a maximuméat a [0, 1]

intervallumon és az E'V (z,1,0) maximalis értéke

900 + 393v/30
g= 2t — 1.007478 . ..
1080 + 356+/30
Behelyettesitve (2*,1,0)-at (A.33))-ba kapjuk a py = g(\)/%ig = 0,0321..., p3 =
1(;\//3;% = 0,2018... (minden egyéb valoszintiség 0) értékeket. Ez a kisméreti és a

megfelel teljes méret L P-nek is lehetséges megoldasa ugyanazzal a w célfiiggvény

értékkel, ahol

o 3(z*+1) (75 +3v/30)(1080 + 3561/30) - 3384
¢ 17(900 + 393v/30) ’ o

A korabbiakbol tudjuk mar hogy EV < ¢. Ahhoz, hogy az EV = ¢ egyenlGséget

bebizonyitsuk, meg kell mutatni, hogy a fenti megoldas nem csak lehetséges, hanem
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optimalis megoldasa is a teljes méretli L P-nek. Gondos és hosszadalmas szamoléssal

(ennek részleteit kihagyjuk) be lehet latni, hogy

U = Uy = U3 =Ug = N\, Uz = W ,
ahol

\ (75 4 3v/30)(1080 + 356v/30) 66 + 4/30
(900 4 393+/30)(16 +2v/30) 16 + 21/30

lehetséges megoldasa a teljes méretdi LP duéljanak és a hozza tartozd dual cél-

=0,1055...

fliggvény érték w. A linearis programozas gyenge dualitas tétele értelmében a teljes
meéretdi LP (a primal feladat) optimalis célfiiggvény értéke is w, amibdl a tétel alli-

tasa kovetkezik. O

A.3. Az L-Nash alkumegoldas Howard-féle implemen-
tacidja

A[3.19 tétel bizonyitdsa, |[Forgd és Fildp| (2008). A Pareto-optimalis vélasztas fel-
tétele és a jatékosok megfelel6 indexelése mellett a H jaték implementélja az LN AM-
ot vagy pontosan, ha van olyan véges biintet6 paraméter, amely mellett LNAM =
NAM, vagy aszimptotikusan, ha nincs ilyen véges biinteté paraméter.

A H jaték részjaték tokéletes N E P-jét visszafelé indukcioval hatarozzuk meg.

Ha (y1,y2, @) a P1 valasztasa, akkor P2 maximaélis kifizetése

9(91,927@ = Inax f(wlax%p? 3/1,92,04) 9 (A38)

T1,22,p

ahol

p(za+ar)—a ha z; > py; —a(l —p),
f<x17x27p7 y17y27a) = (A39)
p*(ya+ar) —a ha z; < py; — a(l —p).
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A g fiiggvény valtozoi yi,y», a, mig az f fliggvény valtozoi xy, zo,p, és Y1, Y2, a
paraméterek, (zq1,22) € F, (y1,y2) € F, p € [0,1], a > 0. Jelolje P az F lehetséges

halmaz Pareto-optimalis pontjait:

P = {(21,Mx1)) : Ly <2y < Ub},

ahol h egy monoton csékkend konkav fiiggvény az [Lq, U;] intervallumon. Jeloljiik a
NAM-ot mint « fliggvényét NAM () = (z1(«), 22()) = (21(a), h(21()))-al, amely

az alabbi feladat egyetlen maximumpontja:

1+ a)(xe +ar) — max
(1 + a)(z2 + ar) (A.40)
s.t. (:U17 'TQ) € F
A kovetkezkben meghatarozzuk az (A.40) megoldasat az vy, y2, @ paraméterek fiigg-

vényeként. Két eset van.

1. y1 < Ly. Konnyen lathato,hogy (A.39)) és a Pareto-optimélis valasztas feltétele
miatt ©7 = Ly, x5 = h(Ly), p = 1 az egyetlen optiméalis megoldasa az (A.40)

feladatnak.

2. Ha y; > L;, akkor a g fiiggvény értéke azon tartomany felett, amelyet az
f definici6janak "fels6 része" hataroz meg (ezentul roviden a "felss rész")
legalabb h(y;) + ar — «, mivel ezt el lehet érni az z1 = y1, xo = h(y1), p =1
értékvalasztassal. Azon tartomany felett, amelyet az f definiciojanak "also
része" hataroz meg (ezentil roviden az "also rész") a g fiiggvény nem vehet fel
nagyobb értéket, mint h(y;) + ar — «, ezért elég az optimumot a fels§ részen

keresni.

Ha z;-et y; értéke ala vissziik, akkor g értéke lehet nagyobb, mint A(y;) +ar —a,
ha figyelembe vessziik, hogy p < 1 megengedett. Az (A.39)) kovetkeztében x; értékét
nem lehet py; — a(1 — p) ala szoritani anélkiil, hogy elhagynénk a fels6 részt, és

természetesen nem érdemes L, ald menni. Igy
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_xl—i—a
_y1+a’

és

x1 € [Ly, 1] -

Mivel 25 = h(zy), ezért a kovetkezd feladatot kell megoldanunk:

are(h@) +ar) —a — max
s.t. 1 € [Li,y)

vagy, ami ezzel ekvivalens

(1 + a)(h(z1) + ar) — max
s.t. 1 € [Li,y] .

Konnyt igazolni, hogy ennek a feladatnak az optimalis megoldasa

. ) Y1 ha Ly <y < z1(a),
T1\Y1, Y2, & =
z1(a) ha z(a) <y < Uy,

.Z';(yl,yg,()é) = h<xi(y17y2>a>)
i 1 ha L) <y < zi(a),
P (Y1, ye, ) =
z1(a)+a

e ha zi(a) <y <UL

A g fiiggvény optimalis értékét behelyettesitéssel kapjuk:

h(L1) + ar — « ha y; < Ly,
91, y2,0) = ¢ h(y) +ar —a ha L1 <y < z(«),
(21(a)+a;£’j_(;1(a))+aﬂ ha zl(a) <y < U

Ha L; <y < zi1(a) ésyo = h(y1), akkor, ha a p = 1 értéket valasztjuk, akkor minden
x1 < y; optimalis az als6 részen. A Pareto-optimalis valasztas feltétele miatt ezekkel
a megoldéasokkal nem foglalkozunk és igy egyértelmi optimumot kapunk (Koénnyt

belatni, hogy z (o) < 1y < U; esetében az optimum nem lehet az alsé részen).
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A visszafelé indukcié utolsd 1épéseként meg kell oldanunk a P1 jatékos kdvetkezs

maximum feladatat:

max{p*(y1, y2, @) (27 (Y1, y2, @) + (1 — ),
*2 1
Py )y + all = g 5))) — max (A.41)
.t (y1,92) € F
a > 0.

Ezt a kovetkez6 alakra hozhatjuk:

maX{p* (yb Y2, Oé)(af{(ylv Y2, CY) + Oé),
*2
p , Y2, +a)y—a — max
(Y1, 92, @) (Y1 + )} (A.42)
s.t. (y1,42) € F
a > 0.
Rogzitett o > 0-ra, az (A.41) feladatot konnyt megoldani. Azt allitjuk, hogy az

optimalis értéke z;(«). Ennek belatasahoz vegyiik észre, hogy x3(y1,y2, @) < z1(a)

és p*(y1, y2, ) € [0, 1], amibdl

p*<ylay27a)<aﬁ(ylvy27a) + Oé) S Zl(a) + o

kivetkezik, amelyben egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha y; = z1(a).

A p*2(y1, ¥, @) (y1 + @) rész az célfiiggvényében nem lehet nagyobb, mint
z1(a) + a. Ha ugyanis ez nem lenne igaz, akkor z;(«) < y; allna fenn, de ebben az
esetben p*(y1,y2,a) < 1 lenne, amib6l a p*(y1, v, @)(y1 + @) < 21(a) + « ellent-
mondas kovetkezne.

Bebizonyitottuk tehat, hogy az optimalis értéke 21 (), minden optimalis
megoldasban yj (o) = z1(«), és y3(«) szabadon véalaszthato azzal a korlatozassal,
hogy (yi(a),ys()) € F fenn kell alljon. A Pareto-optimélis valasztas feltétele miatt
ya () maximalis kell legyen, feltéve, hogy (yi(«a),y5(a) € F, és igy egyértelmten

meghatarozott. Behelyettesitéssel kapjuk a kévetkezdket:
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*

21(i(a), y3(a), @) = z1(),

%

*

z5(y7 (@), y5(a), ) = 22(a),
p*(yi(a),ys(e), ) = L.
Az (A.41)) feladat igy ekvivalens a

21\ — max
1) (A.43)
S.t. a > 0

vagy még inkabb a
z1(a) — sup
(A.44)
S.t. a > 0
feladattal, mert lehetséges, hogy nincs maximum, csak fels§ hatar.
Most harom allitast, a konnyebb atlathatosag kedvéért, kozbeess lemmaként fo-

galmazunk meg.
A.2. lemma. Ha

ZQ(O)
21 (O)

akkor (z1(«), z2(a))) = LNAM minden o > 0-ra.

=r, (A.45)

Bizonyitds. Jelolje

Pal(T1,72) = (71 + a)(22 + 1)

az ((A.40) feladat célfiiggvényét. Az ((A.45) feltétel miatt minden o > O-ra fennéall

Vpa(21(0), 22(0)) = (z1(0)r + ar, 21(0) + @) = (21(0) + «)(r, 1) .

Legyen (z1,x2) € F. A ¢, fliggvény (z1,x2) irdny menti derivaltja a (z1(0), 22(0))

pontban
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Va(21(0), 22(0)) (21 — 21(0) (2 — 22(0)) T = (21(0) + ) (r, 1) (21 — 21 (0) (w2 — 22(0)) " .

A (21(0), 22(0)) az (A.40)) feladat optimalis megoldasa o = 0 esetében és z;(0) > 0,

ezért

(r,1)(z1 — 21(0)(z2 — 22(0)) " < 0.

Mivel a > 0, ezért

Vpa(21(0), 22(0)) (21 — 21(0) (2 — 22(0)) " <0,

amelybdl a lemma allitasa kovetkezik amiatt, mert a ¢, fliggvény logkonkav a pozitiv

kvadrénson. O

A.3. lemma. Ha

<r, (A.46)

akkor z1 () monoton nem csokkend, zo(a) monoton nem névekvd a-ban, és

(sup z1 (), 11;% zo(a)) = LNAM .

a>0

A sup ésinf akkor és csak akkor cserélhetd ki max és min-re, ha van olyan véges
ap, hogy NAM (ap) = (21(ap), 22(ap)) = LNAM és NAM (o) = (z1(), 20(0)) =

LNAM minden o > og-ra.

Bizonyitds. Legyen 0 < ay < ay. Megmutatjuk, hogy ha

M < r, vagy ami ezzel ekvivalens (o) <r, (A.47)
z1(a1) + o 21(a)
akkor
zi(an) < zi(ag),  z2(ar) > 22(a2) , (A.48)
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zo(g) + anr

z1(a1) + oy

Tegyiik fel, hogy (A.48) nem all fenn. Ekkor

22(042)

21 ()

< r, vagy ami ezzel ekvivalens <r.

21(061) > 21(052), ZQ(Oél) < 22(062) .

A (z1(aq), z2(ce)) maximalizalja a Nash-szorzatot, ezért

Vpa(2z1(ar), za(an))(21(a2) — 21(ar)(za(a2) — Z2(041))T <0

vagyis

(za(ay) + aqr, 21 (o) 4+ o) (21 () — 21(@y), 22() — 2(0)) "

zo(2) + ot

= (zl(al) + Oél)( 21(041) I a

Most belatjuk, hogy

zo(ay) + anr zo(aq) + agr

z1(a1) + o z1(oq) +ag

Ehhez hasznaljuk az (A.47)) egyenlGtlenséget és az alabbi implikaciot

a a-+c

CL<C:> <
bd b b+d’

,1)(z1(a2) — z1(ar), za(@2) — 22(n)) T <0

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

amely minden a, b, ¢, d pozitiv szamra fennall. Végezziik el a kévetkezd helyettesi-

téseket:

a = z(aq)+agr
b = zl(al) + o
c = (ag—aq)r

d = Qo — (7 .
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Mivel

z1(aq) + ag > z1(oq) + o

(A.50), (A.51), (A.52) és (A.53))-bol kapjuk az alabbiakat:

zo(2) + ot

31(061) T a, 1)(21(&2) — 21(a1)7 22(042) _ 22(051>)T

0> (z1(aq) + ag)(
= (22(a1) + aor, z1(0n) + a2) (21(a2) — z1(ar), z(2) — 22(n))) "

= Vpa, (21(1), 22(a1)) (21 () — 21(an)(22(a2) — Zz(al))T

Ebbdl, mivel ¢,, logkonkiv a pozitiv kvadranson, kovetkezik, hogy

Pay (21(02), 22(02) < Pay,(21(1), 22(1),

ami ellentmond annak a ténynek, hogy (21(az), 2o(a2)) maximalizalja a Nash-szor-

zatot a = ag-re. Igy (A.48)) fennall, és (A.47) és (A.48)-bol kivetkezik (A.49). Az
(A.46)-bol a; = 0 és ay = a, « tetszileges, szereposztassal kapjuk a

zo()
21 (@)

egyenlGtlenséget minden o > O-ra. Az [A.2] lemmabol kovetkezik, hogy zi(«a) is

monoton nem csokkend. A zy(«)-ra vonatkozd allitds a zo(a) = h(z1(«)) egyen-
16séghdl és a h fiiggvény szigortian monoton csokkenésébsl kovetkezik. Mivel az
LNAM = lim,_o NAM () (lasd [3.3]tétel) a z; () és zo(a) monotonitasi tulajdon-

sagai miatt azt kapjuk, hogy

(sup z1 (@), inf z1(a)) = lim (z;(«), 22(0)) = LNAM . (A.54)

a>0 a>0 a—00
amivel a lemma masodik részét bizonyitottuk. 0
A tétel allitasa a két lemmébol azonnal kovetkezik. O
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Vegyiik észre, hogy a jatékosok megfelel6 indexelése az (A.53) formulaban lett
kihasznalva, ahol a z; () és a z3(«v) megfelel§ irdnyt monotonitésa kritikus szerepet
jatszik. Az alkumegoldds monotonitasat [[homson| (1987)) részletesen vizsgalja egy

masik kontextusban.
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Roviditések jegyzéke

NEP
F-konkav
C'F-konkav
RD

CFE

NE
PNFE
PNEP
SW
WCE
SCE
MV

EV
MV P
AFCE
EFCE
TCE
TWCE

Nash-egyensilypont

Fan-konkav

folytonos Fan-konkav

véletlen mechanizmus

korrelalt egyensily
Nash-egyensily

tiszta Nash-egyensily

tiszta Nash-egyensilypont
tarsadalmi hasznossag

gyenge korrelalt egyensuly

puha korreldlt egyensily
medidcios érték

kényszeritési érték

tiszta mediacios érték
tigynok-alaka korrelalt egyenstly
extenziv-formaju korrelalt egyensuly
fa-korrelalt egyensily

gyenge fa-korrelalt egyenstly
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TSCE puha fa-korrelalt egyensily

SAFCE puha iigynok-alaki korrelalt egyensily
LP linearis programozési feladat

NAM Nash-alkumegoldéas

LNAM limit-Nash alkumegoldas

VA valtakozo ajanlattétel

TDP tobbkritériuma déntési probléma

DH doéntéshozo

LP2 A alfejezet feladata

LWM linearis stulyozasi modszer

EWM kiterjesztett silyozasi modszer

DPW stilyozott tobbkritériuma déntési probléma
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