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Az értékelés targyat képezo értekezésben a szerzé a jatékelmélet f6 sodraba tartozo tertile-
tekhez kapcsoloédo eredményeit mutatja be. Ezek az eredmények 10 egyszerzGs és 6 tarsszer-
z6s (a kandidéatusi értekezés megvédése utan késziilt) kozleményben jelentek meg, amelyek
hazai és nemzetkozi folydiratokban, illetve konyvfejezetekben és konferenciakiadvanyokban
lettek publikalva.

A disszertécié harom {6 fejezete a szerzd harom 6 kutatési irdnyat mutatja be. Az elsé feje-
zet a Nash-egyenstlypont létezésével foglalkozik kiilonb6z6 modellekben és kiilonb6z6 (egyre
gyengiils) feltételek mellett. Ebben a kutatasi iranyban fontos szerepet jatszik a szerzé altal
1994-ben bevezetett CF-konvexitas fogalma. Alkalmazésként nemlineéris keresleti fiiggvény
és nemkonvex koltségfiiggvény esetén a Cournot-oligopolium tiszta Nash-egyensilypontjara
kapunk elegendd feltételt. A mésodik fejezet téméja a korrelalt egyensily és ennek alta-
lanositasai, amelyek kozott fontos szerepet kap a szerzG altal 2010-ben bevezetett ,puha
egyenstly” fogalma. Az itt elért eredményeket a klimatargyalasok egy jatékelméleti modell-
jére alkalmazza a szerzd. A harmadik fejezet a Nash-alkumegoldisbol szarmaztatott limit
Nash-alkumegoldassal foglalkozik és ezt a tobbkritériuma doéntési problémak megoldasara
alkalmazza. A disszertacio fiiggeléke a harom fejezet egy-egy tételének — az 1.24., a 2.19.,
és a 3.12. tételnek a bizonyitasat tartalmazza. Ezek hosszisaguk miatt nem keriiltek be az
egyes fejezetekbe. A disszertacié irodalomjegyzéke kozel szaz tételbdl all. Kiemelem, hogy
a disszertacio rendkiviil olvasményos, a ,szaraz” matematikai, vagy kézgazdasagi tartalmat
rovid de élvezetes torténeti attekintések és jol megvalasztott példak teszik érthet&bbé.

Az alabbiakban részletesebben ismertetjiik az egyes fejezetek tartalmat és a szerzének a
fejezetben bemutatott sajat eredményeit.

Az els6 fejezet alapfogalma a Nash-egyenstilypont (NEP). Nash 1950-es alapvetd ered-
ménye szerint az n-személyes véges nemkooperativ jatékok kevert bévitésének mindig van
NEP-je. Ezt a tételt Nikaido és Isoda 1955-ben, illetve Friedman 1977-ben altalanositotta
megmutatva, hogy kompakt, konvex stratégiahalmazok és folytonos kifizetstiiggvények ese-
tén az i-edik kifizetfiiggvény i-edik valtozojaban valo konkavitasa, illetve kvazikonkavitasa
is elegendé feltétele a NEP létezésének. Természetes probléma, hogy hogyan lehet a kon-
kavitasi, kvazikonkavitasi feltételt tovabb gyengiteni. Ebben az irdnyban a Fan-konvexitas
fogalmanak bevezetésével Ky Fan ért el eredményt 1952-ben a kétszemélyes jatékokra. Ennek
tobbszemélyes jatékokra vald kiterjeszthetetlenségét Joo Istvan 1986-ban egy ellenpéldaval
mutatta meg. Forgd 1994-ben bevezette a folytonos F-konkavitas (C' F-konkavitas) fogalmat,
és ezzel az erGsebb fogalommal megmutatta, hogy a Ky Fan-féle eredmény mar n-személyes
jatékokra is kiterjeszthets feltéve, hogy a stratégia halmazok kompakt és konvex halmazok.

Az n-személyes jatékok kozgazdasigi alkalmazésai kozott kiemelt szerepet foglal el a
Cournot-oligopolium, amelyben a kifizetsfiiggvényeket az egyvaltozos P (arfiiggvény) és C;
koltségfiiggvények segitségével adjuk meg. Friedmann 1977-bél szarmazé tétele szerint, ha
P konkav, a C; fliggvények pedig konvexek, akkor az oligopéliumnak van NEP-je. Forgo
1995-ben megjelent dolgozatdban ezt a tételt agy altalanositotta, hogy a koltségfiiggvények
konvexitasa helyett azt tételezte fel, hogy ezek az értelmezési tartoméanyuk alsé felén konké-

vak, fels6 felén pedig konvexek. Ilyen feltételek mellett az arfliggvény és a koltségtiiggvények
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nulla pontbeli viselkedésének fiiggvényében tobb elegendé feltételt is sikeriilt a szerzének
megadnia, amelyek a NEP létezését garantaljak.

Az els6 fejezet harmadik része kétszemélyes zér6osszegi jatékokkal, és ezzel Osszefiiggésben
az Gn. minimax tételekkel foglalkozik. Ezeket potencialisan fel lehet hasznalni az n-személyes
jatékok vizsgéalatara is. A szakasz egyetlen tétele egy Jod Istvannal 1998-ban kdzdsen elért
eredmény, ami atlagolo fiiggvényekkel (szigoru kozepekkel) leirhato becslések teljesiilése ese-
tén nyer egy minimax tipusu tételt. A tétel bizonyitasa, habar eleminek mondhaté, 6sszetett
és hosszadalmas. Ennek az eredménynek a fontossagat és a visszhangjat jol mutatja, hogy
az elmult 10 évben tébben is probaltak élesiteni és altalanositani.

A mésodik fejezetben a véges n-személyes kevert jatékok Nash-egyensily fogalmanak al-
talanositasaival foglalkozik a szerz6. Aumann 1974-ben bevezette a korrelalt egyenstly (CE)
fogalmat, ami egy stratégia n-es kisorsolasat és ezt kdvetGen egy tandcsadast jelent, igy ez a
kibgvitett jaték NEP-jének tekinthetd. Aumann megmutatta, hogy a NEP-ek konvex bur-
ka része a CE-knek. Léteznek olyan jatékok, ahol van olyan CE, amely esetén a jatékosok
osszkifizetése (SW, a jaték tarsadalmi hasznossiga) nagyobb, mint barmely NEP-ben. A
CE fogalmat a bimatrix jatékok esetében Moulin és Vial 1978-ban tovabb altalanositottak
és bevezették a gyenge korrelalt egyensily (WCE) fogalmat. Sok olyan jaték van, amelyben
a jatékosok osszkifizetése WCE esetén nagyobb mint CE esetén. De az in. notérius fogoly-
dilemmara még a WCE sem alkalmazhato. Ez vezette a szerz6t a puha korrelélt egyensuly
(SCE) fogalméanak a bevezetéséhez 2010-ben. Ez ugy modositja a CE fogalmét, hogy a sorso-
las utan a jatékvezets javaslatot tesz az i-edik jatékosnak, hogy fogadja el a kevert stratégiat
jelentd valoszintiség eloszlas szerint kisorsolt stratégiat. Ha ezt a jatékos nem fogadja el a
jatékvezetd tanacsat, akkor ezt a stratégiat nem valaszthatja, de minden mést igen. A szerzd
f6 eredményei szerint binaris jatékokban (azaz, ha minden jatékosnak csak két stratégiaja
van), minden WCE egyuttal SCE is. Egy masik tétel elegendd feltételt ad arra, hogy az
SCE minden jatékos szaméra jobb legyen mint egy Pareto-domindlt tiszta NEP. Ez utob-
bi eredmény a fogolydilemmara is alkalmazhato. A kiilonb6z6 egyensily-fogalmak erejét,
Osszehasonlitasat szamos példaval mutatja be a szerzé.

A maésodik fejezet kovetkezd részében a kétkiszolgalos, nemcsdkkend linearis torlodasi ja-
tékokban vizsgalja a szerzé a CE, WCE és SCE erejét abbol a szempontboél, hogy mennyire
novelik az SW-t. Itt fontos mérdszamként bevezetésre keriil egy G jaték mediacios (MV(G),
MV P(G)) és kényszeritési értékének (EV(G)) fogalma. Az MV és MV P fogalméat egy ,leg-
jobb eset elemzés” eredményének, E'V-t pedig egy ,legrosszabb eset elemzés” eredményének
tekinthetjiik. Egy 2014-ben talalt tétel szerint barmely n-személyes, kétkiszolgalos, egyszert,
nemcsokkend linearis G torlodasi jaték esetén EV(G) nem lehet nagyobb, mint 4/3. Két- és
héromszemélyes jatékokra az EV(G) pontos értéke 1. Az MV (G) és MV P(G) pontos (ko-
70s) értéke oo, illetve 4/3 a két-, illetve haromszemélyes jatékokban. Nagyobb jatékosszam
esetén MV P(G)-re csak (n-t6l fliggs) also korlatok ismertek.

A masodik fejezet kivetkezs szakaszaban az extenziv formaban adott jatékok gyenge és pu-
ha egyenstlyi allapotairél esik sz6. Formalisan az extenziv jatékok normal alakra hozhatok,
de konkrét esetekben jelentés méretnovekedéshez vezet, ezért érdemes a fentebb bevezetett
fogalmakat, illetve vizsgalt kérdéseket kozvetleniil vizsgalni. A szerzé altal 2005-ben javasolt
megkozelitésben a randomizacio a jatékfa levelein torténik, mig a Stengel-Forges (2007)-es
megkozelitésében az informaciés halmaz lehetséges lépésein. A randomizacio a jaték faja-
nak egy adott csicspontjaban a jatékvezetd sorsolasat kovetGen haromféle protokoll (TCE,
TWCE, TSCE) szerint torténhet. (Ezek a kordbbi CE, WCE, SCE fogalmak megfeleldi.) A
szerz$ kimutatja, hogy a Selten altal 1975-ben bevezetett részjaték tokéletesség megkovete-
lése esetén a TWCE és igy a TCE sem tudja Pareto értelemben megjavitani a NEP-et. A



TSCE viszont tud részjaték tokéletes Pareto-optimum javulast produkalni. Ezek az eredmé-
nyek és a TSCE protokoll eredményesen hasznalhaté a széndioxid kibocsatas csokkentésére
folytatott targyalasok modellezésére és vizsgalatara (a minimalizalando célfiiggvény ebben
az esetben a globdlis homérséklet, a jatékosok az orszagcsoportok, stb.)

A harmadik fejezet a Nash altal 1950-ben a kooperativ jatékok egyenstly-elméletében
bevezetett alkumegoldas (NAM) fogalmaval kapcsolatos. A lehetséges kifizetések F' C R”
nemiires kompakt, konvex halmazabol és a lehetséges egyet-nemértési kifizetés d € R™ vek-
torabol allo (F,d) part nevezziik n-személyes alkuproblémanak. Az alkumegoldés egy hat
axiomabol allo feltétel rendszert teljesit. Err6l Nash kimutatta, hogy az tin. Nash-szorzattal
megadhatoé maximum feladat egyértelmi megoldasaként adhaté meg. A szerz6 az (F, —ar)
alkufeladat aszimptotikus megoldasat vizsgalta rogzitett r egyet-nemértési irany esetén az
a > 0 (biintets) paraméter fiiggvényében. Az alkumegoldisok hatarértékét limit-NAM-
nak (LNAM-nak) nevezik. A Szidarovszky-val 2003-ban elért eredmény az LNAM-ot egy a
Nash-szorzatbol konstrudalt polinom egyiitthatoira vonatkozo feltételes szélsGérték probléma
egyértelmid megoldasaként jellemzi. S6t azt is megmutattak, hogy ha F' egy nemiires politop,
akkor elég nagy a-ra az (F,—ar) NAM-ja mar a limit probléma LNAM-jat adja. (Sajnos
az « kiiszobértéke nem konstruktiv.) Egy Fiiloppel kozos 2008-as eredményben a kétszemé-
lyes alkuproblémak vizsgdlatara egy olyan dinamikus nemkooperativ jatékot konstrualtak,
amely implementalja a LNAM-ot, ha van véges « biintetd paraméter, vagy aszimptotikusan
kozeliti, ha nincs.

A fejezet utolsd részében tobbkritériumt dontési problémakkal foglalkozik a szerz§. Méar
1984-ben (els6ként) észrevette, hogy az ilyen problémakat at lehet fogalmazni alkuprobléma-
ként. A szellemes megkozelités szerint az alkuprobléma jatékosai a dontési probléma kritéri-
umai lesznek. Szidarovszkyval 2003-ban megmutattdk, hogy az tin. kiterjesztett silyozassal
kapott tobbkritériumu dontési probléma megegyezik egy alkalmasan konstrualt alkuproblé-
méanak a limit megoldasaval, ahol az r egyet-nemértési irdny komponensei a stulyok reciprokai.

Osszefoglalva, tigy vélem, hogy Forgo Ferenc a jatékelméletet alapvets és értékes eredmé-
nyekkel gazdagitotta. Uj fogalmak bevezetésével, illetve a feltételek gyengitésével tobbféle
moédon dltalanositotta az elmélet szdmos ismert és érdekes eredményét. A disszertacidoban
feldolgozott és bemutatott anyag meggyézGen mutatja be elmélyiilt problémamegold6 gon-
dolkodasat, elméleti és gyakorlati problémaérzékenységét. A disszertacié formailag és tar-
talmilag is igen gazdag, sokrétii anyagot targyal és egységes torténeti és tartalmi szerkezet-
be foglalja a szerzé legfontosabb eredményeit. A disszertacioban bemutatott eredmények
messzemenden megfelelnek az MTA doktori péalyazatokkal szemben tamasztott kévetelmeé-
nyeknek. Ezért a disszerticié nyilvanos vitara valo kittizését és sikeres védés esetén az MTA
doktora cim Forgd Ferenc szamara torténd odaitélését hatarozottan javaslom.

Debrecen, 2015. marcius 20.

Pales Zsolt, az MTA doktora



