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1. A Theorem 2.2.21 szerint van olyan véges halmaz Z3-ben, ami spek-
tralis, de nem parkettdz. Mint mondhatunk a legkisebb ilyen halmaz elem-
szamérol? (A bizonyitas a Proposition 2.2.12-n alapszik, amely nagy k-t ad

és k¢ nagysagrendi halmazt.)

Vélasz: valoban, mind a Theorem 2.2.21, mind a Theorem 2.2.27 ineffek-
tiv formaban van kimondva, azaz az allitdsok csak azt tartalmazzak, hogy
léteznek spektrélis, de nem parkettazo, illetve parkettézo, de nem spektralis
halmazok. A konstrukcié6 mindkét esetben a Proposition 2.2.12-n alapszik,
amely egy "sokszorositd" eljaras, és az allitas itt is inefektiv formaban van
megfogalmazva, nevezetesen, hogy elég nagy k-ra mikodik. A bizonyitast
végigkovetve azonban latszik, hogy mindkét irany effektivvé tehets, tehéat a
legkisebb jo k értékre fels6 becslés adhatoé. Amikor az eredményeket pub-
likaltuk, tarsszerzéimmel fel is meriilt, hogy ilyen konkrét k értékeket kisza-
moljunk, de végiil ezt elvetettiik, mert a kijové értékek nem lennének elég
kicsik ahhoz, hogy érdekesek legyenek. Konkrétan, mindkét esetben a Z3-beli
ellenpélda elemszama k3-bel aranyos, és valahol az ezres és a milliés nagysé-
grend kozott lenne (attol fiiggen, hogy mekkora erdfeszitést forditunk a
lehetd legkisebb k érték megtalalasara). Méas modszer — tudomésom szerint
— azbta sincs arra, hogy egyéb ellenpéldékat konstrualjunk, igy ennél kisebb
elemszamu ellenpélda jelenleg nem ismert. Mas kérdés, hogy nagy Gsszegben
mernék fogadni arra, hogy létezik 100-nél kisebb elemszamu ellenpélda is,

mindkét irdnyban, de ennek bizonyitasara nincsenek eszkozeim.

2. A Theorem 2.2.21 modszerével latszolag Z>-beli (vagy akar Z-beli?)
ilyen halmazt is talalhatunk. Ehhez "csak" olyan, egészekbdl allo 2 x n-es és

n x 2- es matrixokat kellene taldlni, amelyek szorzata n x n-es log-Hadamard



(mod k), és n nem osztja k-t. Van ennek elvi akadélya? Vagy az akadaly itt

is abban 4ll, hogy nem ismeriink elég Hadamard-matrixot?

Véalasz: az észrevétel tokéletes, ilyen matrixok 1étezése esetén maris adod-
nanak 2 illetve 1 dimenziés ellenpéldék. A probléma valéban az, hogy sem-
milyen moédszer nem &ll rendelkezésiinkre ilyen méatrixok konstrukciéjara,
és a kommplex Hadamard matrixokrél nem tudunk eleget ahhoz, hogy ilyen
matrixokat csakigy az irodalombol el6htuzzunk. Méar a 3 dimenzios ellenpélda
is tobbé-kevésbé a vakszerencsének koszonhetd, és egy konkrét 6-dimenzios
paraméteres komplex Hadamard csalddban a paraméterek megfelel§ megvalasztasa-
val adodik. Elvi akadalyt azonban 2 dimenziéban semmiképp nem latok, és
meggy6zédésem, hogy létezik ilyen tipust ellenpélda. Azonban Z-ben mér
kevésbé vagyok biztos ebben: 1 dimenziéban tobb dolog mutat arra, hogy a
Fuglede sejtés akar igaz is lehet. A disszertaciomban emlitem, hogy a Coven-
Meyerowitz sejtésbdl adodna, hogy minden Z-beli parkettazé halmaz spek-
tralis. Viszont, az eddigi magasabb dimenzios ellenpéldakbol az a heurisztika
is latszik, hogy ha az egyik irdnyra sikeriilne Z-ben ellenpéldat adni, akkor
iigyes dudlis megfontolasok alapjan valészintileg a masik iranyra is adédna
ellenpélda (noha precizen kimondott ilyen tétel nincs). Tehéat, ha hisziink a
Coven-Meyerowitz sejtésben, és a fenti heurisztikiban, akkor a Fuglede se-
jtésben is hinniink kell Z-ben. A kiilénbséget az 1 dimenzié és a magasabb
dimenziok kozott az adhatja, hogy Z-ben a parkettazasok strukturaja sokkal
merevebb, mint magasabb dimenzioban. Példaul Z-ben minden parkettézas

automatikusan periodikus.

3. A Theorem 3.1.29 bizonyitasaban (56. oldal 12-13. sorok) az all,
hogy a (3.43) formulanal jobb becslést ad a kovetkezs képlet, amely 1-hez
kozeli p-k esetén érvényes. De valdjdban ez a képlet rosszabb becslést ad,
hiszen (3.43)- ban a A(R)-re kapott felsé becslés log? ¢ nagysagrend, mig a
kovetkezd formulédban a felsé becslés még | /g-nél is nagyobb. Mi az, amit itt

elnézek?



Vélasz: az eredmények prezentacidja itt valoban lehetne valamivel vila-
gosabb, nevezetesen, hogy a sok paraméter koziil melyik mekkora, és melyik
fiigg a t6bbitdl, és melyik nem. Azt nézi el a Professzor ur, hogy az ember
hajlamos a p valdészintiségre Ggy gondolni, mint egy 0-t6l és 1-t6] kényelmes
tavolsagban lévs szamra, de ezekben a becslésekben p mar annyira kozel van

I-hez, hogy (3.43)-ban a fétag mar nem a log® ¢, hanem a Ezért a

(3.43) becslés nagysagrendje p = 1 — ¢~ /?logq esetén ¢*3, és ugyanezt a
nagysagrendet kapjuk a kovetkez6 képletben is (aminek jo lett volna a refer-
encia kedvéért egy szamot adni), azzal a megjegyzéssel, hogy ott ¢ fiiggetleniil
valaszthato p-tol és g-tol (bizonyos hatarok kozott). Osszefoglalva, a két ké-
pletbdl levonhaté tanulsag annyi, hogy ha p méar nagyon kozel van az 1-hez,
akkor a 3.1.28-as tétel becslése mar eleve jobbat ad, mint a 3.1.29-es tétel

bizonyitasaban szerepld érvelés.

Budapest, 2015. méjus 7.

Matolesi Méaté



