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cimii doktori értekezésérol

A disszertacié alapjaul a szerz6 12 dolgozata szolgal. E dolgozatok kozil
ketto egyszerzos, ezek a Proc. Amer. Math. Soc. és Studia Sci. Math. Hun-
gar. folydiratokban jelentek meg. A tobbszerzés cikkek nagyobb részében
Kolountzakis vagy Ruzsa Imre voltak tarsszerzék, masok mellett. A tobbszer-
z0s cikkek is rangos folyéiratokban jelentek meg (Integers, J. Fourier Anal.
Appl., Additive Number Theory (Nathanson-Festschrift)), egyikiik pedig az
egzotikus J. of Math. and Music-ban. Az utébbi cikknek valéban vannak
zenei vonatkozésai, amennyiben Z? bizonyos parkettdzdsai felhsznalhatéak
zenei kanonok kompoziciéjahoz. Elorebocsatom, hogy a disszertaciénak ezen
dolgozatokra alapuld eredményeit j tudomdnyos eredményként fogadom el.

A disszertécié egy bevezetésbol és harom {6 részbol all (2., 3. és 4. fejezet),
melyeket egy 145 tételbdl all6 irodalomjegyzék kovet.

A 2. fejezet a diszkrét Abel-csoportok parkettazasaival foglalkozik, ezen
beliil a Fuglede-sejtéssel és a sejtéssel kapcsolatos kutatasokban is nagy

szerepet jatszo komplex Hadamard-métrixokkal. A témakor alapproblémaja
a kovetkez6. Legyen G egy Abel-csoport. Adott (véges) A C G halmazrdl
dontsiik el, hogy parkettdzza-e G-t, azaz hogy G kirakhaté-e az A halmaz
diszjunkt eltolt példanyaival. A G = Z esetben ismeretes, hogy minden véges
halmazzal valé kirakas periodikus, és ennek alapjan megadhaté olyan algorit-
mus, amely barmely véges A C Z halmazrdl eldonti, hogy parkettizza-e Z-t.
De az mér nem ismert, hogy vannak-e kozvetlentil ellenorizhetd szamelméleti
feltételek, amelyek eldontik, hogy egy adott véges halmaz parkettazza Z-t.
Ilyen elégséges feltételek ismertek, de megoldatlan, hogy ezek sziikségesek-e.

A parkettdzédsra vonatkozo eldontésprobléma mér a G = Z?2 esetben is megol-
datlan. Az elsd nehézséget az jelenti, hogy a Z? rdcs parkettdzdsai nem
feltétleniil periodikusak. Griinbaum és Shepard sejtették a 80-as években,
hogy ha egy véges halmaz parkettdzza Z*-et (vagy altalaban Z?-t), akkor
olyan parkettazas is van az adott halmazzal, ami periodikus. Ez a sejtés a
mai napig megoldatlan.



A fentiek mutatjdk, hogy egészen alapvetoé kérdéseket tartalmazd és min-
den jel szerint nagyon nehéz témardl van sz6. Fontos leszogezni, hogy Ma-
tolesi Maté ebben a témaban ért el 4j és nem egyszer attoro jelentoségl
eredményeket.

B. Fuglede tobb, mint 40 éve fogalmazta meg azt a sejtést, amely az eldontés-
problémanak rendkiviil frappdns megoldasat adta volna. A sejtés szerint
egy (korlatos, nyilt) Q halmaz akkor és csak akkor parkettdzza az RY teret,
ha a halmaz spektralis, azaz, ha karakterek egy alkalmas halmaza bazist
alkot L?(Q2)-ban. Ez azért oldotta volna meg az eldontésproblémdt, mert
Kolountzakis és Matolcsi Maté egy tétele szerint (Proposition 2.2.9. a disz-
szertaciéban) egy véges A C Z® halmaz akkor és csak akkor parkettdzza Z4-t,
(illetve akkor és csak akkor spektralis), ha az Q = A + (0,1)? nyflt halmaz
parkettdzza Z?-t (illetve spektralis R%-ben). Tehdt, ha a Fuglede-sejtés igaz
R?-ben, akkor Z%ben is igaz. Azt pedig konnyti ellendrizni, hogy egy véges
halmaz spektrélis-e Z?-ben.

A Fuglede-sejtés hamis: T. Tao megmutatta 2004-ben, hogy d > 5-re van
olyan halmaz R%ben, amely spektralis, de nem parkettdz. Mindazonaltal
a Fuglede-sejtés azok kozé a sejtések kozé tartozik, amelyek inspiraléak és
megtermékenyitoek maradnak azutan is, hogy megcafoljak ¢ket. A Fuglede-
sejtés esetében ennek az az oka, hogy egyrészt sok specidlis esetben (az €2
halmazra tett bizonyos megszoritdsok mellett) igaznak bizonyult, mésrészt
az, hogy a parkettazé halmazok és a spektrélis halmazok osztélyai sok ha-
sonlosagot mutatnak. Miutan tudjuk, hogy a sejtés hamis, ezek a jelenségek
még rejtélyesebbnek tiinnek.

A parkettazo halmazok és a spektralis halmazok hasonldsdgai koziil sokat
Matolcsi Maté tart fel. Ezek koziil kiemelem a Proposition 2.2.12-t, amely
7% egy véges részhalmazanak parkettdzé, illetve spektralis tulajdonsagat
visszavezeti egy (mod n) redukciéval kapott, elég nagy elemszdmu alkalmas
véges Abel-csoport részhalmazanak hasonlé tulajdonsagara. Ez egyrészt 1j
parhuzamot mutat a parkettdazo halmazok és a spektrélis halmazok kozott,
masrészt lehetové teszi, hogy az ellenpéldédkat véges csoportokban keresstik.
Ugyancsak fontosak azok a szintén Matolcsi Matétol szarmazo tételek, ame-
lyek szerint minden véges Abel-csoportban, tovdbba Z?-ben barmely legfel-
jebb oOtelemii spektralis halmaz parkettdz (Proposition 2.2.18 és Proposi-
tion 2.2.20). Ez egyrészt azért érdekes, mert hatelemii halmazokra az &llitas
nem igaz, masrészt mert a témakorben tobb Osszefliggésben is — a szélasnak
megfelelden — az 6trél hatra jutds a nehéz.



A negativ eredmények kozott a legélesebb eredmények (a ‘rekordok’) koziil
tobb is Matolesi M&tétdl és Kolountzakis-tél szarmazik. Igy az a tétel is
(Theorem 2.2.21), hogy mar Z3-ban és R3-ben is vannak olyan spektralis hal-
mazok, amelyek nem parkettdaznak. (Egy- és kétdimenziéban ez még megol-

datlan. Még az sem ismert, hogy négy intervallum uniéjara van-e ellenpélda
R-ben.)

A témaban a legfontosabb negativ eredmény ugyancsak Matolcsi Maté és
Kolountzakis tétele (Theorem 2.2.27 a diszzertdciéban), amely szerint R3-
ban van olyan halmaz, amely parkettdz, de nem spektralis. Ezek szerint a
Fuglede-sejtés egyik iranyban sem igaz.

A disszertécio egyik vezérmotivuma a komplex Hadamard-matrixok keresése.
A Fuglede-sejtéssel valé kapcsolatot az adja, hogy egy Q = {t1,...,tx} C G
halmaz akkor és csak akkor spektralis, ha vannak olyan ~i,..., 7, karak-
terek, amelyekre teljesiil, hogy a v;t; (i,7 = 1,...,k) elemek egy komplex
Hadamard-matrixot alkotnak, azaz minden elem abszolut értéke 1, és a sorok
(és 1gy az oszlopok is) C* egy ortogondlis bazisat alkotjik.

A Theorem 2.2.21 bizonyitasa “mindossze” annyi, hogy a szerzdk taldlnak
egy egészekbbdl alld 3 x 6 méretll és egy masik, 6 x 3 méretii matrixot,
melyek szorzata egy olyan 6 x 6-os (a;;) matrix, amelyre (e27%+/%) komplex
Hadamard-mdtrix. Ekkor az elsé matrix oszlopai, mint Z3 elemei egy 6 elemt
spektrdlis halmazt alkotnak, ami nem parkettdzza Z3-t, mert az elemszdma
nem osztéja Z3 elemszamdanak, egy 2-hatvdnynak.

A nehézség persze abban all, hogyan keressiink ilyen matrixokat. Ezekhez a
példakhoz minél tobb komplex Hadamard-matrixot kellene ismerntink. Azon-
ban — és ez a laikus szamara elképesztd — a k x k méretii komplex Hadamard-
méatrixok teljes leirdsa csak k < 5-re ismeretes. (Erre utaltam az 6trol
hatra jutds nehézségeinek emlitésekor.) Mivel pedig komplex Hadamard-
méatrixokra az elméleti fizikdban nagy sziikség van (ahogy Matolcsi Maté irja,
a kvantum-tomografidban és a kvantum-informaciéelméletben hasznaljak
6ket, barmit jelentsenek is ezek a kifejezések), igy a fizikusok folytonosan
keresik a komplex Hadamard-méatrixok 1j csaladjait. FEzért van az, hogy
a disszertacio szamos referencidja a J. Physics cikkeire hivatkozik, és hogy
Matolcsi Maté is publikalt ebben a folydiratban. A disszertacié masodik
fejezete egy olyan konstrukcioval végzodik, amely a Fuglede-sejtéssel kapcso-
latos elméleti hattér felhasznéalasaval 1j, a fizikusok altal még nem felfedezett
8 x 8 méretli komplex Hadamard-matrixokat ad meg.



A disszertacio 3. fejezetének elsO része Delsarte-nak egy 40 évvel ezel6tt
bevezetett modszerét alkalmazza. Itt valdjaban a véges Fourier-transzformal-
tak alkalmazasarol van szé. Azonban nem teljesen vilagos el6ttem, hogy
ezt a mddszert Delsarte mar alkalmazta-e vagy pedig a médszer a Delsarte-
egyenlotlenség egy késobbi, Fourier-transzforméltakat alkalmazé formajabol
fejlédott ki. A utébbi esetben j6 lenne latni a médszer kozvetlenebb forrasait.
Az un. Turan-problémaval val6 kapcsolatrél Révész Szilard irt egy 6sszefogla-
16 cikket 2011-ben.

A fejezetnek ez a része egy Ruzsa Imrével kozos dolgozaton alapszik. Ebben
kiindulnak egy G véges Abel-csoportbdl, és egy A C G halmazbdl, amely
0-ra szimmetrikus, és amelyre 0 € A. A cél minél jobb becsléseket taldlni a

A(A) =max{|B:BCG, (B—B)nA={0}} &
A(A) = max{|B|: BC G, (B— B) C A}

mennyiségekre. Ennek érdekében négy mennyiséget vezetnek be, amelyek
varidansai a A\(A) konstansnak (az Gn. Turan-kostans): ez f(0) minimuma,
ahol f végigfut azon fliiggvényeken, melyek tartoja A, a Fourier-transzformalt-
ja mindeniitt nemnegativ, és az A-n vett integralja 1. A szerz6k megéllapitjak
a szereplé mennyiségek kozotti alapvetd Osszefiiggéseket; ezek kozil a kom-
plementer halmazra vonatkozé dualitds (Theorem 3.1.12) kiilondsen érdekes
és hasznos.

Itt a 6 eredmények a véletlen A halmazhoz tartozé A, A*, A=, A\* konstansok
becslése a paraméterek megfelelé valasztasa esetén (Theorem 3.1.28 és 3.1.6),
illetve az ebbdl nyerheté becslések A(A)-ra és A(A)-ra ugyancsak véletlen A
halmazokra.

A fejezet masodik részében a szerzé azt vizsgalja, hogy ha p egy 4k + 1 alaku
prim, akkor hény olyan maradékosztély adhaté meg (mod p), hogy barmely
kettd kiilonbsége kvadratikus nem-maradék legyen (Paley-graf). Régdta is-
meretes volt, hogy ezek maximalis s(p) szdmdra fennall az s(p) < |/p becslés,
amit évtizedekig nem sikertilt javitani. A Theorem 3.2.2 tételben a szerz6
megmutatja (egy Bachoc-kal és Ruzsa Imrével kozos cikk alapjin, a véges
Fourier-transzformaltak mddszerét hasznélva), hogy a 4k + 1 alakd primek
aszimptotikusan haromnegyedére a szemernyivel jobb s(p) < /p — 1 becslés
is igaz. Ez nem latszik jelentds javitasnak, de tudjuk, hogy 1j mdodszerekkel
talalt élesitések késébb jelentdés attorésekhez vezethetnek (1. az ikerprim-
sejtéssel kapcsolatos fejlemények torténetét).
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A fejezet harmadik részében a szerzé visszatér kedvenc Hadamard-méatrixai-
hoz. A fejezetnek ez a része egy sajat, és egy tobbszerzos dolgozaton alapszik.
Amint itt megtudjuk, a fizikusoknak nem is annyira a komplex Hadamard-
matrixok kellenek, hanem az ezek rendszereivel leirhaté tn. kolcsonosen
torzitatlan bazisok (MUB-k). Ezek olyan ortonormdlt bazisok C%-ben, ame-
lyekre teljesiil, hogy barmely két, kiilonbozo bazishoz tartozé vektor skalaris
szorzatdnak abszolut értéke ugyanaz. Ismeretes, hogy legfeljebb d 4 1 ilyen
bazist lehet megadni, és hogy ennyi meg is adhatd, ha d primhatvany. A
nem-primhatvany d-k esete megoldatlan; mar d = 6 esetén sem ismert a
maximalis MUB-k szama.

Csak néhany éves eredmény, hogy a d = 2,3,4,5 dimenzidkban a komplex
Hadamard-méatrixok segitségével leirt MUB-k elemei sziikségképpen egység-
gyokok, méghozza d = 3,4,5 esetén d-edik egységgyokok. Ezért kiilonosen
érdekes az a tétel (Proposition 3.3.7) amely szerint, ha d = 6-ra van 7-elem,
komplex Hadamard-méatrixok segitségével leirt MUB, akkor ezek elemei nem
lehetnek mind 6-ik egységgyokok (s6t 12-edik egységgyokok sem). A fe-
jezetnek ez a része szamos tovabbi eredményt tartalmaz, amelyek mind abba
az iranyba mutatnak, hogy d = 6 esetén a d + 1-es fels6 korlat minden
valdszintiség szerint nem a legjobb. (Egy sejtés szerint az érték 3.)

A disszertacio 4. fejezete Gyarmati Katalinnal és Ruzsa Imrével k6zos ered-
ményeket ismertet. A fejezet eredményei egészek, illetve vektorok Gsszeghal-
mazainak méretére ad becsléseket. A szamos eredmény koziil kiemelem a
rendkiviil figyelemremélté 4.2.5. Tételt, amely Freiman egy tételének messze-
mend altalanositasa. Freiman tétele azt allitja, hogy ha A C R? olyan véges
halmaz, amely nem fedhetd le d — 1-dimenziés hipersikkal, akkor
dd+1
A+ Al > A -(d+1) - %

A 4.2.5. Tétel szerint, ha A, B C R? véges halmazok, B nem fedhetd le
d — 1-dimenziés hipersikkal, és A része B konvex burkanak, akkor

d+k d+k
A+ EkB| > |A —k .
ez (1) (7

Ha k =1 és B = A, akkor megkapjuk Freiman tételét.

A disszertaciérol elmondhaté, hogy 90 oldalnyi gyonyori matematika, tokéle-
tes prezentaciéban. Az anyag szépsége részben a vizsgalt problémék természe-
tességébol fakad, részben azokbdl az Osszefliggésekbdl, amelyeket a szerzo a



matematika kiilonbozo teriiletei kozott feltar és felhasznal. Fourier-analizis,
geometria, kombinatorika és szamelmélet keveredik csaknem mindegyik gon-
dolatmenetben. Ide sorolom a fizikaval valé szoros kapcsolatot is, és min-
dezeken kiviil még a zenei vonatkozas is megemlitheto.

A hibatlan angolsaggal és rendkiviili gondossaggal megirt disszertacio élveze-
tes olvasmany. A szerzé nagy gondot forditott arra, hogy az olvasé pontos
képet kapjon a problémék és mddszerek torténetérol és Osszefiiggéseirél (bar
a Delsarte-mddszer esetében kicsit bébeszédiibb lehetett volna). Kiilondsen
érdekesek az esetleges késébbi vizsgalatokra vonatkozo fejtegetések; kiemelem
a 76-78. oldalakon talalhato ‘Future prospects’ cimi részt, amely a k-adik
hatvanyokat elkeriil6 kiilonbségek kérdését, az egységhossziisagi tavolsagot
nem tartalmazé halmazok probléméjat és a Littlewood-sejtést ismerteti, és
a felhasznalt mdédszereknek ezek megoldasaban valo lehetséges alkalmazasait
targyalja.

A bizonyitasok nagyobbik része megitélésem szerint nem til nehéz, habar az
olvasét félrevezetheti a tokéletes leiras, amelyben minden 1épés természetes-
nek tiinik. Persze van néhany igazi nehéz bizonyitas is. Ilyen mindenekel6tt
a Theorem 2.2.27 bizonyitasa. (FEz a 2. fejezet egyik f6 eredménye, amely
szerint Z3-ben van olyan véges halmaz, amely parkettdz, de nem spektralis.)
Ennek a bizonyitédsa — kiillonosen a Proposition 2.2.26-¢, amelyben tigyesen
vannak kijatszva a (mod 8) és (mod 24) maradékosztélyok egymds ellen —
rendkiviil ravasz. A ‘Delsarte-mddszernek’ tituldlt részben a A-tipusi meny-
nyiségek kozotti osszefiiggések bizonyitasa — beleértve a hasznos komplemen-
ter-dualitasét is — tulajdonképpen egyszerii és természetes. Ez korantsem
kritika akar lenni, épp ellenkezbleg. Ebben a részben ugyanis a lényeges
ujdonsag az allitasokban rejlik, nem abban, hogy a bizonyitasuk mennyire
nehéz. Ezek a fontos és hasznos 0sszefliggések tobbek kozott a véletlen hal-
mazokra vonatkozé tételekben vannak felhaszndlva. Az ezekben hasznélt
modszer (A Bernstein-egyenlotlenség megfelel$ varidnsa) természetes, és nem
tinik nehéznek. Ez azonban ismét optikai csalodas lehet, figyelembe véve azt
is, hogy itt a paraméterek jo beallitasan mulik sok minden, és arrél, hogy a
szerzOk hogyan talaltak meg a megfelel6 paraméter-intervallumokat, semmit
nem tudunk meg. A Paley-grafokra vonatkozé |/p — 1-es 1j felsé korlat bi-
zonyitasa egyike az igazi ‘nehéz’ és ravasz bizonyitasoknak, sok oOtlettel. A
3.3. részben az olvasé elamul azon az arzenalon, amely a 6 x 6-os MUB-okra
vonatkozo (és végiil nyitva maradd) probléma megolddsara be van vetve. De
latva az elszantsagot, aligha kérdéses, hogy a probléma el6bb-utébb meg lesz



oldva. A 4. fejezet bizonyitdsai elemiek (vagyis kombinatorikusak, egy kis
linedris algebraval filiszerezve), de korantsem egyszeriieck. A Freiman-tétel
messzemend altaldnositdsat add 4.2.5. Tétel bizonyitdsa minden csak nem
egyszeru.

A fentiek alapjan a doktori mivet nyilvdnos vitdra alkalmasnak tartom.

Néhany kérdés a szerzohoz.

1. A Theorem 2.2.21 szerint van olyan véges halmaz Z3-ben, ami spektrilis,
de nem parkettaz. Mint mondhatunk a legkisebb ilyen halmaz elemszamarél?
(A bizonyitas a Proposition 2.2.12-n alapszik, amely nagy k-t ad és k? nagysdg-
rendi halmazt.)

2. A Theorem 2.2.21 mddszerével latszélag Z2-beli (vagy akdr Z-beli?) ilyen
halmagzt is talalhatunk. Ehhez “csak” olyan, egészekbdl allé 2 x n-es és n x 2-
es matrixokat kellene taldlni, amelyek szorzata n x n-es log-Hadamard (mod
k), és n nem osztja k-t. Van ennek elvi akaddlya? Vagy az akaddly itt is
abban &ll, hogy nem ismeriink elég Hadamard-matrixot?

3. A Theorem 3.1.29 bizonyitdsédban (56. oldal 12-13. sorok) az &ll, hogy a
(3.43) formulanédl jobb becslést ad a kovetkezo képlet, amely 1-hez kozeli p-k
esetén érvényes. De valdjdban ez a képlet rosszabb becslést ad, hiszen (3.43)-
ban a A(R)-re kapott felsé becslés log® ¢ nagysdgrendii, mig a kovetkezd
formuldban a fels6 becslés még /g-ndl is nagyobb. Mi az, amit it elnézek?
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