Valasz ODOR GEZANAK

,Homérsékleti egyenstlytol tavoli statisztikus fizikai rendszerek
numerikus modellezése”

cimi MTA doktori értekezésem biralatara

Mindenek el6tt nagyon koszonom Odor Gézanak az értekezésem alapos dttanulmanyo-
z4sdt, és a munkdmra valamint a dolgozatra adott igen pozitiv értékelését. A feltett kérdéseire
az alabbiakban vélaszolok.

(1) A szerzo numerikus szimuldcioval megmutatta, hogy a diffiizio-limitdlt aggregdcio
fraktdl dimenzidja csatorna geometriaban mérési hibdn beliil megegyezik a nyilt sik geo-
metridban mért értékkél. Lehetne-e itt is definidlni a kritikus dtmenetek feliileti skdldzdashoz
hasonlo, geometria fiiggd exponenseket, illetve meghatdrozni ket ?

A feliileti novekedés alapvetd modelljével, az 1+1 dimenzids Kardar-Parisi-Zhang egyen-
lettel kapcsolatban 6-7 évvel ezelbtt egy jelentds felfedezés sziiletett: az univerzdlis expo-
nenseken (o, B, z) kiviil a fluktudciok eloszldsa is ismertté vélt. A novekeds feliilet egy
x pont feletti £(x) magassdgdnak az dtlagos magassdhoz mért h(x) — (h) kiilonbsége egy
olyan stochasztikus véltozé, amely kis ¢ idSkre vagy végtelen térbeli rendszerre ¢!/ szerint
skalazodik. Ezen skéldzds kitranszforméldsa utdn aszimptotikusan az eloszlds nem normalis
(Gauss) lesz, hanem az egyik Tracy-Widom eloszldshoz tart [1, 2, 3]. Erdekes médon ez az
eloszlas az allapotstirtiség jellemzésére kidolgozott random matrix elméletekbdl ismert GOE
(Gauss-i ortogondlis sokasdg) eloszlds a lapos kezdeti feltétel esetén, és a GUE (Gauss-i
unitér sokasag) eloszlas kor — vagy altalanosan gorbiilt — kezdeti feltétel esetén. Igy a KPZ
univerzalitds osztdly (legaldbb) két alosztdlyra bonthat6 a kezdeti feltétel geometridja alap-
jan. A fenti eredményeket kisérletileg is sikeriilt igazolni egy nematikus folyadékkristaly
elektrokonvekcidval 1étrehozott két fazisa kozotti dtmenetnek a vizsgélataval [4].

A DLA esetén véleményem szerint szintén varhatd, hogy a radidlis €s a lapos (csatorna)
geometria az egyez6 alapvetd exponenseknél (mint példaul a fraktdldimenzié) mélyebben
vizsgalva kiilonbséget mutasson. Erre utalhat az is, hogy a diffizié-limitalt novekedés zaj-
mentes valtozatdban, a viszk6zus ujjasoddsban mig a radidlis geometridban a folyamatos
csucsfelhasadds egy egyre jobban eldgazé struktirat eredményez, véges szélességli csator-
ndban aszimptotikusan egy analitikailag is ismert alakd, stabil haladé megoldés, a Saffman-
Taylor megoldas fejlodik ki.

A DLA esetén a modellek kiilonboz6 volta miatt kdzvetleniil nem j6l definidlt a KPZ
egyenletnél vizsgalt 4(x) — (h) mennyiség, de els6 kozelitésben itt is fluktudlé mennyiségek
eloszlasat lenne érdemes vizsgdlni. JOl definidlt példaul a novekvd struktira legmesszeb-
bi pontjdnak r.gies tdvolsdga a magtol, amelynek dtlagat kitranszformdlva vélhetGen egy
aszimptotikus eloszlast kapnank.



(2) A szemcsés anyagokndl megfigyelt Edwards sokasdg univerzalitdsi osztdly exponensei
ismertek-e mdr az irodalomban, illetve milyen mds erdhdlozati osztdlyokrol lehet még tudni ?

A hilézatok perkolécié tipusi vizsgalataval' a perkolacién kiviil nemcsak erhalézato-
kat, hanem példaul sulyozott Barabdsi-Albert hdl6zatokat is tanulmanyoztak [5]. Ilyen érte-
lemben az igy kapott univerzalitdsi osztdlyok mind ugyanabba a csalddba tartoznak, amelye-
ket a perkoldcid-tipusu skdldzdsi exponensei jellemeznek (szemben példaul az egyenstilyi
fazisatalakuldsokkal, igy az Ising-modellel, vagy a feliiletnovekedéssel, amelyekben egész
mds mennyiségek a jellemzdek). Ezen a csalddon beliil az ,,er6hdlézatokat” igy lehetne de-
finidlni, amelyekben a hdldzat (racs) csicspontjain valamilyen lokalis kényszer van felirva.

A 11. fejezetben vizsgalt rendszerekben a halozat geometriai jellegi, igy az egy csuicsba
mutat6 kotéseknek adott az irdnya; itt a kényszer a z€érus vektoridlis 0sszeg, vagyis a kotések
irdnydba mutaté vektorok (amelyek abszolut értéke az adott kotéshez rendelt valds szam)
0sszege nulla. Mint az a kritikus jelenségek dinamikdjabdl ismert, az extra kényszerek, igy
egy megmaraddsi torvény, alapvetden befolydsoljak a rendszer viselkedését (példaul Hohen-
berg és Halperin terminoldgidjaban az kényszer nélkiili A modell, szemben a megmaradé
rendparaméterrel jellemzett B modellel [6]).

A vektoridlis egyenstllyal jellemzett univerzalitds osztily egy lényeges tagja az Edwards
sokasdg. Nem tudok arr6l, hogy az altalunk numerikusan meghatarozott skildazasi expo-
nenseket mdsok (kiilondsen példaul analitikusan) meghataroztdk volna. Itt jegyezném meg,
ahogy Kun Ferenc (3)-as kérdésére adott valaszban részleteztem, hogy ha a csucsokra fel-
irt vektoridlis egyenstilyt meghagyva a rendszerben egy globdlis anizotrépiat hozunk létre,
példaul nyirdssal, akkor erre a rendszer gyengén anizotrop valaszt ad. Vagyis az exponensek
(tehat az univerzalitds osztdly is) megmarad, csak példdul a korrelaciés hossz a sajatirdnyok-
ban eltérd prefaktort kap, a megfeleld irdny dtskdldzdsdval visszakapnédnk az izotrép esetet.
Akkor sem kapunk mds univerzalitdsi osztalyt, ha nem a vektoridlis egyensulyt adé er6k
abszolut értékét, hanem ennek egy megfelelden regularis fliggvényét hasznéljuk a kiiszobo-
1ésre, illetve a kritikustdl val6 tavolsag kifejezésére. (Mi annak idején vizsgaltuk nemlinedris
erdtorvényre a differencidlis rugédllandét: ez a Hertz torvény esetén az erd kobgyokével
egyenld. Mivel a kobgyok fiiggvény egy véges érték koriil nem szingularis és monoton, a
skalazasi exponensek nem véltoznak.)

Viltozik viszont az univerzalitds osztaly, ha a kényszert, vagyis a vektoridlis egyensulyt
valtoztatjuk meg. Ilyen példaul a szemcsés er6halézatok tn. g-modellje [7, 8], amelyben az
erdk egyensulyat csak a fiiggbleges komponensre koveteljiik meg, azaz a vektoridlis egyen-
sulyt skaldr egyensuly véltja fel. Az ilyen modell erdsen anizotrép, példdul a v exponens
(amely a korreldcios hossz skdldzdsat hatarozza meg a kiiszob kritikustdl valé eltérésének
fuggvényeben) fiiggbleges iranyban (v)) €s erre merdlegesen (v, ) kiilonbozo értéket vesz
fel: 2D-ban v ~ 3.77 és v, ~2.12 [9]. (Meg kell emliteni, hogy 11. fejezetben a g-modellre
v =~ 3.1 értéket kozoltem, amit ugy kaptunk numerikusan, hogy a skdldzasndl nem tekin-

I Vagyis amelyben egy adott szabalyos vagy rendezetlen ricson a kitésekhez egy valés szamot rendeliink,
és azon fiirtok tulajdonsagait vizsgéljuk, amelyeket egy adott kiiszobértéknél nagyobb szammal jelzett
kotések generdlnak, a kiiszobérték fiiggvényében.



tettiik kiilonbozének a fiiggbleges és vizszintes iranyt.) Osszehasonlitdsként a vektoridlis
egyensullyal jellemzett er6hal6zatokra v = 1.6 +- 0.1, mig klasszikus (izotrép) perkolacidra
v = 4/3, az irdnyitott perkoldciéra pedig v~ 1.733¢é v, ~1.097.

(3) Kérem részletezze, hogyan fiiggnek a torloddsi dtmenet kritikus exponensei a siirlo-
ddsi egyiitthatotol, rugalmas gombokbdl dllo szemcsés rendszerek esetén. Itt is vdrhatoak
univerzalitdsi osztdlyok ?

Tekintsiik el6szor az egyszeriibb, a surlodasmentes esetet (1 = 0). Legyen a gdmbok ko-
zOtti potencidl aranyos n%-nal, ahol n a részecskék kozotti atfedés, o = 2 jelenti a féloldali
harmonikus potencidlt, o = 5/2 pedig a nemlinedris Hertz erStorvénynek felel meg. Jelol-
juk ¢-vel a térkitoltést, ennek értéke a torléddsi dtmenetben @.. A p nyomadsra, B térfogati
rugalmassdgi modulusra, G nyirdsi modulusra, valamint a z koordindciés szam és ennek z.
kritikus (a torl6ddsi dtmeneti pontban felvett) értékének kiilonbségére a kovetkezd skalazasi
relaciok adoédnak [10]:

p o~ [o—¢|*! (1)
B ~ |¢p—9.]%" (2)
G ~ |¢p—¢|* 3)
2=z ~ |p—¢"? )

Ezekbdl az elsd kettd az er6torvény egyszerii kovetkezménye ; 1ényeges pont, hogy a skala-
exponensek fiiggenek az er6torvénytdl, azaz nem univerzalisak. A (3). egyenletet a (2) és (4)
segitségével atirhatjuk

G/B~z—z 5)

alakba, ami viszont (4)-hez hasonléan nem tartalmaz a-fliggést. Olyan viselkedést taldlunk
tehat, amely egyrészt a szdmos mennyiség skéldzdsa alapjan emlékeztet a folytonos fézis-
atalakulasok kritikus jelenségeire, viszont kiilonbozik is azoktdl, hiszen bizonyos skalaex-
ponensek nem univerzélisak (hanem fiiggenek a mikroszkopikus er6torvénytol). A kritikus
viselkedést divergens id6- €s tdvolsdgskalak megjelenése is jelzi: a rezgési dllapotok spektru-
ma anomalis, amelyet egy bizonyos @* frekvencia (ill. ehhez tartozé hullimhossz) jellemez
[11]:

w*‘¢_¢c’7(a72)/2 ~ “P_‘Pc’l/za (6)

ahol a |¢ — ¢.|~(*~2)/2 szorzéfaktor az Gsszes frekvencia erGtorvény miatti trivialis skéld-
er6torvénytdl fiiggetlen, hanem 2D-ban €s 3D-ban is ugyanaz az értéke, igy az dtmenet fels6
kritikus dimenziéja 2-nek tekinthetd [12].

Surlédo (u > 0) esetben az (1),(2),(5) Osszefiiggések érvényben maradnak, azzal a val-
toztatassal, hogy z. helyére zj,o-t, azaz az izosztatikus koordindcids szamot kell irni; (6)
helyére pedig a 12. fejezetben is emlitett

@* (9 — ¢c| V2 ~ 2250, 7
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keriil (ami u = 0 esetben is igaz).
Lényeges viszont, hogy 0 < 1 < oo esetben a torl6ddsi dtmenetben

2(9 = ) = Ziorl # 2y » (8)

vagyis a torléddsi dtmenetben a rendszer nem izosztatikus. Igy még ha a torlédési pontban
észleliink is (erdtorvény-fiiggd) skdldzast [(1),(2)], a (7). Osszefiiggés nem eredményez di-
vergdlo 1d6- és tdvolsagskalat, és nincs a nyirdsi modusok sem védlnak végteleniil puhdvé a
kompresszidés moédusokhoz képest. Ezért a 0 < p < o esetet nem is tekintjiik kritikusnak.
Viszont [t = oo esetben mér z(¢p — @) = zflzo, azaz ugyanazt a kritikus viselkedést kapjuk
(ugyanazokkal az exponensekkel), mint a = O esetben, (4) is érvényes marad amennyi-
ben z.-t kicseréljiik zj,,-ra; csupan ,uigo és “il;o értéke fog eltérni. Osszefoglalva: a torlédasi
atmenet a surléddsmentes (1 = 0) és a végteleniil nagy strlddasi egyiitthatd hataresetében
kritikus, a két eset ugyanabban az univerzalitdsosztalyban van, mig a koztes 0 < u < oo eset
nem kritikus.

Budapest, 2016. februar 1.
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