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BEVEZETES

A természetben szdmos lényeges rendszer — gondoljunk példaul az életfolyamatokra — nincs
hémérsékleti egyensulyban, kozottiik egy jelentds csoportot alkotnak a hdmérsékleti egyen-
sulytdl tavoli folyamatok. Jelent6ségiik ellenére ezekrdl sokkal kevesebbet tudunk, mint az
egyensulyi rendszerekrdl, tobbek kozott a részletes egyensuly hidnya miatt. Az 1960-as és
70-es években az egyenstlyi statisztikus mechanikdban elért mélyrehat6 fejlédés utan a 80-
as évektdl a statisztikus fizikdban az erbfeszitések nagy része a nemegyenstlyi folyamatok
felé irdnyult. Meghatarozé felismerés volt, hogy a természetben sok jelenség — koztes mé-
retskdla hidnydnak kovetkeztében — skdlainvariancidt mutat; az ilyen objektumok a ,,frak-
tal” elnevezést kaptdk [1]. A kovetkezd évtizedben a hangsuly attevddott a skdlainvaridns
jelenségek fizikai hatterének megértésére [2], és az egyensulytdl tavoli novekedési folyama-
tokrdl (példaul feliiletnovekedésrdl [3]) szerzett ismereteink is rendszerezettebbek lettek. A
90-es évek mésodik felétdl egészen napjainking eldtérbe kertiltek az interdiszciplindris jelle-
gli kutatdsok, példaul a statisztikus fizika és a bioldgia (mikrobioldgia, populdciédinamika,
rendszerbiol6gia), a matematika (grafelmélet, jatékelmélet), és tjabban a tarsadalomtudo-
manyok kozotti hatarteriileteken. Erre az id6szakra tehetd a szemcsés anyagok fizikdjanak
jelentds fejlodése is [4]; kordbban a mérnoki tudomédnyok korében leginkdbb csak empirikus
modellekkel dolgoztak.

Ebben a munkdban hémérsékleti egyensilyban nem 1év§ statisztikus fizikai rendszere-
ken végzett kutatdsaimat foglaltam 6ssze. A diffizidon végzett munkdmat egyrészt a diffizio-
domindlt egyensulytdl tdvoli novekedési folyamatok megoldatlan problémai motivaltdk, mds-
részt meglepo feliiletfizikai kisérleti megfigyelésekre kerestem magyarazatot. Vizsgaltam to-
vabba az atermadlis szemcsés anyagok statikus €s kvazistatikus (rezgések €s akusztikus hul-
lamterjedés) tulajdonsagait, kiilonds tekintettel skalainvaridns és kritikus viselkedésre.

A fizika témakorében — igy a nemegyensulyi statisztikus fizikdban is — szdmos olyan
problémat taldlunk, amelyek megvalaszoldsara az analitikus, illetve a kisérleti megkozeli-
tések onmagukban nem bizonyulnak elegenddnek. Ilyen esetekben a numerikus médszerek
alapvetd fontossdgu informdaciéval jarulnak hozzd a megoldashoz.

A numerikus megkozelités 1ényeges elonye az elméleti, analitikus mdédszerekhez képest
a flexibilitds : dltala kezelhetdvé valik az adott probléma megkeriilhetetlen komplexitasa. Pél-
ddul a diffdzidé-limitalt aggregacio [5] (5-7. fejezet) leirdsara harom évtized alatt sem sziile-
tett egy koherens elméletet, mig ekdzben rengeteg numerikus eredmény felhalmozdédott. A
szimulacioknak fontos szerep jut az elméleti megkozelités kifejlesztésében is. Erre j6 példa
a statikus szemcsés anyagok erdhélézatainak skdlainvariancidja (11. fejezet). Itt az elméleti
sejtéseket numerikus szimuldcidim segitségével sikeriilt igazolni, és igy megalapozni ennek
az univerzalitds osztdlynak a meglétét.

A numerikus médszereknek szamos elonye van a kisérletekkel szemben is. Egyrészt mig
a kisérletekben tipikusan csak kivélasztott mennyiségek keriilnek megmérésre, addig a mo-
dell éllapotar6l minden informécié rendelkezésre dll, az is ami praktikusan nem mérhetd
vagy tdl koltséges lenne (példaul megfeleld térbeli €s iddbeli felbontds, vagy mérési pon-
tossdg miatt). Mdasrészt a kiillonbozd effektusok be- és kikapcsoldsaban sokkal nagyobb a
szabadsdg, ami tobbek kozott alapvetd lehet egy olyan minimdlis modell megalkotdséban,
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amely mér produkélja a vizsgalt jelenségeket. Eppen ezért a kisérletek és a szimuldcidk ha-
tékonyan kiegészithetik egymadst. J6 példa erre a fémkristalyok alacsony index{ feliileteinek
fels6 rétegében végbemend, vakancidk altal hajtott diffizios folyamat felismerése, amelyben
kisérleti kollégdim mérési eredményeit numerikus modellezésem (2. fejezet) és szamoldsaim
(3. fejezet) segitségével lehetett értelmezni.

Numerikus szimuldciéimban a ,,minél tobb fizika” elvét igyekeztem kovetni, a minél na-
gyobb rendszerek szuperszamitégépeken valé modellezése helyett; igy mar kdzepes méreti
szimulaciokbol is érdekes eredményeket lehet kihozni. Ez az adott problémat kezel6 legha-
tékonyabb algoritmus kivalasztasatol a mélyebb fizikai Osszefiiggések felhasznédldsaig tobb-
féle modon tortént. Az eldbbire példa a rugalmas hulldimok terjedése rendezetlen szemcsés
rendszerekben (13. fejezet), amelyben a kis amplitid6jid hulldmok id6fejlédését egy lineari-
zalt rendszerben hatdroztam meg, linedris algebra alkalmazésaval. gy az id6fejlédés mo-
lekuladinamikaval torténé kovetése helyett egyszeri befektetéssel (a rezgési sajatmodusok
meghatdrozdsaval) tetsz6leges id6ben felirhattuk a rendszer mozgéséllapotat, a sajatmodus-
ok ismerete pedig tovédbbi lényeges informécidt szolgéltatott a rendszerrdl. (Természetesen
sok mds esetben a molekuladinamikat [6] hasznaltam, mivel ez volt a legjobb alternativa.)
Az algoritmus megfelel6 valasztasara a 2. fejezetben taldlunk majd példat, ahol racson tor-
ténd bolyongasnadl a visszatérési valdszintiségeket nem Monte-Carlo tipusi médszerrel sza-
moltam, hanem a valdészintiségek iterativ kozvetlen kiértékelésével, amelynek gyorsabb a
konvergencidja.

Az olyan érett, gazdag multtal rendelkezé teriileteken, mint a diffizié-limitalt aggregacio
(5-7. fejezet), valéban csak nagyobb skaldju szimuldciokkal lehetett haladést elérni. Itt olyan
kifinomult technikdkat haszndltam, mint péld4ul hierarchikus tdvolsdg térképek hasznélata
a modell rdcsmentes véltozataban. Az aszimptotikus viselkedés pontosabb megértéséhez fi-
gyelembe vettem az adott rendszer nyujtotta, elméleti iton megalapozott lehetdségeket, mint
példaul a zajcsokkentést és a skdlazdsi korrekciok vizsgdlatit (amely a skalazasban az elso
szubdomindns tag viselkedésén alapul). A diffizié-limitalt novekedés nemlinedris modelljé-
ben kidolgoztam egy olyan, a rendszer tulajdonsdgait er6sen kihaszndlé algoritmust (6. fe-
jezet), amelyben ki lehetett valtani egy rendkiviil szimolasigényes 1épést (eredetileg minden
hozzdadott részecskénél meg kellett oldani a Laplace egyenletet egy bonyolult hatarfeltétel
mellett).

Végiil egy olyan mddszer kidolgozdsat emlitem (9. fejezet), amely alapjan egy adott
rendszerben a fundamentélis tulajdonsdgok megfeleld kihaszndldsdval mind az elméleti, mind
a numerikus megkozelités egyszertibbé valik : tiguld térben végbemend skalainvarians folya-
matok aszimptotikus viselkedését visszavezettiik rogzitett (nem tdguld) térben végbemend
folyamatok véges idejii allapotara.

Az aldbbiakban mindegyik témakornél egy bevezetd fejezetben ismertetem a probléma-
kort az el6zményekkel €s irodalmi éttekintéssel, melyet az eredményeim bemutatdsa kovet.
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Ezen munka irodalomjegyzékében a kovetkezd jelolést hasznéljuk :

— S el6tagot kapnak (pl. [S1]) az értekezés alapjaul szolgdl6 Sajat publikacidim, lista a 96.
oldalon kezdddik,

— E el6tagot kapnak (pl. [E1]) az értekezéshez kapcsolddd Egyéb publikdcidim, ezek listdja
a 98. oldalon kezdddik,

— el6tag nélkiil (pl. [1]) szerepelnek az dltalanos irodalomjegyzék publikécidi, listajuk a 100.
oldalon kezdddik.

Elterjedt roviditések (sokszor angolbdl; elsd eléforduldskor a szovegben is definidlva):

ID, ... — onedimensional, ... egydimenzids (hasonldan 2D, 3D)
DBM - dielectric breakdown model dielektromos letdrési modell
DEM - discrete element method diszkrét elem modszer

DLA - diffusion-limited aggregation  diffizié-limitélt aggregacio

EAM - embedded atom method bedgyazott atom mdédszer

HL — Hastings-Levitov

KPZ - Kardar-Parisi-Zhang

STM - scanning tunneling microscope pdsztazé alagutmikroszkop
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I. Diffazios jelenségek modellezése

L.A. Diffiizios jelenségek kristaly-
feliileteken

A kovetkezd néhdny fejezetben egy, a fém egykristalyok feliiletén végbemend nagyon ér-
dekes diffuzios folyamatot mutatunk be. Mar hosszu ideje ismert, hogy alacsony indexi
kristalyfeliileteken az olvaddspontndl jéval alacsonyabb hémérsékleten is van atomi 4tren-
dezb6dés, amelyen tipikusan a felsé atomi réteg tetején mozgd adatomok mozgasat értjiik:
ezek az atomi lépcs6k mentén vagy kozott mozognak, ami a 1épcsdk és szigetek mobilitasa-
hoz vezet [13]. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az egykristaly felsd rétegének atomjai is
mobilisak, annak ellenére, hogy szomszédjaik szorosan korbezarjak Sket.

Erre a diffiziés mechanizmusra egy erésen leegyszertisitett, de szemléletes anal6giaként
gondolhatunk tgy, mint egy atomi méreti 15-6s lyuktologatds kirakdjatékra: egy vakancia,
amely kizar6lag a legfelsé atomi rétegben mozog, véletlen bolyongést végez, és ekozben
atrendezi az tutjdba keriil6 atomokat.

1. BEVEZETES : NYOMJELZO ATOMOK DIFFUZIOJA
ALACSONY INDEXU FEMKRISTALYOK FELULETEN

Kisérleti kollégdimmal azt vizsgéltuk, hogy mi torténik indium (In) atomokkal réz (Cu) egy-
kristdlyok feliiletén, nevezetesen Cu(001) feliileten. Ez a kombinéci6 azért érdekes, mert a
Cu(001) feliilet epitaxialis, vagyis gazfazisbol torténd és a hordozo feliilet kristalyracsat ko-
vetd novesztésekor a steril esetben megjelend durva, hdromdimenzids struktdardk [3] helyett
az In atomok jelenlétében lapos, rétegrdl rétegre torténd novekedés torténik [14]. Depozicid
utdn az In atomok adatomként, vagyis a felsé atomi réteg tetején diffundalva a 1épcs6khoz
vandorolnak, €s ott beépiilnek a felsd atomi rétegbe szubsztiticids formédban (egy-egy Cu
atomot kicserélve) [15, 16]. Ezt egy olyan pasztaz6 alagitmikroszkdppal (angol rovidités-
sel STM) vizsgaltuk, amely széles hdmérséklettartomanyban is rendkiviil alacsony termélis
drifttel rendelkezik [17]. Az 1. dbran latszik, hogy mivel az In atomok latsz6lagos magas-
sdga a kornyezé Cu atomokhoz képest 0.4 A, az In atomok a fels§ atomi rétegbe vannak
bedgyazva, és egy ideig a 1épcsd kornyezetében tartézkodnak.

Az In atomok tovabbi mozgdsat ugy vizsgaltuk, hogy nagy felbontdsu STM felvételek
sorozat készitettiik a feliilet ugyanazon részérdl. Meglepd médon ezek az atomok jéonéhany
racsallandényi ugrdsokat tesznek, az ugrasok kozott pedig jelent6s id6 telik el. Rdadasul az
egymdshoz kozeli In atomok gyakran ugyanabban az id6ben ugranak, 1dsd a 2. dbran. Az
STM felvételek sebessége nem tette lehetdvé, hogy szobahdmérsékleten egy ugrds idébeli
lefolyésat felbontsuk; az is el6fordult példdul, hogy egy felvétel kozepén az egyik scanline
még mutatta az In atom egyik felét, a kovetkezd scanline-on mar nem volt ott. Alacsony
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1. dbra: STM felvétel Cu(001) feliilet egy lépcsSjének 55 x 41 nm?-es kornyékérdl, 42 perccel az-
utdn, hogy 0.03 monoréteg In lett depozitolva szobahdmérsékleten. A kornyezé Cu atomok-
ndl nagyobb In atomok vildgos foltokként jelennek meg. [S2]

a

2. dbra: STM felvételek egy 14 x 7 nm? Cu(001) feliiletrd] kiilonbozé idSpillanatokban. A voros
szubsztritum a Cu kristdly feliiletét mutatja atomi felbontdsban, a sarga kiemelkedések In
atomok, melyek egyenként egy-egy feliileti Cu atomot helyettesitenek. Az (a) és (b) felvéte-
lek kozott 140 s telt el, az In atomok pozicidja azonos; tovabbi 20 s alatt viszont a négy In
atom koziil hdrom jonéhany racsillandonyi ugrast végzett.  [S1]

hémérsékleten viszont az ugrasok lesznek rendkiviil ritkak. Lehet6ség volt viszont arra, hogy
az ugrasvektorok gyakorisdgat meghatarozzuk, amit a 3. dbrdn mutatunk. Megjegyezziik,
hogy bér a kisebb ugrdsoknak nagyobb a valoszinlisége, még az 6t racsdlland6ja ugrasoké is
jelent6s.

Amint a 3. dbrdn latszik, az ugrasvektorok eloszldsa fundamentélisan kiilonbozik a szom-
szédos racspontra val6 1épésektdl, vagyis az In atomok diffizidja nem a szomszédos Cu
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3. dbra: Az ugrasvektorok eloszldsa, amit 320 K hémérsékleten STM felvételek alapjan hatdroztunk
meg. A szdmok azt jelzik, hogy mekkora valdszintiséggel ugrik az In atom a jeldlt pozicidba;
csak a nem ekvivalens pozicidkat tiintettiik fel. Osszehasonlitdsként az egyszerii diffizié
1épésének eloszldsat mutatjuk a jobboldalon.  [S2]

atomokkal val6 helycserén alapul. Igy arra gondolhatunk, hogy a folyamat egy ,,segéd ré-
szecske” segitségével torténik, amit lehet adatom (Cu atom a felsd atomi réteg tetején) vagy
vakancia (hidnyz6 atom a fels6 atomi régtegbdl). Az elsd lehetdséget kizarhatjuk az 1. ab-
ra alapjan: egy In atom a Cu adatommal val6 helycsere utdn adatomma vélna, majd az In
adatom az atomi 1épcsdkhoz diffunddlna anélkiil, hogy el6tte belépne a fels6 atomi rétegbe.
Ebben az esetben a bedgyazott In atomok eltiinnének az STM felvételrdl, és teljesen méashol
(a 1épcsok kornyékén) bukkanndnak fel; viszont egyaltaldn nem ezt tapasztaljuk.

Igy arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a feliileti rétegbe dgyazott In atomok a mobili-
tasukat feliileti vakancidknak koszonhetik. A 4. dbra azt illusztrdlja, hogy egyetlen feliileti
vakancia hogyan helyezhet at egy feliileti atomot (akdr In, akar Cu atomot) tobb racsal-
landonyi tavolsdgra. Ebben a mechanizmusban az In atomok ugrdsdnak hossza attol fiigg,
hogy hanyszor taldlkoznak ugyanazzal a vakancidval, és ezeknek a taladlkozdsoknak az ira-
nya mennyire korreldlt. Minden egyes ugrds pedig egy-egy uj vakancidval val6 taldlkozds
kovetkezménye.

Meghataroztuk az egyes ugrasok kozott eltelt id6 eloszldsat (5. dbra). Az ugrdsok ko-

RS
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4. dbra: Példa egy olyan diffiziés eseményre, amelyben az In atom tobb racsallandényi elmozdulést
szenved. Az In-vakancia helycserék x-szel vannak jelolve, melyek mutatjdk az In atom utjét
a kezdeti- és a végallapot kozott.  [S2]
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5. dbra: A varakozdsi id6 statisztika In atomok ugrasi eseményei kozott, mely 320 K hémérsékle-
ten végzett STM felvételsorozat kiértékelésével késziilt, a felvételek kozott 1.88 s telt el. A
szaggatott vonal T = 8.5 s id6alland6jid exponencidlis illesztést mutat.  [S2]

zOtti varakozasi id6 exponencidlis eloszldsd, ami arra enged kovetkeztetni, hogy az egyes
ugrdsok id6ben korreldlatlanok, igy azokat kiilonb6z6 vakancidk okoztdk, melyek fiiggetle-
niil, véletlen id6ben keletkeztek. Mivel egy vakancia tipikusan tobb In atommal is taldlkozik,
természetesen adddik, hogy egymdashoz kézeli In atomok egy id6ben ugranak.

Nem meglepd, hogy az STM felvételeken sohasem lattunk vakancidkat, valamint a felvé-
telsorozatokon nem lehetett felbontani a hosszi ugrdsokat sem elemi 1épésekre. Molekula-
dinamikai szimulaciok segitségével kiszamoltuk a feliileti vakancidk keletkezési energidjat,
valamint a diffizids energiagéatak értékét az In atom kozelében. Ehhez a ,bedgyazott atom
modszert” alkalmaztuk (angol roviditéssel EAM) [18], ahol a fématomok kozotti kdlesonha-
tasra a Finnis-Sinclair potencidlt [19] hasznaltuk ; a szamitdst egy 15 x 15 x 15 atom méretti
Cu tombbon végeztiik. A szdmitasok alapjan szobahdmérsékleten miden kb. 6 x 10° feliileti
Cu atom koziil egy hidnyzik, és ez a vakancia kb. 108 Hz frekvencidval 1ép a szomszédos
racspontra. Ezek az értékek tipikusak alacsony indexl fémfeliiletekre, és azt is mutatjdk,
hogy miért olyan nehéz latni a vakancidk diffiziéjit. Olyan alacsony hémérsékleten, ame-
lyen a vakancia mozgdsa mér elég lomha ahhoz, hogy egy inherensen lasst berendezéssel,
mint az STM kovetni lehessen a mozgdsat, a vakancidk megtaldldsi valészinlisége remény-
teleniil kozel van nulldhoz. Olyan homérsékleten viszont, ahol mér elfogadhat6 a vakancidk

Pl

stirisége, tul gyorsan mozognak ahhoz, hogy a felvételeken kovetni lehessen a mozgasukat.

2. ATOMI MODELL

A fenti jelenség mogotti mechanizmust kvantitativan ebben a fejezetben egy diszkrét mo-
dell segitségével mutatjuk be. Az ebben és a kovetkezd fejezetben bemutatott eredmények
egy olyan elméleti-kisérleti kollaboracidban jottek 1étre, amelynek az elméleti oldaldt én
vezettem, €s (az el6zd fejezetben mar emlitett EAM energiagét szamolasok kivételével) én
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dolgoztam ki. Jelen fejezet eredményei alkotjak a T1a tézispontot, amely az [S1, S2, S3, S4]
publikéciéimon alapul, tovdbba az [E1, E18] publikicidk is szorosan kapcsolédnak hozza.

Az éltaldnosabb problémafelvetés kedvéért ezentul az idegen In atomot nyomjelzo atom-
nak fogjuk hivni. A nyomjelzd atomok vakancidk altali mozgésa érdekes statisztikus fizikai
probléma, amelyet mar tobben is vizsgéltak. A legegyszer(ibb esetet Brummelhuis és Hil-
horst oldotta meg [20], akik torzitatlan vakancia-difftiziét feltételeztek (vagyis a vakancia
mozgésa szempontjabol a nyomjelzd €s a tobbi atom azonosan viselkedett), a rics pedig
kétdimenzids végtelen négyzetracs volt. Ebben a modellben egyetlen, végtelen élettartalmu
vakancia van jelen, amely rendszeres id6kozonként helyet cserél egy véletlenszer(ien kiva-
lasztott szomszédjaval. A megoldds a vakancia és a nyomjelzé atom mozgasédnak szétvélasz-
tasdval kaphat6: a nyomjelz6 atom egyes 1épéseinek korreldltsdgat abbol tudjuk kiszdmolni,
hogy mi a valészintisége annak, hogy a vakancia visszatér a nyomjelz6 atomhoz ugyanabbdl
az iranybdl, merSlegesen, vagy ellentétes iranybdl, mint amelyik irdnybdl utoljara elhagy-
ta azt. A nyomjelz$ atom megtaléldsi valdszintisége id6ben szétteriil, és hosszd id6 utdn a
kovetkezo fliiggvénnyel lehet kozeliteni:

MKO( g ) ()

og! logt/(4m(m—1))]'/2
ahol Ky a médositott Bessel fiiggvény, a ¢ id6 a vakancia 1épéseit szdmolja, és a t = 0 id6pil-
lanatban a vakancia a nyomjelzd atom mellett van. Az eloszlds nem-Gauss-i jellege tipikus a
vakancidk 4ltal hajtott diffizidra. A nyomjelzd atom térbeli eloszlasa gyengén (logaritmiku-
san) divergdl az id6vel, ami annak a kdvetkezménye, hogy a véletlen bolyongas visszatérési
valészintisége két dimenzidban még éppen egységnyi (kettd a margindlis dimenzid). Maga-
sabb dimenzidban ugyanis a véletlen bolyongést végz6 vakancia 1-nél kisebb valdszintiség-
gel tér vissza a kiindulési helyére, ami ahhoz vezet, hogy a nyomjelz6 atom elmozdulédsa
aszimptotikusan is véges marad.

Ugyanez a problémat Toroczkai mas mddszerrel oldotta meg dltaldnos dimenzid eseté-
re [21]. Ebb6l a megoldasbdl kiszdmolhaté a vakancia-nyomjelz6atom helycserék szama ¢
ideig: ez a szdm két dimenziéban geometriai eloszldsu, (logt)/m véarhat6 értékkel. A prob-
léma folytonos véltozatit egy végtelen rendd perturbacids elméletben szamoltdk ki [22],
amely megoldas visszaadja a rdcsmodell aszimptotikus alakjit. A rdcs alapu szamoldsokat
altalanositottak arra az esetre, amikor a vakancia diffiziéja szempontjabdl a nyomjezd atom
és a szubsztratum atomok nem voltak ekvivalensek [23]: ebben a modellben a vakancia-
nyomjelzdatom és a vakancia-szubsztratumatom helycserék valészintiségének aranya szabad
paraméter volt, mig a vakancia 1épéseinek ratdja konstans maradt. Taszit6 kolcsonhatds csok-
kenti, mig enyhén vonz6 kolcsonhatds noveli a nyomjelzd atom eloszlasdnak szétteriilését.

A fenti analitikus megolddsok szorosan kapcsolédnak az In/Cu(001) kisérleti rendsze-
riinkhoz, és helyesen megjosoljdk annak tobb karakterisztikus tulajdonsdgat (mint példdul
az eloszlas tavolsag szerinti fiiggését a Bessel fiiggvény irja le, szélessége logaritmikus). Vi-
szont a kisérletekkel valé kvantitativ 6sszehasonlitdshoz tovabbi modositdsok sziikségesek
(gondoljunk itt a megfeleld hatarfeltételre €s a véges vakancia élettartamra), amit az aldbbi-
akban mutatunk be.

Fi(r) =

Numerikus modellem egy ¢ x ¢ méretd kétdimenzids négyzetracson alapul, amely a Cu

8
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kristdly fels6 atomi rétegének felel meg, a hatarok pedig az atomi 1épcsdket jelentik. A racs-
pontokat kett6 kivételével szubsztratum atomok foglaljak el. A kezdeti id6pillanatban a racs
kozepére helyezett origéban van a nyomjelz6 atom, mellette pedig az (1,0) helyen a vakan-
cia. Ez annak az 4llapotnak felel meg, amikor a vakancia és a nyomjelzd atom éppen eldszor
cseréltek helyet.

Az 1d6fejlddés sordn az az egyetlen megengedett 1épés, amelyben a vakancia helyet cse-
rél a négy szomszédja koziil az egyikkel. A helycserék ratdja fiigg a lokdlis kornyezettdl,
vagyis a vakancia €s a nyomjelz6 atom relativ elhelyezkedésétdl. A vakancia diffizids rata-
janak kornyezetfiiggése az atomok soktest-kolcsonhatdsdnak kovetkezménye, amit az EAM
szamitdsok is megprobdlnak figyelembe venni. (Az az egyszertsitett kép sem 4ll messze a
valésdgtdl, még ha mi nem is ezt az utat kovettiik, mely szerint a Cu atomokndl nagyobb
méret In atom lokdlisan deformadlja az atomracsot, amely a vakancia kornyezetében 1étrejo-
vo ellentétes elGjeld deformacidval egy effektiv kdlcsonhatast eredményez.) A hdmérséklet-
aktivalt diffuzidés ritat ardnyosnak vessziik az e~ (AE/ksT) Boltzmann-faktorral, ahol AE a
diffuzios 1épés aktivacios energidja. Ezeket az energiagét értékeket az el6z6 fejezetben emli-
tett EAM moédszerrel szamoltuk ki az In/Cu(001) rendszerre, és a 6. 4bran mutatjuk be. Mivel
az energiagat kiilonbségek nagyok a kg7 hdmérsékleti energiandl (szobahdmérsékleten kb.
25 meV), a diffiizids ratdk kozott oriasi az eltérés.

@% %2 Ey =243 meV
,/.\ /.\ E> =671 meV
B R E3 = 503 meV
O O
e ¢ i.'j o e - Es = 589 meV
NN
/.\ /.\ E7 =544 meV
A S ey Eg = 549 meV
R
<%EZF.\@/, \./, ,\./ \@/.% Eip =534 meV
SE A=
o Z o D¢ Ej2 =576 meV

éﬁ +“®/ %2 Eegyeb = 588 meV

v

6. dbra: Vakancia diffizié energiagat értékek a Cu(001) felsd rétegében egy In atom kozelében, az
EAM moédszerrel szamolva. A nyilak a vakancia mozgasanak iranyat mutatjak. [S3]

Amikor a vakancia eléri a racs sz€lét, véletlen bolyongdasat ledllitjuk, ami fizikailag az
atomi 1épcs6knél val6é rekombindcidnak felel meg. A vakancia a véges élettartama alatt el-
mozditja az dtjdba keriilt atomokat, sokat koziiliik tobbszor is. Igy a nyomjelz6 atom is mas
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helyre keriilhetett, mint a kiinduldsi pozici6ja. Sok fiiggetlen vakancia hatdsat kidtlagolva
ez egy eloszlast ad arra az elmozduldsvektorra, amit a nyomjelzd atom egyetlen vakancia
kovetkeztében elszenved. A racs véges méretébdl ad6do hatéarfeltételek €s a diffizids rata
relativpozicio-fiiggése miatt ez a modell analitikusan nem oldhaté meg.

A modell numerikus megoldéasakor szétvalasztjuk a vakancia és a nyomjelzd atom moz-
gdsat, hasonldan a kordbban emlitett Brummelhuis-Hilhorst analitikus megoldashoz. A vé-
ges racsméret miatt ez esetiinkben egy kozelités bevezetését jelenti, ami akkor érvényes,
ha a nyomjelz6 atom kozel marad a racs kozepéhez. (Tipikusan kisebb mint 8 racsallando-
nyi elmozdulést fogunk vizsgélni a rdcs széleitdl 100-200 racsallandonyi tdvolsagban, és az
eredmények csak gyengén, logaritmikusan fiiggenek a racs méretétdl.)

El6szor kiszamoljuk, hogy a vakancia, miutdn a nyomjelzd atom melletti rdcspontban el-
engedtiik, mekkora valdszintiséggel tér vissza a nyomjelzd atomhoz azonos irdnybdl (pazonos)»
merdleges irdnybol (Pmersleges)» illetve ellentétes irdnybOl (pejientétes), valamint mekkora an-
nak valdszintisége, hogy rekombindldédik a racs szélén ahelyett, hogy visszatérne (prekombinicic)-
Természetesen pazonos + 2pmer(’ileges + PDellentétes + Prekombinicic = 1. Ezeknek a visszatérési
és rekombindcids valdszinliségeknek az ismeretében a nyomjelzd atom mozgasat irjuk le,
amely egy véges hosszusagu torzitott véletlen bolyongast végez. Minden 1épés irdnya az el6-
70 1épéshez képest, valamint az, hogy egy 1épés az utolso volt-e, a visszatérési és rekombina-
ci6s val6szintiségek fiiggvénye. Igy elveszitjiik ugyan az egy vakancia hatdsara bekovetkezs
elmozdulds 1d6fejlodésének részleteit, de a kisérletekkel val6 6sszehasonlitds szemponjabol
ez ugysem szamit az STM felvételek id6felbontdsa miatt.

A gyakorlatban a visszatérési és rekombinacids valdszintiségeket, valamint a nyomjelzd
atom mozgdasat is a valoszintiségek kozvetlen kiértékelésével végezziik, ami jobb konvergen-
cia tulajdonsdgokkal bir, mint a Monte-Carlo tipusi modszerek.

El8szor tekintsiik a visszatérési és rekombinacids valdszintiségek kiszamoldsat. Minden
r racsponthoz rendeliink egy ¢(r, s) valtozot, ami azt a valdszintiséget méri, hogy a vakancia
s atomi 1épés utdn ezen a helyen van, és még nem cserélt helyet a nyomjelz6 atommal (és
természetesen még nem rekombindlddott). A kezdeti s = O pillanatban ez mindenhol nulla,
kivéve az r = (1,0) helyen, ahol értéke 1: itt inditjuk el a vakanciat. A récs széle, valamint a
nyomjelz6 atomot tartalmaz6 (0,0) racspont nyelShely a vakancia szdmdra. A vakancia min-
den egyes atomi l1épésére parhuzamosan feliilirjuk a g valtozdkat: minden egyes racsponthoz
tartozoé értéket szétosztunk a négy szomszédja kozott a lokélisan értelmezett diffizids ratak
ardnyaban. A 1épések sordn feljegyezziik, hogy kumulativan mennyi valészinfiség aramlik
be az origéban elhelyezett nyel6pontba a kiillonbozé iranyokbdl, valamint mennyi dramlik ki
a racs szélén. A vakancia Osszes 1épésére felosszegezve ezek adjdk a visszatérési és rekom-
binicids valdszintiségeket. Ez az iteracid gyorsan konvergal, melyet konnyen mérhetiink az
0sszes racspont g értékeinek dsszegével, mely nulldhoz tart.

A masik szamitds, amely a nyomjelz6 atom mozgdsat irja le, hasonld, csak kicsit 0ssze-
tettebb. Els6 kozelitésben (kés6bb latni fogjuk, hogy ezen miért kell majd finomitani) itt
minden rdcspont minden belépd éléhez rendeliink egy szdmot, amelyik azt a valdsziniséget
méri, hogy n 1€pés utdn (minden 1épés a vakancia egy visszatérésének felel meg) a nyomjelzd
atom az adott rdcsponton van, és az adott €l mentén érkezett. Ezen feliil minden racsponthoz
rendeliink egy masik véltozot is, amely annak a valdszintiségét 0sszegzi fel, hogy a nyom-
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jelzé atom ezen a helyen vélt immobilissa. Ezeket az érkezési és immobilissa-valasi valdszi-
nilségeket az el6zéekben kiszdmolt vakancia-visszatérési és rekombindcids valdszintiségek
felhaszndlasdval parhuzamos feliilirdssal iterdljuk.

A modell elsé tesztjeként a torzitatlan vakancia-diffuzié esetét vizsgaltuk, amely a vég-
telen hdmérsékletnek felel meg. A nyomjelzd atom ugrdsainak eloszldsa hasonl volt, mint
a kisérletekben, de kvantitativan csak akkor kozelitette meg, ha az egyetlen fennmaradé pa-
ramétert (az ¢ racsméretet) csillagdszati mérettivé valasztottuk. Ez vildgosan mutatja, hogy
az In/Cu(001) rendszert nem lehet mindenhol azonos diffiziérataval kozeliteni.

Az EAM szdmitdsokbdl kapott energiagatak felhaszndldsaval, a kisérletekben tipikusan
hasznalt T = 320 K hémérsékleten és ¢ = 401 racsméret esetén (ami a tipikus terasz széles-
ségnek felel meg), a visszatérési €s rekombindcids valdszintségekre a kovetkezOk adédnak :
Pazonos = | —2.4 X 1077, Pmeréleges = 1.1 X 1077, Pellentétes = 4.2 X 1077, és Prekombindcié =
= 1.1 x 1073, Ezek az értékek gyengén fiiggenek /-t3l, példdul a nyomjelzé atom ebbdl
kiszdmolt atlagos négyzetes elmozduldsa logaritmikus:

(r?) o< log(¢/4) . )

Ez arra vezethet{ vissza, hogy a véletlen bolyongds visszatérési valoszintis€égének margindlis
dimenzidja kettd, ugyaniigy mint a Brummelhuis-Hilhorst megoldds logt? szerinti id6fiiggé-
se.

Az In/Cu(001) rendszer esetében a vakancia In atommal val6 felcserélési energiagitja
jelentsen kisebb, mint a tobbi energiagit. Igy legtobb esetben a vakancia az el6z§ eltd-
vozésaval azonos irdnybdl tér vissza, és a nyomjelz6 atom egyes 1épései erdsen antikorre-
laltak. A numerikus és az elméleti megkozelitést is jelentésen segiti, ha nem kovetjiik a
nyomjelzdatom-vakancia par jelentds szamu oda-vissza helycseréjét. Ebbdl a célbdl jeldljiik
€-nal annak a valdszintiségét, hogy a vakancia nem tér vissza az utolso eltdvozasaval azonos
irdnybol: pasonos = 1 — € az el6z6 bekezdésben emlitett paraméterek esetén € = 2.4 x 1077,
Vezessiik be a kovetkezd mennyiségeket :

ﬁ merSleges — PmerSleges / €
Pellentétes =  Pellentétes/ € (3)
Prekombindci6 =  Prekombindci6/ €
igy
2pmer6leges + Pellentétes T Prekombindcié = 1. “4)

Rendeljiik a kvazi-kotott nyomjelzéatom-vakancia part, mely nagyon sokszor (atlagosan
1/e-szor) cserél helyet, az eredeti atomi rdcs egy éléhez. Igy a nyomjelz&atom-vakancia par
az atomi récs €lein bolyong (7. dbra). Egy 1épés sordn a par a négy merdleges €l valamelyiké-
re I€p Pimersleges /2 val6szintiséggel, a két parhuzamos élre pedig Peltentétes /2 valoszintiséggel.
Az 1/2 faktor abbdl addédik, hogy a vakancia a kvazi-kotott allapotot jelols él egyik végén
1ép ki, melynek valdszintisége kis € esetén mindkét oldalon nagyon jé kozelitéssel 1/2-nek
adédik. Ennek a megkozelitésnek az egyik elénye, hogy a nyomjelz6 atom mozgasat joval
kevesebb 1€péssel irhatjuk le (ami a numerikus szamoldst konnyiti meg), masik pedig hogy
az élrdl-élre torténd 1€pések fliggetlenek (ez pedig az analitikus szamoldast segiti).
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b)

7. abra: (a) A vakancia-nyomjelzd atom par 1épései a racséleken. Ha a vakancia-nyomjelz$ part a
racsél kozepéhez rendeljiik, akkor a par a kijelolt helyekre ugorhat. A négyzetes atomi ra-
csot vékony vonal jeloli. (b) Az atomi racs €leibdl alkotott racs, amin a vakancia-nyomjelzd
par mozog. Vastag vonal jeloli azokat a szomszédokat, amelyek a kdzépsd racspontbdl egy
1épéssel elérhetbek. Ez a racs tekinthetd egy négyzetracsnak, ami az atomi racshoz képest
45°-kal el van forgatva, bizonyos extra élekkel kiegészitve. [S3]

I I
-1
- _
10 s ® Kisérlet f
C o diszkrét szimulacid
L — kontinuum elmélet]
L ---- Gauss illesztés
=
B
=2
‘O =
010
S C
k= C
i L
(7)) L
R
= L
> 3
10 ¢
\ \ \ \ \ \ ™
0 1 2 3 4 5 6 7

ugrasi tavolsag r [racsalland6 egységekben]

8. dbra: A nyomjelz$ atom ugrasainak valdszintisége T = 320 K hémérsékleten £ = 401 méretd ra-
cson. A fekete korok felelnek meg a kisérleti méréseknek, a fehér korok az atomi modell
eredményei, a folytonos vonal jeloli a kontinuum megoldast (kovetkezd fejezet). Az adatok
azt mutatjdk, hogy nincs jelent6s irdny szerinti fiiggés, tehat j6 kozelitéssel az ugrds hosszu-
saganak fliggvényében monoton viselkedést tapasztalunk. — Mindegyik adatsort egyenként
norméltuk gy, hogy az 1 < |r| < 6 ugrdsok valdszintiségének Gsszege egységnyi legyen
(ezen ugréasokat lehet elfogadhat6 hibaval mérni kisérletileg). Ez azt eredményezi, hogy az
abrézolt értékekben szerepel egy 1-hez kozeli szorzéfaktor, amit elsGsorban a normalizécio-
ban figyelembe nem vett p(0) befolyasol, lisd a 9. dbrat. — Osszehasonlitds kedvéért szag-
gatott vonallal tiintettiik fel a diffizios rendszerekben gyakran el6fordulé Gauss fiiggvényt,
ami jelen esetben egyaltaldn nem illeszkedik a mért és szamolt adatpontokra. A folytonos
vonallal jelolt kontinuum elméletet a kovetkezo fejezetben targyaljuk.  [S2, S3]
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A fentieket felhasznélva a nyomjelzd atom mozgasat a kovetkez6k szerint irhajuk le: a
nyomjelzd atom el6szor egy kvazi-kotott part alkot egy vakancidval az eredi pozicidjaval
hatdros négy €l egyikén, utana a par az élekbdl alkotott racson bolyong, majd végiil (amely
minden 1€pés utdn Prekombinicis Valoszinlséggel kovetkezi be) kiszabadul az utoljara latoga-
tott él egyik véletleniil kivalasztott végén. Az igy kiszdmolt elmozduldsvektor eloszlasat a 8.
abra mutatja, mely kival6 egyezést mutat a kisérleti eredményekkel. Megjegyezziik, hogy a
numerikus eredmények nem tartalmaznak illesztési paramétert.

A numerikus modellezés éltalanos eldonyei kozé tartozik, hogy olyan mennyiségek is
konnyen hozzéaférhetek, amelyek kisérletileg elérhetetlenek. Esetiinkben ilyen annak a va-
16szintisége, hogy a nyomjelzd atom taldlkozott egy vakancidval, de az ered6 elmozdulédsa
nulldnak addédott. Ennek a mennyiségnek a homérsékletfiiggését mutatjuk a 9. abran. Mi-
vel ez az érték kicsi, és csak gyengén fiigg a paraméterektdl, ez lehetdséget ad arra, hogy a
(csak nem-nulla elmozdulast mérd) kisérleti mérésekbdl tovabbi kovetkeztetéseket vonjunk
le, mint példaul meghatdrozzuk a feliileti vakancidk keletkezési energiagatjit [S4].
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9. dbra: Annak a valdszintisége, hogy a nyomjelzé atom taldlkozott egy vakancidval, de a tobbszoros
taldlkozasbol szarmazé eredd elmozdulds nulla. A mennyiség hémérséklet- és racsméret-
fiiggése viszonylag gyenge. [S3]

Adott energiagdt értékek esetén a modell két paramétert tartalmaz: a homérsékletet és a
racsméretet. A kisérletekkel val6 0sszehasonlitdskor mindkettd fiiggetleniil mérhetd, vagyis
nincs illesztési paraméteriink. A 8. dbrdn a 7 = 320 K hdmérsékleten szamolt értékek, ha
¢/2-t a legk6zelebbi atomi 1épcs6tsl mért tavolsagra dllitjuk, nagyon jé egyezést mutatnak
a kisérleti mérésekkel. Mds homérsékleten végzett mérések esetén viszont a legjobb egye-
z€st akkor kaptuk, ha a numerikus modellben a racsméretet a kisérletileg meghatdrozottnél
2-3-szoros faktorral kisebbre allitottuk [S4]. Habér ez a korrekcids faktor nagynak tiinik, a
visszatérési valdszinliségekben ez sokkal kisebb véltozast okozott, mivel azok logaritmiku-
san fliggenek a racsmérett6l. A legvaldsziniibb magyardzat az, hogy a kisérleti rendszerben
olyan nem detektdlt rdcshibdk fordultak eld, amelyek nyel6pontként hatottak a vakancidra,
és kozelebb voltak az In atomhoz a legk6zelebbi atomi 1€pcsdnél.

13
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3. KONTINUUM MODELL

P

Az el6z0 fejezet diszkrét modellje j6 numerikus egyezést tudott talalni az In/Cu(001) kisérle-
ti rendszerrel, de hatranya, hogy (kiilonosen a nyomjelz6 atom kornyezetében megvaltozott
diffiziés energiagatak miatt) nem irhaté le kevés paraméterrel. Ezt megoldandé egy olyan
kontinuum modellt mutatunk be, amely az ugrdsok valoszinliségét irja le egyetlen paramé-
ter felhasznaldsdval. Az itt k6zolt eredmények alkotjak a T1b tézispontot, mely az [S2, S3]
publikéciéimon alapul.

Legyen p(r,n) annak a val6szintisége, hogy a nyomjelzGatom-vakancia par az r helyen
van, miutdn ez a par n 1épést tett. Mivel a par egymast kovetd 1€pései fiiggetlennek tekinthet-
jiik, felirhatunk egy effektiv diffizids egyenletet:

dp(r,n)
on

A jobboldal els6 tagja azoknak a lépéseknek felel meg, amelyet a par az atomi récs éleibdl
alkotott racson tesz meg, itt Degr az egy 1€pés dtlagos négyzetes elmozdulésat jeloli. A maso-
dik tag a vakancia rekombinacidjanak felel meg, itt felbomlik a pér. A térbeli koordinatat és
az n-et folytonosnak tekintve, Dirac-delta kezdeti feltétel esetén a megoldas

2
p(r,n) = ! exp ( A cn) . (6)

47'L'Deffn B 4Deffn

= DetV2p —cp. (5)

A nyomjelz6 atom vakancia-rekombindcié utdni aszimptotikus eloszlasat az (5). egyenlet
veszteség-tagjdnak n-szerinti integrdlja adja:

* | r
p(r) :/0 cp(r,n)dn= 27 Dot Ko (\/D—Tf/c) ; (7

ahol Kj a nulladrendl moédositott Bessel-fiiggvény. Ennek a megolddsnak a fiiggvényalakja
hasonl6 az (1) Brummelhuis-Hilhorst racs-megoldashoz, minden kiilonbségiik ellenére (pl.
hatarfeltétel, véges vakanciaélettartam, torzitott/torzitatlan vakanciadiffizio).

Itt megallapithatjuk, hogy aszimptotikus (n — o) viselkedés esetén az egyetlen relevans
paraméter a Dgr/c. Péld4ul a nyomjelzé atom dtlagos négyzetes elmozduldsa (r?) ardnyos
(rdcskorrekciokkal) a Bessel-fliggvény szélességének négyzetével: (r?) o< Degr/c. A hatrale-
v( feladatunk a kontinuum modell és az atomi modell dsszekapcsoldsa, vagyis a Degr €s a ¢
kifejezése a visszatérési valdszinliségekbdl.

Jelolje Pé") annak valdszintiségét, hogy a vakancia-nyomjelzd par n 1épés utdn az atomi
racs egy tetszblegesen kivélasztott, ,,0”-val jelolt élén tartézkodik. A P(gnﬂ) értékét az 1, 2,
..., 6 élek jaruléka adja (lasd a 7. abrét):

Pén+1) _ @ (Pl(n) n Pz(n) n P3(n) + Pi’”) n l% (PS(n) + Pé")) . (8)
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Egy 1épés alatt Py véltozasa, (4) felhasznaldséaval:
P(gn—H) —py= pmer;ﬂeges <P1(n) +P2(n) +P3(n) +P‘En) _ 4P(§n)>

+ —pelle;tétes <P5(n) + P6(n) - 2P(§n)> - ﬁrekombinéciépén) . (9)

A jobboldalon szerepld kiilonbség az n szerinti derivaltat kozeliti, a baloldalon lev tagok
pedig a Laplace racs-kozelitését adjak:

VPP = a2 Gloges (P + P2+ Ps + Py — 4Ry)
valamint )
0P = Agienieres (Ps + P = 2R0) ~ 5 VP, (10)

ahol amergleges = 1 / V2, és Qellentétes = 1 az atomi rdcs racsadllanddjdnak egységeiben; a (10).
egyenletben feltételeztiik, hogy a masodik derivaltak atlagosan minden irdnyban ugyanak-
kordk. Igy a kovetkezd egyenletet kapjuk :

IR 0 ﬁmerc’ileges + Dellentétes

= V2P — Prekombindcis Fo » (11)
dn N 4 , N————
Degr ¢

ahonnan az (5). egyelettel 0sszehasonlitva leolvashatjuk a D¢ és ¢ egyiitthatokat.
Igy a nyomjelzé atom étlagos négyzetes elmozduldsara a kovetkezd kifejezést kapjuk:

<r2> o Deff _ ﬁmer(ﬁleges +ﬁellentétes ' (12)

¢ 4 Prekombindcié

A (7) kontinuum megoldast a fenti paraméter értékek mellett 6sszehasonlitottuk az atomi
modellel és a kisérletekkel a 8. dbrdn. J6 egyezést talitunk még kis r értékeknél is, ahol
elvileg jelent6sebb racskorrekcidkra lehet szdmitani.

A fentiekben ismertetett atomi- és kontinuum modell j6 leirdsat adja a kisérletileg vizs-
galt In/Cu(001) rendszernek. Varakozds szerint az itt bemutatott mechanizmus rendszerek
sz€les skaldjandl relevans: ez hatdrozza meg az alacsony index{ fémkristdlyok fels6 rétegé-
ben taldlhaté atomok mobilitdsat.
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I.B. Diffazio-dominalt novekedési folya-
matok

Az egyensulytdl tidvoli jelenségek korében egy fontos csoportot alkotnak azok a noveke-
dési rendszerek, amelyekben a domindns, vagyis a lokdlis novekedési ratat meghatiroz6
folyamat difftziv jellegli. Annak ellenére, hogy a magukra hagyott, egyenstilyhoz kozeli-
t6 rendszerekben a diffizié azok homogenizaciéjdhoz vezet, a hajtott, egyensulytdl tavo-
li diffizi6-domindlt novekedési folyamatokban mintdzatképzddést figyelhetiink meg, mely
gazdag térbeli strukturdkat eredményez.

A legegyszerlibb esetet véve tekintsiink egy frontot,
amely egy novekedd tartomdnyt hatarol. A front mozgé-
sat egy olyan ¢ skaldarmezd segitségével irjuk le, amely
a front terjedési irdnydba esd fél-térben van definidlva, itt
kielégiti a Laplace-egyenletet. Peremfeltételként a fron-
ton felvett értéke konstans, amit vehetiink nulldnak, a
front lokalis sebessége pedig minden egyes pontban ard-
nyos a mezd gradiensével.

A fenti egyenletek fizikai folyamatok széles skaldjat
irhatjak le (10. 4bra): példaul fémek elektrodepozicié-
jat alacsony sOkoncentréaci6é és alacsony katdd-anod fe-
sziiltségkiilonbség mellett [24, 5], atomok irreverzibilis
adszorpcidjat kristalyfeliileten megfelel6en alacsony hé-
mérsékleten [25], viszkdzus ujjasodast, melyben két nagyon kozeli parhuzamos iiveglapbodl
all6 Hele-Shaw celldban nem-viszkézus anyag (példaul levegd) kiszorit egy viszkézus fo-
lyadékot [26, 27], valamint bizonyos bioldgiai novekedési rendszereket [28, 29]. A ¢ skalar-
mezd a kiillonbozo esetekben kiilonbozo fizikai mennyiséget takar: jelentheti egy diffundélo

V2¢ =0

10. abra: (a) Cink elektrodepozicidja vizes oldatb6l 0.1 mm vastagsdgd celldban, alacsony ZnSOg4
koncentréci6 és alacsony fesziiltség mellett [24, 5]. (b) STM felvétel Ag aggregdtumokrol
Pt(111) feliileten 110 K hémérsékleten [25]. (c) Viszkézus ujjasodds 0.13 mm vastagsagui
Hele-Shaw celldban, levegd (feketével jelolve) szorit ki olajat [26]. (d) Paenibacillus dend-
ritiformis baktériumkol6nia, kemény agaragaron és rendkiviil alacsony tdpanyagkoncentra-
ci6 mellett [5]. A keletkezd struktirak atmérdje (a) 3 cm, (b) 500 A (egy sziget atmérdje),
(c) 20 cm, (d) 10 cm.
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anyag koncentracigjat, amely a novekedd aggregatumon kiviili térben forras- és nyelStagok
hidnydban, lassan mozgé hatarfeltételek esetén kielégiti a Laplace-egyenletet. Az aggrega-
tum hatdra nyel6ként nulla koncentraciét tart fenn, a hatar pedig a beérkez6 anyag fluxusa-
val, vagyis a koncentracié gradiensével ardnyos sebességgel terjed. Mds esetekben a ¢ mezd
elektrosztatikus potencidlt reprezentél, vagy példaul a viszkézus ujjasodas esetében a nyo-
madsnak felel meg: a novekedd levegébuborékban, igy annak hatdrdn is a nyomds konstans.
A viszkézus folyadékban viszont a kicsi résvastagsag miatt a Darcy-torvény alkalmazhato,
vagyis a folyadék sebessége (a hatdron is) ardnyos a nyomads gradiensével, ami 0sszenyom-
hatatlan folyadék esetén azt eredményezi, hogy a nyomads a folyadék belsejében kielégiti a
Laplace-egyenletet.

Ezek a rendszerek, amint mar emlitettiik, gazdag térbeli struktirdkat hoznak 1étre. A
mintdzatképzddési jelenségek mogott kiilonbozd instabilitdsok dllhatnak [7, 8], amely ese-
tiinkben a Mullins-Sekerka instabilitds [30, 31]. Ha ugyanis a sima front tartalmaz egy kicsi
perturbaciot, példaul egy kitiiremkedést, akkor a front ezen része nagyobb fluxust gy(jt be,
mint a kornyezete (ezen az elven miikodik a villamharito is). Ennek kovetkeztében kicsit
gyorsabban fog novekedni a kornyezeténél, ami az instabilitdshoz vezet. Az exponencidli-
san novekedd perturbdcié hamar kiér a linedris tartomanybdl, €s ha kovetjiik az el6z6 oldal
egyenleteinek megoldésat, a fronton véges id6 alatt egy cusp szingularitast fejlodik ki [32],
amely iddpillanatot kovetéen mar nem lehet folytatni az id6fejlédést. Valds rendszerekben
mindig jelen van egy olyan, az eddig emlitetteken tuli fizikai jelenség, ami megakadalyozza a
szingularitds kialakuldsét. Ez sok esetben a feliileti felsziiltség, amely megakadalyozza a tdl
kicsi gorbiileti sugart részek kialakuldsdt; mas esetben viszont a mikroszkopikus részecskék
(pl. atomok, baktériumok) véges mérete jelent korlatot a gorbiiletre.

4. BEVEZETES : DIFFUZIO-LIMITALT AGGREGACIO

A diffuzié-domindlt novekedési folyamatok részecske modelljét 1981-ben alkotta meg Wit-
ten és Sander [33]. Ebben a ,,diffizi6-limitdlt aggregicié”-nak (DLA) nevezett modellben a
novekedd fazist egy részecskékbdl 4ll6 fiirt reprezentdlja. Kezdetben a fiirt egyetlen rogzi-
tett mag részecskébodl all. Ezutan a fiirtt6l tavol szabadon eresztiink egy részecskét, amely
véletlen bolyongést végez, mely sordn ha iitkozik a fiirttel, akkor irreverzibilisen hozzatapad
€s annak részévé valik [11(a) dbra]. Ezutdn egymads utan Gjabb részecskéket engediink el, de
egyszerre mindig csak egy részecse bolyong, ami infinitezimélisan kicsi fluxusnak felel meg.
Nagyon sok részecske hozzdaddsa utan bonyolult, eldgaz6 struktirat kapunk [11(b) dbra].
A DLA néhany éven beliil nagy érdeklddést keltett [34, 35, 36, 37], és hamarosan az
egyensulytdl tdvoli mintdzatképzd rendszerek egyik ikonikus modelljévé valt — ezt meggyd-
zden demonstralja az eredeti publikdciora [33] kapott tobb mint 3600 hivatkozas. A modell
egyszerd, fizikailag plauzibilis mikroszkopikus 1épésekbdl all, viszont egy bonyolult, skala-
z6d6 de erGs skdldzasi korrekcidkkal rendelkezd makroszkopikus objektumokat general. A
numerikus médszerek jelentds fejloédésen mentek keresztiil, példaul kihaszndlva azt, hogy a
véletlen bolyongast a fiirtt6] tdvol kozelitésektSl mentesen is lehet nagy ugrdsokkal helyette-
siteni; a furttdl valo tavolsdgrol az informaciét egy hatékonyan miikddo hierarchikus térkép
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a) b)

11. dbra: (a) A difftzié-limitalt aggregicié (DLA) generdldsdnak sematikus dbrdzolasa. A zold mag
elhelyezése utdn az egyenként érkezd piros diffundalé részecskék a fiirttel valé elsd értint-
kezéskor irreverzibilisen hozzaragadnak ahhoz. (b) 50 000 000 részecskébdl all6 racsmen-
tes DLA fiirt.

struktidra' biztositja [38]. A modellt rdcson kezdték alkalmazni, viszont hamar kideriilt, hogy
nagyobb fiirtok esetén a racs nagyon erds anizotrépiat okoz [38, 39]. (Itt megjegyezziik, hogy
példaul hdrom dimenzidban a kiillonbdz6 racsok okozta anizotrépia érdekes eredményekhez
vezet [E4].) Ez az anizotrépia kikiiszobolhet6 a racs elhagydsdval: a részecskék korongok
(két dimenzidban, 2D) vagy gombok (3D), Brown mozgast végeznek amig nem {iitkznek
tetszbleges irdnybdl a fiirttel, amikor is pontban az iitk6zés helyén rogzitjiikk dket. Megfele-
16 algoritmusok felhasznédldsdaval hatékonyan generdlhat6 a ricsmentes DLA: az éltalam irt
program példdul ekvivalens azzal, hogy a 2D korong alaku részecskék kicsi, az atmérdjiik
1073-szorosdnak megfeleld hosszisagi ugrdsokat végeznek a véletlen bolyongas soran; egy
N = 106 részecskébdl 4116 fiirt egy modern CPU-magon fél percen beliil elkésziil, a CPU-id6
méretfiiggése pedig kozel linedris, empirikusan ~ N1

Két dimenzidban a Laplace-i terek és a (komplex) konform fiiggvények szoros kapcsola-
tat felhaszndlva egy gyokeresen kiilonb6z6 modszer is 1étezik a DLA generdldsara: a komp-
lex egységkort a bonyolult alaki DLA fiirt kdrvonaldra képez6 konform fiiggvény iterativ
konstrudldsdval, ahol minden érkezd részecske egy iterdcionak felel meg [40, 41]. Ennek
a Hastings és Levitov (HL) altal kidolgozott médszernek szamos elénye mellett (példaul
a ,.,harmonikus mérték”, vagyis a novekedési valoszinliség eloszldsa, a fiirt peremén min-
den pontban azonnal elérhetd), hatranyai is vannak : egyrészt lassi (a CPU-id6 méretfiiggése
N?-es), masrészt a részecskék alakja nem j6l kontrolldlhaté, ugyanis el6fordulnak nagyon
elnytjtott részecskék is.

A DLA és az eloz6 fejezetben emlitett Laplace-i (diffizio-domindlt) ndvekedés, pél-
ddul viszkézus ujjasodas kozotti kapcsolatot sokan vizsgaltdk (példaul [42, 43]). Kozottiik
két alapvetd kiilonbség van. Egyrészt mig a Laplace-i novekedés determinisztikus, a DLA
sztochasztikus, amit az egyenként érkezd részecskék sorétzaja jellemez. Ezt a kiilonbséget

I A hierarchikus térkép struktiira ricsmentes véltozatdra késébbi példa a 30. dbran.
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kontrolldlni lehet az tn. zajcsokkentés modszerével, amit az 5. fejezetben fogunk bemutat-
ni. A madsik kiillonbség a mikroszkopikus méretskaldju regularizdcidoban van. A Laplace-i
novekedésnél tipikusan (példaul a viszkézus ujjasodds esetén) a feliileti fesziiltség az, ami
korldtozza a tdl kicsi gorbiileti sugard helyek kialakulasat: kiillonb6z6 sebességgel novekedd
csucsok esetén kiilonbozd limitald gorbiileti sugarat eredményez. A DLA esetén viszont az
azonos méretli részecskék miatt a gorbiileti sugar mindenhol egyenld.

Ez utébbi kiilonbség jelent6ségét egy érdekes eredményiink [E2, E3] emeli ki igazan,
amit, mivel elméleti jellegénél fogva nem illik bele ezen doktori mi domindnsan numeri-
kus 6 sodrdsédba, csak roviden ismertetek. A diffizi6-domindlt novekedés kiterjeszthet6 egy
kétparaméteres rendszerré: egyrészt a hatdrfeliilet lokdlis novekedési sebessége lehet hat-
vanyfiiggvénye a Laplace-i mez6 gradiensének: v o< [V@|, ami 1 = 1 esetben visszaadja
a szokdsos diffizi6-domindlt novekedést, dltaldnos 1 esetén a DLA-hoz hasonl6 részecske-
modell pedig dielektromos letorési modell (dielectric breakdown model, DBM) néven lett
ismert [44]. Masrészt pedig a mikroszkopikus regulariziciot ugy értelmezziik, hogy az a
hosszusdgskala (gorbiileti sugdr) a, aminél kisebb méretskaldkon a regularizaciés mechaniz-
mus sima novekedést okoz, szintén hatvanyfiiggvény szerint fiigg a Laplace-i mez0 gradien-
sét6l: a o< [V |™. Itt m = 0 jelenti a konstans gorbiiletet (mint példdul a DLA modellben),
a viszk6zus ujjasodds novekedd ujjaira a feliileti fesziiltség hatdsanak pedig m = 1/2 felel
meg [7, 45]. A mar emlitett harmonikus mérték szingularis, multifraktél tulajdonsaggal bir,
aminek az a kovetkezménye, hogy minden pontra a koriildtte vett » sugard tartomdnyon be-
lul (ahol r 2 a) a mérték integrdlja (vagyis annak val6szinlsége, hogy a kdvetkezd 1épésben
a novekedés a tartoméanyon beliil kovetkezik be) hatvanyfiiggvénye a sugarnak: p(r) ~ r¢
[46, 47]. Megmutattuk, hogy az (1,m) és az (n’,m’) modell akkor ekvivalens (benniik a
kiilonb6z6 csucsok novekedési ratdjanak aranya akkor azonos), ha

l+m(l+a—-d) 1+m'(1+o—d)

n n
ahol d a befoglal6 tér dimenzidja, @ pedig a vezetd csucsok szingularitdsi expenense, mivel
ezek a csticsok domindljak a keletkezd fiirt alakjat. Igy példaul az (n =1,m=1 /2) viszk6zus
ujjasoddsnak az (n’ = 2/[3 + o —d],m’ = 0) DBM modell felel meg. A vezetd csicsok
szingularitdsa oo = D — 1, ahol D a fiirt fraktdldimenzidja, ha feltételezziik, hogy a novekedést

a vezet csicsok kornyezete domindlja [48]. Igy a viszkézus ujjasodéssal ekvivalens DBM
modell nemlinearitdsi exponense két dimenzidban 1 ~ 1.2 lesz.

; (13)

5. DIFFUZIO-LIMITALT AGGREGACIO SKALAZASA

Ebben a fejezetben megvizsgéljuk azokat az éllitdsoknak, melyek szerint a DLA modellben
definidlhat6 hosszisdgskaldk kozott taldlhatéak lennének olyanok, amelyek skéldzasi expo-
nense kiillonbozik egymastdl, illetve hogy a fraktdldimenzi6 fiiggene a fiirt kozéppontjatol
mért tadvolsagtol. Ezek az eredmények adjak a T2 tézispontot, amely az [S5] és [S6] publika-
ciéimban taldlhat6 numerikus eredményeimen alapul.

A DLA-ban egy olyan modell keriilt megalkotasra, amely varatlanul sszetett struktud-
rakat eredményez. Az intenziv elméleti erdfeszités ellenére (csak néhany példa: [48, 49,
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50, E2]), melyek kétséget kizdrdéan adtak hasznos hozzdjaruldst, a mai napig nincs olyan
analitikus elmélet, amely kielégitd mdédon (példdul kontrolldlatlan feltételezések felhaszna-
lasa nélkiil) adnd a DLA leirdsit. Ennek kovetkeztében hangsulyos szerepet kapnak a nu-
merikus eredmények, amelyek értelmezése viszont problémaékat rejthet magaban. Az egyik
ilyen probléma az, hogy az aszimptotikus viselkedés megértése érdekében végzett szimu-
lacié ,.elég nagy”-e, vagyis példaul egy skéldzési torvény empirikusan meghatirozott ex-
ponense nem valtozik-e jelentésen, ha joval nagyobb mértetii fiirtoket vizsgalunk. Ennek
kikiiszobolésére tett Iépés a végesméret-skalazas, amelyet ebben a fejezetben (is) alkalmazni
fogunk.

A DLA irodalmaban, kiilonosen a korai szakaszban, amikor még csak viszonylag kis
skaldji numerikus szimulédcidk voltak elérhetéek, megjelentek olyan allitdsok, amelyek két-
ségbe vontdk a DLA skdlainvaridns voltat. A skdlainvariancia jelen esetben azt jelenti, hogy
aszimptotikusan (a részecskeszdm N — oo limeszében) minden tdvolsdg dimenzi6ji mennyi-
ség vagy a mikroszkopikus (részecskedtmérd) vagy a makroszkopikus (a fiirt &tmérgje) ta-
volsagskdla szerint skédldzodik ; e kett6tdl eltérd skdldzas nincs.

Jeloljiik r-rel az N-edik részecske tdvolsdgat a magtdl (az elsként elhelyezett részecs-
kétdl), amely fluktudlé mennyiség, hiszen mindegyik fiirt realizdciéra mas és mas. Az N-
edik részecske atlagos tavolsagat a magtdl természetesen ennek sokasdgatlagaval definidl-
juk (Rgep := (7), ,,depoziciés sugar”). Abban mindenki egyetért, hogy a depozicids sugar
(aszimptotikusan) egyszerdien skaldzodik: Rgep ~ N /D ahol D ~ 1.71 a fraktaldimenzié.
Az r szOrésa viszont, amely azt jelzi, hogy milyen széles az a z6na, ahol a részecskék becsa-
pédnak (&, ,,behatoldsi mélység”), mar nem ennyire egyértelmi, ugyanis allitottdk réla azt,
hogy kiilonbozben skalazik Rgep-tOl [37]. Tovabbi hosszisdg dimenzidji mennyiség az ef-
fektiv vagy Laplace-i sugar (R.fr), amely (2D-ban) egy olyan egyenletesen toltott kor sugara,
melynek elektrosztatikus potencidlja tavol (a multipdlus sorfejtés legalacsonyabb rendjében)
megegyezik a fiirtével, ha azt a novekedési valdszinliség-eloszlassal, vagyis a harmonikus
mértékkel megegyezd toltséseloszlassal ruhdzzuk fel. Az effektiv sugar O R sokasdgon be-
liilli szérasardl kordbban azt allitottuk egy kordbbi publikdcionkban [41], hogy aszimptoti-
kusan elhanyagolhat6 az dtlagértékhez képest. Tovabbi egzotikus allitds, hogy a DLA mul-
tiskdlazodik, vagyis a fraktdldimenzié fiigg a fiirt kozepétdl mért relativ (a fiirt sugardval
normalt) tdvolsagtol [51, 52].

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ezek az allitdsok tévesek, vagyis a DLA skélazasa
konzisztens az egyszeri skdlainvariancidval. A fent emlitett latszélagos anomalis skaldzasi
tulajdonsdagok azért meriilhettek fel, mert egy lassan lecsengd szubdominéns skéldzasi kor-
rekci6 megtévesztheti a viszonylag kis méretli numerikus méréseket. Numerikus vizsgédlatun-
kat két Iényeges eszkoz segitette, amit az aldbbiakban ismertetek : ricsmentes zajcsokkentés,
valamint véges méret skalazas.

A zajcsokkentést racs-alapi DLA-ra azért vezették be [53, 54], hogy enyhitsék a részecs-
kék egyenkénti érkezésébdl szarmazd sorétzajt. Ennek implementicidja Ugy tortént, hogy
minden egyes potencidlis novekedési helyet jelentd racspontra elhelyeztek egy szamlalot,
amely értéke eggyel novekedett. Amikor az adott helyre érkezett egy dj részecske, a részecs-
két eldobtdk. Amikor egy szamldlo elért egy elére meghatdrozott (minden helyen azonos)
értéket, akkor helyeztek csak el ott egy uj részecskét.
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12. dbra: Racsmentes zajcsokkentés. Az 4j részecske diffunddl addig, amig nem érintkezik a fiirt-
tel. Ezutdn ratoljuk arra a részecskére, amelyikkel érintkezett igy, hogy a kdzéppontjaik
tavolsaga A-szorosdra csokkenjen, majd ezen a helyen rogzitjiik.  [S5]

a) b)

N=10* N=167
RG = 18.49 RG = 18.55

c)

3

N=10*
RG = 205.3

13. dbra: Az (a) fiirt A = 0.03 racsmentes zajcsokkentéssel késziilt. Ezt 6sszehasonlitjuk zajcsokken-
tés nélkiili fiirtokkel : a (b) fiirtnek ugyanakkora a sugara, a (c) fiirt ugyanannyi részecskébdl
all, a (d) fiirtnek pedig azonosak a skéldzési korrekci6i (példdul ugyanakkoraa & = &/ Ryep
relativ behatoldsi mélység). A feltiintetett értékek a részecskeszdm és a tehetetlenségi su-
gar (radius of gyration; azon kor sugara, melynek egyenld a tomege és a tehetetlenségi
nyomatéka a fiirtével). [S5]

Ezt a zajcsokkentési modszert tigy adaptaltuk a ricsmentes DLLA modellre, hogy az djon-
nan érkezett részecskéket racsusztattuk arra a részecskére, amelyikkel érintkezett, ugy, hogy
a két részecske kozéppontjanak tdvolsdga az atmérdjiik helyett annak A-szorosa legyen (12.
abra), ahol A a zajcsokkentési paraméteriink. Ez azt jelenti, hogy a fiirthoz egy részecské-
vel egy lapos kiemelkedés keriil hozzdaddsra, valamint hogy 1/A szamu részecskének kell
érkeznie kozel ugyanott ahhoz, hogy valahol egy részecskedtmérdnyi novekedés kovetkez-
zen be. Egy ilyen zajcsokkentéssel késziilt DLA fiirtét mutatunk a 13(a) abran. (Egy masik
modszer a rdcsmentes DLA zajcsokkentésére a mar emlitett HL iterdlt konform leképezés
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modszerével torténik, ahol a generdtor fiiggvény alakjanak valtoztatdsdaval lehet hangolni a
kiemelkedés vastagsagat [40, 41].)

Most attériink a végesméret skdldzdsra, amely segit kikiiszobolni az empirikusan mért
skdlazési exponensek értékében a szubdominans tagok zavaré hatdsat. Tegyiik fel, hogy van
egy részecskeszamtol fiiggd Q(N) mennyiségiink, amely az N — o hatdresetben egy véges
Q. értékhez konvergdl. Nagy N-re feltehetjiik, hogy

Q(N) = Q(1+CN~" +alacsonyabb rendii tagok) . (14)

Ha most dbrézoljuk a dQ(N)/d(InN) mennyiséget a Q(N) fiiggvényében, akkor nagy N-
re aszimptotikusan egy egyenest kapunk, melynek meredeksége —v, az x tengelyt pedig a Q-
helyen metszi, mindkett6 fiiggetleniil a C értékétdl. A 14. abra fels6 panelén ezt az analizist
mutatjuk a E = & /Ryep relativ behatoldsi hosszra. Az illesztésbdl a Z., aszimptotikus relativ

7 7

behatoldsi hosszra és a v skéldzési korrekci6é exponensre a kovetezd értékeket kapjuk:
Ee =0.121£0.003 , v=0.33+0.06. (15)

Tovéabbi mennyiségeket is vizsgaltunk, példaul novekedési valdszinlis€g-eloszlds nor-
malizalt multip6lus amplitadoit. Jeloljik g-val a novekedési valdszintiség-eloszlast (amely
megegyezik azzal az elektrosztatikus toltéseloszldssal, amely a fiirt peremén keletkezik, ha
a fiirtot elektromosa vezetdvé tessziik €s egységnyi toltést adunk neki). 2D-ban az n-edik
multipélus momentumot a fiirt peremén vett (azt topologikusan végigkovetve) integrallal

definialjuk:
M, = /dq(x—{—iy)”, (16)

ahol (x,y) az adott pont koordindtdja, i pedig az imagindrius egység (M, komplex mennyi-
ség). Az M, értékek Osszessége pozitiv n-ekre meghatdrozza (invertdlhat6an) a komplex
egységkorrdl a fiirt peremére képezd konform leképezés Laurent-egyiitthatdit [41], vagyis
a fiirt teljes leirdsit adjak. A g novekedési valdszinliség-eloszlast és a komplex integralast
részecske-alapu (tehat nem iterdlt konform leképezéssel kapott) DLA fiirtokre végeztem el
nagy szamu (a fiirtét nem novesztd) teszt részecske felhaszndlasaval. Ezt a médszert részle-
tesebben a 40. oldalon fogom ismertetni. A

(17)

normalizdlt multipélus amplitidék az N — oo limeszben konstans hatdrértékhez tartanak.
A P, és Ps végesméret-skdlazasat a 14. dbra kozépsd €s alsé panelén mutatjuk, a skalazasi
korrekci6 exponenseit pedig az 1. tdblazat tartalmazza. A = és P, mennyiségek végesméret-
skdlazdsa hibahatdron beliil mind kompatibilis egy k6zos, v = 0.33 skalazasi korrekcio ex-
ponenssel. Ez egy erds indikdcid arra, hogy a DLA fiirtoknek van egy aszimptotikus geo-
metridja, amelyhez tarté konvergenciat az univerzélis v = 0.33 skaldz4si korrekci6 exponens
hatdrozza meg.

Ezt a v értéket felhaszndlva bemutatjuk a 15. abrdn a & relativ behatoldsi mélység véges-
méret-skalazdsat kiilonboz6 A zajcsokkentési paraméter értékek mellett. JOI 1athatd, hogy a

22



dc_832 14

MTA DOKTORI ERTEKEZES SOMFAI ELLAK
I
0.04 oo A=1 1
=—a A=03
A—a A=0.1
o—o A=0.03
o—o A=0.01
__002 -- illeszt. | |
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:
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-0.02 \\\ _
0 0. 65 0‘.1 ‘ 0. ‘15 ‘ \O‘.2 ‘ 0.25
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oo A=1
=—u A=0.3
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D
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© 004F
-0.06
. . | . | . | .
0'080 0.05 0.1 0.15 0.2
I:)2
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0.05

dP,/d(logN)
2.

-0.05

01 ! \ ! !

14. dbra: A végesméret-skdldzas exponensének kdzvetlen meghatdrozdsa a & relativ behatoldsi mély-
ségre (fels panel), valamint a P, és Ps normalizalt multipélus egyiitthatokra (kozépso és
alsé panel). A Q mennyiségre (ahol Q = E, P,, vagy Ps) a (14) kifejezés szerint dQ/d(InN)
linedrisan fligg O-tdl (aszimptotikusan), ahol a meredekség a —v végesméret-skaldzasi ex-
ponens, a tengelymetszet pedig a Q.. aszimptotikus érték. A mért értékeket a (15). képletek
és az 1. tdblazat mutatja.  [S5]
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P, Ps

Py

Ps

v: 041£0.08 0.27+£0.06 0.41+0.12 0.40+0.12

1. tdbldzat: A P»...Ps normalizalt multipélus amplitidok skéldzasi korrekcié exponensei. Mértiik a
Ps ... Pig-hez tartozé exponenseket is, ezek valamivel nagyobb latszélagos értéket adtak
nagyobb hibahatérral.

0.30

0.25

TNl
OO0O0Or

33

o—o A=0.001
— HL&=2/3 (A-16)
-- HLa&12 (A1)

- HL &=1/5 (A-0.12)

0.15

-0.33

N

0.20

15. dbra: Végesméret-skdldzds a & = & /Ryep relativ behatoldsi mélységre kiilonboz6 zajszinteken.
Minden adatsor a kdzds E. = 0.121 +0.003 aszimptotikus értékhez konvergdl. Megjegy-
zésként megadom a tarsszerz6im altal szdmolt Hastings-Levitov (HL) iteralt konform le-
képezéssel késziilt adatsorokat is, amelyben a generdtor fiiggvény paraméterét véltoztatva
szintén valtoztathato a zajszint; feltiintettiik az 6sszehasonlité A értékeket.  [S5]

kiillonbozb A értékekhez tartoz6 adatsorok egy kozos Z. értékhez tartanak. Ugyanezt dbra-
zoljuk a P ... Ps normalizdlt multip6lus amplitidokra a 16. dbrdn, mindenhol a kozds v =
= 0.33 exponens értéket haszndlva.

A fentiekben a fiirtok kozéppontjat a g novekedési valdsziniiség-eloszlas sulypontjanak
tekintettiik, ami természetes valasztds, ha egy rogzitett méretd fiirtot vizsgalunk. Az aldb-
biakban kozvetleniil hasonlitjuk Ossze egy fiirt kiilonbozd novekedési stddiumait, amihez a

kézenfekvd valasztds a mag részecskét tekinteni kozéppontnak.

Ennek megfeleléen vizsgaltam jonéhdny hosszisag dimenziéji mennyiség sokasigatla-
ganak végesméret-skalazasat. Példaul a mag részecskét kozéppontnak tekintve masképpen
is definidlhatjuk a behatoldsi mélységet, amit &, ,,sokasdg behatoldsi mélységnek” fogunk
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0.3

0.25

0.2

o™ 0.15

0.1

0.05

16. dbra: A P, ...Ps normalizalt multipélus amplitidok végesméret-skdlazasa. Ezittal a jobb atlatha-
tésdg kedvéért csak az A = 1 és A = 0.01 zajszinteket mutatjuk. [S5]

hivni:
o=/ (r?) — (r)? (18)

Az eredeti definicié szerint flirtonként szdmoljuk a szérdsnégyzetet, majd vessziik ennek

sokasdgatlagat:
2
&= </dqr2—(/dqr) > (19)

Amennyiben egy R hosszisdg dimenzidjd mennyiség a fraktdldimenzidval skadldzodik,
akkor a (14) kifejezés analdgidjara a végesméret korrekciot a legmagasabb rendben igy ir-
hatjuk fel:

R(N)~RN'P (14+RN7Y) . (20)

Jonéhany hosszusdg dimenzidju mennyiség végesméret-skdldzdsat mutatja a 17. édbra,
ezen mennyiségek definicidjat és az illesztett R és R értékeket pedig a 2. tdbldzatban gyfj-
tottem Ossze. A vizsgélt mennyiségek mindegyike kivétel nélkiil aszimptotikusan N 1/D_yel
skdlazodik, kisebb-nagyobb skéldzasi korrekciéval. Bizonyos mennyiségek, példaul O Rt és
&p korrekcidjanak R amplitidéja elég nagy; ez okozhatta azt, hogy kis skdldji numerikus
szimuldci6kban 1/D-t6l eltérs latszélagos exponenst lehetett kapni.

A skalazasi korrekcié exponensek nem fiiggetlenek, konnyen levezethet6 példaul a sugér

négyzetes kozépértékére

N = RipRi,+&E
Ro= R, +& & R=— (21)
Rdep + 0
valamint a tehetelenségi sugarra
~ R\z . ~ 1+2 / D .

(22)

= — €S et

R —R;.
o /1+2/D W1 -vy2/D
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A mért egyiitthatdk hibahatdron beliil kielégitik ezeket az Osszefiiggéseket.

A kovetkezOkben a multiskdldzds kérdését fogjuk vizsgdlni, amely szerint a fraktaldi-
menzid fliggene a magtél mért (a fiirt sugardval normalt) tdvolsdgtdl. Az [51] referencidban
feltették, hogy egy N részecskébdl 4ll6 fiirt gy (r) részecske-siirtisége r tavolsdgra a magtol
a kovetkez6 alakban frhat6 fel:

N (XRgyr) = A(x) Ry P | (23)

ahol a D(x) fraktdldimenzié fiigg a magtél mért x = r/Rgy, relativ tdvolsagtél. A fenti kife-
jezésbdl megkaphatjuk D(x)-et rogzitett x-re:

dInRgyr

—d+D(x) = (24)

X

Egyszer( skdlainvariancia x-t6l fiiggetlen dimenzi6t adna, tehat D(x) = D; viszont kdzepes
méretti (N = 10*...10°) fiirtok vizsgalataval nem konstans D(x)-et kaptak [52], amit a 19.
abran is mutatunk ; késdbb ezt cafoltdk [55] majd megerdsitették [S6].

E kérdés eldontése érdekében mi is meghatdroztuk a D(x) mennyiséget, de kozvetlen
numerikus mérések helyett felhasznéltuk a fenti skdlazasi korrekcié erdeményeket, amiket
utdna konnyen extrapoldlhatunk az N — oo hatarértékre.

Tekintsiik az r mennyiséget, amely az Gjonnan érkez6 részecske tdvolsagat méri a mag-
t6l; ennek dtlaga Rqep, szordsa pedig &y. Az r valészintiségsiiriség-eloszlasat felirhatjuk

1 7 — Raep(N)
fo(N)h( &o(N) ) )

alakban, ha feltételezziik, hogy az eloszlas h fliggvényalakja nem fiigg N-t6l. A részecskék
jarulékanak 6sszegét integralra cserélve azt kapjuk, hogy

. N ’ 1 r_Rde (N/)
27trgN(r)—/0 dN 5O(N,)h( 50(]\‘;,) ) (26)

melyhez hasonl6 6sszefiiggést kordbban is javasoltak [57]. Mivel ismerjiik az Rgy(N), Rgep(N)
és Eo(N) mennyiségek skdldzdsat az els6 korrekcidval egyiitt (20), a (24). és a (26). képletek
segitségével ki tudjuk szamolni D(x)-et. Egyetlen mennyiség hidnyzik, a / fiiggvény alakja,
ami kozvetlen numerikus méréseim alapjan j6 kozelitéssel standard normaélis eloszldsunak
adddott (18. dbra), igy a tovabbiakban A-t a standard normélis eloszldssal helyettesitjiik.

A 19. dbran 6sszehasonlitjuk a végesméret-analizisiink alapjdn kiszamolt D(x) figgvé-
nyeket az [52] referencia értékeivel. JOl lathatd, hogy a végesméret-analizisiink alapjan ki-
szamolt D(x) visszaadja a kozepes méretdi DLA fiirtokbsl kozvetleniil kapott értékeket, az
N — oo limeszben viszont konstanshoz tart. [gy megallapithatjuk, hogy a kordbban, kézepes
méretd DLA fiirt6kbdl szamolt latsz6lagos nem-konstans D(x) csak a skaldzasi korrekciobol
adodo végesméret-effektus, ami aszimptotikusan elttinik.

Konkluzidként megéllapithatjuk, hogy az itt bemutatott eredmények alapjan a DL A kon-
zisztens az egyszerl aszimptotikus skdldzéssal. Jelen vannak viszont jelentds szubdominans
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i a Re
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v R, 1.02
— i ° Fedep
S 14F * Ry 1
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17. abra: Néhany hosszisdg dimenzidji mennyiség végesméret-skdlazdsa zajcsokkentés nélkiil (A =
=1), D=1.711 és v = 0.33 mellett. A mennyiségek definiciéjit és az illesztett R és R

értékeket (néhany tovabbi mennyiségre is) a 2. tdbldzat tartalmazza.  [S6]
definici6 R R

depozicids sugar Ryep = (1) 0.733(1)  -0.04(2)
sugér négyzetes kozépértéke Ry =+/(r?) 0.738(1)  0.09(2)
tehetetlenségi sugar Royr =/ 1%12%’: ! (r?)nr 0.501(1)  0.12(2)
effektiv (Laplace-i) sugar Resr = (exp ([ dglnr)) 0.726(1) -0.14(3)
effektiv sugér szérdsa SResr = +/varlexp ([ dgqlnr)] | 0.0086(10) 15
maximalis sugar Riax = (max,r) 0.892(3) 1.0
maximalis sugdr szérdsa ORmax = \/var/max, r| 0.034(2) 13.
mag és g silypontjdnak tdvolsdga Rc = /(| [dqr]|?) 0.027(3)  15.(10)
mag és tomegkozéppont tavolsiga Ry = \/ <|]%[Z%,:1 ry |2 0.016(1) 22.(6)
sokasag behatoldsi mélység &=/ (r¥) —(r)? 0.091(1) 6.9(8)

2. tablazat: A skélazasi korrekcid egyiitthat6éi jonéhdny hosszisdg dimenziéji mennyiségre a (20).
egyenlet szerint, D = 1.711 és v = 0.33 felhasznélédsdval. r az N-edik részecske tdvolsagét
jeloli a magtdl, () a sokasdgatlag, és [dg a ndvekedési valdszinliség-eloszlds mértéke
szerinti integrél egy rogzitett fiirtre. Zardjelben az utolsé szamjegy hibdja van feltiintetve

(amennyiben ezt meg lehetett hatdrozni).

[S6]
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0.5 ‘ ‘
— mérteloszlas E
-+ standard normalis eloszla:
0.4+ =

0.3

h(u)

0.1~

18. dbra: Az r normalizdlt eloszlasfiiggvénye, h, melyet részecske-alapi DLA fiirtok analizaldséval
kaptam, a hisztogram osztalyok szélessége Au = 0.01 volt. A pontozott vonallal jelolt stan-
dard normalis eloszlds jol kozeliti a mért eloszlast.  [S5]

1.80 T T T T 1.80
1.75 — 1.75
1.70) — 1.70
= =
a a
1.65 — 1.65
&— Amitrano A (Nzlét racson) — végesméret-skalazasbol, NEX
1.60 ©—0 Amitrano B (N:15 racsmentes| 4 160 - = végesmeéret-skalazasbol, NZ1)
— végesméret-skalazasbol (N1 -+ végesméret-skalazashol, N2}
o . | . | . | . 5 . | | . | .
15 1.55 15 >

0 0.5 15 2 0 0.5

1 1
x=r/R X=r/IR,

19. dbra: A multiskdlazas D(x) fiiggvényének Gsszehasonlitdsa kozvetlen mérésekbdl (Amitrano és
munkatdrsai [52]) és a végesméret-skaldzasbol. (a) A végesméret-analizisbSl szamolt D(x)
jol visszaadja a kozvetlen mérésekbdl kapott értékeket, ez utébbiak fiirt-mérete esetén. (b)
N novelésével a végesméret-analizisbdl szamolt D(x) konstanshoz tart, de a konvergencia
lassi.  [S5, S6]

skalazasi korrekcio tagok, amelyek vezethettek a kordbbi egzotikus skédlazasi tulajdonsdgok
feltételezésére, mint példaul kiilonb6z6 exponenssel skdldzé hosszisag dimenziéjd mennyi-
ségek jelenléte, vagy a multiskdldzds. A végesméret-analizis, amely egy domindns korrekcid
hatésait vizsgélja, magyardzatot ad ezekre a kordbbi megfigyelésekre, még olyan Osszetett
mennyiség esetén is mint a D(x).

Megjegyzés: Az ebben a fejezetben bemutatott eredményeket egyenként 10° részecské-
bdl allé DLA fiirtokbdl szamoltam, ahol a sokasagok azA = 0.3, 0.1, 0.03, 0.01 zajcsokken-
tés paraméter értékekre egyenként 1000 fiirtbdl dlltak, az A = 1 sokasdg 4000 fiirtot és az
A =0.001 sokasdg pedig 25 fiirtot tartalmazott. A fiirtok ndvekedésének bizonyos pontjain
egyenként 10° tesztrészecskével hatdroztam meg a ndvekedési valdszintiség-eloszldst.
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6. NEMLINEARIS NOVEKEDESI MODELL MINTAVETELE-
ZESSEL

Ebben a fejezetben bemutatunk egy olyan numerikus algorimust, amellyel a dielektromos
letorési modell (dielectric breakdown model, DBM) racsmentes valtozatat lehet nagyon jo
hatékonysaggal generdlni. A kapott nagyméretd fiirtokon végzett mérések pontositjadk né-
hany skaldzasi exponens korabban meghatarozott értékét. Ez a fejezet adja a T3 tézispontot,
amely a [S7] publikdciémban taldlhaté numerikus eredményeimen alapul.

Fizikai analégidk, valamint elméleti eredmények (példdul [E2, E3]) is felvetették, hogy
érdemes legyen vizsgalni a DLA modell olyan kiterjesztését, amelyben a ndvekedés nem-
linedrisan fligg a Laplace-i mezd gradiensét6l. A DBM modellt Niemeyer, Pietronero és
Wiesmann vezette be 1984-ben [44], melyben (amint azt roviden a 19. oldalon mar emli-
tettiik) a novekedési valdsziniiség alakjat hatvanyfiiggvény irjale: v, o< [V@|T, ahol n >0 a
nemlinearit4si paraméter. E16szor tekintsiik a sz€lsdséges eseteket: az 11 — 0 limeszben a no-
vekedési valdszinliség fliggetlenné valik a Laplace-i mez6tdl; ez az Eden modell [58], amely
stird fiirtoket eredményez, és csak a hatarvonal (feliilet) durva. Az ) — o hatdresetben pedig
a novekedés egyetlen helyre koncentrdlodik, amely stabilizdlja ennek a ndvekedési csicsnak
a kitlintetett szerepét, ami egydimenzios, nem eldgazo struktirdkhoz vezet. Ez a viselkedés
feltételezések szerint nemcsak az 11 — oo hataresetben, hanem egy felso kritikus érték felett
is (n > n.) bekovetkezik, ahol . =4 [50, 59, 60, 61]. Az n = 1 pedig természetesen a DLA
modellt adja vissza.

Mivel egy bolyongé részecske ¢ megtaldldsi valoszintisége kielégiti a Laplace egyen-
letet, fluxusa pedig ardnyos V¢-vel, a DLA bolyong6 részecske alapui generdldsa egyediil
az 1 = 1 esetben miikodik. Ettd] kiilonbozd n-ra az egyik lehet6ség, hogy minden egyes
részecske hozzdaddsa el6tt numerikusan megoldjuk a Laplace egyenletet (példdul racson,
iterativ mddszerekkel [44]), ami egy rendkiviil id6igényes miivelet, majd minden potencidlis
novekedési helyen kiértékeljikk |V@|"-t, amelyek felhaszndldsdval kivalasztjuk a sztochasz-
tikus novekedés kovetkez6 1épését. Masik lehetdség a Hastings-Levitov iterativ konform le-
képezés megfeleld adaptacidja [59], amely minden elonye mellett hatranyokkal is rendelke-
zik, péld4ul szintén nem til hatékony (ahogy korabban emlitettiik, szamitdsigénye N2-es), és
csak két dimenziéban miikodik. Az aldbbiakban bemutatunk egy harmadik médszert, amely-
nek eldnyei kozé tartozik, hogy hatékony, valamint tetszéleges dimenziéban alkalmazhat6 (a
bemutatott eredmények két dimenzidra vonatkoznak). Hatranya, hogy tartalmaz kozelitést;
ennek kovetkezményeit a modell paramétereinek megfeleld valasztasaval tudjuk korlatozni.

Tekintsiik el6szor azt a kérdést, hogy a véletlen bolyongést végzd részecskék mintavéte-
lezésével hogyan mérhet6 a novekedési valdszinliség-eloszlas. Egy befagyasztott fiirt esetén
megfelelden nagy szdmi teszt részecskét felhaszndlva j6l mérhetéek a hatar viszonylag na-
gyobb ndvekedési valoszinliségli szakaszai ([62], részletesebb leirds a 40. oldalon), viszont
most azt a kérdést tessziik fel, hogy milyen informaciét nyerhetiink egyetlen részecske fel-
hasznéldsdval. E16szor felosztjuk a fiirt peremét kis tartomédnyokra, a részecskékbdl allo fiirt
esetén kézenfekvden ezek egy-egy részecske feliiletei. Jeloljiikk p-vel az egy ilyen tartoma-
nyon bekovetkezd novekedés valdszinliségét. Most inditsunk el egymds utdn sok fiigget-
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len véletlen bolyongést végzs tesztrészecskét, amelyeknek megjegyezziik a fiirttel valé elsd
érintkezésének helyét, de utdna eldobjuk 8ket. Tegyiik fel, hogy egy tesztrészecske érkezik
egy adott helyre, ahova mér kordbban is érkezett tesztrészecske. Jeloljik a-val azon teszt-
részecskék szamat, amelyek a két tesztrészecske kozott indultak (beleszdmolva az djonnan
érkezett részecskét is). Ebbdl egyszer( becslést kaphatunk pi-re: p; = 1/a (vagyis korrelalat-
lan események gyakorisagét becsiiljiik standard médon a visszatérési id6bol). A py becslés
valdszintiség-eloszldsa Poisson statisztikat kovet:

P1 ((l“l) = 'uef[.l,a ’

ha a u valédi valészinliség kicsi (U < 1), és igy a folytonos véaltozénak tekinthet6. Meg-

bizhat6bb becslést is tudunk adni, ha az el6z0 k-adik ide beérkezd tesztrészecskétdl kezdjiik
szamolni az inditott tesztrészecskék a; szamat: ennek eloszldsa

k—1
pulag|) = e s B @
(k—1)!
ami alapjan a becslés . = k/a.

Az aldbbiakban ezen mennyiségek M, = } 49 momentumait fogjuk vizsgélni, ahol az
Osszegzés a fiirt peremének felosztott tartomdnyaira torténik. Ezt értelmezhetjiik M, = (e~ Iy
szerint is, ahol az dtlagoldst a u mérték szerint vessziik, amir6l a beérkezd tesztrészecskék
adnak mintavételezést. Vagyis minden beérkezd tesztrészecske ag-ja segitségével becsiiljikk

a 119! hozzdjaruldst, ami az
(2% l—q
My =A(k,q) <<?> >

becsléshez vezet, ahol az étlag az Gsszes beérkezd tesztrészecskére vonatkozik, A(k, ¢) pedig
egy egyszerl szorzéfaktor, amelyet a kovetkez6kben hatdrozunk meg.

A célunk most a becslés konvergencidjanak és torzitatlansdganak biztositdsa. A (27) el-
oszlas integrdldsdval azonnal latszik, hogy M, ; akkor konvergdl M,-hoz, ha k > g — 1, vala-

mint a szorzofaktor |
k' 4(k—1)!
Alk,g) = ————
(k.4) (k—q)!

kell hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy megfeleléen nagy k értéket hasznélva ki tudjuk sza-

molni a momentumokat. Késobb latni fogjuk, hogy a mddszer tényleges limitacidja nem a
nagy ¢, hanem a nagy abszolut értéki negativ g értékeknél jelentkezik.

A novekedési valdszinliség-eloszlas fenti modon vett mintavételezésének hasznos tesztje
a multifraktal spektrum mérése a DLA esetére. Mivel a multifraktalitds nem kozponti téma-
ja ezen doktori miinek, itt csak a legalapvetSbb dolgokat vazoljuk fel, részletesebb taglalds
a [47] klasszikus cikkben vagy a [2] konyvben taldlhat. Ahogy kordbban mar emlitettiik,
novekedési valoszintiség-eloszlast mértékként tekintve ez szinguldris, azaz minden pontra
a koriilotte vett r sugard tartomanyon beliil (ha r 2 @) a mérték integralja (vagyis a tarto-
madnyon beliili novekedés valdszinlisége) hatvanyfiiggvénye a sugarnak: p(r) ~ r%. Azok a
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pontok, amelyek szingularitdsa egy adott o érték, fraktalt alkotnak, melynek fraktdldimen-
zidja f(a). Mdsik megkozelités a box-counting fraktdldimenzi6 dltalanositdsa: egy ¢ racs-
allandoju raccsal val6 lefedéskor azt talaljuk, hogy az M, (¢) = ¥ u? 6sszeg (ahol az 6sszeg-
z€s a racs azon ¢ oldald tartomdnyaira torténik, amelyekre az azokban taldlhaté u mérték
pozitiv) kis ¢-re hatvanyfiiggvény szerint fiigg attol: M, () ~ ¢a=1Dq Tt D,-t altalanosi-
tott fraktdldimenzionak hivjak (példaul Dy a box-counting dimenzid), valamint az f(a) és a
7(q) = (¢—1)D, fiiggvények egymas Legendre transzformaltjai, vagyis a szinguldris mérték
térbeli struktirdjat ekvivalens modon irjak le mas-mas formaban.

A mi esetiinkben ez azt jelenti, hogy egy N részecskébdl 4llo fiirtre M, ~ N ~a)/P_ahol a
D fraktildimenzid adja meg a fiirt R sugardnak N-tSl val6 fiiggését: N ~ RP. Definidljuk most
a Z(q,t,N) mennyiséget az M, momentumok N-szerinti, N’ ~1 siilyfaktorral vett 6sszegével,
amely N-fliggetlen prefaktorok elhagyasaval igy becsiilhetd:

Z(g,t,N) = Za ,

ahol az 0sszegz€és most azok szerint a részecskék szerint torténik, amelyek a fiirtot felépitik,
az a értékeket pedig szintén ezen részecskék érkezése alapjan szamoljuk. Az N — oo limesz-
ben ¢ értékétdl fliggben Z vagy gyorsan (hatvanyfiiggvény szerint) divergdl, vagy kicsi ma-
rad. A [47] referencia szellemében t(q)/D =t definiélja 7(g)-t a két viselkedést elvdlasztd
t segitségével. A varakozasok szerint ekkor Z logaritmikusan divergal N-nel, vagyis

Z(q,t,N)—Z(q,t,eN) = Z a'~ip !
n=eN+1

rogzitett e-ra és nagy N-re fiiggetlen lesz N-t6l. Ezt a Z(q,i',N) — Z(q,t',eN) o< N ~1(@)
skaldzas segitségével hasznaljuk fel konkrét méréseknél, ahol -t tigy védlasztjuk meg, hogy
az adatok viszonylag egyenletes stilyozdssal legyenek figyelembe véve, majd 7(g)-ta t(q) =
= Dt(q) relaciébal nyerjiik.

Ezen mddszerrel kétdimenzidés DLA-ra a standard D = 1.71 felhaszndldsaval (amely ér-
téktSl a végeredmény nem fiigg érzékenyen) kiszdmoltam az f(a) multifraktédl spektrumot,
ami a 20. dbran lathat6. A g > 1 (vagyis o < 1) tartomdnyban ez a mddszer nagyon sikeres:
sokkal jobban kielégiti a Makarov tételt [63] (¢ = 1 tangens az dbrédn), valamint Halsey elekt-
rosztatikus skdldzasi torvényét [64] (¢ = 3 tangens az abran, a relevans nagyobb k értékekre),
mint a kordbbi szdmitasok.

Nagyobb « értékekre viszont a médszeriink méar nem ad j6 eredményt. Ez a limit4cid
teljesen érthetd, hiszen az f(a) spektrum ezen részei a fiirt nagyon lassan novekedd, le-
arnyékolt szakaszainak felel meg, amit a novekedési részecskéken alapulé mintavételezés
nagyon rossz felbontdssal vizsgal. (Az ilyen, er6sen learnyékolt szakaszokat az ebben a dok-
tori disszertdcioban nem taglalt [E10] publikdcidomban vizsgéljuk célzottan ugy, hogy ezen
szakaszok mintavételezését jelentdsen megndveljiik. Igy extrém kicsi, akar 10730 valdszinii-
ségeket is kontrolldltan tudtunk meghatdrozni.)

Mivel a mintavételezéses mddszer a leggyorsabban novekedd részekre, vagyis a csticsok
kornyékére adja a legpontosabb méréseket, érdemes utdnajirni annak a kérdésnek, hogy a
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f(a)

mintavételezéses adatgk —|
o Ball-Spivack (1990)
2 Jensen et al (2002)

20. abra: A DLA névekedési valdszintiség-eloszldsanak multifraktdl spektruma a k = 1, 3,9, 27-
edrendi mintavételezéssel mérve, amit 6sszehasonlitunk Ball és Spivack [65] valamint
Jensen és munkatarsainak [66] eredményeivel. A mintavételezéses adatok nagyon jol illesz-
kednek a ¢ = 1 tangenshez (Makarov tétel [63]), valamint kiillonosen magasabb k értékek
esetén a g = 3 tangenshez (Halsey elektrosztatikus skaldzasi torvénye [64]). Nagyobb o
esetén, mint azt a kis dbra is mutatja, a mintavételezéses modszer a varakozas szerint nem
alkalmazhat6. A mérés 10 db egyenként N = 107 részecskét tartalmazé kétdimenzids fiirt
felhasznélasaval tortént, A = 0.1 zajcsokkentés mellett.  [S7]

leggyorsabban novekedd rész valdban a csucs-e [67]. Nagy skdldju numerikus méréseim azt
mutatjak, hogy a csucs skdldzdsi exponense és a leggyorsabban névekedd tartomédny szingu-
laritasi exponense kozotti kiilonbség a kovetkezd korldtok kozé szorithatd:

0 < Olsiics — Omin < 0.03+:0.005,

ami cafolja a Hastings-Levitov iterdlt konform leképezéssel mért, kisebb skalaju szimuldci-
Okon alapuld 4allitdsokat [67]. Részleteket a 21. dbran lathatunk.

A kovetkezOkben feléllitunk egy racsmentes DBM modellt, amely a fentiekben bemuta-
tott, a részecskék visszatérési gyakorisdgin alapulé mintavételezést haszndlja. Ebben a mo-
dellben a szokdsos médon véletlen bolyong6 részecskéket inditunk egyenként, amelyek a u
novekedési valdszinliség-eloszlast linedrisan mintavételezik. Amikor a bolyong6 részecske
eléri a fiirtot, az a; mennyiség felhaszndlasaval (ami az érkez0 részecske k-adik el6dje 6ta ér-
kezd, a firtot épitd részecskék szama) kapjuk a i, = k/ay becslést, amely alapjan az Gjonnan
érkezd részecskét gy helyezziik el, hogy az Aa,i_n nagysagu novekedést okozzon.

Feladatunk most a paraméterek, A €s k megfelel6 megvalasztasa. Az egyik korlat abbdl
szarmazik, hogy a mintavételezéssel meghatdrozott, vagyis sztochasztikus tényez0t is tartal-
mazd lokdlis novekedés dtlagban megfeleljen az eredeti modellnek: <a,1;n> oc u1 ami azt
kivéanja, hogy k > 1 — 1. A masodik korlat azzal kapcsolatos, hogy a mintavételézeshez a
hatékonysag érdekében nem fagyasztjuk be a novekedést, hanem tesztrészecskék helyett a
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21. dbra: DLA fiirtok csicsainak és leggyorsabban novekedd tartomdnyainak vizsgélata. Tesztré-
szecskék becsapddasait rogzitettem befagyasztott fiirtokre, ezaltal ki lehetett szdmolni a
novekedési valdszitliséget a perem minden részére, igy a (kozépponttdl legmesszebb levd)
csucsra is. (a) A legnagyobb novekedési valészintiség és a cstics novekedési valdszintisé-
gének hanyadosa. A hanyados lassan ndveked? fiiggvénye az M fiirt tomegnek. Legjobban
hatvanyfiiggvény illeszthetS: pmax/Pesies ~ M (%sties i)/ ahol Qlogges — Otmin = 0.03 £
40.005. Viszont, amint az a betétdbran is lathat6, nem lehet kizdrni, hogy csak egy logarit-
mikus korrekciét latunk ; ebben az esetben Ofgics = Omin.  (b) A perem azon szakaszainak
(részecskéinek) szama, amelyeknek a novekedési valdszintisége nagyobb, mint a csicsé.
Ez a fiirt sugardnak hatvanyfiiggvénye szerint skdldzodik, ahol az exponens a csticsok frak-
tdldimenzidja: np>p. .. ~ Rfesies ~ MFesies/D Bz az exponens nagyobb, mindenképpen el-
hatdrolhat6 nulldtdl: fegies = 0.38 £ 0.03. Mindkét dbrdn egyrészt standard DLA (A = 1)
adatsorait latjuk, az atlagolasnal a sokasagok nagysiga mérettl fiiggéen 10*...10° kozott
volt, valamint zajcsokkentett DLA-t (A = 0.1), ahol a sokasdgok nagysaga 4200. .. 10* ko-
zotti volt. A tesztrészecskék szamat igy allitottam be, hogy minden egyes fiirt csticsa 2500
becsapddast kapjon. A folytonos vonalak a legjobban illeszkedd egyenesek az alattuk levd
adatpontokra, a pontozott vonalak ezen illesztés extrapolaciéi az illesztésbdl kizart adat-
pontok felé. [S7]
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22. dbra: Az ai/k értékek DLA-ra (n = 1, A = 1). Nagy N-re az dttekinthet&ség kedvéért az adat-
pontoknak csak toredékét dbrazoltuk. Az egyenesek a (28) becslést mutatjdk, amely meg-
felelGen konzervativan koveti a minimum ay /k értékeket.  [S7]

fiirtot alkoto részecskéket hasznaljuk. Ez viszont azt jelenti, hogy egy adott részecskét véve a
k-adik eléd érkezése 6ta mar valtozott a lokdlis geometria, tortént novekedés. Ennek hatdsat
limitaljuk dgy, hogy kikotjiik, hogy a k-adik el6d nem lehet messzebb, mint egy részecske-
4tmérd. Naivan ez azt jelenti, hogy A < 1/k (han > 1)illetve A < N"~! (han < 1), ahol N
a részecskék szama.

Ezen jelentGsen tudunk javitani, ha megengedjiik, hogy A valtozzon N fiiggvényében.
Ehhez azt kell tudnunk, hogy mik a legkisebb vérhat6é a; értékek az N fiiggvényében. A
leggyorsabban novekedd csucsokat vizsgdlva (ahol gy a legkisebbb) egy rovid szamolés [S7]
azt adja, hogy

min{a; } = min (28)

{(Rr(k+1)—r(2+n)A)1/k
Ezt kozvetleniil tudjuk tesztelni numerikusan, példdul DLA-ra, ahol n =1 és 7(3) = D. A 22.
abran lathatjuk, hogy a (28) becslés megfeleléen konzervativ.

Azt megkovetelve, hogy a lokdlis novekedés mindig kisebb legyen egy részecske dtmé-
rénél, vagyis 6m < 1, arra jutunk, hogy

A ~ RM=D[tlk+1)—1(2+n)]/(k+1-n) (29)

A k+1 > n korlatot figyelembe véve azt 1atjuk, hogy az R hatvanykitevje monoton csokken
k-val az (1 — 1)/ Qimin aszimptotdhoz, ahogy k — oo.

A gyakorlatban nem tudjuk k-t tdl nagyra éllitani, mert a k-fiiggd prefaktorok kezdik
ellensilyozni az R hatvanykitevéjének optimalizalasat, de k = 10 mar elég kozel visz a ha-
tarértékhez. Tovdbbd a (29) kifejezést nem tudjuk kdzvetleniil haszndlni, mert a T(k+ 1) és
7(2 4 1) értékeket nem ismerjiik eldzetesen. Viszont, mivel tudjuk hogy 1étezik egy ilyen
aszimptotikus skaldzds, az A = Aok"2NB empirikus skdldzas paramétereit ugy allitjuk be,
hogy a korlatok ki legyenek elégitve. Igy a gyakorlatban hasznalt képlet a lokalis noveke-
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n kAo B
0.5 1 0.8 —0.45
1.5 10 0.85 0.138
2 10 0.8 0.234
3 10 0.85 0.32

3. tablazat: A mintavételezéses DBM algoritmus paraméterei néhany 1 értékre. A ndvekedési sza-
bélyt a (30). képlet mutatja. [S7]

désre (minden 4j részecske ennyivel nyulik til az eddigieken):

. Ao B (% 1-n
sm==CNP ()T, (30)
ahol a paraméterek értékeit néhany n-ra a 3. tdbldzatban gydjtottem Ossze. A mdodszer az
1-hez kozeli n ért€kekre a legeffektivebb, ami magaban foglalja a feliilet fesziiltség regula-
rizéci6 [E2, E3] miatt fontos 1 < 1 < 2 tartomdnyt; itt olyan méretd fiirtok generalasat teszi
lehet&vé, amely mas médszerek szamara elérhetetlen. Nagyobb 1 értékekre (kb. n 2 3) ez
az eldny maér elveszik.

A fentiekben leirt mddszerrel generdlt DBM fiirtok koziil mutatok néhédnyat a 23. dbran
a 0.5 < n < 3 paraméter-tartomanyban.

A moédszer validdlasdra a g = +/(r2) — (r)2/(r) ,relativ sokasag behatoldsi mélység”
mennyiséget valasztottuk, amelynek M fliggését 6sszehasonlitottuk a mar szélesebb kdrben
elfogadott Hastings-Levitov iterdlt konform leképezéssel 1 =2 DBM-re. Amint az a 24.
abran lathatd, mindkét médszer esetében ugyanahhoz az aszimptotikus értékhez tart a kon-
vergencia. A mintavételezéses modszer esetén a konvergencia gyorsabb, ami érthetd, hiszen
itt nagyobb a zajcsokkentés.

Az 4j médszer felhasznéldsaval kapott legfontosabb numerikus mérések eredményeit 14t-
hatjuk a 25. dbrdn. Két mennyiséget, az Qcq4cs €xponents €s a D fraktdldimenziét mértem az
n fiiggvényében. A négy dbrazolt adatsor a hibahataron beliil konzisztens egymdssal, 0 <
<1 < N kozott sima monoton viselkedést latunk. (A mintavételezéses DBM-en kiviil sze-
repel a tarsszerz6im szdmolt, valamint a [59] referencidbdl vett Hastings-Levitov iterativ
konform leképezéssel kapott eredmények, valamint a Shraiman-Bensimon egyenletbdl sz4-
molt értékek?). A hibahatéron beliil viszont latunk kiilonbségeket: a HL médszerek szerint
az 1 < n < 2 tartomanyban O g5 alig valtozik (latszélag megerdsitve a korabbi sejtése-
ket [E2, E3]), mig a mintavételezéses DBM mddszer nem mutat ilyen vondst. A masik kii-
16nbség, hogy nagyobb n-kra a mintavételezéses DBM alacsonyabb értékeket ad mind az
Ocgiics-Ta, mind a D-re mint a HL. mddszer. Habar a mintavételezése DBM moddszerrel nem
volt praktikus méréseket végezni 1 > 3-ra, ezen adatsor extrapolacidja jobban konzisztens
az M. = 4 allitassal.

2 A kétdimenziés DLA-ra felirt, a ¢ Laplace-i skaldarmez6 komplex kiterjesztésének evolicigjat leird
Shraiman-Bensimon egyenlet [32] kiterjesztheté DBM-re [E2, E3], aminek direkt integraldsabdl kap-
hat6 az abrazolt (tarsszerz6im altal szamolt) adatsor. Részletek az [S7] referencidban talalhatok.
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n=1.5

23. dbra: Egyenként N = 10° részecskébdl 4116, mintavételezéses algoritmussal ndvesztett DBM fiir-
tok kiilonbozé n értékekre.  [S7]

0,30
: b1y 3
0.25:— HH{H HH{ _
oL :
0.201- {H ]
| :{{{ : BEM mintavételezéssel :
o.15¥ Y BT R T

10" 10° 10° 10 10
M

24. dbra: A Eg = /(r?) — (r)?/(r) relativ behatoldsi mélység dsszehasonlitdsa a mintavételezéssel
illetve Hastings-Levitov iterdlt konform leképezéssel készitett n =2 DBM fiirtokre. Mind-
két esetben a sokasdgok nagysdga 30 volt, és fiirtonként 3000 nem-ndvesztd tesztrészecskét
haszndltunk. Mindkét médszer ugyanahhoz az értékhez konvergdl, a mintavételezéses méd-
szer esetén a konvergencia valamivel gyorsabb.  [S7]
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25. dbra: (a) Az Ogges skalazési exponens és (b) a D fraktdldimenzié az 1 nemlinearitdsi paramé-
ter fliggvényében. Az adatsorok: e mintavételezéses DBM, o tdrsszerzdim éltal szamolt
Hastings-Levitov iterativ konform leképezés eredmények, x HL eredmények Ref. [59]
alapjan, és + a Shraiman-Bensimon egyenletb6l szamolt értékek. Mivel ez utébbiakat az
No = N1/ képlettel konvertaltuk rogzitett 1; mellett végzett méréseinkbdl, mind az a,
mind az 1 koordindtdnak van statisztikai bizonytalansdga, amit a hibavonal jel6l. A ,,min-
tavételezéses DBM” 1 = 1 esetére valdjdban DLA mérés (nagyon kicsi mérési hibdval)
az [S8] publikdcidom alapjan, és az Ot.g4cs = D — 1 képlet felhaszndldsdval. A pontozott vo-
nalak a két korlatot jelolik: stirli kétdimenzids ndvekedés (1 = 0), illetve nem eldgazé egy-
dimenzids novekedés (n > n.). [S7]

7. DIFFUZIO-LIMITALT AGGREGACIO HATAROLT TARTO-
MANYOKBAN

Ebben a fejezetben hatérolt, csatorna és €k alakd tartomdnyokban vizsgdljuk a diffizio-
limitalt aggregacid viselkedését. Egyrészt kielégité vélaszt adunk arra a vitatott kérdés-
re, hogy a DLA fraktdldimenzidja kiilonboz6-e szabad sikban és csatorna geometridban,
masrészt vizsgaljuk azt, hogy a zajos DLA fiirtok atlaga megegyezik-e a determinisztikus
Laplace-i novekedés megolddsaval, mely csatorna és ék alaki tartomdnyokban aszimpto-
tikusan sima megolddsokat mutat. Jelen fejezet adja a T4 tézispontot, amely az [S8, S9]
publikdciéimban taldlhaté numerikus eredményeimen alapul.

Az irodalomban tobb vitatott allitds is felbukkant a DLLA-val kapcsolatban. Ezek koziil
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az egyik az, hogy a DLA fraktaldimenzidja fiigg a hatarfeltételektdl: kiilonb6zo lenne sza-
bad sikbeli és csatorna geometridkban. Ez az dllitds tobbnyire kis skaldji szimuldciokbodl
[68, 69, 70], vagy kis skaldji szamoldsokbdl ered [71, 72]. Meglehetésen zavard lenne ha
ez igaz lenne, még akkor is, ha a diffizi6-dominélt novekedési folyamatok témakorében
taldlunk példat arra, hogy a hatarfeltétel fundamentalisan befolyédsolja a megoldast (a visz-
kézus ujjasodds nyilt sik geometridban aszimptotikusan is eldgazé struktdrdkat eredményez,
csatorna geometridban viszont az instabilitds kezdeti kovetkezményeinek hatrahagydsa utdn
egy sima, a csatorna kb. felét kitevd un. Saffman-Taylor megoldés alakul ki [27]).

Nagy skaldji® vizsgalatot végeztem a racsmentes DLA dimenzidjanak meghatdrozasara
csatorna geometridban. A csatorna a sikban az x > 0 és —w/2 <y < w/2 altal meghatarozott
tartomdny, ahol w a csatorna szélessége. Hirom mérést végeztem: (1) periodikus hatarfelté-
tellel (az y = £w/2 hatdrokon), (2) tikkroz3 hatarfeltétellel, és (3) periodikus hatarfeltétellel
zajcsokkentés mellett A = 0.1 paraméterrel. A tiikkr6z6 hatarfeltétel implementaciéja ugy tor-
tént, hogy dupla széles csatornat hasznaltam periodikus hatarfeltétel mellett, és minden egyes
lerakott részecskével elhelyeztem annak tiikorképét is.

Csatorna geometridban a domindns makroszkopikus tdvolsagskdla a csatorna szélessége
(és nem a csatorna mentén a fiirt hossza), igy a fraktdldimenziot is ennek segitségével lehet
mérni. A stiriség példaul (a részecskék szdma egységnyi teriileten) hatvanyfiiggvény szerint
fiigg w-t6l, az exponenst a kodimenzi6 adja:

p(w) ~wP=2,
A tranziensek elkeriilése érdekében a fiirtok elsé és utolsé 3w hosszu részét elhagytam, €s a
stiriséget csak a megmaradt kozépsd szakaszon szamoltam.

DLA fiirtoket generdltam w = 50, 100,200,500, 1000,2000, és 5000 részecske-atmérd
szélességii csatornakban, egyenként 8 x 10° és 32 x 100 kozotti szamu részecskével. A soka-
sdg mérete minden w értékre tobb szdz és tobb ezer k6zott valtozott, tobb €s nagyobb fiirtoket
szénva a szélesebb csatorndk estére, hogy hasonl6 statisztikai bizonyossagot lehessen elérni
az 4tlagos siirlis€g szdmoldsakor.

A 26. dbra mutatja a Degr = 2+ dInp /d Inw effektiv dimenzi6 fiiggését a w csatornaszé-
lességtdl. A fraktdldimenzi6 aszimptotikus értéke D = 1.712£0.002, fiiggetleniil a hatarfel-
tétel valasztasatol, amely érték konzisztens a nyilt sik geometridban mért D = 1.712 +0.003
értékkel [55]. A zajcsokkentés sem véltoztatja meg a dimenzidt, csak felgyorsitja az annak
aszimptotikus értékéhez val6 a konvergenciat.

Most attériink az atlagos DLA profil kérdésére. A Laplace-i novekedésnek mar hosszi
ideje ismert egy sima (nem eldgazd) megoldasa, amely egy fix profil transzlacidja a csatorna
mentén az 1d0 fiiggvényében. A feliileti fesziiltség mentes esetben a megoldasok egy egy
paraméter szerinti csaladot (Saffman-Taylor megoldas) alkotnak [27]. A paraméter az ujj-
szer(i megolddsok szélességének és a csatorna szélességének ardnya: A = wy;;/w, a profil

alakja pedig
_w(l=24) [l 2wy

3 A 26. dbrdn bemutatott eredmény 1.7 x 10! részecske felhasznélasaval késziilt.
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Ezek koziil a megoldéasok koziil a A = 1/2 a legfontosabb, mert a Hele-Shaw celldban vég-
zett kisérletek ezt adtdk vissza a nagyon kicsi feliileti fesziiltség limeszében [27]. Analitikus
szamoldsok [73, 74, 75] azt mutattdk, hogy a feliileti fesziiltség jelenlétében (amely itt szin-
guldris perturbacié) a megoldasok egy diszkrét halmazt alkotnak, amelyek koziil csak egy
linedrisan stabil, és amelyek a zérus feliileti fesziiltség limeszben mind a A = 1/2 Saffman-
Taylor megolddshoz konvergalnak.

Az az éllitas meriilt fel [76], hogy a A = 1/2 Saffman-Taylor megoldds megegyezk a
csatorna geometridban tiikr6z6 hatarfeltétel mellett novesztett DLA fiirtok atlagos profilja-
val. Itt az atlagos profilt a siirliség sokasag-dtlagdnak egy szintvonaldval definidltak. Kés6bb
az allitds ugy modosult [77], hogy a maximum siirlis€g 0.5-szeresének megfeleld szintvo-

nal a A = 0.56 Saffman-Taylor megolddssal egyenld, a A = 1/2 Saffman-Taylor megoldast

172 T T T TTTT T TTTT

e periodikus hatarfeltétel
o tikrozo hatarfeltétel

1'67__ A periodikus hf., zajcsokk. A=0 :L
1- | 11l i L1 1111 i
6(:SLO 100 1000

1-6 | | ‘ | | ‘ | | | ‘ | | ‘ | |
(?.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

-0.33 x 1.712
W

26. dbra: (a) A DLA effektiv fraktdldimenzidja a csatornaszélesség fiiggvényében. A statisztikai hiba

nagysagat jeloltem kiilon mindhdrom méréssorozatra. A gérbék a (b) panel egyeneseinek
felelnek meg.
(b) Ugyanezen mennyiség végesméret-skdldzdsa; az exponens megegyezik az 5. fejezet-
ben kapott értékkel (15). Betétdbra: mindharom adatsor konzisztens a D = 1.712 +0.002
aszimptotikus értékkel (a hdrom adatpontot vizszintesen eltoltam a konnyebb 4tldthatésig
érdekében). [S8]
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pedig a maximum s{riiség 0.6-szeresének megfeleld szintvonal adja.

Mi az dtlagos DLA profil meghatdrozdsara egy masik modszert valasztottunk, amely nem
tartalmaz semmilyen paramétert (mint példaul a szintvonal magassaga az el6z0 esetben). Ez
a modszer 2D-ban miikodik: minden egyes DLA fiirt esetén vessziik azt a konform leképe-
z€st, amely leképzi az egységkort a fiirt (rendkiviil eldgazd) peremvonalédra, majd vessziik
ezen konform fliggvények sokasdgatlagat. A klasszikus, bolyongé részecskékkel generdlt
DLA esetén ugy kapjuk meg egy befagyasztott fiirt konform leképezését [62], hogy inditunk
M tesztrészecskét véletlen bolyongdsra, megjegyezziik hogy ezek hol csapddtak be a fiirtbe,
majd eldobjuk 6ket. Ezek a pontok az egységkoron M egyenletes eloszldsi pontnak felelnek
meg. A tesztrészecskék becsapdddsi helyét ezutan topologikusan sorszamozzuk ugy, ahogy
taldlkozunk veliik mikdzben végigjarjuk a DLA fiirt hatdrvonaldt. Az m-edik becsapdddsi
hely az egységkoron a 2wm /M szognek felel meg, amelyben van ugyan egy M 172 nagysag-
rendd hiba, de ez nagy M hatéarértékben eltlinik.

Ezutdn kimértem az igy definidlt dtlagos DLA profilt tiikkr6z6 hatéarfeltétel mellett kiilon-
boz6 szélességli csatorndkra 10 < w < 2000 kozott. Minden csatornaszélességre novesztet-
tem 10° révid (kb. 10w hosszi) fiirtot, amiket egyenként 10 teszt részecskével szonddztam a
konform leképezés meghatdrozdsahoz; valamint néhany kivélasztott csatornaszélességre to-
vabbi 10* fiirtt szondaztam 10° teszt részecskével (mindosszesen 4 x 10! részecskét hasz-
nalva).

Az igy kapott atlagos DLA profilokat a 27. dbra mutatja. JOl latszik, hogy bar a cstics
kornyékén a A = 1/2 Saffman-Taylor megoldas kozel van az dtlagos DLA profilokhoz, attdl
tavolabb még a legszélesebb csatorndhoz tartozé profil is jelentSsen eltér. Az a Saffman-
Taylor megoldas (A = 0.63) pedig, amelyik visszaadja a széles csatornidkhoz tartoz6 DLA
profilok szélességét, a csucs kornyékén nem illeszkedik egyaltalan.

Az aszimptotikusan nagy csatornaszélesség vizsgdlatara végeztem egy végesméret-skdla-
zést, a DLA profilok szélességet hdarom helyen mérve: & = (x — x¢gics)/w = —0.5, —1, és
—1.5 (1asd a 28. dbra). Bér a profilok szélessége a & — oo hatarértékben értendd, jol lathato,
hogy wyjj/w > 0.617.

Megjegyzésként a 29. abran lathatjuk a HL iterdlt konform leképezés modszerével sza-
molt 4tlagos DLA és DBM profilt néhany 1 értékre.* A DLA-nak megfelels n = 1 esetén a
részecske-alapu szimuldci6immal konzisztens médon az dtlagos profil szélesebb, minta A =
= 1/2 Saffman-Taylor megoldas, érdekes médon viszont az ) = 1.2 DBM kozel all hozza —
ez az az 1N érték, ami a mar emlitett elméleti megfontoldsok szerint [E2, E3] megfelel a DBM
modellek koziil a feliileti fesziiltség ltal regularizalt Laplace-i novekedési rendszereknek.

Az étlagos DLA profilokat ék geometridban is kimértem. A tiikroz6 hatarfeltételt hasz-
naltam, amit gy oldottam meg, hogy egy nyilt sikbeli DLA programot haszndlva minden
egyes lerakott részecskével a megfeleld szamu (példaul 90°-os €k esetén 3) tiikorképét is
letettem. Igy 180°/n nyildsszogi ékeket lehet modellezni, ahol n = 1,2, .. .. Példaként a 30.
abran egy 90°-os ékben novesztett DLA fiirt 1athato.

A 31. és 32. dbra 90°-0s és 60°-os ékekre mutatja harom profil 6sszehasonlitdsiat. Az
els6 az adott geometridban novesztett DLA fiirtok 4tlagos profilja, amit a csatorna esetével

4 Ezt a szamoldst tarszerz&im végezték.
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27. dbra: Felsé panel : Atlagos DLA profilok w = 10,...,2000 szélességii csatornaban. Osszehason-
litasként a A = 1/2 Saffman-Taylor megoldast is feltiintettiik.
Kozépsd panelek : A fels6 panel profiljaibdl az oldalsd, illetve csucs rész nagyitdsa.
Alsé panel: Az atlagos DLA profil és a Saffman-Taylor megolddsok 0sszehasonlitdsa, ha-
sonl6an mint a felsd panelen, csak a jobb attekinthetoség kedvéért itt egyediil a w = 1000
széles csatorna DLA profiljat tiintettiik fel. JO1 latszik, hogy sem a A = 0.5, sem a A = 0.63
Saffman-Taylor megoldas nem illeszkedik a DLA profilra. [S8]
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28. dbra: Az atlagos DLA profil szélességének véges méret skdldzasa. A wyjj/w redukalt szélessé-
get dbrédzoljuk hdrom kiilonboz8 & = (x — Xcsies)/w helyen mérve. Az illesztéshez csak az
50 < w <2000 méréseket haszndltuk fel. A véges méret skdldzds a w — oo aszimptoti-
kus értéket adja (az egyenesek y-tengellyel valé metszete). A mdsik, & — —oo extrapolacio
eredményérdl csak annyit allapithatunk meg, hogy wyj;/w > 0.617. [S8]
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29. abra: Az atlagos DLA és DBM profil a Hastings-Levitov iterdlt konform leképezés médszerrel
szdmolva. A A = 1/2 Saffman-Taylor megoldashoz az 11 = 1.2 profil 4ll legkdzelebb. [S8]

teljesen anal6g médon szamoltam ki. A mdsodik profil az 1 = 1.2 DBM fiirtok atlagos pro-
filja, amit a mintavételezett részecske alapi mddszerrel szimoltam. A harmadik profil pedig
az adott geometridban kiszdmolt, a feliileti fesziiltség stabilizdcidja altal kivalasztott szogi
Saffman-Taylor megoldéas [78, 79].

Az atlagos DLA ill. DBM profil 6sszehasonlitdsa a zaj nélkiili Laplace-i novekedés sima
megoldasaival a hdrom esetben (60°-o0s és 90°-os €k, illetve a csatorna, ami tekinthet6 az ék
geometria 0°-os limeszének) Osszetett eredményre vezet:

e csatorna geometria: Az édtlagos DLA profil nem illeszkedik a nagyon kicsi feliileti
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30. dbra: DLA fiirt 90°-os €k geometridban, tiikkrozd hatarfeltételekkel. Az dbran a hierarchikus tér-

kép struktirja is lathatd. [S9]

felsziiltség 4ltal kivalasztott A = 1/2 Saffman-Taylor megoldasra. Ugy tiinik, az ) =
= 1.2 DBM profil, aminek egyes elméleti megfontoldsok alapjan [E2, E3] legjobban
kellene illeszkednie, kozel all hozz4, de ennél tobbet a DBM profil jelentds zaja miatt
(amely iteralt konform leképezés mddszerrel késziilt) nem lehet allitani.

90°-0s ¢k : Sem az atlagos DLA profil, sem a mintavételezett részecske alapti mddszer-
rel szdmolt N = 1.2 DBM profil nem illeszkedik a kicsi feliileti felsziiltség dltal kivé-
lasztott Saffman-Taylor megoldésra, habar az atlagos DLA profil nyilasszoge egyezést
mutat.

60°-os ék: Itt az 4tlagos DLA profil elég j6 egyezést mutat a kicsi feliileti felsziiltség
altal kivélasztott Saffman-Taylor megolddssal (igy a nyildsszogével is), a mintavétele-
zett részecske alapi mddszerrel szdmolt 1 = 1.2 DBM profil viszont jelentdsen eltér
tolik.

Konkluzioként azt allapithatjuk meg, hogy dltaldnossdgban nem igaz, hogy a zaj nélkiili,

determinisztikus diffizié-dominélt novekedés sima megolddsa megegyezik ennek részecske-
alapu, tehat sztochasztikus sorétzajjal terhelt modelljeinek atlagos profiljahoz, sem az N =1
esetben (DLA), sem az = 1.2 DBM esetében.

A teljes igazsdghoz az is hozzdtartazik azonban, hogy a kiilonb6z6 geometridkban né-

hol az n = 1, néhol az n = 1.2 részecskemodell 4tlagos profilja nagyon j6 egyezést mutat,
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31. dbra: Atlagos DLA és 1 = 1.2 DBM profil, 6sszehasontlitva az analitikus Saffman-Taylor meg-
oldéssal 90°-o0s €k geomtridban. [S9]
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32. dbra: Atlagos DLA és 1 = 1.2 DBM profil, 6sszehasontlitva az analitikus Saffman-Taylor meg-
oldéssal 60°-o0s €k geomtridban. [S9]
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viszont olyan eset is van, amikor egyik sem. Ez kapcsolatban lehet azzal, hogy az adott
geometridban az az instabilitds, amely a cstcs felhasaddsaval jar (tip-splitting), jelen van-e.
Szog-korrelacios mérések azt mutatjak, hogy kelléen nagy nyildsszogii ék geometridban a
DLA fiirtokben tobb fiiggetlen 4g is egyiitt élhet, mig kis szogii ékek esetében csupén egyet-
len permanens 4g van [80]. (Ez azt jelenti, hogy kis szogli ékek esetén a DLA-ban mindig
jelenlevd mikroszkopikus csiics-hasadds kovetkeztében 1étrejovo dgak egy domindns 4g ki-
vételével mindig elhalnak, vagyis egy id6 utdn nem fejlédnek tovabb.) A két fajta viselkedést

7

elvélaszt6 nyilasszoget nehéz pontosan meghatdrozni, valahol 90° és 144° kozott hiizédik.>

3 Korabban 60°-os éknél is jelentettek cstics-hasaddst [77], de ezt nagyon kicsi fiirtok vizsgalatdval talal-
tak.
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I.C. Diffiizio tagulo térben

8. BEVEZETES : SKALAINVARIANS DINAMIKA ES TAGULO
TER

A természetben szdmos olyan folyamat taldlhatd, amelyben a jelenségek mogotti fizika 4ltal
kijelolt karakterisztikus méretskéalak, példaul hosszusagskalak vagy idoskalak nagyon elté-
roek, az ardnyuk akdr tobb nagysdgrend is lehet. Az ilyen folyamatokat koztes méretskalan
vizsgélva azt tapasztaljuk, hogy minden mért mennyiségben megjelenik az azonos nagysag-
rendbe esd karakterisztikus méretskalak hidnya, vagyis barmely koztes méretskdldn ugyanazt
latjuk: a jelenség skdlainvaridns. Ezt a tulajdonsagot a kvantitativ leirds is tiikrozi, ami hat-
vanyfiiggvény alaku viselkedést eredményez. A hatvanykitevok nem minden esetben egész
szdmok : tort hatvanykitevokre az alacsony dimenzids determinisztikus (kaotikus) rendsze-
rektdl kezdve az egyensulyi fazisatalakuldsokot keresztiil az egyensulytdl tdvoli sztochaszti-
kus folyamatokig nagyon sok példat talalhatunk.

A skdlainvaridns jelenségek, mint példdul az 6nhasonlé térbeli struktirak (fraktdlok) kii-
16nosen az 1980-as években keriiltek a figyelem kdzéppontjaba [2, 1], de olyan eseteket mint
a Brown mozgds vagy véletlen bolyongas, mar joval kordbbrol ismeriink. Ez utébbindl az 4t-
lagos négyzetes elmozdulds ardnyos az iddvel, vagyis a tdvolsdg dimenzidji mennyiség — az
atlagos négyzetes elmozdulds négyzetgyoke — az eltelt id6 1/2 hatvanydval ardnyos:

(Ax2) ~ A£'/2 (32)

Ha egy ilyen sztochasztikus folyamat Ax(Ar) fiiggvénygrafjat tekintjiik, akkor egy rész fel-
nagyitasa statisztikailag az eredetivel azonos fiiggvényt ad (33. dbra). Ehhez viszont a két

vr
T
Az = N
=
| 1
At

33. dbra: Az egydimenziés Brown mozgés Ax(Ar) grafja. Egy kis részlet (piros doboz) felnagyitdsa
statisztikailag azonos a fliggvény grafjanak egy nagyobb részével (kék doboz), de a két
tengelyt kiilonbdz6 ardnyban kell nagyitani.
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tengelyt kiilonb6z6 ardnyban kell nagyitani: a At tengelyt b-szeresére, a Ax tengelyt pedig
bY-szorosdra, ahol (32) alapjan y = 1/2. Az ilyen fiiggvényeket onaffin fiiggvényeknek hiv-
juk, ahol y a Hurst vagy Onaffin exponens.

A Brown-mozgast végzd részecske elobb-utobb tetszdleges tavolsagra eljut, vagyis egy
dimenizéban minden pontot meglatogat. Viszont lassan halad, mert a kezdGpontt6]l mért el-
mozdulds csak az eltelt id6 négyzetgyokével ardnyos. Feltehetjiik a kérdést, hogy akkor is
mindon pontot meg fog-e ldtogatni, ha kozben maga a tér is tdgul. (Szemléletesen ezt ugy
tudjuk elképzelni, hogy egy véletlen bolyongast végzd hangyat egy folytonosan nyujtott gu-
miszdlra tesziink.) Ebben az esetben a részecske bolyongdsbdl szdrmaz6 haladdsa versenyez
a tér taguldsdval, és ahogy latni fogjuk, ha a tér elég gyorsan tdgul, akkor a részecske nem
tud vele 1épést tartani.

A kovetkez6 fejezetben ilyen, tdguld térben bolyongd részecskéket fogunk vizsgélni,
kiilonos tekintettel lokdlisan kolcsonhatd részecskékre. Vegyiik példaul azt kolcsonhatast,
amely szerint két részecske taldlkozaskor annihilalédik. Ezen kolcsonhatds esetén szigni-
fikdnsan kiilonbozd aszimptotikus dllapothoz vezet, ha mozgésuk sordn a részecskék egy-
ségnyi valoszintiséggel taldlkoznak, vagy pedig ez a valésziniiség egynél kisebb. Az el6bbi
esetben aszimptotikusan 0 vagy 1 részecske marad (attdl fiiggden, hogy kezdetben péros
vagy paratlan szamu részecske volt), mig az utébbi esetben véges szamu.

Az eredményeink nyilvanvalé alkalmazasi teriilete a kozmoldgia, ahol a tdguldst id6-
fliggd metrika irja le (a tér két pontjdnak tdvolsdga id6ben véltozik) [81]. A nem konstans
metrika més teriileten, példaul a vékony lapok kontextusdban is nagy érdeklodés keltett a
kozelmultban [82, 83, 84]. Azon diffiziés folyamatok, amelyekben a difftizids egyiitthatd
1d6fiiggd, példaul a valtozé hdmérséklet kovetkeztében [85, 86, 87], szintén leképezhetdek
1d6fliggé metrika szerinti lefrasra. Biologiai kontextusban relevans, hogy a fajok életteré-
nek térbeli terjeszkedése gyakran szoros kapcsolatban all a genetikai dllomény valtozasaival
[88], és ennek kovetkeztében erds hatdssal van természetes populaciok génkészletére [89].

Az egyik legfontosabb alkalmazasi teriilet az Onaffin doménfalak fejlodésének leirasa,
melyek térbeli versengést leir6 modellekben [90, 91] durva terjeszkedési frontok mogott
alakulnak ki. Ezen modellek mikrobioldgiai alkalmazasai érdekl6dést valtottak ki a kozel-
multban [92, 9]. A doménfalak fejlédését lokdlisan kolcsonhato részecskékkel is leifrhatjuk ;
a kovetkezd fejezetben ezt a megkozelitést fogjuk haszndlni.

9. KOLCSONHATO RESZECSKERENDSZEREK IDOFUGGO
GEOMETRIABAN

Ebben a fejezetben leirunk egy olyan leképezést, amely kapcsolatot teremt tdgulo térben illet-
ve fix (nem tagulo) térben 1évo lokélisan kolcsonhatd részecskerendszerek skalainvaridns tra-
jektoridi kozott. Ez a fejezet adja az [S10] publikécion alapuld TS tézispontot. Ebben a mun-
kdban mint a kutatds egyik vezetSje vettem részt, Adnan Ali doktori tars-témavezetSjeként! .

I Az itt bemutatott eredmények Adnan Ali PhD disszerticiéjdban talalhatéak (University of Warwick,
2012).
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34. dbra: (a) Radidlisan terjeszkedd struktira, valamint (b) ennek ekvivalense fix szélességi tarto-
manyon. Az illusztracié 6sszeoldvadé Brown mozgést végzs részecskéket mutat (y = 1/2).
Az egymdasnak megfeleld Y, [(33). képlet] és X, [(35). képlet] elmozdulds gorbéi kékek.
A radialis struktirak eloszlasa a kozépponttol mért r tavolsagban azonos a fix szélességti
struktirdk eloszldsdval h(r) [(40). képlet] magassdgban; ezt piros szaggatott vonal jelzi.
Ennek a leképezésnek véges hy(co) hatdrértéke van y < 1 esetén, amit a fekete szaggatott
vonal mutat. (Az dbrdan L = 100, ro = L/2, a diffdziés egyiitthaté egységnyi, és kezdetben
100 4g indult.)  [S10]

A leképezés er6sen matematikai jelleg, technikai aspektusaival az [E15] publikédciéban fog-
lalkozunk.

Tekintsiik sztochasztikusan mozgé részecskék onaffin térid6 trajektoridit egy olyan tér-
ben, amelyben a metrika (a tér pontjai kozotti tdvolsdg) térben homogén, de idében valtozik.
Egy olyan leképezést keresiink, amely egy konnyebben kezelhetd, konstans metrikdja tér-
re képzi le a rendszeriinket, mik6zben megtartja a trajektéridk lokédlis skdlainvariancidjit. A
leképezés csak a metrika id6fiiggésétdl és a trajektoridk onaffin exponensétdl fiigg, és koz-
vetleniil alkalmazhat6 olyan kolcsonhatdasok esetére, amelyekben nincs tdvolsagskala, mint
példaul pontszert részecskék annihildcidja (A +A — 0) vagy egybeolvaddsa (A+A — A). A
részecskék kettévildsa (A — A+ A), valamint véges méretl részecskék is kezelhetdek a kol-
csonhatdsi tavolsagskdldk megfelels (id6fiiggd) bedllitasdval, amint azt késdbb latni fogjuk.

A kozérthet6ség kedvéért a leképezést a kovetkezd példan keresztiil mutatjuk be. Te-
kintsiink Onaffin struktdrdkat sikbeli radidlis geometridban, példdul doménfalakat, melyek
egy kor keriiletérdl indulva radidlis irdnyban helyezkednek el. Ezek a struktdrdk irdnyitott
dgakbol dllnak, amelyek tekinthetdek egy-egy részecske tériddbeli trajektoridjanak, ahol a
részecske egydimenzids elmozduldsdnak a tangencialis irdny (periodikus hararfeltétellel), az
idonek pedig a radidlis irdny felel meg.

A 34(a) 4bra egy ilyen struktdrat mutat: az ro sugard korbdl indul6 onaffin gorbék egy-
dimenziés Brown mozgast végzo, taldlkozaskor egybeolvado részecskék lokalisan skalain-
varidns trajektoridinak felelnek meg, amelyek egy id6ben tadgulé korvonalon mozognak. A
részecskék pozicidjat a korvonal mentén jeloljiik az r sugar fiiggvényében Y,-rel:

Y, €1[0,2nr), ahol r>ry. (33)
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Ennek infinitezimadlis novekménye dr alatt

dr

dy, =Y, —+ dy,, (34)

ahol az elsd tag a tér tdguldsanak felel meg, a masodik pedig a lokdlis skdlainvariancidt ered-
ményez0 belsd sztochasztikus fluktudcioknak. A radidlis (Y, r) koordinatak helyett haszndl-
hatunk (X,/) médositott poléris koordinatdkat is, ahol a poldrszog ro-szorosit jeloljik Xj,,
amely egy rogzitett periddikus tartomdnyban van:

X, €[0,L), ahol h>0, (35)

a h és r kozotti Osszefiiggésre pedig hamarosan visszatériink. Az L = 27ry valasztds lehetdvé
teszi, hogy azonositsuk az Xj,_ €s Y,—,, kezdeti feltételeket. Igy

X, = iroyr, (36)

az infinitezimélis novekmény pedig (34) alapjan
dx, = 2ay,. (37)
r

Megkoveteljiik, hogy a két leirds kozotti leképezés megdrizze az objektumok lokélis
struktdrdjat, amely esetiinkben a skdlainvariancia:

dXy ~ (dh)? és dY, ~ (dr)?, (38)

ahol y > 0 az onaffin exponens. Diffiziv fluktudcidkra y = 1/2, ballisztikus mozgésra pedig
y = 1. Az 1/2 alatti illetve feletti értékek szub- illetve szuperdiffuziv viselkedésnek felelnek
meg, példaul y = 2/3 irja le a Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) univerzalitds osztilyhoz tartozo
feliiletek 4ltal generdlt doménfalakat [91, 93, E14].

Ez h és r kozott egy Osszefiiggést ad:

dh  (dX\\"" roN U7
w () - ®

(A (38). kifejezésekben fel nem tiintetett multiplikativ szorzéfaktorok egyenloek, €s igy (39)-
bdl kiesnek.) Integralds utdn explicit kifejezést kapunk A (r)-re:

v (1 1y
h(I’): rom (1 (1”0/}") v )7 ’}/7& 17 (40)
roln(r/rp), y=1,

amely minden r > ro-ra igaz. Tehat egy konkrét trajektdridra, melynek kezdeti feltételét azo-

. . . 2 P . dist.
nositottuk (¥, = Xp), a két leirds azonos eloszlast ad minden r > ryp-ra: r7° Y, = Xh(r). Alap-

vetd eredmény, hogy ez az 4llitas részecskerendszerek trajektoridinak dsszességére is igaz:

{20} X} abol rzro, (41)
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amennyiben a részecskék csak lokdlisan hatnak kolcson. Ilyen kolcsonhatds az egymdssal
egybeolvad¢ illetve az egymadst annihildl6 részecskék; kés6bb megmutatjuk, hogy ezt ho-
gyan lehet tovédbb dltaldnositani. A 34. dbra ezt a megfeleltetést mutatja egymassal egybeol-

vad6 Brown mozgast végzo részecskékre.

A leképezés tulajdonsdgait vizsgalva el6szor azt allapitjuk meg, hogy vezeté rendben,
vagyis ro-hoz kozeli r esetén h(r) =~ r — ry, hiszen lokdlisan a radiélis és a fix szélességi
modellek ekvivalensek. A két geometria kozotti kiilonbség h(r) nemlinedris viselkedésében
jelenik meg nagy r esetén, ami legmarkdnsabban abban mutatkozik meg, hogy 0 < y < 1
esetén

hy(e0) = Tim h(r) =

r—oo I—vy

ro < oo. (42)

Ez a megfigyelés kiilondsen érdekes egymassal egybeolvadé vagy egymadst annihilalé trajek-
toridk esetén, amelyeknél fix szélességli geometria esetén 0 vagy 1 4gbdl allé abszorbedld
végéllapot van a h — o limeszben. Ilyen struktirdk gyakran el6fordulnak populaciok térbeli
versengését leiré neutrdlis modellekben (a populaciok azonos eséllyel indulnak) [91, 92],
ahol az abszorbedl6 végallapotban a kezdeti fajok koziil egyetlen fennmaradésa fixalédik.
Standard gondolatmenet alapjén a fixdlodds bekovetkezéséig tarté 1dd LYY ~ ré/ ¥ szerint
skaldzédik, ami nagy rendszerekre sokkal nagyobb, mint /(e) ~ rg. Igy y < 1 esetén nem-
csak megerdsitjiikk azt a kordbbi, intuitiv eredményt, hogy terjeszkedd populédcidk neutrélis
vetélkedése esetén nincs fixdlodas, hanem expliciten megadjuk a fennmaradé fajok {Xh(w)}
térbeli eloszlasat. Az X, folyamatot sokkal konnyebb numerikusan kezelni, mint Y,-et, tovdb-

y=1
1.5
Lo \\:
= 1rn e T h1/2(°°)/r0
n ; y=1/2
<
08l i ] h, o(co)r
=173 13" o
0 1
1 2 3 4 5 6

35. dbra: A h(r) leképezés [(40). képlet] az ry egységekben [ldsd (43). képlet], amely a radidlis és a
fix szélességtli tartomanyban torténd novekedés kozott teremt kapcesolatot. A két geometria
lokdlisan ekvivalens, igy h(r) =~ r — rp, ha r &~ ry. A geometridk kozotti kiilonbség nagy r
esetén nyilvanul meg, kiilonds tekintettel arra, hogy h(r)-nek véges hy(eo) hatdrértéke van
Y < 1 esetén [(42). képlet], mig /& divergdl ha y > 1. Az aszimptotikus viselkedést pontozott
vonal jeloli, kivéve a y = 2/3 esetre, amikor a limesz az dbréan kiviil taldlhaté.  [S10]
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ba az el6bbire gyakran elméleti eredmények is elérhetéek [E15]. Toliink fiiggetleniil hasonld
megkozelités alkalmaztak a kozelmultban a radidlis Domany-Kinzel tipusd modellekre a y =
= 1/2 esetben [94].

A 35. dbran a leképezést dimenzidtlanitott ' = r/ry és B = h/ry véltozékon mutatjuk :

1y

h/(r'): %/(1_(1/”,) V>> v#1 : (43)
log(r'), y=1

ahol ¥ > 1. A Y= 1 esetben visszakapjuk azt a konform leképezést, amely a komplex egy-
ségkoron kiviili tartomanyt leképezi egy félvégtelen savba, mig y # 1 esetben a leképezés
ezt dltaldnositja az 6naffin rendszerekre. Erdekes megyjegyezni, hogy dltaldnos y-ra 4’ (r) =
= logq(r’ ), ahol a g-logaritmus (a ¢ = 1/y megfeleltetéssel) a nemextenziv statisztikus me-
chanikdbdl ismert [95], amely igy a konform leképezések altalanositdsaként is értelmezhetd.

Erdekes meggondolni a befelé novekedd radialis struktirdk esetét, amikor r < ro (vagyis
r < 1), amely a fix szélességii tartomdnyra negativ h-t, vagyis lefelé torténs novekedést
jelent. A

WO =—() T HG) 7>0 (44)

relécié felhasznéldsaval a kifelé torténd novekedésre kapott eredményeket atfordithatjuk a
befelé novekedés esetére. Ekkor, a kifelé novekedéssel ellentétben, minden szub-ballisztikus
(y < 1) struktdra fixdlédik, mivel |4'(r')| — oo ahogy ' — 0; a szuper-ballisztikus esetben
viszont nem trividlis aszimptotikus viselkedést kapunk. A befelé torténd novekedésre kapott
korabbi eredményeket [96] igy egységes keretben értelmezhetjiik [E15].

A leképezés egyediil a struktirdk lokalis skalainvariancidjanak megmaradésan alapul. Igy
megmutathatd, hogy egzaktul érvényes olyan folyamatokra, amelyeket a lokalis struktdra tel-
jesen meghatdroz, vagyis ahol a novekmények fiiggetlenek, mint példaul a Brown mozgas,
vagy az Onhasonlé Lévy folyamatok [97]. Masrészt vannak olyan onhasonl6 folyamatok,
amelyek ugyanuigy lokdlisan skdla invaridnsak, de id6beli korreldltsdguk Gsszetettebb, mint
példaul a frakciondlis Brown mozgds (fBm) [98]. A korreldcidk befolydsoljdk a leképezést,
amely altaldnosan nem alkalmazhatd ilyen folyamatokra. Frakciondlis sztochasztikus szdmo-
1as segitségével az fBm modell esetére le lehet vezetni a leképezést, amely egy Osszetettebb
kifejezés, de numerikusan nagyon kozel 4ll (40)-hoz. A tarsszerz6im 4ltal kiszdmolt részletes
levezetés az [E15] publikdciéban taldlhato.

A 36. dbran numerikusan demonstraljuk a leképezést két folyamatra (mindkét esetben a
trajektoridk dinamikdja egymadssal 6sszeolvadd): a Lévy mozgésra, amelyet fiiggetlen staci-
ondrius novekmények definidlnak a kovetkezd eloszlassal:

P(Xpy — Xy =x) ~Clx| "% a>0, (45)

valamint az fBm modellre, amely olyan Gauss folyamat (vagyis Xj; Gauss eloszlasu, tovabba
esetiinkben (X;,) = 0), amelynek kovariancidja

(XnanXpn) ~ (h+ Ah)?Y + 1Y — (AR)?Y . (46)
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36. abra: A (40) leképezés numerikus demonstrdldsa a radidlis geometria (minden dbrdn o) és a
fix szélességli geometria (x) kozott. (a) Az életben maradoé trajektoridk (N) szdma és (b)
ezek tavolsaganak (D?) négyzetes Osszege a (45) Lévy mozgdsra, ahol y = max{1/a,1/2}.
(¢),(d) Ugyanezen mennyiségek a (46) frakciondlis Brown mozgasra. A vizszintes tengely
hill. h(r), és jeloltiik a h(eo) értéket. Az aszimptotikus skaldzdsi torvények (fekete szagga-
tott vonalak) érvényiiket vesztik, amikor (N) ~ 1. A modell rendszerek 1+1 dimenzidsak,
kezdetben 100 trajektdridval, L =100 és ro = L/2m.  [S10]

A Lévy mozgds lokdlis skédlainvariancia exponense ¥ = max{1/c,1/2}. Ez a folyamat a <
< 2 esetén szuperdiffuziv és a trajektéria nem folytonos; o > 2 esetén pedig diffuzivan
skalazodik, az ugrasok szordsa véges. Az fBm folyamat lehet szub- illetve szuperdiffuziv y
értékétdl fliggden, nem Markov folyamat, de ennek ellenére, amint kordbban emlitettiik, a
(40) leképezés nagyon j6 kozelitéssel igaz rd. Az dbran két mennyiséget mutatunk : az életben
maradé trajektdridk (N) dtlagos szamadt, valamint a szomszédos trajektéridk kozotti tdvolsag

négyzetes 0sszegét. Ez utdbbi a fix szélességli geometridban
2 N () _ 0
D =Y (Xh —x! ) , (47)
i=1
a radidlis geometridban pedig Dg(r) definicidja analdg. A fix szélességi illetve radidlis geo-
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metridban £ illetve h(r) fiiggvényében dbrazolva ezt a két mennyiséget, ahogy varjuk, na-
gyon j6 egyezést kapunk az adatsorok kozott. A fix geometridban a hatvanyfiiggvény skala-
z0dast standard atlagtér-szdmoldassal lehet megkapni [99, 100].

Nemlokdlis kolcsonhatdsra a legkézenfekvobb eset, amikor részecskék nem pontszerti-
ek, hanem véges méretiik van. Az egyszerliség kedvéért gombszer(, d 4tmérdji részecskéket
fogunk vizsgélni, amelyek mar akkor 6sszeolvadnak illetve annihildlédnak, amikor k6zép-
pontjaik d tdvolsagra érnek egymastol. Ha a részecske atmérd sokkal kisebb mint a rendszer
makroszkopikus mérete (d < r), akkor az ebbdl adddé korrekcidk kicsik lesznek. Ezt egzak-
tul figyelembe tudjuk venni, ha a radidlis rendszer dg 4tmérGjii részecskéit a fix szélességli

geometridban csokkend, .

0
r(h)
atmérdji részecskéknek feleltetjiik meg. A 37. dbran (az (N) dsszeolvadé Brown mozgésra)
két adatsort mutatunk: a korrigalt részecskeméret esetét, valamint ha nem alkalmaznank a
korrekcidt (dr = dg); még ez utdbbi is elfogadhaté egyezést mutat, amig d < ry. Az ebben a
fejezetben bemutatott 6ssze tobbi numerikus eredménnyel ellentétben a trajektoridk itt 2 + 1
dimenzidsak (két térbeli dimenzi6 plusz az idd), a részecskék nem tdgulé koérvonalon hanem
taguldé gombfeliilleten mozognak. A véges hatétdvolsagi kolcsonhatasok kiilondsen fonto-
sak magasabb dimenzidban, ahol pontszer(i részecskék taldlkozdsa szigoru értelemben nem
kovetkezik be, csak tetszdlegesen kis tdvolsagra megkozelitik egymdést. Ahogy hamarosan
emlitjiik, a leképezés nem fiigg a tér dimenzidjatal.

A leképezések dltal kezelt kolcsonhatdsok tovabbi kézenfekvd kiterjesztése az eldgazé
trajektoridk esete. Ez mér nem kizdrdlagosan a geometrian alapul6 kolcsonhatds, hanem a

dr = dgr (43)

x9

Bm 2+1
10+

L
(6]
X+

CN O
X

XDNFD
°DNRD

|
+
108 DI\IF,korrigétlatIanD | Tt

10° 10"

37. dbra: Az életben marado trajektoridk szama Brown mozgésra (y = 1/2), ahol a részecskéknek a
radialis esetben (o) véges d atmérdjiilk van. Fix szélességli geometridban a korrigélt (x),
illetve korrigdlatlan (4) részecske 4tmérd esetét is feltiintetjiik, részletek a szovegben. A
vizszintes tengely & ill. h(r), és jeloltiik a h(eo) értéket. A rendszer 2+1 dimenzids, ry = 20,
és harom kiilonboz6 d értékhez tartoz6 adatsort mutatunk. [S10]
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38. dbra: A trajektéridk (N)/r radidlis stirtisége eldgazd-osszeolvadé Brown mozgdsra rogzitett Rg
eldgazdsi rata mellett (50) radidlis geometridban (o) illetve fix szélességli geometridban
(x). A vizszintes tengely r ill. 7(h). A modell rendszerek 141 dimenziésak, kezdetben 100
trajektoridval, L = 100 és ro = L/27; harom kiilonb6z6 Ry eldgazési rata értékhez tartozo
adatsort abrazoltunk. [S10]

karakterisztikus eldgazdsi ratdn keresztiil egy 1ddskalat is bevezet a modellbe. Ahhoz, hogy
a leképezett folyamat statisztikailag megegyezd legyen, azt kotjiik ki, hogy az eldgazasi ese-
mények Ar(dh) szama a fix szélességii geometridban dh alatt ugyanakkora legyen, mint az
ennek megfeleld Ag(dr) a radidlis geometridban. Ez ad egy Osszefiiggést az eldgazési ratak

kozott:
& B Agr(dr)/dr B @ B (@)1/7 49)

Rr  Ap(dh)/dh — dr \r
Igy ha radidlis geometridban rogzitett R eldgazasi rata mellett meg akarjuk hatdrozni a tra-
jektoriak Ng(r)/r stiriségét, akkor a fix szélességli geometridban novekvd

Rr(h) = Re (ﬁ) " (50)

o

eldgazdsi ratat kell alkalmaznunk, amely divergdl ahogy r — oo illetve h — h(eo). A 38.
abran Brown mozgdsra (Y = 1/2) mutatjuk a trajektoriak stirtiségét harom kiilonboz6 radialis
elagazasi ratara.

Eredményeinket kozvetleniil dltaldnosithatjuk olyan tdgulé tartomdnyra, amelynek ho-
mogén (tehdt egy adott id6ben minden ponton azonos) metrika mellett tetsz6leges L(z) a
mérete. A (40). kifejezés analogidja

h(r) = /Ol (Ii((g)))l/yds 51)

lesz. Példaul lehet exponencialisan tagul6 tartomanyokat vizsgdlni, ami anal6g onlyan struk-
turdkal, amelyeknek exponencidlisan csokkend a diffuzivitdsuk. Ez utobbi esetet részletesen
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vizsgaltdk egyetlen részecske véletlen bolyongasara [85, 86, 87], ami relevans a szimulalt
hiités (simulated annealing) alkalmazésakor [101].

Tovabbi 4dltaldnositas, hogy n+ 1 dimenzidban (ahol n a térbeli dimenzidk szdma) mdd-
szerlink kozvetleniil alkalmazhat6, amennyiben a skdlainvariancia az dsszes i = 1,...,n tér-
beli dimenziéban érvényes:

dX; ~ (dh)? és dY;~ (dr)". (52)

Az anizotropia (a fel nem tiintetett multiplikativ faktoroknak lehet i-fiiggésiik) nem okoz
gondot, viszont a y Onaffin exponensnek minden térbeli dimenziéban azonosnak kell lennie.
Ekkor (51) tovébbra is valtozatlan alakban érvényes.

Ebben a fejezetben megmutattuk, hogy a lokélisan skdlainvaridns struktirdk egy nagy
osztdlydra a radidlis (vagy éltaldnosan novekvs geometridban torténd) novekedést le lehet
képezni fix szélességli tartomdnyban torténd novekedésre ; ez utobbi numerikusan és analiti-
kusan is sokkal kezelhet6bb. Ezzel a megkozelitéssel vilagos és atldthaté médon vizsgélha-
tunk szdmos, id6fiiggé metrikdval jellemezhetd jelenséget, mint példaul az élettér kiterjesz-
kedésének kovetkezményeit versengd bioldgiai novekedési modellekben. Kiilonosen érdekes
alkalmazds a radidlis novekedésben versengé doménfalak aszimptotikus statisztikdjanak le-
irdsa.

55



dc_832 14

MTA DOKTORI ERTEKEZES SOMFAI ELLAK

II. Szemcsés anyagok modellezése

Mir a hétkdznapi életben is sok olyan anyaggal taldlkozunk, amelyek kiilonall, makrosz-
kopikus részecskékbdl allnak, mint példaul kristalycukor, s6, vagy homok ; ezeket az anya-
gokat Osszefoglald néven szemcesés anyagoknak (granular matter) hivjuk. A szemcsés anya-
gok kezelése (nyersanyagok illetve végtermékek szallitdsa, keverése, tiroldsa, stb.) szamos
ipardgban alapvetd fontossdgu, mint példaul élelmiszeripar, gydgyszeripar, banydszat, vagy
épitdipar. Sok természeti jelenség megértéséhez is elengedhetetlen a szemcsés anyagok isme-
rete, tobbek kozott homokdiinék vandorldsa, vagy foldcsuszamldsok dinamikdja (ez utébbi
szemcsés-folyadék keverékek stabilitdsara vezethetS vissza).

Mivel a részecskék makroszkopikusak (kb. 1 um méret felett tekintjiik szemcsés anyag-
nak), egyrészt nincs szdmottevs termalis mozgasuk, mésrészt a részecskék kolcsonhatdsa
erGsen disszipativ és tipikusan nem tartalmaz vonzast. Ezek miatt a szemcsés anyagok visel-
kedése erdsen eltér a szokdsos (szilard, folyékony vagy gdznemi) anyagokétdl [4], amelyeket
elemi egységként atomokbél vagy molekuldkbél felépitetteknek tekinthetiink. Igy a koriil-
ményektd] fiiggéen mutathatjdk szilard anyagok tulajdonsédgait (graviticié jelenléte mellett
kiils6 energiabevitel hidnyaban el6bb-utdbb statikus, rendezetlen struktdra alakul ki), folya-
dékszertiek is lehetnek (példaul lassi deformécié kovetkeztében), de emlékeztethetnek ga-
zokra is (intenziv mechanikai gerjesztés esetén a bindris iitkozések domindlnak). A szemcsés
anyagok reoldgidja meglehetdsen komplex ; habdr a mérnoki irodalomban (geotechnika, ta-
lajmechanika) régota talalhatunk az alkalmazdsok szempontjabol viszonylag jol hasznalhat6
modelleket, ezek egyrészt empirikusak, masrészt érvényességi koriik sziik, €s messze nem
fedik le a szemcsés anyagok 4ltal produkalt jelenségek széles spektrumét. Az utébbi idében
kezd teret nyerni az az elképzelés, hogy a szemcsés anyagokat csak nemlokalis reoldgia tudja
leirni [102]: a fesziiltségtenzor nemcsak a helyi deformdaciotél és egyéb anyagi tulajdonsa-
goktol (példaul stirtiségtol) fligg, hanem egy extra mezdre is sziikség van a leirashoz.

A magdra hagyott szemcsés anyagban egy idd utdn minden mozgdsi energia disszipa-
16dik, és a részecskék egy statikus struktirdba rendezddnek. Ilyen statikus rendszerekkel,
valamint a rezgéseikkel €s benniik az akusztikus hulldimok terjedésével (ez utébbiakra utal a
kvazisztatikus kifejezés) foglalkozunk a kovetkez6 fejezetekben.

10. BEVEZETES : STATIKUS ES KVAZI-STATIKUS SZEMCSES
ANYAGOK NUMERIKUS SZIMULACIOJA

Az elméleti, kontinuum megkozelités nehézségei miatt a szemcsés anyagok lefrdsandl kii-
16nosen eldtérbe keriilnek a numerikus szimuldciok, amelyekben a részecskéket egyenként
kovetjiik. A tobb lehetséges megkozelités koziil> munkdimban azt valasztottam, amelyben

2 Egy masik, viszonylag gyakran hasznalt médszer a kontaktus dinamika (contact dynamics) [103, 104],
amely a részecskéket rugalmatlannak tekinti, és az id6fejlodés soran az egyoldali kényszereket (a ré-
szecskék nem hatolnak egymasba) elégiti ki, kozben kezelve a strlédast is. A ritkdbb, szemcsés giz
tartomdnyban haszndlhat6 az esemény-hajtott (event-driven) szimuldciés médszer, ahol a szintén ru-
galmatlan, merev testként tekintett részecskék (esetleg részben inelasztikus) kétrészecske-iitk6zéseinek
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a részecskéket viszonylag nagy keménységii, de rugalmas gombok reprezentaljak. Igy a ré-
szecskék mozgasat a klasszikus mechanika differencidlegyenleteinek megoldasaval kapjuk,
mint a molekuladinamikdban [6]. Mivel a részecskék makroszkopikusak, forgasi szabadsag-
fokaik is vannak, és kolcsonhatdsuk is jelentdsen kiilonbozik az atomokétdl (pl. szigorian
véges hat6tavolsag, ugyanis nincs kdlcsonhatds ha nem érnek Ossze; surlodas, rugalmatlan
itkozések disszipacidja). Ezt a numerikus megkozelitést az 1970-es évektdl kezdve hasznal-
jék [107], és kiilonosen a mérnoki irodalomban a diszkrét elem modszer (discrete element
method, DEM) néven valt ismertté.

A szimuldcidkban a részecskék kozotti kolcsonhatést tobbféleképpen is meg lehet valasz-
tani. Bizonyos esetekben, mint példdul dramlédsok kvalitativ modellezésénél kevésbé 1énye-
ges az er6torvény konkrét alakja; a 1ényeg az, hogy egyrészt az atfedd részecskék taszitsak
egymadst, masrészt pedig a rendszerben fellépd disszipacié megfelejen az elvardsoknak. En-
nek a kovetelménynek nagyon egyszeri er6torvények is megfelelnek, mint példaul a féloldali
Hooke-er6torvény : gombok kozott az F, normélis erd linedrisan fligg az n atfedéstdl,

F,=kn ha n>0, (53)

egyébként pedig F, = 0; esetleg linedris csillapitdssal kiegészitve. Az egyszerlis€ég mellett
a Hooke-er6torvény elénye, hogy kisebb a szamitasigénye, mint példaul az aldbbi nemli-
nedris kifejezéseknek, valamint az id6fejlodés numerikus kovetésekor nagyobb 1€péskoz is
megengedhetd.

A szemcsés anyag statikus és kvdzi-statikus tulajdonsdgai viszont érzékenyek az erd-
torvény alakjéra, igy a kovetkezd fejezetekben az aldbbi, fizikailag realisztikus képleteket
fogjuk haszndlni, amelyek részleteiben a kontakt mechanika targykorébe tartoznak [10]. Két
idedlis elasztikus gobmb kolcsonhatdsat Heinrich Hertz vezette le: a réla elnevezett er6tor-
vény centrélis taszitderd

4
F,= g\/Rleikan'/z ha n>0, (54)

ahol Ry, az 1 és 2 indexszel jelolt két gomb sugardbdl kifejezett effektiv sugdr, £}, az effektiv
Young modulus, n pedig a gdmbdk atfedése ; ezeket labjegyzetben részletezziik>. A strlédasi
erd mar nem ilyen egyszer(, ugyanis a két gomb kozotti kontaktuson az erd tangencidls (sur-
16d4sbdl szarmazd) komponense fiigg a kontaktus elStorténetétdl; ennek kovetkezménye,
hogy a sirl6d6 kontaktus hiszterézist mutat. A Hertz kontaktusban a két gomb korlap alaka
érintkezési feliiletén inhomogén a nyomds eloszldsa, igy tangencidlis terhelés kovetkezté-
ben gytird alaku feliiletrészek csisznak meg, amelyek paraméterei fiiggenek a tangencidlis

egymasutinja adja az id6fejlédést (pl. [105, 106]).

3Legyen r| az 1 jeldi gomb kozéppontjanak helyvektora, R| a sugara, E; az anyagdnak Young modulusa,
V| az anyaganak Poisson-tényezdje; jeloljiik 2 indexszel ugyanigy a masik gomb paramétereit. Ekkor
az effektiv sugdr Rjp = 1/[(R1) ! + (R2) "], az effektiv Young modulus Ej, = 1/[(E}) "' + (E5)~!],
ahol Ef = E1/(1—V}) és E; = E» /(1 —V3). A gombok dtfedése pedig n = Ry + Ry — [r] —12|. Az (54)
képlet akkor érvényes, ha a kontaktus linedris kiterjedése sokkal kisebb a részecskék sugarandl, valamint
arészecskék relativ sebessége elhanyagolhat6 a részecskék anyaganak tombi hangsebességéhez képest.
A képleteket konny( kiterjeszteni gobmb €és sik fal kdlcsonhatdsdra: Rg, = oo, és kemény falra pedig
Efa = 0.
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és normadlis terhelés el6torténetétdl. A numerikus szimuldciéban csak ennek egyszerisitése
implementélhat6 realisztikusan, példaul Mindlin megkozelitése [10], amelyben a kontaktus
teljes feliilete egyszerre csuszik meg. Ez az F; tangencidlis er6re egy differencidlis képletet
eredményez:

AF, = 8G1,VRanAt (55)

vagyis a tangencidlis er6 AF; megvéltozésa (egy id6lépés alatt) fiigg a ¢ virtudlis tangencidlis
elmozdulds Ar megvaltozasatol, amit a tomegkozéppontok elmozdulasabodl és elforduldsa-
bél szamolunk ; G}, pedig egy kombindlt elasztikus paraméter*. Az F, tangenciélis erd (55)
inkrementacioja kiegésziil a Coulomb-feltétellel :

|Fi| < Wk, (56)

ahol y a sirlédasi (Coulomb) egyiitthat6. Erdekes megjegyezni, hogy a kontaktus normalis
és tangencidlis differencidlis keménysége (rugdallando, stiffness), ami az egyensuly koriili
kis oszcillaciokndl relevans, a jelentdsen kiillonbozé képletek ellenére kozel azonos: hanya-
dosuk azonos anyagu részecskék esetén

__ dF/dt 8G* 4

= = =1- .
= 4R, jdn ~ 2B v

(57)

Igy példdul v = 0 esetén, amely értéket tipikusan hasznalni fogunk, a két differencialis ke-
ménység megegyezik, vagyis sem a normadlis, sem a tangencidlis komponens nem lesz do-
mindns az oszcillaciokban. (Megjegyezziik, hogy (57), ami a (55) kozelités kovetkezménye,
a valodi kontaktusokra csak |F;| < uF, esetén érvényes [108].)

Az (56) Coulomb feltétel disszipacidt eredményez, ugyanis véges erdnél torténik csi-
széas. Az ebbdl ad6dé disszipacié azonban csak a csuszasi kiiszob elérésekor kovetkezik be,
vagyis példaul a rendszer infinitezimélis oszcillacidéi mentesek a strlédasi disszipaciotol. A
fizikai rendszerben ilyenkor is van disszipacid, ugyanis az idében véltoz6 kontaktusok hul-
lamokat generdlnak a részecskék feliiletén és belsejében, amelyek a kristalyhibakon sz6réd-
va idvel h6vé alakulnak. Igy amikor sziikség mutatkozik, az (54)-(55)-(56) Hertz-Mindlin
erdtorvényt ellatjuk egy sebességfiiggd disszipativ taggal is. Mivel Osszetett €s tobbféle me-
chanizmusa is van a disszipacionak, egy jol értelmezhetd, mesterségesen valasztott alakot
hasznélunk: a csillapitds minden id&pillanatban egy elére meghatdrozott konstans-szorosa a
linedris csillapitds kritikus értékének, a normalis és tangencidlis irdnyban is. Igy a csillapitas,
mint ahogy a Hertz-Mindlin erd normalis €s tangencidlis komponense is, nemlinedrisan fiigg
az n atfedéstdl. Tovabbd megkoveteljiik, hogy kontaktusokon haté er6 normalis komponense,
ami mdr a csillapitdsi tagot is tartalmazza, sose legyen vonz6 irdnyu.

Visszatérve a szemcsés anyagok fizikdjara, a statikus, nyomas alatt 4ll6 szemcsés anyag-
ban a részecskék mechanikai egyenstlyban vannak, igy a kozottikk hatd er6k egy szintén
statikus halézatot alakitanak. A tisztdn geometriai jellegli kérdésfeltevés utan (példdul tér-
fogati kitoltés ; ezekre ebben a disszertacidban nem tériink ki) a legelsd kézenfekvd kérdés
az erbhalozat leirdsa. Mar a legegyszerlibbek kozé tartozo, egypont-statisztikai mennyisé-
gek, igy a kontaktusokon atmend er6 normadlis illetve tangencidlis komponensének eloszlasa

4 Gt =1/[(G}) '+ (G3) 1], ahol G} = E1 /[2(1 +v1)(2 — 1)}, és G} ugyanigy van definidlva.
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is mutat érdekes tulajdonsdgokat [109], és ennek térbeli valtozasa, példaul falak kézelében
sem trividlis [ES, E6]. A legérdekesebb kérdés mégis az er6hédlézat globdlis térbeli strukti-
rajanak jellemzése, ami a 11. fejezet témdja.

A szemcsés anyagot alkoto részecskék makroszkopikusak, igy a kdlcsonhatdsuk tipiku-
san szigordan véges hatétavolsadgi: amig nem érnek Ossze, addig nem hatnak kolcson. Ez a
részecske-részecske kolcsonhatasban megjelend éles hatdr rendszerszinten is megjelenik : ha
egy rogzitett térfogati dobozba egyre tobb szemcsés részecskét tesziink (vagy ekvivalensen:
rogzitett szamu részecskét egyre kisebb térfogatra szoritunk 8ssze), akkor a kezdetben disszi-
pativ gazt alkotd, domindnsan kétrészecske-iitkozéssel kdlcsonhato részecskék egy adott tér-
kitoltés elérése utan hirtelen osszeallnak, €s rendezetlen szilard testet kezdenek alkotni. Ezt
az dtmenenet torl6dési dtmenetnek (jamming transition) hivjuk [110], és a szemcsés anyago-
kon kiviil megjelenik teljesen més jellegli rendszerekben, mint példdul kozlekedési model-
lekben, s6t potencidlisan kapcsolatba hozhaté az iivegesedési dtmenettel is. Visszatérve az
atermdlis szemcsés anyagokra, a torl6ddsi dtmenet kozelében szamos mennyiség skdldzodast
mutat [111, 112]. A torlédasi dtmenet igy sok hasonlésagot mutat a folytonos fzisatalakula-
sokkal, de jelent6s kiilonbségek is vannak, példdul a skdldzasi exponensek koziil tobb is fiigg
a részecskék kozotti erdtorvény alakjatdl. A torlodasi atmenettel részletesebben, kiillonosen a
surlédas kontextusdban, a 12. fejezetben foglalkozunk, ahol a statikus mennyiségek mellett a
rendszer kis amplitidoju rezgéseinek (amint latni foguk, anomalis) spektrumat is vizsgéljuk.

A rezgések utdn természetes 1épés a kis amplitiddju akusztikus hulldmok terjedésének
leirasa. A 13. fejezetben vizsgalni fogjuk a rendezetlen kézeg hulldmszorasi pontjainak ha-
tasat, ami disszipacié nélkiil is diszperziv hulldmterjedéshez vezet, valamint kitériink a hul-
lamok terjedési sebessségének nyomastiiggésére is.

11. SZEMCSES ANYAGOK EROHALOZATAINAK UNIVERZA -
LITASA

Ebben a fejezetben szemcsés anyagok statikus erdhalézatdval foglalkozunk. Megmutatjuk,
hogy a relativan erés kontaktusokkal 0sszekotott részecskefiirtok skéaldzasi tulajdonsagokat
mutatnak. A skéldzasi exponensek és skdldzasi fiiggvény fliggetlen szdmos paramétertdl, ami
egy univerzalitasi osztalyt definidl. Az itt bemutatott eredmények adjdk a T6 tézispontot,
amely az [S11] publikdcioban bemutatott numerikus szimulaciéimon alapul.

Statikus szemcsés anyagokban mar a legkisebb rendezetlenség is inhomogenitast okoz
a kialakult er6hal6zatban. Az er6haldzat legegyszeriibb, egypont-leirdséit az egyes kontaktu-
sokon fellépd erdk eloszlasa adja, ami tipikusan kis erékre konstanshoz tart, az atlagos erd
kornyékén enyhe csticsot mutat, nagy er6kre pedig exponencidlisan cseng le [113, 114, 115],
bar a lecsengés a preparaciotdl fiiggden ettdl eltérd is lehet [109]. Az erdk eloszldsa ugyan
egy lényeges mennyiség, de ez nem mond semmit az er6hdldzat térbeli struktirdjardl, amit
vizudlisan a 39. dbrdn mutatunk. Mivel egy részecskére hat6 nagy erét tipikusan a masik
oldalon egy madsik nagy er6 egyensulyoz [109], a nagy er6k éltaldban szdlas struktirdkba,
er6lancokba szervez&dnek, bar ezek nem teljesen esnek egy egyenesre. Az erdlancokat ol-
dalrdl gyengébb erdk stabilizdljak, ami igy egy eldgazé halézatot alkot. Az erSldncok vizs-
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gdlata (példaul hogy mutatnak-e valamiféle skédlainvariancidt) nem trividlis, tobbek kozott
azért, mert nincs éles hatdr az erds és gyenge er6k kozott.

A szemcsés anyagban az er6halézatot reprezentalhatjuk kotésekkel (vonalakkal), ame-
lyek 0sszekotik egy-egy kontaktus részecskepdrjat. Minden kotéshez rendeliink egy skalar
mennyiséget: a kontaktuson keresztiil hat6 taszit6 erd abszolut értékét (ezt mutatja vizua-
lisan a 39. dbra). Az er6lancok kvantitativ vizsgélatdhoz vegyiink egy f kiiszobértéket, és
tekintsiik csak azokat az erdlancokat, amelyeket f-nél er6sebb (nagyobb abszolut értékii)
kotések alkotnak. Ahelyett, hogy egy rogzitett, tetszélegesen kivalasztott f értéket hasznal-
nank, az er6lancokat kiilonbozé skaldkon vizsgéljuk az f valtoztatdsaval. Kis f értékekre
a legtobb részecske egyetlen nagy Osszefiiggd aggregatum része lesz, amely f értékének
novelésekor fokozatosan egyre kisebb fiirtokre esik szét (40. dbra). Az erSlancok nagysdga
jellemezhet6 a megfeleld fiirt méretével, vagyis az 0sszefiiggd kotések szamaval.

Mivel egy konkrét preparélési protokoll segitségével, ugyanazon paraméter értékek mel-
lett készitett szemcsés konfigurdcidk jelentGsen kiilonbozok lehetnek, statisztikai megkoze-
litést kell alkalmaznunk. A fenti procedirét elvégezve az erdldncokat kvantitativan leirja a
P(s, f) mennyiség, amely azt mondja meg, hogy egy adott f kiiszobérték mellett egy véletle-
niil kivélasztott részecske egy s méretii fiirthoz tartozik. Az egyenstilyi statisztikus mechani-
kaban gyakori az ilyen jellegii fiirtméret statisztika alkalmazdasa [116], ahol f a hdmérséklet
szerepét jatssza. A perkoldciohoz [11] hasonldan fazisitalakulds kovetkezik be a kritikus f,.
értéknél, ami felett nincs olyan fiirt, amely 6sszekotné a rendszer két ellentétes oldaldt. Ezen
érték kornyezetében a rendszer skdlainvaridnsan viselkedik, példdul ilyen rendszerekben a
fiirtok méretének eloszldsa

o T 5
P(s,f)~s p((f—]%)") : (58)
Ez a skélainvariancia univerzalis: a T és o skaldzasi exponensek értékét, valamint a p skdla-
fliggvényt csupan a rendszer globdlis tulajdonsdgai, mint a szimmetridk és a dimenzionalitas

ATATAYA

AU

b Y WAV sy

39. dbra: Statikus szemcsés er6halézatok kiilonbozb nyomads és polidiszperzitas értékekre. A részecs-
kéket sziirke korong jeldli, a kontaktusokon fellépd erdket vonal reprezentélja, amelynek
vastagsaga aranyos az erd abszolut értékével. A paraméterek értéke: (a) a nyomas p =
= 1074, a polidiszperzitds d = 20%, (b) p = 107" és d = 20%, végiil (c) p = 1072 és
d = 5%. Mindharom képen jol lathat6 a térbeli struktira, amely azonban az egyes esetek-
ben vizudlisan jelentdsen kiilonbozd.  [S11]
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40. dbra: Az er6halézatok kiilonbozd skdldkon. A 39(a) dbra er6halézatat mutatjuk ismét, ezittal dgy,
hogy vastag vonallal rajzoljuk az f kiiszobnél nagyobb erdket jelold kotéseket. A kiiszob
értéke: (a) f =0.5f,, (b) f = fe, és (c) f = 1.5f., ahol f. a kritikus kiiszobértéket jeloli.
[S11]

hatdrozza meg, a mikroszkopikus részletek nem szdmitanak. A kritikus jelenségeket ezek
alapjan kevés szdmu diszkrét univerzalitasi osztilyba lehet sorolni a skaldzasi exponensek
értékei alapjan.

Az egyensiilyi kritikus jelenségek analégidja’ azt sejteti, hogy a szemcsés rendszeriink-
ben is skdlainvariancia taldlhaté f. kornyezetében, amely érték alatt egyetlen fiirt ativel az
egész rendszeren. Az igy kapott skaldzasi exponensek és skalafiiggvények a szemcsés er6ha-
16zatok térbeli strukturdjanak uj leirdsat adndk. Annak eldontésére, hogy a szemcsés rendszer
val6ban skélainvaridnsan viselkedik-e, és fellelhet6-e valamiféle univerzalitas, a P(s, f) el-
oszlas n-edik momentumét (m,) vizsgaltuk az f kiiszob és N rendszerméret (a kontaktusok
szdma) fiiggvényében. A rendszerméret szerinti skdldzdst néztiik, amely az egyensulyi kriti-
kus jelenségek esetében az

ma(f£.N) ~ N M, (IF = FIN'2) (59)

alakot oOlti, ahol az M,, skalafiiggvényt integraldson keresztiil kaphaté a p fiiggvénybdl, a
skédlazasi exponensek pedig ¢, = (n+1—17)/(t—1) és v = (7 —1)/20. Az aldbbiakban
az n = 2 esetet mutatjuk, mivel ez a legalacsonyabb divergens momentum, de magasabb
momentumok is ugyanilyen modon viselkednek.

P

Az el6z6 fejezetben emlitett molekuladinamika (més néven diszkrét elem mddszer) se-
gitségével prepardltam szemcsés konfiguraciokat két dimenzidban. A méret szerint polidisz-
perz® gomb alaki részecskék a legtobb esetben a Hertz (illetve sirlédés jelenlétében Hertz-
Mindlin) er6torvény szerint hatottak kolcson. A statikus, adott izotrépikus nyomads alatt 4116

//////

ndl irtak le, més kontextusban is felbukkannak. Taldlkozhatunk veliik hajtott, egyensilytdl tdvoli rend-
szerekben, ahol a viselkedést a dinamika hatdrozza meg [12], s6t tisztdn geometriai rendszerekben is
[11], amelyek formailag legkodzelebb dllnak az dltalunk vizsgalt esethez.

6 A részecskék méret szerinti polidiszperzitasara azért van sziikség, mert kiilonosen két dimenziéban az
egyforma gomb alaku részecskék — még rendezetlen kezddallapotbol indulva is — nyomds alatt tobbé-
kevésbé szabalyos kristalyracsba rendez6dnek, amint az a 39(c) dbran lathaté kis polidiszperzitas mel-

7z

lett. Polidiszperzitds hatdsara novekszik a rendezetlenség, igy két dimenzidban is eldallithatunk olyan

61



dc_832 14

MTA DOKTORI ERTEKEZES SOMFAI ELLAK

konfiguricidkat gyenge extra disszipacié hozzdadasdval dllitottam el6 dgy, hogy az id6fej-
16dést addig kovettem, amig az egyes részecskékre haté ered6 eré mar elhanyagolhaté volt
az atlagos kontakt erdkhoz képest. Elgszor tekintettiik az alacsony nyomds (p = 107%) és
nagy polidiszperzitds (20%) értékkel készitett surléddsmentes konfigurdciok sokasagit, ahol
az er6haldzat er6sen rendezetlen (ezt mutatja a 39(a) és a 40. dbra). Kiillonb6z6 rendszermé-
retek mellett nagy szamu f kiiszobértékre meghataroztuk az erdlanc fiirtoket, és kiszdmol-
tuk my(f,N)-et, ezek méretének masodik momentumat (ahol a legnagyobb fiirtét mindig
kihagytuk a statisztikabol, hogy kis f-re is reguldris fiiggvényt kapjunk). Amennyiben m;
(59) szerint skdlazodik, akkor az N~%my kifejezést [f — f.]N'/?V fiiggvényében dbrizolva
a kiilonboz6 N rendszermérethez tartozé gorbék egymdsra kell hogy essenek. A ¢, v és f,.
megfelel6 megvélasztidsdaval valoban j6 egyezést kaptunk, ahol ¢ =0.89+0.01ésv=1.6%
+0.1 volt, ami aldtdmasztja a skdlainvarianciat.

A prepardlasi paraméterektdl vald fiiggés vizsgalatiara a fenti proceddrat megismétel-
tik kiillonb6z6 nyomads értékekre, polidiszperzitds értékekre, stirddasi egyiitthatd értékekre,
és egy masik erdtorvényre. Nyomds novelésekor az egy részecskére juté kontaktusok szama
nd, az erdhalézat egyre homogénebbnek latszik [39(b) abra], az er6k eloszldsa egyre szlikebb
lesz. A nyomadst harom nagysdgrenden keresztiil véltoztatva mindezek ellenére az m(f,N)
gorbék legjobb egyezését ugyanigy a ¢ = 0.89 +0.01 és v = 1.6 £ 0.1 exponens értékek
mellett kaptuk, a nyomds értékétdl fiiggetleniil. A polidiszperzitds csokkentése, kiillondsen
két dimenzidban, a geometriai rendezettséget noveli (a konfiguracid kezd kristalyracsot al-
kotni, 39(c) dbra), viszont a skdldzasi exponenseket ez sem valtoztatja meg. A surlodas je-
lenléte lecsokkenti a részecskék koordindcids szamat (egy részecske kontaktusainak atlagos
szamat), de a skdldzasi exponenseket ez sem befolydsolta. Ebben az esetben az er6k nem me-
rolegesek a részecskék feliiletére, de a tangencidlis komponens tipikusan jéval kisebb f.-nél,
igy azok nem valtoztatjdk meg a fiirtok méretének skdlazasat. Végiil az er6torvényt val-
toztatva a nemlinedris Hertz torvényrdl linedris (féloldali harmonikus) er6torvényre, szintén
ugyanazokat az exponenseket kaptuk.

Azt lattuk tehat, hogy a skaldzasi exponensek fiiggetlenek a nyomadstdl, a polidiszperzi-
tastol, a surlédasi egyiitthat6tél, valamint az er6torvénytdl, ami az univerzalitds nyilvanval6
jele. Viszont ahogyan varni lehetett, az f. kritikus kiiszob értéke nem univerzalis, hanem
az 4tlagos er6k 1.3 és 1.6-szorosa kozott mozgott, a paraméterek fiiggvényében. Tovabba
a skélafiiggvény szélessége €s magassdga is fliggott a paraméterektdl: a nyomds novelésé-
re a szélessége csokken, a polidiszperzitds novelésére pedig a magassdga novekszik. A két
tengely linedris atskdlazasaval viszont az 0sszes esetben ugyanazt a fiiggvényt lehet kapni,
vagyis az egyensulyi folytonos féazisatalakuldsokhoz hasonldéan a skalafiiggvény alakja is
univerzdlis. Ezt mutatjuk a 41. dbran.

Miutdn van egy univerzalitdsi oszdlyunk, az egyensulyi kritikus jelenségeknél gyakran
alkalmazott stratégia szerint kereshetiink olyan egyszerli modelleket, amelyek az adott uni-

rendezetlen konfiguricidkat, amennyire tipikusan rendezetlenek a haromdimenziés konfiguracidk. Az
ebben a disszerticidban bemutatott munkdimban a részecskék sugara egyenletes eloszldsd, a megadott
polidiszperzitds érték az atlagtl valé maximalis eltérést jelenti. Az irodalomban gyakori még a bi-
diszperz méreteloszlds haszndlata, amelyben fele-fele ardnyban haszndlnak kis és nagy részecskéket,
amelyek sugardnak ardnya 1 : 1.4.
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— p=10", d=20%, © =0
— p=107, d=20%, u =0
p=10", d=20%, 1 =0
p=10", d=20%, 1 =0
p=107, d=10%, 1 =0
— p=107,d=5%, n =0
— p=107 d=20%, 1 =0.5

p=107, d=20%, u =1
harmonic, d=20%
Edwards

0 1 1 1 | 1 1 1 1 |

(FfIN"?

41. dbra: Az univerzdlis skdlafiiggvény : a fiirtok méretének m, négyzetes atlagit (a legnagyobb kiha-
gyésaval) BN~ 9m, szerint atskaldzzuk, és dbrazoljuk az A(f — f.)N'/? dtskaldzott kiiszob-
érték fiiggvényében. Az dbra 50 adatsor egybeesését mutatja, 10 kiillonb6zd paraméter érték
esetén, és mindegyiknél 5 kiilonb6z6 N rendszerméretre. A szinek a paraméter értékeket je-
16lik, a méretet pedig (kettes faktorokként ndvekedve) a O, O, A, X, + jelek mutatjak. Az
Osszes adatsorra az exponensek értéke ¢ =0.89+0.01 és v =1.610.1 volt, mig A, B és f,
véltozott a paraméterek fliggvényében (de azon beliill minden N rendszerméretre ugyanaz
volt). A feketével az Edwards sokasdgra kapott fiiggvényeket mutatjuk, ugyanezen ¢ és v
mellett (részletek a szovegben). [S11]

verzalitdsi osztdlyba tartoznak, viszont elég egyszerliek ahhoz, hogy akar analitikusan is
konnyebben hozzaférhetdek legyenek. A szemcsés anyagok korében erre egy megfeleld je-
161t az Edwards 4ltal javasolt sokasag [117], amely az el6torténet figyelmen kiviil hagydsaval,
a mikrokanonikus sokasdg anal6gidjara azonos valdszintiséget rendel minden mechanikailag
stabil konfigurdci6hoz. Ezt a megkozelitést sikeresen haszndltdk szemcsés anyagok lassu
aramldsdra [118], de a statikus konfigurdciokra eddig kevés kvantitativ eredmény 4llt rendel-
kezésre.

Az Edwards sokasdg egy konkrét realizdcidja a ,,szniker konfiguraci6’-nak elnevezett
elrendezés [119], amelyben monodiszperz surléddsmentes merev gombok hdromszdgracsot
alkotnak egy haromszog alaki tartomdnyba zdrva, és mindhdrom oldalon azonos nagysagu
nyomads hat rdjuk. Ilyen rendszerben az erdk egyensilya nem hatdrozza meg teljesen az egyes
kontaktusokon fellépd erdket. Természetes tehat Edwards megkozelitését haszndlni, vagyis a
részecskék kozotti taszitéerdk minden olyan elrendezését azonos valdszintséglinek tekinte-
ni, amelyekben a részecskék mechanikai egyensulyban vannak az adott kontaktus-geometria
és globalis hatarfeltételek mellett. Monte Carlo szimuléci6 segitségével generdltunk ilyen
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erhalézatokat szniiker konfiguracidkon’, majd vizsgéltuk a fiirtok méretének masodik mo-
mentumdt a rendszerméret fiiggvényében. Az adatsorok egyezése hiban beliil ugyazanon
skélazasi exponensek mellett kovetkezett be, mint a molekuladinamika szimuldcidokkal ké-
szitett rugalmas részecskék rendezetlen konfigurécidira, és a skalafiiggvény is ugyanannak
adddott, amint azt a 41. 4bran mutatjuk.

Eddig azt lattuk, hogy minden szemcsés konfigurdcié ugyanabba az univerzalitdsi osz-
talyba tartozik. Vannak viszont olyan egyszerdsitett szemcsés anyag modellek, amelyek ska-
lazasi exponesei ettdl eltérnek. Példaul a széles korben tanulmanyozott g-modell [120, 121,
122], amely az er6k egyensulyat csak a fiiggdleges komponesre koveteli meg, az skdlazasi
exponensekre ¢ = 0.69 £0.01 és v = 3.1 0.1 értékeket ad. Ilyen értelemben meglehetd-
sen figyelemremélté az Edwards sokasag és a molekuladinamika éltal generélt konfiguraciok
azonos viselkedése. Ez azt mutatja, hogy az exponensek és a skalafiiggvény szempontjabol a
részecskék elasztikussaga €s az er6torvény nem szdmitanak. Tovabba a részecskék elhelyez-
kedésének geometriai rendezetlensége sincs hatdssal az univerzalitdsra. Azt varjuk, hogy a
rendszer globdlis szimmetridi (valamint dimenzionalitdsa) szdmit egyediil az univerzalitdsi
osztaly szempontjabodl: vagyis hogy a részecskéken vektori erdegyensuly all fenn. Varakozds
szerint harom dimenzidban a skdldzdsi exponensek és a skdlafiiggvény szintén univerzalis
lesz, de értékiik eltér a két dimenziéban megfigyeltektsl. Erdekes médon a globalis nyomés
szimmetridja kevésbé lényeges: nyirds alatt 4116 konfigurdcidk is ugyanabban az univerzali-
tas osztdlyban vannak, mint izotrép nyomads esetén, csak a makroszkopikus fesziiltségtenzor
sajatvektorainak irdnydban kiilonbdzd hosszisdgskalak tapasztalhatdak [123].

Ebben a fejezetben figyelemremélté hasonldsdgot taldltunk a statikus szemcsés er6ha-
16zatok €s az egyensulyi kritikus jelenségek kozott. A megfigyelt skdlainvariancia minden
szempontbdl a kritikus jelenségek tulajdonsdgait mutatja, igy a mechanikai egyensilyban
lev6 erShdlézatokra egy dj univerzalitdsi osztalyt definidl. Ez az univerzalitdsi osztily egy-
értelmien kiilonbozik a perkolaciétol, ahol formailag ugyanezt az analizist lehet elvégezni.
Ez arra utal, hogy a kontakt er6k kozott hosszutavu korrelacié all fenn, ami az erdlancok

struktirdit jellemzi.

12. KRITIKUS VISELKEDES A TORLODASI ATMENET KO-
ZELEBEN

Ebben a fejezetben stirl6dé szemcsés anyagok kritikus viselkedését vizsgaljuk a torl6dési
atmenet kornyezetében. Megmutatjuk, tobbek kozott a rezgési spektrum anomalis tulajdon-
sagainak vizsgalataval, hogy a kritikus viselkedés nulla és végteleniil nagy surlodési egyiitt-
hat6 esetén figyelheté6 meg. Az itt bemutatott eredményeket a T7 tézispont foglalja 6ssze,
amely az [S12] publikdcidomban leirt numerikus szimulaciéimon alapul.

Az 59. oldalon méar emlitett torl6dasi dtmenet (ami végeredményben a részecskék éles
hataranak kovetkezménye) elméleti és numerikus vizsgdlata nagy figyelmet kapott a szem-
csés anyagok (pontosabban a surléddsmentes rugalmas gombok) kontextusaban [111, 112].

7 A Monte Carlo szimuldcidkat tarsszerzéim végezték.
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Ezeknek a rendszereknek az az egyik legfontosabb eldnye, hogy rajtuk keresztiil konnyen
hozzéaférhet$ a torl6ddsi &tmenet tanulmanyozdasa, amely akkor kovetkezik be, amikor a nyo-
massal zérushoz tartunk (vagy a geometria irdnyabol nézve a részecskék deformacidja elti-
nik). Ezen a ponton nagy rendszerekre a surléddsmentes részecskék z koordinacids szama,
vagyis egy részecske kontaktusainak atlagos szdma, egyenld (e fejezet jelolésével®) a z?zo
izosztatikus értékkel (az izosztatikussdgra azonnal visszatériink), a q)t%rl térkitoltés pedig a
véletlen siirli pakolds (random close packing) értéket veszi fel [111, 124]. Tovabba véges
nyomds alatt, tehit az &tmenetnél nagyobb térkitoltés esetén (tovabbra is a surléddsmentes
esetben) a Az = z(p) — z?zo koordinéciésszam-tobblet és a AQ = ¢ — ¢t(()>r1 térkitoltés-tobblet
hatvanyfiiggvény kapcsolatban all egymadssal, igy a p, Az és A¢ paraméterek koziil barme-
lyik elegendd a torlédéasi atmenettdl vald tavolsag jellemzésére.

Azokat a tomegpontokbdl és azokot Osszekotd kotésekbdl all6 mechanikai rendszere-
ket nevezziik izosztatikusnak, amelyek pontosan annyi kotést tartalmaznak, hogy a rendszer
még éppen makroszkopikusan szilard lehessen. Igy ha olyan részecskerendszerekben, ahol a
kotések haldzata izosztatikus, elvagunk kotéseket, olyan (gyakran kiterjedt) rezgési sajatmo-
dusok keletkeznek, amelyek sajdtfrekvencidja zérus (floppy modes) [125]. Ahogyan a szem-
csés anyag izosztatikus dllapotat a p — 0 limeszben megkozelitjiik, a rezgési sajatallapotok
allapotstirtisége az alacsony frekvencidk tartomdnydban ersen megnd: surléddsmentes ru-
galmas gombokre megmutattdk, hogy az allapotstiriség egy w* karakterisztikus frekvencia
felett gyakorlatilag konstans, és csak alatta tapasztalhaté a kontinuum anyagokra vart ? !
frekvenciafiiggés [111, 126], tovdbbd kis nyomdsokra @* ~ Az [127, 128]. Ez a karakte-
risztikus frekvencia a hangsebesség segitségével hosszisig skalava konvertdlhatd, amelynél
kisebb skdldkon az anyag viselkedése eltér a tipikus tombi szildrd anyagokétdl [129]. A
surléddsmentes szemcsés anyagok viselkedése a torl6dasi dtmenet kozelében igy a kritikus
fazisatalakuldsok tobb jegyét is viseli.

Ebben a fejezetben azt vizsgéljuk, hogy siirlodo szemcsés anyagok is mutatnak-e ha-
sonl¢ kritikus viselkedést a torl6ddsi atmenet kornyezetében. A Coulomb stirlddési torvény
szerint ha két részecskét F;, normdlis erd nyomja 6ssze, akkor a kontaktus barmekkora olyan
F; tangencidlis er6t fenn tud tartani, amelyre F; < uF,, ahol u a surlédasi (vagy Coulomb)
egyliitthat6. Tipikus szemcsés konfigurdciokban gyakorlatilag elhanyagolhaté azon kontaktu-
sok ardnya, amelyekben a tangencidlis (surléddsi) komponens az F; = uF; Coulomb kiiszob
értéken lenne [130, 131] (bér az is igaz, hogy nagyon Gvatosan prepardlt konfiguracidkban
ez az arany jelentds lehet [132]). A sirl6dé szemcesés konfigurdcidk 1ényeges tulajdonsaga,
hogy a p — 0 limeszben a térkitoltés értéke egy sz€les tartomanyban mozoghat, ugyanigy a
Ztorl (1) koordindciés szam sem egyértelmd, tipikusan nagyobb, mint a zﬁo =d+ 1 izosztati-
kus érték [131, 133]. Kézenfekvd igy a kérdés, hogy stirl6d6 rendszerek valdban kritikusan
viselkednek-e a p — 0 limeszben (példaul @* zérushoz tart-e). Tovdbba hasznos lenne tobbet
tudni p, 4, ®*, a z(U, p) — Zor (1) koordindcidsszam-tobblet, és a térkitoltés-tobblet kozotti
Osszefiiggésekrol.

Az alédbbiakban latni fogjuk, hogy a surl6do szemcsés anyagok torlédasi dtmenetére ugy

8 Ebben a fejezetben a 0 illetve u felsS indexszel jeldljiik a strlédasmentes illetve strlédas jelenléte mel-
lett definidlt mennyiségeket. Az alsé index pedig a torlédédsi dtmenetre (torl) vagy pedig az izosztatikus
értékre (izo) utal.
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érdemes gondolni, hogy az két tényez6bdl tevédik Ossze. Az els6 1épés a z koordinacids
szam kivélasztodasa rogzitett u és adott preparacids protokoll esetére ; ezt eddig mar sokan
tanulmanyoztdk [131, 133, 134, 135]. A mdasodik 1épés, amivel most foglalkozni fogunk,
az a kritikus jelenségek kapcsolata a koordindcids szammal; kiilonos tekintettel arra, hogy
az infinitezimadlis rezgések allapotsiirliségének @* kritikus frekvencidja, amint l14tni fogjuk,
linedrisan fiigg az izosztatikus koordinaciés szamtdl valé

Az:=z(,p) — 2, (60)

tavolsagtol. Nagyon 1ényeges, hogy surlédés jelenlétében a koordindcids szam torlddasi 4t-
menetnél felvett z}_ , értéke dltaldban kiilonbozik a z,,  izosztatikus értéktsl. Igy példdul kis
u értékek esetén a koordinicids szdm a p — 0 limeszben joval az izosztatikus érték felett
szaturalodik, ennek kovetkeztében @™ is véges marad, és a rendszer nem keriil a kritikussag
kozelébe. A u értékének novelésével viszont Zté)rl az izosztatikus zﬁo értékhez tart, igy nagy
surlodasi egyiitthatok esetén @™ egy egyre nagyobb tavolsdgskaldra mutat bizonyitékot a tor-
16dasi atmenet kozelében. Az @* zérushoz tartdsa mogott az izosztatikus ponton megjelend
nulla sajatfrekencidja dllapotok allnak. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a strléddsmen-
tes esethez hasonléan ™, valamint a nyirdsi és kompressziés rugalmassagi modulusok G/K
hanyadosa is Az-vel skdlazodik. Roviden tigy foglalhatjuk 0ssze ezt, hogy az izosztatikus 4l-
lapottdl valo tavolsdg (amit Az egyértelmiien jellemez) hatdrozza meg mind a surl6d6, mind
a surlédasmentes szemcsés konfiguraciok skdldzasi tulajdonségait, tehdt egy egységes képet
kapunk a gyengén 6sszenyomhat6 részecskék torléddsi dtmenetérol.

A sajat eredmények ismertetése elott felidézziik, hogy mit lehet tudni a gomb alakd ré-
szecskék koordindcios szamarol d dimenzidban a p — 0 limeszben [124]. Mivel a p =0
hataresetben a részecskék nem deformélédnak, a gdmbok kézépponjanak dN koordinatdjara
(ahol N a részecskék szama) a kontaktusok zN /2 kényszert adnak, ami akkor nem tilhatdro-
zott, ha 7 < 2d. Surléddsmentes esetben a zN /2 szamu normalis irdnyu kontakt er értékre a
minden részecskére fenndllé6 mechanikai egyensily dN egyenletet eredményez, igy megol-
dast akkor taldlunk, ha z > 2d. A két egyenl6tlenséget osszetéve a p — 0 limeszben z — 2d
(ami ezek alapjin az izosztatikus érték : z?zo = 2d), tehat a torlodasi atmenetben a surlodas-
mentes gombok izosztatikusak. Sdrlddas esetén viszont zdN /2 kontakt er komponensre a
mechanikai egyensily dN erd- és d(d — 1)N /2 forgatonyomaték egyenletet ad, vagyis z >
> d + 1; tehat az izosztatikus érték itt zﬁo =d+ 1. Ez&rt surl6d6 gobmbok a torlddasi at-
menetben nem feltétleniil izosztatikusak, hanem a koordinéciés szamuk a 7+ = d + 1 és 2d

kozott barmekkora értéket felvehet. Bar azt nem értjiik teljesen, hogy sﬁrlédg?észecskék ese-
tén mi valasztja ki a koordindcids szdmot a torlédasi dtmenetben, numerikus mérések szerint
Ztorl (1) csOkkend fiiggvénye u-nek, ami (két dimenziéban) 4-et vesz fel kis u értékekre, és
3-ig csOkken nagy p-kre [131, 133, 134]; ezt a 42. dbrdn is latni fogjuk.

A numerikus mérésekhez kétdimenzids (2D), egyenként 1000 részecskébdl allé konfi-
gurédcidkat hasznaltam. Az enyhén polidiszperz részecskék 3D Hertz-Mindlin erStorvény
szerint hatottak kolcson egymadssal egy négyzet alaki dobozban, periodikus hatarfeltéte-
lek mellett. A részecskék Young modulusat vélasztottam a nyomds egységének (E* = 1),
a Poisson-tényez6t pedig nulldra allitottam. A hosszisdgegység az dtlagos részecskedtmérd

lesz, a tomeg egységét pedig az hatdrozza meg, hogy a részecskék stirlisége egységnyi; az
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id6egység pedig a részecskéken beliili, egységnyinek vett hangsebességbdl adédik. A stati-
kus szemcsés konfiguraciok ugy késziiltek, hogy egy hig kiindul6 rendszerben egy mester-
séges, a sebességhez csatolt csillapitds mellett nagyon lassan ndveltem a részecskék sugardt,
amig a kivdnatos nyomds be nem &llt. Minden (u, p) paraméter-par értékre 20 konfigurdci-
6bdl all6 sokasdgot készitettem ; néhany esetben ezt 100-ra ndvelve nem javult jelentGsen a
mért mennyiségek pontossiga.

Miutdn egy szemcsés konfigurcié elkésziilt, a csillapitds kikapcsoldsa utdn a a dina-
mikai matrixot a mozgasegyenletek mechanikai egyensuly koriili linearizacidival kapjuk a
részecskék transzlacids és roticids szabadsagfokait is figyelembe véve, mely segitségével
a kis amplitidéju mozgést irhatjuk le. (Ezt részletesebben a kovetkezd fejezetben fejtjiik
ki.) Lényeges észrevétel a strlédas szerepével kapcsolatban, hogy amennyiben azon kon-
taktusok ardnya elhanyagolhatd, amelyekben F; = uF, egzaktul teljesiil, akkor az F; < uF;,
Coulomb kritérium csak a preparacios szakaszban jatszik szerepet. Ezen a ponton feltessziik,
hogy ez igaz, és a fejezet végén roviden visszatériink erre a részletre. A feltevés szerint az
infinitezimalisan kicsi rezgések sordn a Coulomb kritérium automatikusan teljesiil, és a to-
vabbi analizis sordn y nem kap semmi szerepet. Tovabba az F; surlodasi erd ilyen valtozasai
nem disszipativak, tehat a dinamikai matrix sajatmédusai csillapitatlanok. fgy a u sirléddsi
egylitthat f6 szerepe a koordindcids szdm bedllitdsa lesz.

Ezen a ponton készen édllunk a rezgési (vibrdcios és rotacids) allapotok stirliségének
kiszdmolasira. Mivel a Hertz kontaktusok esetén az effektiv rugédllandok az n atfedéstdl
dF,/dn ~ n'/? ~ p'/3 szerint fiiggenek, minden sajitfrekvencidnak lesz egy trividlis p'/®
fliggése. Abbdl a célbdl, hogy eredményeinket konnyen Osszevethessiik az (53) (sdrlodés-
mentes) féloldali Hooke-er6torvény esetén kapott eredményekkel [111, 127, 130], a tovab-
biakban a frekvencidkbdl ezt a trividlis p-fiiggést kiskalazzuk :

@ = (Deredeti/pl/6 . (61)

ElGrevetitve a koordinaciés szam kulcsszerepét, elGszor a z(i, p) mennyiséget vizsgal-
juk. A 42. dbra megerdsiti a korabbi eredményeket [131, 133, 134], amelyek szerint zyo (1) ==
z(i, p — 0) értéke 4-r6l 3-ra csokken ahogy p-t noveljiik. Tovabba latjuk, hogy a z(u, p) —
— Ziort (1) koordinécids szam tobblet pl/3 szerint fligg a nyomdstdl az Gsszes vizsgdlt u
értékre.

A 43. dbran a rezgési allapotok stirtiségét mutatjuk kiillonbozé p értékekre. Surldédas-
mentes esetben [43(a) dbra] a kordbbi megfigyelésekkel [111, 127, 130] 6sszhangban azt ta-
pasztaljuk, hogy a nyomds csokkentése (tehat a torl6dasi &tmenethez val6 kozelités) sordn az
0

allapotstirtiségben egy plato fejlodik ki a kis frekvencidk irdnyédba. Ebben az esetben z — z;,, ,
0

a platé kis frekvencidji végét jelzd w* pedig Az = z — z;, | szerint skdldzédik [127, 128, 129].
Viszont amint az a 43(b-c) dbrdk mutatjdk, a tangencidlis surlédasi er6k bekapcsoldsaval az
allapotstirtiség alacsony frekvencidkon tapasztalt novekedése nagyrészt eltlinik, ugyanis a
surléddsmentes zérus sajatfrekvencidji modusok megsemmisiilnek. Ezt az éllitast legjobban
a 43(b) abra illusztralja: itt a konfiguraciok sirléddsmentesen késziiltek, a strlédast csak az
allapotsiirtiség kiszamitasakor kapcsoltam be. Ez az elhanyagolhatdan kicsi, de nem nulla

7

surlédasnak felel meg, amire az dllapotstiriség messze nem kritikus. A sirl6dési egyiitthatd
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42. dbra: A z atlagos koordinacids szdm nyomasfiiggése hat kiilonb6z6 p értékre. Minden esetben
azt latjuk, hogy z(1, p) — zion (1) ~ p'/3.  [S12]

@ ek (b)

allapotsiiriiség
)
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® ®
e |(c) d o
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Z rd
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g
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43. dbra: A rezgési allapotok siirlisége a (61) dtskalazott frekvencia fiiggvényében. A négy panel
kiilonboz6 strlodasi egyiitthatok esetét abrazolja, mindegyik esetben a p nyomas megkoze-
litsleg a kovetkezd értékeket veszi fel: 5 x 1076, 5x 107>, 5x 1074, 4 x 1073, 65 3 x 1072,
Csokkend p esetére az allapotsiirtiség egyre meredekebben emelkedd fiiggvénye az o frek-
vencidknak kis @-ra. A meredek emelkedést és az azt kovetd platot elvdlaszté @* frekvencia
[amit a (d) dbran jeloltiink] csokken ahogy p-vel nulldhoz tartunk. A u = 0™ konfiguracié
ugy késziilt, hogy a prepardcids fazisban teljesen kikapcsoltam a sirléddst, majd az élla-
potstirtiség kiszdmoldsanal (ahol, ahogy a szovegben jeleztiik, u konkrét értéke mar nem
jatszik szerepet), visszakapcsoltam a strlédést, igy a forgési szabadsdgfokokat is. [S12]

novelésével a platd szélesedni kezd, jelezve hogy a rendszer a kritikussag felé tart [43(d)
abra].

A fenti képet kvantitativvd tudjuk tenni, ha elvégziink egy skéldzdsi analizist az alla-
potstrliség alacsony frekvencidju tartomdnydra. A hisztogrammok dobozméreteibdl ad6do

68



dc_832 14

MTA DOKTORI ERTEKEZES SOMFAI ELLAK

problémak elkeriilésére az integralt dllapotsirtiséget haszndljuk, I(®) = [’ Ds(®')d@', ahol
Ds(w) az éllapotsiirliség. Az @* kritikus frekvenciat tgy éllapitjuk meg, hogy megkovetel-
jiik, hogy az (0*)~'I(®w/w*) atskaldzott integralt dllapotstirtiségek egybeessenek (fiiggetlen
legyen p-t6l). Az egybeesés természetesen sohasem tokéletes, hiszen ahogyan a 43. dbran
lathatd, az éllapotstirtiség fiiggvények alakja nem azonos. Ezért az @jfeqss ‘= 0/ " para-
métert valtoztatva kivalaszthatjuk, hogy hol keressiik a fiiggvények éatfedését. A 44(a) dbra
az igy kapott @* értékeket mutatja Wseqes fliggvényében. Az atmeneti tartomanyra (1 <
< W4tfedés < 3) korlatozva meghatarozzuk @™ tipikus értékét, valamint ennek hibdjat. Amint
azt a 44(b) abra mutatja, az igy kapott w*-gal atskalazott allapotsiirliség gorbék meggyz6

modon egybeesnek az dtmeneti tartomdnyban.

(a) (b)
1.0 i

%

®

0.1¢

atfedés

44. abra: Az o* kritikus frekvencia meghatarozasa. (a) @* az Weqss fliggvényében p = 10 esetére.
Az 1 < W4fedss < 3 tartomanyban (ami az allapotsiiriség dtmeneti tartomanya a meredeken
emelkedd szakasz és a platé kozott) ™ gyengén fiigg Wyreqes-tOl, ezen szakasz atlaga adja
o* késGbbiekben hasznalt értékét. (b) Az atskalazott allapotsiiriség gorbék egybeesése
i = 10 esetére. 20 gorbét mutatunk, ahol p értéke 9 x 1077 és 3 x 1072 kozott valtozik.

[S12]

Ezen fejezet elsd 1ényeges eredményét a 45. abra mutatja: az @™ kritikus frekvencia nem
skalazodik egyszeri médon a p nyomas fiiggvényében [45(a) dbra], viszont egy gorbére esik
minden u és p értékre, ha a Az := 7z — zﬁo fiiggvényeben 4brazoljuk [45(c) dbra]. Tovabba
W™ ~ Az; amit kozvetleniil lathatunk a 45(c) dbran, de erre utal a 45(a) és (b) dbra 6sszeveté-
se is. Ez azt jelenti, hogy Az < 1 esetén a szemcsés konfigurdcidoknak nagyon sok alacsony
energidju rezgési sajatmodusa van, ami nagyban megemeli az dllapotsiirtiséget (1étrehozza
annak platjat). A domindns mennyis€ég, amely meghatdrozza surl6d6 szemcsés anyagok
viselkedését, a 7 = zﬁo = d + 1 surlddasi , kritikus pont”-tdl vald tavolsdg. Ez a tdvolsdg
legkézenfekvébben a Az mennyiséggel jellemezhetd; ilyen alapon nézve w* skdldzdsa meg-

egyezik a surléddsmentes esettel [45(d) és (e) abrak].

A kovetkezbkben a rugalmassdagi modulusok viselkedését vizsgaljuk. Izosztatikus rend-
szerben a koordindcios szam eléri azt a minimumot, ami mellett még stabil marad a rend-
szer; a kontaktusok tovabbi csokkenése nulla energidji deformaciés médusok megjelenését
okozza [125]. Sulédasmentes szemcsés anyagokra kis Az esetén az alacsony energids rezgési

allapotok szdmdénak jelentds novekedése (a platé megjelenése az dllapotsiiriségben) szoros
Osszefiiggésbe hozhat6 ezen nulla energidju deformaciés médusokkal [128, 129, E7]. Surlé-

69



dc_832 14

MTA DOKTORI ERTEKEZES SOMFAI ELLAK
7(‘3) %%% I
1.00 %%%Q@/ 1.00
(0* *M(*%%*Qoo AAQEE/X/ (J)* 7
(XY AAADEX/ r
o A oy
RI=1 . 0.10
0.10 Faaat® ofx v p=0" 4 T
DDDX >~ * “fgé L
oo X o M=U. [
A N e R YO
4 x u=10
(b) T D
+++++++++;;;%%%%QQ§/ w
1.0 o xXEEESOTAGOR
¥ 500000° WB2ORX T 0.10+
ABBZORX
Z-3 AAAAAADDEEX/
eV
0.1 *DS)D(S/X;(X: 1
o 001> 1 ‘
10° 10° 10* 10° 10% 10" 10° 10* 107 0.1 1.0
p P z-4

45. abra: (a) 0* fiiggése a nyomastodl kiillonbozs u értékekre. A hiba nagysiga azonos vagy kisebb
a szimbolumok méreténél. (b) Az izosztatikussdgtdl mért tdvolsdg ugyanezen paraméter-
értékekre. (c) w* linedrisan filigg az izosztatikussagtol mért tavolsagtol sarlédd szemcsés
anyagokra. Kiilonbozd strlddasi egyiitthatokra a gorbék egybeesnek. (d) és (e) Strlodas-
mentes esetben ®* skaldzodik p és z — 2d fiiggvényében is. A szaggatott vonalak hatvany-
fliggvényt jelolnek a feltiintetett exponenssel.  [S12]

dasmentes esetben ezek azt is okozzdk, hogy a G nyirdsi modulus sokkal kisebb lesz, mint a
K térfogati rugalmassagi modulus; valéjaban G/K ~ Az [111, 136, E7, E20].

A fejezet méasodik f6 eredménye az, hogy a numerikus szimuldcidk alapjan azt taldltuk,
hogy stirlod6 rendszerekben a deformaciés modulusok G/K hanyadosa csak Az-t8l fiigg (és
nem fiigg példaul p-tdl), valamint kis Az esetén Az-vel skdldzédik. A deforméciés modu-
lusok kiszdmoldsdhoz a dinamikai matrikbdl indultunk ki: kiszdmoltuk a globdlis fesziilt-
ségtenzort linedris rendben a megfeleld deformdciora adott valaszként, majd ebbdl kaptuk
a térfogati és nyirdsi modulust [E7]. A Hertz er6torvénybdl adéddan ezek egy trividlis pl/3
nyomdsfiiggést is tartalmaznak ; ezt érdemes kiskaldzni a modulusok viselkedésének vizsga-
latakor. Az eredményeket a 46. 4bran mutatjuk. Amint az varhat6 volt, a (pl/ 3_nal 4tskal4-
zott) térfogati modulus gyakorlatilag konstans. Viszont a G nyirdsi modulus sokkal kisebb
K-ndl, ha p kicsi és u nagy. Ha a G/K héanyadost a Az fiiggvényében vizsgéljuk, (kis Az-re)
Az szerint skdldzédik, amint azt a [136] referencidban josoltdk. Vagyis deformalhat6 gom-
bokre * és G/K is Az-vel skdlazédik, fiiggetleniil att6l, hogy van-e sdirl6déds vagy nincs.

Az allapotsiirtiség hirtelen valtozdsa a u zérus folé emelésekor arra utal, hogy a u — 0
limesz szingularis. Egyrészt a dinamikai maétrix jelent8sen valtozik ebben a hatédresetben,
ugyanis a gobmbok forgdsi szabadsagfokai, amelyek irrelevanssak yu = O-ra, egybdl bekap-
csolédnak amint u # 0. Masrészt az tapasztalhatd, hogy minél lassabban kozelitjiik a konfi-
gurdcidkat az egyensulyhoz a preparicios szakaszban, annél nagyobb lesz a teljesen mobili-
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46. abra: A K térfogati rugalmassagi modulus és a G nyirasi modulus fiiggése p-t6l és p-t6l. Amint
azt az @* dbrazolasandl is tettiik, a trividlis p'/3 fiiggéssel leosztottunk. (a) Az étskaldzott
K térfogati modulus (folytonos gorbék) konstanshoz tartanak kis p-re, mig a nyirasi mo-
dulusok (jelmagyardzat azonos a 45. dbraéval) erGsen fiigg p-tol és u-t6lis. (b) A G/K
hanyados az izosztatikus koordinaciés szam feletti Az koordindcidszam-tobblettel skalazo-
dik kis Az-re.  [S12]

zalt surl6do6 kontaktusok ardnya (tehat ahol F; = uF,), és kiilondsen kis u esetén ez egészen
jelent6s lehet [132]. Varhatoan ezek a kontaktusok megestisznak mar infinitemizmalis amp-
lidudoju rezgés esetén is, ami kezdetben egy er6sen nemlinedris vdlaszt jelent; ezutdn mar
nem lesz teljesen mobilizalt kontaktus, igy a szdmoldsunk érvényes marad. Az is igaz, hogy
a statikus és dinamikai strlédési egyiitthat6 legkisebb kiilonbsége is elnyomja a teljesen
mobilizalt kontaktusok hatdsat. Tovabba nagyobb strlddasi egyiitthat6 esetén (hozzavetdle-
gesen ha u 2 0.7) a teljesen mobilizélt kontaktusok szdma amigy is nagyon kicsi. Hozza
kell tenni azonban, hogy az éppen megcsuszé kontaktusokkal kapcsolatban nagyon koriil-
tekintGen lehet csak 4llitdsokat megfogalmazni, ugyanis példaul a numerikus gyakorlatban
kozel kizarélagosan hasznalt Hertz-Mindlin erStorvény (én is ezt hasznaltam az itt bemuta-
tott munkaban, €s [132] is ezt haszndlta) ezen a ponton jelentSsen eltér surl6d6 kontaktusok
tényleges viselkedésétol.

Utolsé megjegyzésiink az alacsony frekvencids médusok természetérdl szol. A G/K ska-
14z6dasérol szolé eredményiink arra enged kovetkeztetni, hogy a strl6dé gombokbdl allé
rendszereket a nyirds jellegii (térfogat-megdrz6) deforméciok domindljak, csakigy mint a
strléddsmentes rendszereket. Ugy tiinik, a részecskék forgdsa és elmozduldsa tgy csato-
16dik, hogy lehet6vé tegye nagy skdldji kozel nulla frekvencidji sajaitmédusok 1étrejottét
izosztatikus surl6dé rendszerekben. Numerikusan vizsgélva, az alacsony frekvencidju sajat-
modusok valéban nagy foku hasonlésdgot mutatnak a sturléddasmentes €s a sturl6dé rendsze-
rekben (ha ezeket levetitjilk a transzlaciés szabadsdgfokok terére). Az tovédbbra is nyitott
kérdés, hogy eredményeink hogyan éltanosithatéak nem gombszer( részecskék esetére, ahol
a rotacids szabadsagfokok (esetleg csak részben, a részecskék szimmetridjanak fliggvényé-
ben) mar strléddsmentes esetben is megjelennek.

Osszefoglalasként megdllapithatjuk, hogy numerikus szimul4ciéim szerint stirl6dé gom-
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bokbdl allé szemcsés anyagok részben a surléddsmentes esettel azonosan viselkednek: a
konfigurdcidk kritikussad valnak és skaldzdsi tulajdonsagok jelennek meg, amikor a koordi-
nicids szam megkozeliti az izosztatikus értéket. Viszont van egy fontos kiilonbség a surlo-
dasmentes esethez képest: amig surldéddsmentes esetben az izosztatikus dllapot automatiku-
san bekovetkezik a kemény részecske — alacsony nyomads limeszben, strlédés jelenlétében
ez nem garantdlt: p és z nincs egyértelmi fiiggvény-kapcsolatban egymadssal, és csak nagy
surlodasi egyiitthatd esetén kozeliti meg z az izosztatikus értéket kis nyomdsokndl. A gya-
korlatban az izosztatikus pont lényeges szerepet jatszik, ugyanis a legtobb anyag surlédasi
egylitthat6ja az 1 nagysdgrendjébe esik, és amint a 45. és 46. dbran latszik, ekkor a skalazas
mar jelentds tartomdanyra érvényes.

13. RUGALMAS HULLAMOK TERJEDESE

Ebben a fejezetben akusztikus hulldmok terjedését vizsgéljuk szemcsés anyagokban. Meg-
mutatjuk, hogy egy impulzus gerjesztés hatdsara kialakulé hulldmfrontja nem érzékeny a
konfiguricidk részecske-szintii részleteire. A rendezetlen rendszer hullimfrontjainak tulaj-
donsdgait Osszehasonlitjuk azonos gdbmbokbdl 4116 lancban terjedd hullimokéval, valamint
kisérleti eredményekkel. Az ebben a fejezetben bemutatott eredmények adjak a T8 tézis-
pontot, amely az [S13] publikdciémban leirt numerikus eredményeimen alapul; az [E19]
konferenciakiadvany is err6l a témardl szol.

A szemcsés anyagok tulajdonsdgait alapvetden befolyasoljdk a fluktuacidk, ennek egy
markans megjelenése a kvazisztatikus szemesés konfiguraciokban a részecskék kozotti kon-
takt er6k inhomogenitdsa. A 11. fejezetben mar emlitett erldncok is ennek megnyilvanula-
sai, amelyek két dimenzidban kisérletileg fotoelasztikus korongok segitségével jol lathatéak
[137], mégsincs kialakult pontos definicidjuk. Itt megjegyezziik, hogy az er6halézatok ska-
lainvariancidjanak ismeretében nem is varhato, hogy ezeknek lenne valamilyen karakterisz-
tikus mérete, és ezen fejezet eredményei is ebbe az irdnyba mutatnak. Fontos kérdés, hogy
a fluktudcidok miatt tekinthet6-e a szemcsés anyag nagy skdlan jol viselkedé kontinuumnak
[138].

Ez a problémakor jol megkozelithetd az akusztikus hulldmok terjedésének vizsgdlataval,
aminek kiilon elénye, hogy a kisérleti oldalon nem destruktiv vizsgdlati lehetdséget jelent
draga haromdimenzids képalkotési berendezések (példaul Rontgen CT vagy MRI) hasznala-
ta nélkiil. Erdekes médon még az olyan alapvetd kérdések, mint a szemcsés anyagban a hang-
sebesség nyomasfiiggésének skdldzasa, sem egyszertien megvalaszolhatéak [108, 138, 139].
Tovéabba naivan azt lehetne gondolni, hogy mivel rugalmas gémbok 1D ldncédban a Hertz
er6torvény nemlinearitdsa miatt nagyobb 0sszenyomds esetén nagyobb az akusztikus hullé-
mok csoportsebessége [140], esetleg a rendezetlen szemcsés konfiguracidkban a hulldmok
az er6lancokban terjednek legel6szor, ami segitségével igy informéciét lehetne nyerni az
er6lancokrol.

Ebben a fejezetben meg fogjuk mutatni, legnagyobbrészt 2D (valamint kis részben 3D)
numerikus szimuldciéim alapjan, hogy a hanghulldimok nem f6leg az er6lancokban terjed-
nek: a hulldimfront, amelyet a szemcsés konfiguréacié egyik oldaldn impulzus szerlien gene-
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ralunk, legjobban egy durva frontként irhaté le. Ilyen tipusu kisérletekhez [141] hasonléan
a transzmittalt akusztikus jelet egy kezdeti koherens részre és egy azt kovetd véletlensze-
rd részre lehet osztani. Azt tapasztaltuk, hogy a koherens hullim gyakorlatilag lineédrisan
halad id6ben, ami egy repiilésiidé- (time-of-flight) hangsebességet definidl. Erdekes médon
az igy kapott hangsebesség jelentGsen (akar 40%-kal) nagyobb, mint ami a konfiguraciok
effektiv rugalmassagi modulusabol adédna. Megmértiik a hangsebesség nyomasfiiggését: a
nyomadstdl fiiggetlen kontaktushdldzatra és a nyomdssal ardnyos Hertz kontakt er6kre vart
pl/ 6 fiiggést tapasztaltuk a repiilésiidé-hangsebesség esetén, mig az effektiv rugalmassa-
gi modulusokbdl szamolt hangsebességre ez nem ilyen egyértelmd. Vizsgaltuk a szemcsés
anyagokban terjedd hulldimok olyan kevéssé ismert tulajdonsdgait is, mint a diszperzio €s a
csillapodds. Végiil a kapott eredményeket Osszevetettiik kisérletekkel, valamint olyan modell
rendszerekkel, mint az azonos gombokbdl all6 1D lanc (amely jelentSs részben analitikusan
is kezelhetd), valamint ennek 2D kiterjesztése.

Az el6zmények kapcsdn harom kisérletet szeretnék kiemelni. Az elsben [142, 143, 144]
egy nyilt 3D rendszerben (akusztikusan izolalt dobozt 15-30 részecske mélyen tiveggolyok-
kal feltoltve) vizsgaltdk a hang terjedését; a hangforrds egy fiiggdleges nagyobb kiterjedési
lemez, a detektor pedig a részecskékkel 6sszemérhetd nagysdgi gyorsuldsdetektor volt. Ha-
rom hangsebességet definidltak: (1) egy rovid impulzus érkezési idejébdl €s a forras-detektor
tdvolsdgbdl szamolt repiilésiids-sebességet: Crepiyl = L/ Tiepil = 280+ 30m/s, (2) egy rovid
impulzusra kapott jel” maximuma érkezési idejének forras-detektor tavolsagfiiggésébsl sza-
molt sebességet: cmax jel = dL/dTmax jet = 110 £ 15m/s, valamint (3) harmonikus gerjesztés
esetén a fazis frekvenciafiiggésébdl szamolt csoportsebességet: cesoport = 2TLAV /d P = 60+
+ 10m/s. Ezekbdl az inkompatibilis értékekbdl arra kovetkeztettek, hogy a szemcsés anyag
nem tekinthetd kontinuumnak az akusztikus hullimok terjedése szempontjabol.

A masodik kisérletben [141] nyomas alatt levo rendszerben vizsgaltak ultrahang terjedé-
sét, itt a nyomads (az el6zdvel ellentétben) jol definidlt volt. Egy tiveggolyodkkal toltott, 15-30
részecske-atmérd hosszisagu hengerben mérték a tengellyel parhuzamos irdnyban egy rovid
impulzusra adott valaszt a forrdssal ellentétes oldalon. Azt tapasztaltdk, hogy a jel egy kohe-
rens hulldmfrontbdl, és egy zajos masodik részbdl all; a két rész amplituddjanak ardnyat a
detektor szemcsékhez viszonyitott mérete, valamint esetleges extra csillapitds hatdrozta meg
(mint példdul a részecskék nedvesitése [145]).

A harmadik kisérletben [146] acél vagy nejlon golydk alkottak 2D hdromszogracsot egy
minden oldalrél azonos nyomads alatt tartott hatszog alakd tartomdnyban. A golydk kozép-
pontjainak szabdlyos elhelyezése ellenére az eréhaldzat rendezetlen volt a kis méretdi poli-
diszperzitas miatt. A hatszog ellentétes oldaldn egy-egy részecske érintkezett a forrassal illet-
ve a detektorral. Ok is azt tapasztaltdk, hogy a jel egy koherens kezdeti és egy zajos méasodik
részbdl 4ll. Egy rogzitett (és nyomads alatt tartott) elrendezés részleteiben is reprodukalhaté
jelet adott, viszont egy kiengedés-nyomas ald helyezés ciklus mér jelentdsen megvéltoztatta
a jel zajos masodik részét. A jel koherens, elsd részétviszont a részecskék egymdssal vald
felcserélgetése sem valtoztatta szignifikdnsan.

Mindezekbdl azt az eldzetes kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a szemcsés anyag egy ef-

9 pontosabban a jelre illesztett burkol6fiiggvény
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fektiv kontinuumnak tekinthetd az akusztikus hulldimterjedés szempontjabodl, ha azt megfele-
16en nagy tavolsdgskaldn és megfelel6en nagy nyomason vizsgaljuk, és csak a transzmittalt
jel kezdeti részére szoritkozunk. Ezt a hulldmfrontot egy zajos rész koveti, ami azonban na-
gyon érzékeny a konfiguraciok részleteire, és igy minden olyan mennyiség leirdsdra, amit ez
a rész domindl (mint példaul cpax je1 Vagy Cesoport), mar nem alkalmas az effektiv kontinuum
kozelités. Nyitott kérdés tovabbra is a kontinuum leirds érvényességi tartomdnya, valamint
hogy milyen mechanizmusok kapnak szerepet, miutdn az effektiv kontinuum kozelités érvé-
nyét veszti.

A fenti kérdések vizsgalatira numerikus méréseket végeztem 2D és 3D szemcsés konfi-
gurédcidkon; az aldbbiakban ismertetett eredmények dont6 tobbsége 2D szimuldcidkbol szar-
mazik. Tipikusan (kiilon jelezziik, ha ettdl eltériink) 600 részecskébdl 4ll6 konfiguracidkat
haszndltam, amelyek 2D (kozel) négyzet alakd dobozban helyezkednek el, a doboz x irany-
ban periodikus, az y irdnyban hatarolé merev falak koziil az alsé rogzitett, a fels6 mozgatha-
t6. A részecskék polidiszperz gombok, dtmérdjiik 0.8 és 1.2 kozott egyenletes eloszldsu (a
hossziisdgegység tehdt az dtlagos részecskedtmérs!?), a kozottiik fennallé kolcsonhatdst 3D
Hertz-Mindlin formula adja'! u = 0.5 sirlédasi egyiitthatéval és v = 0 Poisson-tényezdvel,
valamint esetenként extra sebesség-fliggd disszipaciot is bekapcsolunk. A kiindulé konfigu-
raciok ugy késziiltek, hogy a felsd, dugattytinak tekinthetd falat magas pozicidra éllitva az
ires dobozba atfedés nélkiil véletlenszertien belehelyeztem a részecskéket, majd a felso falra
rdadtam a kivant nyomadst, és egy kevés extra disszipaciét bekapcsolva kovettem a mozgés-
egyenleteket, amig a statikus 4llapot ki nem alakult!?. A tovdbbiakban nyomads alatt a fent
emlitett, falra haté6 nyomadst értjiik, ami egyenl6 a konfigurdcidra kidtlagolt fesziiltségten-
zor Oy, elemével; az anizotrop prepardcié miatt oy, ennél tipikusan 20-30%-kal kisebbnek
adddott. A nyomdsfiiggés vizsgélatdhoz 30-30 konfigurdciét haszndltam a kovetkez6 nyo-
masértékekel: 1077,107%,1073és10™%; ez példaul iiveggolyok esetén a 7kPa < p < 7MPa
tartomanynak felel meg, ami a kisérletileg is relevdns tartomany. Egy konkrét nyomdshoz
(p = 107%) egy 1000 konfiguriciébél 4ll6 sokasdgot is készitettem a pontosabb statisztika
kedvéért. A 47. dbran mutatunk egy tipikus er6hédlézatot, ennek rugéallandé haldzatat, vala-
mint az er6k illetve rugéallanddk hisztogramjat.

A kovetkezbkben legtobbszor kis amplitiddju oszcilldcidkat vizsgédlunk (jelezni fogjuk,
ha nem). Ehhez a legalkalmasabb megkozelités, ha a mozgédsegyenleteket linearizaljuk a
mechanikai egyensily kozelében, vagyis a statikus konfiguracidkban a kontaktusokat kicse-
réljiik linedris (Hooke) rugdkra, amelyek rugéédllandéjat a nemlineédris Hertz-Mindlin kon-
taktusok differenciélis rugdélland6jabdl (dF,/dn és dF,/dt) kapjuk. A mozgédsegyenletek
igy

Mii = —Du (62)
alakba irhatdk, ahol az u vektor tartalmazza az N részecske kozéppontjanak (2D-ban) 3N ko-
ordinatdjat és elforduldsi szogét, az M diagondlis métrix a részecskék tomegeibdl és impul-

10 A nyomdsegység a részecskék anyaganak Young-modulusa, a tomeg- és idSegységet pedig az hatdrozza
meg, hogy a részecskék stirisége, valamint anyagukban a hangsebesség egységnyi legyen.

' Vagyis a részecskék 3D gombok, amelyeknek a kozéppontja egy sikba lett korldtozva, amelybdl nem
1éphetnek ki.

12 Amig az 6sszes részecske gyorsuldsa kisebb nem lett, mint 10~'0 az egységeinkben.
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47. sbra: (a) Egy szemcsés konfigurici6 erShalézata p = 10~* nyomdson. A vonalak vastagsiga
aranyos a kontaktusokon fellépd eré normaélis komponensének nagysigaval, a tangencié-
lis (surl6dasi) komponenst nem tiintettiik fel. A részecskéket csak a kdzéppontjukat muta-
t6 sziirke pont jeloli. (b) Ugyanezen konfiguracié rugéédlland6-halézata. A vonalak vas-
tagsdga ardnyos a kontaktus normélis komponensének dF; /dn rugééllandéjival. Amig az
erdhalézat jelent6s fluktudcidkat mutat, a rugddllandé-hédlézat sokkal homogénebb. (c)
A kontaktusokon fellép6 er6 illetve rugéadlland6 (normdlis komponens) hisztogramja 1000
konfiguraciéra. A két gorbe alatti teriilet egyenld. A rugdallandé eloszlasa keskenyebb, mint
az eroé. [S13]

zusmomentumaibdl 4ll, a D dinamikai métrix pedig a linearizélt kontaktusok rugééllandéit
(és természetesen a kontaktus hédlézat topoldgidjét) tartalmazza.

Ezutan megoldjuk az M~!'D mitrix sajatérték-problémdjat, és a részecskék oszcillaciojat
a sajatmodusok szuperpondldsaként frjuk fel:

u(r) =Y a0 sin(wut) . (63)

Az a, amplitidokat a kezdeti feltétel sajaitmddusokra torténd vetitésébdl kapjuk. A fels6
falon mért erd kiszamitdsdhoz meghatdrozzuk a sajdtmédusok b,, csatoldsat a fallal, igy az
erdre

Frelss = Zanbn sin(a),,t) (64)
n

adddik.

Tipikusan egy rovid impulzus transzmisszidjat vizsgédljuk a szemcsés konfigurdcion ke-
resztiil. Egy 0 impulzust kiildiink, ami széles frekvenciaspektrumu gerjesztésnek felel meg.
Ez a kovetkez6 kezdeti feltételnek felel meg: ¢+ = 0-ban az alsé fallal kontaktusban levd
részecskék egy fiiggbleges kezdeti sebességet kapnak, amely nagysdga ardnyos a fali kon-
taktusuk rugédllandgjaval. Ez ekvivalens egy infinitezimdlisan rovid négyszog-impulzussal :
felemeljiik az alsé falat egy infinitezimalis id6re, majd visszaeresztiik. Az impulzus ampli-
tiddja nem lényeges, mivel minden szdmolés linedris (kivéve majd a csillapitott esetet). A
vizsgalt mennyiség (a ,,jel”) a részecskék felsd falra gyakorolt nyomoerejének egyensulytol
valé eltérése:

Fjel(t) — Ffels6(t) - Ffels6 (O_) . (65)
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48. dbra: Pillanatfelvétel az oszcillaciordl. A nyilak hosszusdga a részecskék egyensulytol valo el-
mozduldsat mutatja (felnagyitva), a rotaciés szabadsdgfokokat nem abrazoltuk. J6I 14thatd
az also fal (forrds) kornyékén a részecskék nagy amplididoju oszcillacidja, valamint a fel-
s6 fal (detektor) felé haladé durva hullimfront. A pillanatfelvétel id6pontjdban (r = 80) a
hullim majdnem elérte a felsé falat.  [S13]

Az elsd, kvalitativ megfigyelésiink azt mutatja, hogy a kezdeti impulzus hatdséra kiala-
kul6 akusztikus hulldm nem mutat semmilyen szemmel lathat6 korreldciét az er6lancokkal.
Ezt a 48. dbra demonstrélja, amelyik egy pillanatképet mutat a részecskék oszcillacidjarol.
Lathatjuk, hogy az a naiv elképzelés, ami szerint az akusztikus hullimok az er6lancok men-
tén haladnak, nem bizonyult igaznak. Ennek egyik oka, hogy habar a kontaktusok er6ha-
16zata erds térbeli fluktudcidkat mutat, a hullamterjedést meghataroz6 rugéallandé-halézat
madr sokkal homogénebb (47. dbra). A rugdalland6 ugyanis a Hertz-Mindlin formula esetén
ardnyos az erd kobgyokével, tehdt ha két kontaktus kozott egy 8-as faktor van az er6k ardnya-
ban, akkor a rugéallanddk ardnya mdr csak 2, a hangsebességre pedig, amely a rugdalland6
négyzetgyokével ardnyos, ez mindossze egy /2 faktort jelent.

Az er6lancok hangterjedésre gyakorolt nagyon gyenge hatdsat az is eredményezi, hogy
a részecskék térbeli rendezetlensége jelentds. Egy erdlancon haladé hullam gyorsan kiterjed
a gyenge oldaldgakon keresztiil a kornyezetére, ami az oszcilliciok egy szélesebb bazisat
eredményezi. Mindezek azt eredményezik, hogy az er6ldncok nem relevédnsak a hullimfront
terjedésére.

Térjlink most at a kisérletileg is elérhetd Fje, vagyis a forrdssal ellentétes oldalon 1évo
falat nyomo extra erd (65) vizsgalatara. Ennek id6fejlodését a 49. dbra mutatja. A jelet szem-
mel lathatéan két részre oszthatjuk: egy kezdeti csucsra, és az azt kovetd zajszeri szakaszra.
Az egymdshoz hasonlé geometridjd, de statisztikailag fiiggetlen konfigurdcidkra a jel els6
ciklusa nagyon hasonlo, de az azt kdvetd rész erdsen konfiguracio-fiiggd. A jel tulajdonsagai
nagyban hasonlitanak a [141] kisérletben tapasztaltakhoz, igy az 6 terminolégidjukat dtvéve
a jel els6 szakaszat koherens résznek hivjuk. A sokasdgatlagban csak a jel koherens része
jelenik meg (valamint ennek gyengiilé visszaverddései). A jel masodik, zajszer( része adja
a sokasag négyzetes eltérését. Azt taldltuk, hogy kvalitativan F hasonl6 a 2D surl6do, 2D
surléddsmentes és a 3D surléddsmentes esetekben.
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49. dbra: A jel (Fjel, a felsd falat nyomo extra erd) idofejlodése.  (a) Négy kiilonb6zd 2D surl6-
dé konfiguracié esetét mutatjuk. Az oszcillaciok elsd ciklusa kozel azonos minden konfi-
guricid esetén (ezt nevezziik a jel koherens részének), mig az azt kdvetd szakasz erésen
konfiguracié-fiiggd. A 47. abra konfiguraciéjahoz tartoz6 jel piros. A nyil a 48. dbra pilla-
natfelvételének id6pontjét jelzi. (b) A jel sokasdgatlaga valamint négyzetes eltérése 1000
konfiguraciéra. A sokasigatlagban csak a jel koherens része jelenik meg, plusz az alsé €s
fels6 falakrdl torténd tobbszoros visszaverddés gyengiils és kiszélesedd jele. (c) A 2D
sirlédasmentes, valamint a (d) 3D surlddasmentes rendszer is hasonld viselkedést mutat.
[S13]

A jel koherens részét vizsgalva most megallapitjuk ennek terjedési sebességét, és alak-
janak id6fejlodését. Egyediil azt mértiik, hogy egy rogzitett tdvolsagon mi a jel id6fiiggése,
majd ezt megismételtiik kiillonbozd forras-detektor tavolsdgokra (dobozméretre). Azt tapasz-
taltuk (50. dbra), hogy a jel terjedése sordn (ahogy egyre nagyobb tdvolsdgokra ér) a koherens
rész amplitiddja csokken, szélessége pedig nd.

A kvantitativ megkozelitéshez el6szor harom karakterisztikus pontot definidlunk a ko-
herens jelen (51. abra betétje): a belépd élet (a csucs amplituddjdnak 10%-anal), a csticsot,
valamint az els6 nulldtmenetet. Az 51. dbran lathatjuk, hogy kiilénb6z6 forras-detektor tdvol-
sagok esetén ezek a karakterisztikus pontokat milyen id6ben észleli a detektor. Realisztikus
kozelitésen beliil azt mondhatjuk, hogy mindhdrom esetben az érkezési id6 linedrisan fiigg
a tavolsagtdl, bar az adatsorokban az enyhe felfelé ivel6 tendencia arra enged kovetkeztet-
ni, hogy kis rendszerekben a terjedési sebesség némileg nagyobb, mint nagy rendszerekben.
A repiilésiid6-hangsebességet a belépési €l érkezési idejének tavolsigfiiggésével definidljuk,
ami esetiinkben p = 10~* nyomdson Crepiil = 0.25.

Az 52. dbran a koherens jel amplitiddjadnak és szélességének skdlazasat mutatjuk. Az
amplitidoé jol kozelithets az A ~ L~7 hatvanyfiiggvénnyel ; a 2D szimulécidkra y ~ 1.5. A
koherens jel szélessége, amit a belépd él és az elsé nulldtmenet kozott eltelt id6vel defini-
alunk, szintén hatvanyfiiggvény szerint skéldzik: ~ L%. A 2D szimuldcidkra, amint ezt az
el6z6 abran littuk, a novekedés kozel linedris: o = 1. Itt meg kell jegyezniink, hogy az F
nem a hulldm amplitidéja a kozegben, hanem az eredd er6 a hatdron. Mivel az erd ardnyos a
kontaktusok lokdlis megnyuldsaval, vagyis az amplitido derivaltjaval, y sem a hullim amp-
litddéjanak csokkenését leird exponens; erre visszatériink a (81). egyenletnél.

Osszehasonlitasként kiszdmoltuk a hullimterjedés viselkedését golyok 1D ldncaban. Az
azonos méretli (monodiszperz) gombok esete analitikusan kezelhetd, ezt a késdbbiekben
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50. dbra: A jel koherens része kiilonb6z6 forras-detektor (dobozméret) esetén. Novekvé dobozma-
gassag esetén a jel késdbb érkezik meg, amplitidéja kisebb, szélessége pedig nagyobb lesz.

A 49. dbra a 24 részecskedtmér6nyi tdvolsdgnak felel meg. [S13]
szemcsés rendszer Y Qa
1D l4nc vagy haromszogréacs, monodiszperz! 2/3 1/3
1D lanc vagy haromszogracs, monodiszperz? 1 1/3
1D lanc, polidiszperz! (numerikus) >2/3 >1/3
2D rendezetlen! (numerikus) ~ 1.5 ~ 1

' A” kezdeti feltétel : egyensiilyi pozicié és véges sebesség a forras fal mellett
2 B” kezdeti feltétel : véges elmozdulds €s nulla sebesség a forrds fal mellett

4. tablazat: A koherens jel y és o skalazasi exponense kiillonboz6 szemcsés rendszerekben.

részletezziik. Még ilyen egyszert eset is a hullamterjedés diszperzitdsa (vagyis a hullimszam
nemlinedris fliggése a frekvenciatdl) miatt nem trividlis exponensekhez vezet; az exponen-
seket a 4. tdblazatban mutatjuk. Lényeges pont, hogy a ¥ exponens nem univerzdlis, hanem
fiigg a kezdeti feltételtSl: y = 2/3 a szokdsos kezdeti feltételnél (egyesilyi pozici és véges
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51. dbra: A koherens jel érkezési ideje a forrds-detektor tdvolsdg fliggvényében. A betétdbra mutatja
a szimbo6lumok definiciéjat: /\ a belépd €l (a csics amplitiddjanak 10%-andl), O az els6
csucs, és [ az els6 nulldtmenet. A jel mindhdrom karakterisztikus pontjdnak linedris az

id6-tavolsag viszonya. A beléps élhez tartoz6 id6-tdvolsdg diagram meredeksége definidlja
a replilésiid6-hangsebességet: crepy = 0.25.  [S13]

sebesség), mig Y = 1, ha a forrasndl véges elmozduldst frunk el6 nulla sebesség mellett (ezt
nem dbrazoltuk az 52. dbran). Amennyiben az 1D lanc golydinak méret szerinti polidiszper-
zitast adunk, numerikus mérések szerint az exponensek nagyobbaknak tlinnek, bar konkliziv
allitast jelentGsen nagyobb skdldjui szimuldcidk esetén lehetne csak tenni.

Osszefoglaldsként a 6 kiilonbségek az 1D l4nc és a rendezetlen 2D konfiguracidk kozott
a kovetkezdk: (1) az 1D lancban a kezdeti impulzus 11/3 szerint szélesedik, mig a rendezetlen
2D kozegben linedrisan szélesedik, és (2) az impulzus amplitiddja rendezetlen kézegben
gyorsabban csokken (tehat y nagyobb) mint az 1D lancban.

A kovetkezdkben a hangsebesség nyomasfiiggését fogjuk vizsgalni. A legfontosabb mennyi-
ség a 2D rendezetlen konfigurdciok szimuldci6ibol kapott crepir, amelyet Ssszehasonlitunk a
rugalmassagi modulusokbdl szamolt ¢y longitudindlis és ¢; transzverz hangsebességgel, va-
lamint kisérleti mérések eredményeivel (53. dbra).

Kordbban mér utaltunk rd, hogy Hertz kontaktusok rogzitett hdldzataira, ha az egyes
kontaktusokon fellépd erd ardnyos p-vel, akkor a hangsebesség p1/6 szerint skaldzédik. Mé-
réseim szerint a 2D rendezetlen konfigurédciok szimuldcidjdban crepi nagyon jol koveti ezt a
skaldzast, mig ¢, valamivel gyorsabban n: ¢, ~ p®!8. Meglepé médon a transzverz hulla-
mok ¢; sebességének skaldzasa ettdl kiilonboz6: ¢; ~ p¥23.

Mivel a koherens hullam alapvetSen longitudindlis, c/-t crepii-lel kell Osszehasonlitani.
Habar a skaldzasi exponensiik kozott nincs jelentOs elt€res, crepi nagyjabol 40%-kal na-
gyobb, mint cy. A kiilonbség indokldsaként megemlitjiik, hogy a repiilési id6t kis rendsze-
reken mértiik, €s ahogy korabban léttuk, ez crepi hozzédvetblegesen 10%-os tilbecsléséhez
vezet. Rdadasul, ha a repiilési id6t nem a belép6 €Inél, hanem az elsé csicsndl vagy az elsd
nullatmenetnél szdmolndnk, az ennek tovabbi csokkenését eredményezné.

Tovabba ugy tlinik, az impulzus-gerjesztéssel keltett hullimok a kozeget rovid tdvolsag-
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52. dbra: A koherens jel amplitiddjdnak és szélességének skdldzdsa a forrds és detektor L tavolsa-

ganak fiiggvényében. Felsd panel: Az amplitidé A ~ LY szerint skédlazédik (betétdbra).
A f6dbran az exponens effektiv értékét mutatjuk : Y = dlog;oA/dlog,, L. Jelmagyarazat:
@ az eddig targyalt 2D rendezetlen szimulacid, O 1D lanc azonos méretli golydkbdl, tobbi
szimbdlum: 1D lanc kiilénb6z6 polidiszperzitasi golyokbdl. Alsé panel: A koherens jel

szélessége ~ L% szerint skdldzodik a tdvolsdggal (betétdbra). A fi
exponens értékét mutatjuk: oesr = dlog,, W /dlog,, L.

[S13]

2 2

Oabran itt is az effektiv

skalan szonddzzdk. Rovidebb skaldn a konfiguraciok némileg keményebbek (itt a részecskék
elmozdulésa kozvetlenebbiil van kontrolldlva), amint azt a rugalmassagi modulusok kiilon-
boz6 skédldn torténd vizsgdlata mutatja ([S13], B fiiggelék). Rdaddsul ahogy hamarosan mu-
tatjuk, a nem sikhullam-szer( sajatmédusok hozzéjarulasa jelentSs, amelyek varakozas sze-
rint nem irhatdk le a rugalmas kozeg egyenleteivel. Ettdl eltekintve a rugalmas kdzeg hosszu
hulldmhosszu leirdsa jo els6 kozelitést ad a koherens hulldm terjedésére.

Rugalmas kozeget jol kozelithetiink egy szabdlyos raccsal, ezért megvizsgaltuk egy mo-
nodiszperz golyokbol all6 haromszogracs viselkedését. A véges racsokon kapott numerikus
eredmények jO egyezést mutatnak a végtelen racsra kapott analitikus kifejezésekkel, habar a
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53. dbra: Kiilonbozd hangsebességek nyomasfiiggése. Legfontosabb adat a 2D rendezetlen konfigu-
raciok szimuldci6ibol kapott crepiil, amely tokéletes pl/ 6 skédldzast mutat. A rugalmassagi
modulusokbdl kapott ¢, €s ¢, ennél kisebb, bér azt varhatnank, hogy crepil ~ ¢¢. ¢; sokkal ki-
sebb, 2-vel kellett szorozni, hogy rakeriiljon az dbrara. Az elméleti gorbék egyenletei: (85)
surlédasmentes és (86) sturl6dd. Az utébbi némileg fiigg a Poisson-tényez6tol, a sziirke sav
a0 < v <0.5 tartoménynak felel meg. A sirléddsmentes hdromszdgracs szimulacidja (+)
tokéletes egyezést mutat a (85) elmélettel. A surlédasos eset (x) erds végesméret-effektust
mutat: a sziirke sdv tetejét kellene elérni (v = 0 értéket hasznéltunk L = 24 mérettel, de
p =5 x 1077 nyomdsra L = 160 rendszert is dbrazoltuk). A 2D rendezetlen konfiguriciék
szimuldciGja (O) er6s hasonlésdgot mutat a haromszogracséval. Osszehasonlitésként fel-
tiintetjiik néhany relevans kisérlet eredményeit is (emlékeztetSiil a szimuldcié nyomads, és
sebesség egységei: E* = E/(1 —V?) és ¢* = \/E*/p): acélgoly6k hdromszogracsban (|,
[146]), nejlon golydk hdromszogracsban (O, szintén [146], a nyilak jelentését a szovegben
részletezziik), és rendezetlen 3D liveggolydk (A, [141]). Referenciaként a pl/ 6 &s pl/ 4 ska-
lazasnak megfelelé gorbéket is feltiinettiik pontozott vonallal (az irodalomban néha p'/*
effektiv skdlazast emlitenek alacsony nyomas esetére). [S13]
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surlédasos esetben jelentds végesméret-effektusokat latunk. A 2D rendezetlen sirl6dé rend-
szer a vizsgalt nyomdstartomanyban nagyon hasonldan viselkedik, mint a hdromszogracs,
beleértve a Hertz rendszerekre naivan vért pl/ 6 skaldzast. Ez a kvantitativ egyezés meglep
a jelentdsen kiilonbozd koordindcids szam fényében (6 illetve 3-ndl kicsit tobb). Ezt részben
rovid hulldmhosszu effektusok okozhatjdk, amelyek befolyasoljdk a rendezetlen rendszert,
mig szabalyos haromszogracs esetén a vart crepy = ¢y egyenldség jol latszik.

Kisérleteket 2D-ban leginkdbb szabdlyos haromszogracsokon végeztek. Ezekben a rend-
szerekben elkeriilhetlen valamekkora polidiszperzitds, ami megakadalyozza, hogy a szom-
szédos gdbmbok kozott az 0sszes kontaktus bezarddjon [108, 146, 147]; alacsony nyomdason
a koordinacids szdm nem haladja meg a 4-et. Viszont megfeleléen nagy nyomads esetén a
gombok kitérése mar elegendden nagy a rések kompenzaldsara, és visszakapjuk a tokéletes
racs viselkedését. Bevezethetiink egy redukalt nyomast [147]:

. 3P

= —h (66)

ahol ad a részecskék atmérd-eloszldsanak szélessége ; a polidiszperzitds hatdsa eltiinik, amint
P* 1 folé n6. A [146] referencia acél golyéira (ahol o ~ 10~%) az adatok kozel esnek az dlta-
lunk szdmolt haromszogracséhoz, a varakozas szerinti p > 1076 esetben. Noha a hangsebes-
ségben latunk 10-20% eltérést, az egyezés akkor is figyelemre melto, hiszent crepy kiszamo-
lasdnél semmilyen illesztési paramétert sem hasznaltunk. A kiilonbséget esetleg végesméret-
effektusok magyardzhatjak.

A nejlon goly6k hdromszogracsara szignifikdnsabban nagyobb (normélt) hangsebességet
mértek, mint varunk [146]. Az eltérés valdsziniileg az anyag Young modulusanak bizonyta-
lan értékébdl ered. A nejlon viszkoelasztikus anyag, rugalmas modulusai frekvenciafiiggbek
(magasabb frekvencidn keményebb). Mivel nem ismerjiik a modulusokat a kisérlethez rele-
vans frekvenciatartomdnyban, az 53. dbrdn a nulla frekvencidhoz tartozé Young-modulust
hasznaltuk. Viszont ha a Young-modulust csak egy 2-es faktorral megnovelnénk, akkor a
kisérleti gorbe a nyilak irdnyéba tolédna el.

Végezetiil a 3D iiveggolyokon végzett mérések [141] kisebb hangsebességet adtak, mint
a 2D méréseké. Ennek egy magyardzata lehet az, hogy a 2D-s sikbeli golydk méréseit le-
het ugy tekinteni, ha ilyen sikokat egymdsra pakolunk, mint a kdzeg keménységét illetve
a hullamterjedést vizsgdlni egy erdsen anizotrép 3D rendszer egy stirli, magas koordindci-
0s szammal bir6 sikja mentén. Ez magyarazhatja a 2D rendszerek nagyobb hangsebességét
kozonséges 3D konfiguracidkhoz képest.

Most attériink a sajdtfrekvencidk és rezgési sajatmodusok vizsgalatara. Folytonos rugal-
mas kozeg esetén a rezgési sajatmodusok sikhulldim alakot vesznek fel, amelyekre az ®
frekvencia és a k hullamszdm kozott hossza hulldmhosszra a linedris @ o k Osszefiiggés all
fenn. Szemcsés konfigurdcidink esetén nem ilyen egyszeri a helyzet. Az 54(a) dbrdan mutat-
juk a sajatfrekvencidkat, az 55. dbran pedig néhany kivéalasztott sajitmodust. Jonéhdny nulla
sajatérték adodik azok miatt a részecskék (angolul rattler) miatt, amelyek nincsenek csatolva
az er6haldzathoz, hanem a kornyezetiikben 1év6 részecskék boltivként koriilolelik Sket. A
legalacsonyabb véges frekvencidju sajatmédusok [az els6 kett6 az 55(a) és (b) dbrdn lathatd]
a rugalmas test némileg torzult sajaitmodusainak felelnek meg, amelyeket a folytonos kozeg
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elméletébdl varunk. Figyelemre méltd, hogy sirléddsmentes esetben sokkal nehezebb még
a legalacsonyabb véges frekvencidju sajaitmodusokat is megfeleltetni a rugalmas testekével,
és sokkal tobb alacsony frekvencidju sajatmodus van (ezt most nem mutatjuk az dbrdkon,
de az el6z6 fejezetben foglalkoztunk vele; az itt vizsgalt rendszer u = 0.5 és p = 10~ pa-
raméterekkel messze van az izosztatikus dllapottol: z = 3.48 £0.03). Mindezek ellenére a
transzmittélt jel nagyon hasonl6 a surlédasos esethez (49. dbra). Nagyon sok lokalizalt sajat-
moédus van [55(f) dbra], ezek nem jarulnak hozza a jel atviteléhez. Azok a sajatmoédusok,
amelyek domindljdk az atvitelt [54(b) dbra] globdlisak: tartalmaznak oszcillalo részecskéket
a forrdsndl és a detektorndl is. Viszont az elsdé néhdny sajatmoédust leszamitva (esetiinkben
ez nagyjabol a 141-147 sorszdmu mddusokat jelenti), ezek jelentdsen eltérnek kinézetre a
sikhullamoktdl [55(c)-(e) abrdk]. Ez azt jelenti, hogy legaldbbis az dltalunk vizsgdlt rend-
szerméret, nyomds és gerjesztési mod esetén az akusztikus hulldmok terjedése nem irhat6
le az anyagot egyszerd rugalmas kozegnek tekintve. Ezek fényében az a meglepd, hogy a
rugalmas kozeg megkozelit€sbdl kapott ¢, ennyire kozeli becslést ad crepi-re.

Az utols6é numerikus eredményként azt mutatjuk, hogy a csillapitds hogyan befolyasolja
az 4tvitt jelet. A Hertz-Mindlin erdtorvényhez egy disszipacids tagot adtam, amelynek alak-
jat ugy vélasztottam, hogy az egy eldre rogzitett hanyada legyen a nemlinedris erStorvény
mindenkori linearizalt véltozatdhoz tartozo kritikus csillapitdsnak. Az igy kapott rendszert
mar nem egyszer( linedrisként kezelni, ezért az eddigiekkel ellentétben ebben az esetben a
hulldm terjedésének id6fejlodését molekuladinamikaval hatdroztam meg. Az 56. dbrdn az
atvitt jelet mutatjuk egyetlen konfiguraciora kiilonb6z6 erdsségii csillapitds esetén. Az erds
csillapitas a jel koherens részét csak kis mértékben moédositja, a zajos részt viszont jelent6s
mértékben elnyomja. Ez kvalitativan egyezik az iiveggolyokkal végzett kisérletek eredmé-
nyeivel [145], ahol a csillapitast a kontaktusok nedvesitésével indukaltak.

Most 4ttériink az analitikus szdmoldsokra: eldszor egyforma gombok 1D lancdval fog-
lalkozunk. Ebben a konfiguraciéban sokan vizsgéltdk mar a Hertz er6torvény nemlinearitéa-
sdnak kovetkezményeit az impulzus terjedésére (példaul [140, 148, 149, 150, 151]), de ezen
munkdk legtobbje a kezdetben nem Gsszenyomott lanc esetét tekintette. Ebben az esetben
az er6 nemlinearitdsa nagyon jelentSs szerepet jatszik, valamint az is lényeges, hogy nincs
visszatéritd er6 a kezdetben éppen csak egymast érinté golyoknal. Ha 6sszehasonlitast aka-
runk tenni a hangsebesség nyomasfiiggésével szemcsés rendszerekben, akkor az infinitezi-
malis hulldmok terjedéséhez az 1D lanc részcskéinek mozgésegyenleteit linearizalni kell az
eldzetesen 6sszenyomott dllapotbdl kiindulva, majd az igy kapott linearizalt egyenletekben
kell az impulzus terjedését vizsgalni.

A legegyszertibb esetben az 1D lanc egyforma gombokbdl all, nyomas alatt két fal kozott.
t = 0 id6pillanatban az 1. gomb dllapotat megvaltoztatjuk (részletek azonnal), az igy kelet-
kezett zavar ¢ hangsebességgel terjed a lancban, és 1) = N//c idGpillanatban érkezik a tils6
falhoz, ahol a lanc N darab ¢ &tmérdjii gombbdl all. Erre a rendszerre analitikusan ki tudjuk
szamolni a skdldzasi exponenseket. (Akar at is ugorhatunk a (75)-(76) végeredményre, de a
teljesség kedvéért mutatom a levezetést.)

A linearizélt rendszerben (N azonos m tomegt pontrészecske, szomszédok kozott £ hosszu-
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54. dbra: (a) A 47. dbran mutatott konfiguricié sajatfrekvencidi. A frekvencidk négyzetét dbrdzol-
juk a sajatmoédus (novekvd frekvencia szerint rendezett) n sorszama fiiggvényében. Az
n =0,... 140 médusok frekvencidja zérus, ami az er6hidl6zathoz nem csatolt részecskék
kovetkezménye. A betétdbra az els6é néhany véges frekvencia kornyékét mutatja. (b) A
sajatmodusok a,b, jaruléka az atvitt jelhez [(64). egyenlet]. Mindegyik panelen O jeloli
az 55. dbran mutatott sajadtmédusokat.  [S13]

sagl K erdsségli rugd) az n-edik sajatmodus sikhulldm alaki:

" (1) = sin(kyi€) sin(yt + @), (67)

ahol u;(t) az i-edik részecske elmozduldsa. A hulldmszamok és sajatfrekvencidk

nw K . k!
ky=———, =24/ —sin—.
(N+1)¢ @ mSln 2 (68)

kozott a rendszer végessége miatt nemlinedris az Osszefiiggés, tehat a rendszeriink diszperziv
lesz (vagyis egy hullam alakja haladds sordn torzul, még ha energidja nem is disszipalddik).
A hangsebességet a hosszu hulldamhosszi viselkedésbol kapjuk :

K
=0/—. (69)
k=0 m

dw

= U
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55. dbra: A 47. dbrdn mutatott konfiguracié néhany kivalasztott sajatmédusa. (a) n = 141és (b) n =
= 142 az els6 két nemnulla frekvenciaji sajaitmédus. Ezek megfelelnek a folytonos kozeg
alacsonyan gerjesztett dllapotainak, bar kissé torzultak a rendezetlen kontaktus hilézat ko-
vetkeztében. (c) n =197, (d) n = 674 és (e) n = 974 azok koziil a magasabb frekvenciju
sajatmoédusok koziil vald, amelyek jelentdsen hozzajarulnak az atvitt jelhez. (f) n = 1707

egy magas frekvencidju lokalizalt sajaitmédus. Az itt mutatott médusokat az 54. abrén is
jeloltiik.  [S13]

A teljes megoldés alakja

N

ui(t) = Z ay sin(kyil) sin(@,t + ¢y,) (70)
n=1

ahol az a,, amplitidokat a kezdeti feltétel sajaitmodusokra vetitése adja. A két vizsgalt kezdeti

feltétel: (A) i) (t = 0) = ¢, és (B) u;(t = 0) = ¢; minden mas elmozdulds és sebesség t =0

id6ben nulla. Igy

2 ” 2 )
,,A = ¢ knt E = ¢ sink;, ¢ . (71)
N+1

Végiil a vizsgalt mennyiség az N-edik részecske falra gyakorolt nyoméereje:
F(t) = Kun(t). (72)

Ezt numerikusan ki tudjuk szdmolni, és mutatni is fogjuk az 57. dbran. Analitikusan viszont
a (70) 6sszegzés nem hozhat6 konnyen zart alakra, igy arra szoritkozunk, hogy F(7)-t a fy =
= N/ /c id6pontban értékeljiik ki, ,,amikor a hulldm odaérne”. A gyorsan oszcillalé tagokat
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56. dbra: Az atvitt jel csillapitas mellett. A csillapitast a kontaktusonként vett kritikus csillapitds ha-
nyadosaként tiintetjiik fel. A csillapitds sokkal kevésbé befolyésolja a jel koherens részét,
mint a zajos részét.  [S13]

atirva azt kapjuk, hogy

2KV kol .
N1 CoS =N sink, ¢ (73)

N
FA(I()) = Z
n=1
K Oo(k?
X sin (knﬁ-l——';-l-%) :

ko ko

ahol kg = (24/N)'/3 /¢. A k, > ko tagok gyorsan oszcilldlnak és effektiven kiejtik egymast,

igy a dominans jarulékot a k, < ko tagok adjdk (illetve k, < konstans x ko tagok, mivel
a végén ugyis csak skaldzast fogunk vizsgdlni). A megmaradé tagok Osszegét integrallal
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kozelitjiik :
ko 2Kldk Kkl
FA(19) ~ / cos — sink/ (74)
0 T 2
ooz
xsin<k€+—3+ ( 3 )) )
kO kO

Az N — o hatdresetet (tehdt kg — 0) tekintve a sorfejtésben kg szerinti legalacsonyabb rendi
tagot keressiik : ez
FA(tg) ~ kG ~N72/3. (75)

Tehét igy skaldzodik az utolsé goly6 altal a falra gyakorolt nyomads a ¢y id6ben az ,,A” kezdeti
feltétel esetén, amelyben az elsé goly6 nulla elmozdulds mellett véges sebességgel indul t =
= 0 idSben.

Erdekes médon a mésik kezdeti feltétel (,,B”: minden golyé zérus sebességgel indul, de
az elsdnek véges az elmozduldsa) mas exponenst ad:

FB(t) ~ k3 ~ N1, (76)

Ezek tehat az egyforma golydkbdl 4116 linearizdlt disszipdcidmentes 1D ldnc ¥ csillapodési
(amplitidé-csokkenési) exponensei.

A hulldm alakjdnak kiszdmitasahoz'3 elGszor a diszperzids reldcié sorfejtését tekintjiik :

cl?

A
ik 77)

w, ~ ck,
Az u(x,t) = Aexp(ikx — @t) alakd halad6 hulldm, amelyet nagy hullimhosszakra x-ben foly-
tonosnak tekinthetiink, ki kell hogy elégitse a diszperzids relaciénak megfelel6 differencidl-
egyenletet:

du  du  cl?du

T x T o

Az egyiittmozgé koordindtarendszerben & = x — ¢t véltozdécserével a du/dx tag kiesik. A
megoldast az

(78)

u(&,r) ~t78U (w = t%) (79)

hasonldsagi alakban keresve azt kapjuk, hogy o = 1/3, valamint

ol

0=—gU(w)— EU’(W)—F 24

. U (w). (80)

Ezek kiilonboz6 g csillapodasi exponensek esetén kiillonbdzé megoldédscsalddokat eredmé-
nyeznek. A g =0 esetét vizsgalva Airy fiiggvény megolddst kapunk: Uj(w) = Ai(2w/(cl?) 173y,

13 A (77)-t61 (83)-ig tarté szdmolas legnagyobbrészt (de nem kizarélagosan) tarsszerzéim eredménye. Mi-
vel szorosan kapcsolddik a tobbi eredményemhez és segit értelmezni azokat, vdzolom a levezetést.
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Tovabbi megolddsokat generdlhatunk (80) differencidldsdaval. Egyszer illetve kétszer diffe-
rencidlva azt kapjuk, hogy U = Uj; megoldés g = 1/3 mellett, mig U} megoldds g = 2/3-ra.
Az u(x,1) fiiggvényre példaul g = 1/3 esetén t~'/3 Ai[2(x — cr) /(cl?t)'/3] alaki megoldast
ad, amir6l hamarosan latni fogjuk, hogy ez a kivalasztott megoldas az A kezdeti feltételre.
A megoldés kivélasztasdhoz visszatériink a (75). és (76). kifejezésekre, amelyek megadjak
a falat nyomo er skaldzési exponensét N-nel. Mivel u(x,7) a halad6 hullim megoldds egy
félvégtelen kozegbe, az u(x =(N+ I)E,t) = 0 megoldés a tiikr6z6 falndl két egymadssal el-
lentétes irdnyba haladé hullim szuperpozicidja lesz. Az x = (N + 1)¢ helyen levé falra hat6
erd ardnyos az utols6 (x = N/ helyen levd) goly6 elmozduldsaval, ezért a kovetkezd alakba
irhaté:

F(t) = K{u(x,t) —u(Q(N+1){—x,1)}, (81)

amely az x = N/ és t =ty + T behelyettesitesekkel a g = 1/3 megoldésra a kovetkezd alakot

adja:
FMto+1) ~ KU (C—Z) o {Ai <—_2CT ) _ A (—46_2”) }
0 l (cl?1)1/3 (cl2t)1/3

cT\ 23, —2ct/l
~ —ak((N+T) A (—(N+cr/£)1/3>' (82)

Az extra differencidlds miatt az N szerinti csillapoddsi exponens nem g = 1/3, hanem y= g+
+1/3 =2/3. Az exponens értéke (75) szerint megegyezik azzal, ami az A kezdeti feltételhez
tartozik, tehdt valéban ez a megoldas vélasztodik ki itt (igy a megelSlegezett A felsd index
indokolt).

A masik, B kezdeti feltételhez a g = 2/3 megoldast kell haszndlnunk:

B _ e\l —2ct/l
F®(to+ 1) 4K€<N—|— f) Ai ((N+CT/€)1/3) (83)

A két kezdeti feltétetel kozotti Osszefiiggés tehit a kovetkezd: a B kezdeti feltételt az A-bol
1d6 szerinti differencidldssal kapjuk. Mivel az egyenletek linedrisak, a megolddsok kozott is
ugyanez az 0sszefiiggés. A fenti megoldasoknak olyan a struktirdja, hogy egyik megoldast
differencidlva, és a szubdomindns tagokat elhagyva a mésik megoldést kapjuk, mikézben a
g exponens 1 /3-dal né.

A fentiekben kapott hulldmalakot (az A kezdeti feltételre) mutatjuk az 57. dbrdn, ahol
osszevetjiik a véges lanc megoldasdnak numerikus kiértékelésével, valamint egy 2D mo-
nodiszperz haromszogracs szimuldcidjaval. A varakozasnak megfelelGen (i) a végtelen ko-
zegnek megfeleld (82) hulldmalakhoz tart a véges ldnc esete az N — oo limeszben, és (ii)
a haromszogrics visszaadja az 1D lanc esetét, ha a rétegek szama megegyezik N-nel, és a
paramétereket megfelelden atskalazzuk, amint azt hamarosan mutatjuk.

Amennyiben az 1D lanc rendezetlen lesz, az eredmények kissé megvaltoznak. A rende-
zetlenséget a golyok polidiszperzitdsaval adjuk, és a 2D rendezetlen rendszerhez hasonléan
numerikusan szdmoljuk a megoldést. A koherens jel amplitiddjdnak és szélességének skala-
zasdt az 52. dbran mutattuk. A yés o exponensek is nagyobbnak tlinnek mint a monodiszperz
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— Elmélet: (82) képlet:Y = -8 Ai'(=X)
8 — 1D lanc: (70-72) képlet, N=10 000

T T T T
—— 1D lénc: (70-72) képlet, N=1000
= 1D lanc: (70-72) képlet, N=100 —
w2 1D lanc: (70-72) képlet, N=24
+ 19 47| «  Szimuldcié: hiromszogrics, N=24
)
2ols t
Il L (A
+w [Q0 o
SN— | — @) e
0 T T T T T 1T
< § B 10" [
K > 10-3 r
A4 2
>|l = 0
B 10—9|||||||||||
-10 | -5 OI |
_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10

X = 2¢r/(cl?t)V/3

57. dbra: A halad6 hulldm alakja az A kezdeti feltételre. Az elméleti levezetés (82) fliggvényalakjat,
az egyforma goly6kbdl all6 véges 1D lanc (70)-(72) megolddsdnak numerikus 6sszegzését,
valamint 2D monodiszperz goly6k hdromszogracsdnak numerikus szimul4cidjat hasonlit-
juk 6ssze. A hdromszogracs megolddsa nagyon kozel all az azonos méretli 1D lancéval.
A (82) megoldés tartalmaz egy meghatdrozatlan szorzéfaktort, mivel egy linedris egyenlet
megoldasaként kaptuk.  [S13]

lanc esete, de az ekkora skdldn végzett mérések nem elég tisztdk egyértelmii kovetkeztetés
levondasara.

A hulldm energiamérlegét tekintve vizsgaljuk most meg a halad6 hulldmban az els6 im-
pulzus (oszcillacié) energidjat. Ennek kinetikus energidja:

—2g
m m zt 2
Exin = Z Eun(t> =5 Z Yy (U (w)]
els6 impulzus els6 impulzus 4
-2
~ 4 gt1/3Nt72g71/3 (84)
2/3 !

ugyanis az elsd impluzusban résztvevé atomok szdma az impulzus szélességével, 11/3 szerint
skdlazodik. Tgy példaul az A kezdeti feltétel esetén az elsG impulzus energidja ¢~ szerint
csokken. Disszipacio hijan ezért rovid idS elteltével gyakorlatilag az dsszes energia az elsd
impulzus mogotti tartomdnyban lesz, ahol a tipikus viselkedés er6sen inkoherens, magas
frekvencidja (a diszperzids reldcié maximum frekvencidja kozelében) oszcillacié. Mivel e
tartomany hosszdsdga idben linedrisan nd, itt az amplitdd6 skdldzasa r—'/2 lesz.

Megjegyezziik, hogy 1D lancokban az Airy fiiggvényalak mar kordbban is emlitésre ke-
riilt [149, 150], viszont leginkabb olyan rendszerekre, ahol az 1D ldnc nem volt kezdetben
nyomds alatt. Ilyen rendszerekben viszont a visszatéritd erdk hidnya miatt minden energia a
kezdeti impulzusban marad. Kovetkezésképpen az amplitidé id6fejlodése is més lesz mint a
mi esetiinkben.

Végezetill a szabdlyos hdromszogracs esetével foglalkozunk. A monodiszperz golyok
egy téglalap alaku tartomdnyba vannak zdrva, a kezdeti feltétel az egyik fallal érintkezd
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golyokon van adva, és feltételezziik, hogy a haromszogracs egyik racsvektora parhuzamos
ezzel a fallal. A hangsebesség konnyen kiszamolhat6 (példaul [108]):

cst’lrlédésmentes 319/ 12 p 1/6
s~ () ®

strl6dé 19/12
e 3 /1+ﬂ(£)‘/6, (86)
VE/p 232712 3 \E*
ahol n a Hertz-Mindlin er6torvény tangencialis és radidlis keménységének (57) hanyadosa.
Ezt példdul ugy is kiszamolhatjuk, hogy leképezziik egy ekvivalens 1D ldncra. Ha a hdrom-
szogracsban a longitudindlis hullaimok terjedése merdleges a sorokra, akkor az egy sorban
1évé M goly6 egyiitt mozog, ami az 1D lancban egy golyénak felel meg. Mivel a hosszi-
sagegységiink a haromszogracs golydinak dtmérGje, az N sor mindegyike mer = Mpm/6
tomeg(, £ = /3 /2 tavolsag vilasztja el Sket, és egy Kegr = 37/0272Mp'/3 effektiv kemény-
ségli rugd koti 6ssze. A strlddasos esetben Kegr egy extra (1+ 1 /3) faktort is tartalmaz.
Ezzel a haromszogracsban terjed6 hullam alakjat is meg tudjuk jésolni. Az 57. dbran a
haromszogracs és az 1D lanc kozotti eltérést az okozza, hogy a hdromszogracsban az els6 és
utolsé sort a fallal sszekoto effektiv rugd keménysége kiilonbozik a tobbit6l: Key /Kismpi =
=3%/0/4 ~0.62.
Amennyiben a golydk polidiszperzek, akkor megfelelden alacsony nyomdason (ahol az
elasztikus deformacidk 6sszemérhetdek a polidiszperzitassal) fesziiltség térbeli fluktudcidkat
mutat. Ennek a hangsebességre gyakorolt hatasat atlagtér-elméletben lehet kiszdmolni [108].

Ebben a fejezetben nyomds alatt tartott 1D, 2D és 3D szemcsés konfiguraciokban vizs-
galtuk impulzusok terjedését. A rendezetlen rendszerekben azt tapasztaltuk, ugyanigy mint
hasonl6 kisérletekben, hogy a vélaszjel egy kezdeti, koherens részre, és egy azt kovetd zajos
részre bonthatd; ezek koziil a koherens résszel foglalkoztunk behatéan. Els6 megallapita-
sunk az, hogy az impulzusra adott vdlasz linedrisan terjed id6ben, és nem az erSlancokat
koveti; valamint definidl egy repiilésiid6-hangsebességet.

Azt talédltuk, hogy a koherens jel amplitidéja és szélessége skdlazodik a megtett tdvol-
sdggal. Azon kezdeti feltétel esetén, amelyben az egyik fallal érintkezd golydk véges kez-
d6sebességgel indulnak, az amplitid6 exponense ¥y ~ 1.5 a 2D rendezetlen rendszerre, €s
(egzaktul) 2/3 az egyforma goly6kbdl 4116 1D ldncra. A jel szélességének exponense o ~ 1
a 2D rendezetlen rendszerre, és 1/3 az 1D lancra. A jel hullamalakja is kiszdmolhato, az 1D
lanc esetén Airy fiiggvénnyel irhat6 le. Az azonos golyokbdl all6 2D haromszogracs leképez-
hetd az 1D lanc esetére (kivéve a falakkal 6sszekotd rugék keménységét), kovetkezésképp a
skdlazdsi exponensek és a hullam alakja azonos.

Vizsgaltuk a kiillonb6z6 médon definidlt illetve mért hangsebességek nyomasfiiggését.
Azt taldltuk, hogy stirl6dé részecskékre a 2D rendezetlen konfigurdcidkban a repiilési id6
alapjan mért, valamint a rugalmassagi modulusokbdl szamolt ¢, hangsebesség a Hertz-Mind-
lin er6torvényre vart p1/0 szerint skalazédik, mig a nyirdsi modulusbdl szdmolt ¢; skdldzdsa
kozelitSleg p'/*. Ha ezt a sirlédasmentes eset szimuldcidival hasonlitjuk 6ssze, ott a komp-
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resszi6s modulus skildzasa kis nyomdsra B ~ pl/3 a nyirdsi modulusé G ~ P23, igy ¢y =
= V/B+(4/3)G]/p ~ p'/%, mig c. = \/G/p ~ p'/3.

Kisérleti mérésekben crepi nyomasfiiggésére gyakran nagyobb exponens értéket kaptak,
vagy legaldbbis sokszor eltérés adddott a pl/6 skaldzastol. Ennek fizikai magyardzata nem
egyértelmii [108, 138, 139, 147]. Uveggolydk rendezetlen konfiguricidira az eredmények
fiiggenek a mérési koriilményektdl, az o exponens latszélagos értéke a ¢ ~ p%* skdldzdsban
tipikusan 0.16 és 0.25 kozott valtozott. Az egyik mérés szerint ([145], amit az 53. dbran is
mutatunk) az alacsony nyomdson tapasztalt pl/4 skalazas magasabb nyomésokon pl/6 skal-
zasba valt 4t, mig sokkal nagyobb nyomasokon [152] p'/4 skalazast mértek. Mds mérésekben
(szintén [145], annak 10. dbrdja) a ¢ ~ po'21 skalazas lefedte a mért nyomdstartomanyt, mig
egyes esetekben akdr olyan nagy effektiv exponens érték, mint o ~ 0.28 is el6fordult [153].
A homokban tapasztalt o ~ 0.25 (példaul [154]) valdszintileg a nem-Hertz kontaktusokra
(éles csucsok) vezethetd vissza [139], ami tdlmutat ezen fejezet keretein.

A Hertz kontaktusokra a p'/0-tdl eltéré effektiv skdldzdsra egy gyakran emlitett méasik
magyarazat, hogy a nyomdssal nd a kontaktusok szama [138, 139, 111, 146, 147], és ez
fokozatosan keményiti a konfigurdcidkat. Esetiinkben (¢ = 0.5) ez az effektus nem jelentds
(a koordinécidés szam az erbhédlézatban résztvevd részecskékre 3.2-t6l 3.5-ig valtozott), és
nem okozott érzékelhetd eltérést a repiilésiid6-hangsebességre a pl/ 6 skdldzastol.
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OSSZEFOGLALAS

Ebben a munkéban olyan statisztikus fizikai rendszereket vizsgélatdval kapcsolatos ered-
ményeimet foglaltam Ossze, amelyek nincsenek homérsékleti egyensilyban: foglalkoztam
tobbek kozott diffuzidval, diffizié-domindlt egyensulytdl tdvoli novekedési folyamatokkal,
valamint atermdlis szemcsés anyagokkal.

A témdk kivdlasztdsandl az az elv vezérelt, hogy minél tobb dj fizikai ismeretet szerez-
ziink. Ez a stratégia természetes médon a problémék szélesebb spektrumahoz vezetett.

A bemutatott eredmények kozott az egyik legtobb visszhangot az alacsony indext fém-
kristalyok fels6 rétegében végbemend, vakancidk 4ltal hajtott diffizids folyamat felismerése
valtott ki (2. és 3. fejezet). Ez a munka a tudomanyos kozosségen kiviil a populdris média
figyelmét is felkeltette'4, taldn azért is, mert a 15-6s lyuktologatés kirakéjték analégidja
kozérthetéen megfogja a mechanizmus lényegét.

A szemcsés anyagok témakorében a két legjelent6sebb eredmény a statikus szemcsés
konfiguracidk er6hdlézatdnak univerzalitdsa, amelyet részecskéken vald vektori erd-egyen-
suly hataroz meg (11. fejezet); valamint az a felismerés, hogy a sirl6d6 szemcsés anyagok
torl6dasi d&tmenetének is van kritikus pontja, mégpedig a nagy surlédési egyiitthaté hatdrese-
tében (12. fejezet).

Lényegesnek tartom a diffizié-limitalt aggregacidval kapcsolatos munkdimat is, kiillono-
sen az 5. és 7. fejezetben bemutatott eredményeket, amelyben valaszt adtunk jonéhany ko-
rabbi felvetésre: minden szempontbdl azt taldltuk, hogy a diffizié-limitalt aggregécié kon-
zisztens az egyszer( aszimptotikus skdldzdssal, erds skdldzasi korrekcié mellett.

Végiil a 11. fejezet eredményét emliteném, amely tadguld térben vizsgdl skdlainvaridns
folyamatokat, mint példdul diffiziét. Ennek potencidlisan igen érdekes alkalmazdsai lehet-
nek, mint példdul a korai univerzum kozmoldgidjaban, vagy a fajok élettér-terjeszkedésének
€s a genetikai dllomany véltozdsanak kolcsonhatasdban.

14 Az NRC Handelsblad és a Volkskrant holland napilapok tudoményos rovata, a Science News és a Phy-
sics News vélogatdsa, valamint tobb internetes és helyi Ujsag.
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Fiiggelék

A. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK (TEZISEK)

T1a.

T1b.

T2.

Részecske alapi numerikus modellezéssel megmutattam, hogy Cu(001) feliileten a be-
iiltetett nyomjelzd In atomok jellegzetes mozgasat feliileti vakancidk okozzak [S1, S2,
S3, S4]. Megfeleld id6felbontdsi pasztazéd alagitmikroszképpal lathatd, hogy az In
atomok hosszabb ideig egy helyben éllnak, majd hirtelen tobb, akér 4-6 racsalland6
hosszusdgu ugrast tesznek. Az egymdashoz kozeli In atomok mozgésa idében szinkro-
nizalt.

A fémkristdly fels6 atomi rétegében diffundalé ritkan el6forduld, de nagyon mobilis
vakancidk milliszekundum nagysagrendd élettartamuk soran két dimenzids véletlen
bolyongést végeznek, dthelyezve akar tobbszor is az dtjukba esd Osszes atomot, koztiik
a nyomjelz6 atomokat. A kovetkezd vakancia megjelenéséig, ami szobahdmérsékleten
tipikusan néhdnyszor 10 masodperc ideig tart, nem torténik semmilyen mozgas.

A nyomjelzd atomok ugrasi hosszdnak eloszldsat részecske alapti numerikus modelle-
z€s segitségével szamoltam ki, mégpedig a valdszinlségek kozvetlen kiértékelésével,
melynek kedvez&bbek a konvergencia tulajdonsdgai, mint a Monte-Carlo tipusd méd-
szereknek.

Felallitottam egy kontinuum modellt, amely leirja az alacsony index( fémkristalyok
fels6 rétegébe dgyazott nyomjelzd atomoknak a feliileti vakancidk éltal okozott moz-
gasat [S2, S3]. A modell azt jésolja, hogy a nyomjelzé atomok ugrds hosszainak el-
oszlasat nulladrendi moédositott Bessel fiiggvény irja le, amit a pasztazé alagitmik-
roszkoppal mért kisérleti eredmények, valamint az dltalam végzett részecske alapu
numerikus modellezés is igazoltak.

Ezen kontinuum modell tdlmutat a kordbbi racs alapti nyomkovetd részecske diffizid
szamitdsokon, mivel figyelembe vesz tobb, az atomi rendszerben Iényeges sajitossa-
got, kiilonos tekintettel a vakancidk véges élettartaméra.

Diffazié-limitalt aggregicié (DLA) rdcsmentes valtozatara kidolgozott zajcsokkentés
modszerével, végesméret-skalazast felhaszndlva numerikus szimuldciékban megmu-
tattam, hogy a DLA fiirtok — az irodalomban kordbban megjelent eredményekkel el-
lentétben — nem multiskaldzodnak, €s az 6sszes mért hosszisdg dimenziéji mennyi-
ség, az aktiv zOna vastagsdgat is beleértve, aszimptotikusan azonosan skéldzodik a fiirt
méretével [S5, S6].

A hosszusdg dimenziéju mennyiségek skdldzdsaban jelen van viszont egy erds szubdo-
minéns tag, melynek hatvdnykitevdje a numerikus mérés pontossagan beliil az 6sszes
mért mennyiségre azonosnak adddott. Ez a skaldzasi korrekcié okozhatta a korabbi
kisebb skaldju szimuldcidok eredményeinek interpreticidjat.
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T3.

T4.

TS.

T6.

T7.

A difftizié-limitélt aggregacié nemlinedris kiterjesztésére, a dielektromos letérés mo-
dellre (dielectric breakdown model, DBM) kidolgozott hatékony, mintavételezésen
alapul6 numerikus moédszerrel megmértem az Qg4cs Skaldzadsi exponenst és a frak-
tal dimenziét az ) nemlinearitdsi exponens fiiggvényében [S7]. A kapott eredmények
szerint (kordbbi virakozdssal ellentétben) o445 nem fiiggetlen n-t6l n ~ 1 kozelében,
és a mérési adatok extrapoldcidja konzisztens az 1, = 4 4llitassal.

A mintavételezéses modszer alkalmas a diffuzio-dominélt novekedési modellek mul-
tifraktal spektrumanak (illetve annak egy részének) meghatarozasara is. A modszert
haszndlva meghatdroztam a DLA f(a) multifraktal spektrumat kis a (vagyis g = 1)
értékekre [S7]. Az igy kapott gorbe nagyobb pontossdggal kielégiti a Makarov tételt
valamint Halsey elektrosztatikus skdldzasi torvényét mint a kordbbi eredmények.

Nagy skaldju numerikus szimuldcidval megmutattam, hogy a diffizio-limitalt aggre-
gdacio fraktdl dimenzidja csatorna geometridban mérési hiban beliil megegyezik a nyilt
sik geometridban mért értékkel [S8].

Megmutattam tovabbd, hogy a DLA fiirtjeinek konform leképezés alapjin kiatlagolt
alakja bar hasonlit, de nem egyezik meg a kis feliileti fesziiltség alapjan kivalasztott
Saffman-Taylor megoldadsok alakjdval sem csatorna geometridban [S8], sem 90°-o0s ék
geometridban [S9]. Ez azt jelenti, hogy éltaldnossdgban nem igaz, hogy a diffizi6-
domindlt novekedés stochasztikus, zajos megolddsainak 4tlaga megegyezne a zaj nél-
kiili egyenletek determinisztikus megoldéasaval.

Megmutattuk, hogy a lokélisan skdlainvaridns struktirdknak egy nagy osztalyara a ra-
didlis (vagy éltaldnosan novekedd geometridban torténd) novekedést le lehet képezni
fix szélességli tartomanyban torténd novekedésre [S10]. A leképezés eldnye, hogy a fix
szélességli tartomdnyban torténd novekedés numerikusan is és analitikusan is sokkal
konnyebben kezelhetd. Az egyik legfontosabb eredmény, hogy a skdlainvaridns struk-
turdk egy jelentSs részére a radidlis novekedés aszimptotikus (végtelen id6ben torténd)
viselkedése a fix szélességli geometridban egy jol meghatdrozott, véges idonek felel
meg, ami nagyban leegyszer(siti a megkozelitést.

Molekuladinamika szimuldciéim segitségével megmutattuk, hogy a szemcsés anya-
gok statikus erdhélézata skdlainvaridns: a relativan er6s kontaktusokkal Osszekotott
részecskefiirtok skdlazasi tulajdonsdgokat mutatnak. Szdmos paraméter valtoztatdsa
ellenére (nyomads, erdtorvény, polidiszperzitds, surlodds) a skalazasi exponensek és a
skalazasi fliggvény azonos marad, ami igy egy univerzalitasi osztalyt definidl [S11]. A
mechanikai egyensulyt kielégité Edwards sokasag ebben az univerzalitdsi osztalyban
van, bizonyos egyszertsitett szemcsés modellek viszont nem.

Molekuladinamika szimuldciéim alapjan megmutattuk, hogy a sirl6d6 rugalmas gom-
bokbdl allé szemcsés konfigurdcidk a surléddsmentes esethez hasonl6an kritikusan vi-
selkednek, és skdldzasi tulajdonsagokat mutatnak, ha a koordinaciés szam megkozeliti
az izosztatikus értéket. A rendszer tulajdonsdgait, mint példaul az anomalis éllapot-
stiriség spektrumot valamint a nyirasi és térfogati rugalmassagi modulus hanyadosat
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T8.

egy paraméterrel, a koordindcids szam izosztatikus értéktdl valo eltérésével jellemez-
hetjiik. [S12] A surléddsmentes esettel ellentétben viszont az izosztatikus dllapot nem
kovetkezik be automatikusan az alacsony nyomds limeszében, hanem csak akkor, ha
(tipikus preparacids protokoll esetén) a stirlédasi egyiitthaté nagyon nagy.

Kiilonboz6 szemcsés konfiguracidkban vizsgéaltam impulzusok terjedését. Két dimen-
zi0s rendezetlen rendszerben numerikus szimuldcidimban azt tapasztaltam, hogy az
implzusra adott vélasz linedrisan terjed idoben, és nem az erdlancokat koveti. A va-
laszjelet, ugyanigy mint hasonld kisérletekben, egy kezdeti koherens részre €s az azt
kovetd zajos részre lehetett bontani. A vdlaszjel koherens részét vizsgdlva numeriku-
san megmutattam, hogy a jel amplitidé6ja €s szélessége skdlazédik a megtett tavol-
sdggal. Azon kezdeti feltétel esetén, amikor az egyik fallal érintkezd golydk véges
kezddsebességgel indulnak, az amplitidé exponense kozelitdleg 1.5-nek addédott a két
dimenzids rendezetlen rendszerre, a jel szélességének exponense pedig kozelitdleg 1.
Megmértem a repiilési id6bdl szamolt hangsebesség nyomasfiiggését, amely a vizsgalt
nyomdstartomanyban p!/° szerint skaldzédott. [S13]

A kapott eredményeket dsszevetettem kisérleti eredményekkel, valamint az egyforma
golyokbol all6 egy dimenzids lanc, és a két dimenzids haromszogrics esetével, ame-
lyekben az exponensek, s6t a hullam fiiggvényalakja is analitikusan kiszdmithatd.
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