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1. Bevezetés

A számítógéppel segített geometriai modellezés (Computer Aided Geo-
metric Design, CAGD) alapvető feladata a görbék és felületek tervezésé-
nél felmerülő matematikai, legtöbbször geometriai problémák megoldá-
sa, illetve az ehhez a tervezéshez megfelelő tulajdonságokkal rendelkező
görbe- és felülettípusok keresése, vizsgálata. Miközben a kérdéskör ter-
mészetszerűen kötődik az iparban felmerülő tervezési problémákhoz, az
utóbbi 50 év alatt az alkalmazásokon túl önmagában is érdekes mate-
matikai kutatási területté nőtte ki magát. A disszertációban és az aláb-
biakban olyan problémaköröket vizsgálunk, melyek valamilyen módon
az előbb említett területhez köthetők.

A geometriai modellezésben elég korán, a hatvanas évek elejétől
kialakult az a döntően máig érvényes paradigma, hogy a tervezésben
használt görbetípusokat a tervező által szabadon megválasztott pi alap-
pontok (úgynevezett kontroll pontok) és megfelelően választott Ni(u)
alapfüggvények lineáris (affin) kombinációjaként előálló

s(u) =
n∑

i=0

Ni(u)pi u ∈ [0, 1]

paraméteres görbeként állítjuk elő (a téma részletes, részben történeti
áttekintéséhez lásd [50]). Bár más elvet követő görbe- és felületleírások
is jelen vannak a területen, a szoftverek döntő többsége ilyen görbé-
ket alkalmaz. A görbe típusa (pl. Bézier görbe, B-spline görbe stb.) a
választott alapfüggvényektől függ - ezek a kutatások kezdetén, a hatva-
nas években, részben a számítógépek limitált képességei miatt alacsony
fokszámú polinomok voltak.

Az első, széles körben elterjedt módszer a P. Bézier és P. de Castel-
jau által egymástól függetlenül definiált görbe volt [8], amely a ponto-
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kat az úgynevezett Bernstein polinomokkal kombinálta. Mivel az Ni(u)
polinomoknak bázist kell alkotniuk az adott fokszámú polinomok te-
rében, így a kontroll pontok számának növekedésével a fokszám is nő.
Ezt a problémát küszöböli ki a B-spline görbe [57], ahol a teljes görbét
folytonosan kapcsolódó ívekből rakjuk össze, így sok kontroll pontra
is alacsony fokszámú polinomokkal dolgozhatunk. A B-spline (és en-
nek racionális általánosítása, a NURBS) görbe alapfüggvényei rekurzí-
van definiált függvények, a teljes [0,1] értelmezési tartományt pedig az
ívenkénti definiálás miatt osztáspontokkal (úgynevezett csomóértékek-
kel) részekre kell osztanunk. Ezt megtehetjük ekvidisztáns módon, de
másképp is - ekkor azonban kérdésként merül föl, hogy a csomóértékek
megválasztása hogyan hat a görbe alakjára.

A 70-es évek végétől sokan foglalkoztak a csomóértékek kérdésével,
C. de Boor [7], W. Böhm [5, 6], G. Farin [14], T. Lyche [44] és má-
sok, de a csomóértékek megváltoztatásának geometriai hatásáról még
1995-ben is így ír a szakterület egyik legalapvetőbb monográfiája [50]:
"...habár a csomóértékek szintén hatással vannak a görbe alakjára, en-
nek a hatásnak a leírása nem ismert, sem geometriailag intuitív, sem
matematikailag egyszerű formában." Kutatásaink során ezt a problémát
megoldottuk. A csomóérték változtatásának a B-spline és NURBS gör-
be alakjára tett hatását, illetve ennek felületekre történő általánosítását
dolgoztuk ki a [19], [23], [24], [35], [36], [37] cikkekben, amit a disszer-
táció 1. fejezetében ismertetünk, illetve jelen tézisfüzet 2.1. fejezetében
foglalunk össze. Ezen eredmények egy része elméleti jellegű, míg mások
lehetővé tették praktikus alakváltoztató algoritmusok kidolgozását.

A jelenleg használatos tervező szoftverekben, rajzoló programokban
a B-spline és NURBS görbék a meghatározó típusok, a szoftverek dön-
tő többsége a 90-es évektől NURBS formában tárolja a geometriai ob-
jektumokat. Matematikai szempontból ugyanakkor nem elképzelhetet-
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len olyan görbetípus, mely ugyanolyan jó tulajdonságokkal rendelkezik,
mint az eddig említett polinomiális alapfüggvényű görbék, ugyanakkor
további előnyei lehetnek, pl. alakparaméterek beiktatásával nagyobb ru-
galmasságot biztosít, vagy egzakt módon tud reprezentálni az előbbiek
által csak közelítő módon megadható görbéket. Az ilyen görbetípusok
keresése, vizsgálata a 90-es évek második felétől, illetve a 2000-es évek-
től lendült föl, többek között Zhang [67, 68], Chen [9], Mainar és Pena
[46, 47] és Pottmann [52] cikkei nyomán. Ezek a kutatások egyelőre el-
méleti jelentőségűek, mégis fontos lépést jelenthetnek egy újabb, a jövő
szoftvereiben megjelenő görbereprezentáció kidolgozása szempontjából.

Ezeknek a görbéknek jellemzője, hogy az eddig használt alapfügg-
vényekbe a görbe alakját befolyásoló paramétereket illesztünk, vagy a
polinomiális függvények mellett, helyett más (bővebb) függvényterekből
vesszük az alapfüggvényeket. A leggyakrabban használt köbös görbék
alapfüggvényei helyett, melyek az 〈1, t, t2, t3〉 tér valamely bázisát al-
kotják, tekinthetjük például az 〈1, t, sin t, cos t〉 teret, illetve annak egy
megfelelő bázisát. Így kapjuk az egyik legismertebb trigonometrikus
spline görbét, a C-Bézier görbét.

Alapvető fontosságú, hogy ezeknek az új görbéknek a geometriai
tulajdonságait megismerjük. Az alakparaméter hatását több görbénél
vizsgáltuk geometriai szempontból a [25], [26], [29], [43] és [62] cikkek-
ben. Mi magunk definiáltunk új görbe- és felülettípust [55]-ben és [30]-
ban. Alakparaméterrel rendelkező spline görbék egy-egy nagyobb osz-
tályára vizsgáltunk interpolációs problémát [27]-ben és [28]-ban. Ezeket
az eredményeinket tartalmazza a disszertáció 2. fejezete, illetve foglalja
össze jelen tézisfüzet 2.2 fejezete.

A fenti görbék és felületek mindegyike definiáló geometriai adatként
kontroll pontok rendezett halmazát, azaz görbe esetén pontsorozatot,
felület esetén négyzetes pontrácsot kíván meg. Ilyen adatok rendelkezés-
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re állnak akkor, ha mi magunk hozzuk létre a geometriai objektumot.
Ha azonban a görbének, illetve felületnek már meglévő, más jellegű ge-
ometriai adatokat kell modelleznie, akkor az első lépés az kell, hogy
legyen, hogy ezekből az input adatokból valamilyen előfeldolgozás so-
rán a kívánt kontroll pontokat előállítjuk, hogy aztán a standard módon
leírhassuk a spline görbét, illetve felületet.

Az egyik legfontosabb probléma ebben a témakörben az az eset,
amikor rendezetlen adatokra, azaz nagy számú, egymáshoz képest is-
meretlen elhelyezkedésű pontból álló ponthalmazra kell felületet felfe-
szíteni. Ez a téma különösen aktuálissá vált a térbeli szkennerek megje-
lenésével, melyek éppen ilyen típusú adatokat szolgáltatnak a szkennelt
felületről. A szerteágazó problémakör egy megoldási lehetőségét adtuk
a ponthalmaz mesterséges intelligencia eszközökkel való "megtanításá-
val", azaz egy előre definiált pontrácsnak az input pontokra neurális
hálóval történő felfeszítésével, mely végül rendezett ponthálót eredmé-
nyez. A módszer nagy előnye, hogy a ponthalmaz méretétől független a
pontrács mérete, nem kell minden input pontot felhasználnunk a feldol-
gozás során. Az eljárást Kohonen neurális hálózat, illetve ennek dinami-
kus változata segítségével írtuk le a [17], [18], [20], [22], [63] cikkekben.

Egy alternatívája a kontroll pont alapú görbe- és felületmodellezés-
nek az animációs szoftverekben az utóbbi időben megjelent módszer,
melyben adott körök, illetve gömbök segítségével, azok burkolójaként
definiáljuk a görbét, illetve a felületet. A módszer azon alapszik, hogy
pontok helyett egy körsorozat (gömbsorozat) adott, a cél pedig ezek
burkolása valamilyen standard görbét (felületet) előállító módszerrel.
A problémának az animációk tervezésén túl egyéb alkalmazásai is van-
nak, mint pl. orvosi képdiagnosztika, lefedési problémák stb. Erre a
problémára az [1] és [41] cikkekben olyan megoldást mutattunk, amely
a létező, iteratív módszerekkel ellentétben valós idejű, stabil számolással
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szélsőséges input adatokra is megfelelő burkoló görbét, illetve felületet
szolgáltat (2.1 ábra). Ezeket az eredményeket ismertetjük a disszertáció
3. fejezetében és a tézisfüzetek 2.3. fejezetében.

2. Új eredmények

2.1. B-spline és NURBS görbék és felületek csomóértékei

A disszertáció első fejezetében a jelenleg legelterjedtebb (ipari szabvány-
ként is megjelenő) görbetípussal, a B-spline görbével és annak racionális
általánosításával, a NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) görbével
kapcsolatos eredményeinket tárgyaljuk. A B-spline alapfüggvények de-
finíciója a következő [50]:

2.1. definíció. Az Nk
j (u) : [0,1] → R rekurzív függvényt, melynek

előállítása:

N1
j (u) =

{
1 ha u ∈ [uj , uj+1) ,

0 egyébként
Nk

j (u) = u−uj

uj+k−1−uj
Nk−1

j (u) + uj+k−u
uj+k−uj+1

Nk−1
j+1 (u) ,

k − 1-edfokú (k-adrendű) normalizált B-spline alapfüggvénynek nevez-
zük. Az uj 6 uj+1 ∈ R számokat, melyek az értelmezési tartomány
osztópontjai, csomóértékeknek nevezzük.

2.2. definíció. Az s (u), k-adrendű B-spline görbe

s (u) =
n∑

i=0

Nk
i (u)pi, u ∈ [uk−1, un+1]

ahol Nk
i (u) az i-edik normalizált B-spline alapfüggvény, a pi pontok

pedig a kontroll pontok. A görbe j-edik ívét sj (u)-val jelöljük.
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Evidens, hogy a görbe bármely definiáló adatának megváltoztatása
hatással van a görbe alakjára is. A B-spline görbe esetén ezek a definiáló
adatok: a fokszám, a kontroll pontok és a csomóértékek. NURBS görbe
esetén ehhez járulnak még a kontroll pontokhoz rendelt súlyok. Míg a
kontroll pontoknak, a súlyoknak és a fokszámnak a megváltoztatása jól
dokumentált a szakirodalomban, a csomóértékek megváltoztatásának
hatásáról, ahogy azt a bevezetőben említettük, nem voltak ismereteink.

Kutatásaink során ezt a hiányosságot pótoltuk. Egy csomóértéknek
a B-spline görbe alakjára tett hatását, illetve a görbepontok elmozdu-
lásának pályagörbéjét írtuk le matematikai szempontból az [35], [36]
és [21] cikkekben. A fentieknek felületekre történő általánosítását, an-
nak geometriai aspektusait [19]-ben és [24]-ban tárgyaltuk. Kizárólag
csomóértékek megváltoztatásával elért kényszeres (előírt geometriai fel-
tételeknek eleget tévő) alakváltoztatást írtunk le görbék esetén [37]-ben,
felületek esetén [23]-ban.

Ha az ui csomóértéket változtatjuk, az alapfüggvények nem csak az
u, hanem ui függvényei is lesznek. Ezt hangsúlyozandó az alapfüggvé-
nyeket ekkor Nk

i (u, ui)-vel, a görbét si (u, ui)-vel jelöljük. Ha a második
változót rögzítjük, akkor a jól ismert alapfüggvényt és görbét kapjuk, ha
azonban az első paraméter rögzítjük (azaz u = ũ), akkor az Nk

i (ũ, ui)
függvény ui-nek valamilyen racionális függvénye lesz, míg si (ũ, ui) úgy
interpretálható, mint az eredeti görbe valamely pontjának pályagörbéje
a csomóérték változásának függvényében. Precízen megfogalmazva, az
ui értéket változtatva az ũ ∈ [uj , uj+1) görbepont az

sj (ũ, ui) =
j∑

l=j−k+1

dlN
k
l (ũ, ui) , ui ∈ [ui−1, ui+1]

görbeíven mozog. A függvényről illetve a pályagörbékről beláttuk a kö-
vetkezőket:
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2.3. lemma. Az Nk
i−k (ũ, ui) függvények, ahol ũ ∈ [ui−m, ui−m+1),

(m = 1, . . . , k − 1), ui ∈ [ui−1, ui+1] k − m-edrendű racionális függvé-
nyei ui-nek.

2.4. tétel. Az si−m (ũ, ui) =
i−m∑

l=i−m−k+1

Nk
l (ũ, ui)dl, ui ∈ [ui−1, ui+1]

pályagörbe ∀ũ ∈ [ui−m, ui−m+1), (m = 1, . . . , k − 1) k −m-edrendű ra-
cionális görbe,.

2.5. következmény. m = k − 1 esetén a pályagörbék egyenesek; ha
ui az ui−1 és ui+1 között fut, akkor a si−k+1 (ũ, ui) görbeív pontjai a
kontroll poligon di−k,di−k+1 oldalával párhuzamosan mozognak.

Analóg állítások igazak az ui utáni görbepontok pályagörbéire.

Az ui csomóérték változtatásával létrejön az

s (u, ui) =
n∑

l=0

dlN
k
l (u, ui) , u ∈ [uk−1, un+1] , ui ∈ [ui−1, ui+1)

egyparaméteres B-spline görbesereg. k = 3 esetén ismert, hogy ezek
parabolaívek, melyeknek a csomóértéknél vett érintőjük egybeesik a
kontroll poligon oldalával, másképpen fogalmazva a kontroll poligon ol-
dala burkolója a görbeseregnek. A következő tételben ezt az eredményt
általánosítottuk tetszőleges k-ra.

2.6. tétel. A k-adrendű B-spline görbékből álló

s (u, ui) =
n∑

l=0

dlN
k
l (u, ui) , u ∈ [uk−1, un+1]

görbeseregnek ui ∈ [ui−1, ui+1), k > 2 esetén létezik burkolója. A burko-
ló szintén B-spline görbe, melynek rendje (k−1) és a következő formában
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írható:

b (v) =
i−1∑

l=i−k+1

dlN
k−1
l (v) , v ∈ [vi−1, vi] ,

ahol vj =

{
uj ha j < i

uj+1 ha j > i
, azaz az i-edik csomóértéket eltávolítjuk

az eredeti görbe (uj) csomóértékei közül.

Végül beláttuk, hogy ez a burkoló az egyes görbepontok pályagör-
béiből álló görbeseregnek is burkolója.

2.7. tétel. A fenti b (v) burkoló a si (ũ, ui) pályagörbéknek is burkolója,
u = ui érintési ponttal.

A pályagörbék a csomóérték változásának kis intervalluma miatt
geometriailag nehezen vizsgálhatók, ezért kiterjesztettük az értelmezési
tartmányukat úgy, hogy a változó ui csomóérték az eddigi [ui−1, ui+1]
határokon túl is mehet. Ekkor beláttuk a következő tételt.

2.8. tétel. Az ui m-szeres csomóértéket változtatva a szomszédos cso-
móértékek között, az si−1 (u),. . ., si+m−1 (u) görbeív kiterjesztett pálya-
görbéi határértékben elérik a megfelelő kontroll pontokat, azaz

lim
ui→−∞

si+j (u, ui) = di+m−1, lim
ui→∞

si+j (u, ui) = di−k,

(j = −1,0, . . . , m− 1) , ∀u ∈ [ui+j , ui+j+1) .

Beláttunk továbbá egy összefüggést a burkolónak és a B-spline gör-
besereg tagjainak magasabb rendű derváltjaival kapcsolatban:

2.9. tétel. Tekintsük a k-adrendű B-spline görbesereget:

s (u, ui) =
n∑

l=0

dlN
k
l (u, ui) , u ∈ [uk−1, un+1] , ui ∈ [ui−1, ui+1) , k > 2
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és a burkoló görbét:

b (v) =
i−1∑

l=i−k+1

dlN
k−1
l (v) , v ∈ [vi−1, vi]

mely tehát k − 1-edrendű B-spline görbe. Ekkor az u = v = ui pontban

dr

dvr
b (v)

∣∣∣
v=ui

=
k − 1− r

k − 1
dr

dur
s (u, ui)

∣∣∣
u=ui

, r > 0.

Végül állításaink következményeként a következő összefüggést bizo-
nyítottuk.

2.10. következmény. k > 3 esetén a b (v) burkoló és a s (u, ui) gör-
besereg tagjainak az u = v = ui pontban közös a simulósíkjuk, míg
görbületükre az érintési pontban

κb =
(k − 1) (k −m− 2)
(k − 2) (k −m− 1)

κs (2.1)

igaz, ahol m a csomóérték multiplicitása.

[37]-ben az előbbi elméleti eredmények felhasználásával olyan mód-
szereket adtunk meg, melyek lehetővé teszik a görbe alakjának előre
definiált változtatását (pl. menjen át egy adott ponton) csupán az osz-
táspontok változtatásának segítségével - ez eddig nem volt lehetséges, a
B-spline görbe alakját korábban kizárólag a kontroll pontok módosítá-
sával, illetve NURBS görbe esetén a súlyok megváltoztatásával lehetett
elérni [50]. Az eredményeket főként a görbék "finomhangolásánál", azaz
az alakjuk végső finomításánál használják azóta, hiszen míg a kontroll
pontok kismértékű megváltoztatása is nemkívánatos módon befolyásol-
hatja a göbre konvexitását, addig a csomóértékek változtatásával (a
kontroll pontok változatlanul hagyása mellett) az eredeti konvexitási
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viszonyok csak nagyon szélsőséges helyzeben változhatnak meg. A cso-
móértékekkel történő alakváltoztatás akkor is hasznos, ha a görbét egy
rögzített területen belül akarjuk tartani, ugyanis a csomóértékek vál-
toztatásakor a görbe a kontroll pontok konvex burkán belül marad.

A leggyakrabban használt, harmadfokú polinomokkal definiált B-
spline és NURBS görbékre például a következő problémákat vizsgáltuk:

– A B-spline görbe csomóértékeinek módosítása úgy, hogy a görbe
menjen át egy előre adott ponton

– A NURBS görbe csomóértékeinek módosítása úgy, hogy a görbe
menjen át egy előre adott ponton

– A NURBS görbe két súlyának és egy csomóértékének módosítása,
ennek hatása

Olyan eseteket mutattunk be, ahol a csomóértékekkel való változta-
tás a görbe görbületi viszonyainak szempontjából előnyösebb a kontroll
pontok által történő változtatásnál, pl. adott pontra való illesztésnél
a kontroll ponttal történő változtatás az eredetileg konvex görbén két
inflexiós pontot eredményez, míg a csomóértékkel való változtatás ezt
elkerüli (disszertáció 1.7. ábra).

A fenti eredményeinket B-spline és NURBS felületekre is általáno-
sítottuk [19], [24].

2.2. Újabb típusú spline görbék vizsgálata

Ahogy azt a bevezetőben említettük, a jelenleg használatos tervező
szoftverekben a B-spline és NURBS görbék a standard görbeleíró mód-
szerek. Az újabb görbéket leíró tudományos munkáknak fontos jellemző-
je, hogy vagy alakparamétereket illesztenek az alapfüggvényekbe, vagy
az eddig használt polinomiális függvények helyett más függvényterekből
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veszik az alapfüggvényeket. A disszertáció 2. fejezetében ilyen görbékkel
kapcsolatos eredményeket ismertetünk.

Az egyik legelső ilyen görbetípus az 〈1, t, sin t, cos t〉 teret, illetve
annak egy megfelelő bázisát használó C-Bézier és C-B-spline görbe
[67],[68].

2.11. definíció. [67] Tekintsük a következő függvényeket:

M =





1 ha α = π,
sin(α)

α−2
α−sin(α)
1−cos(α)

egyébként

Z0(t, α) =
(α− t)− sin(α− t)

α− sin(α)

Z1(t, α) = M

(
1− cos(α− t)

1− cos(α)
− (α− t)− sin(α− t)

α− sin(α)

)
(2.2)

Z2(t, α) = M

(
1− cos(t)
1− cos(α)

− t− sin(t)
α− sin(α)

)

Z3(t, α) =
t− sin(t)
α− sin(α)

.

Ekkor a

b(t, α) =
3∑

i=0

Zi(t, α)pi, t ∈ [0, α], α ∈ (0, π]

görbét C-Bézier görbének nevezzük.

A fenti görbének α az alakparamétere, de azt, hogy ennek az alakpa-
raméternek a megváltoztatása milyen hatással van a görbére, a definiáló
cikkek nem vizsgálják. Az alakparaméter hatását [25]-ben leírtuk, kény-
szeres (előre megadott geometriai feltételt teljesítő) alakmódosító algo-
ritmusokkal egyetemben. Az eredményhez vezető ötletünk az volt, hogy
mivel az α alakparaméter egyben az értelmezési tartomány felső hatá-
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ra, így a rögzített paraméterértékű pont vizsgálata itt értelmét veszti,
ehelyett az α/c értékhez tartozó pontot vizsgáltuk, ahol c ∈ [1,∞).

Hasonló vizsgálatokat végeztünk számos más, újabb görbetípus ese-
tén is, ahol tehát a fő kérdés az volt, hogy az alapfüggvényekben szereplő
paraméter(ek) megváltoztatása milyen hatással lesz a görbe alakjára, il-
letve hogyan használható ez a hatás kontrollált alakmódosításra. Ilyen
szempontból vizsgáltunk GB-spline görbéket [43]-ben, FB-spline gör-
béket [26]-ban, illetve további, Xuli Han által definiált görbetípusokat
[29]-ben és [62]-ben. Ezen eredmények lehetővé teszik, hogy az új gör-
betípusokkal a B-spline görbénél megszokott alakmódosítások mellett
újabb, előre meghatározott geometriai feltételeknek megfelelő változta-
tásokat végezzünk az alakparaméterek segítségével.

Több cikkünkben mi definiáltunk új görbeosztályt, ebből itt részle-
tesen egyet mutatunk be, melyet [30]-ban, egy korábbi speciális Han-féle
görbe alapján [16] definiáltunk, ami a Bézier görbe egyfajta általánosí-
tása. Az eredeti, Han-féle görbe definíciója:

2.12. definíció. Ha adottak a pi kontroll pontok, akkor az α, β ∈
∈ [2,∞) alakparaméterekkel megadott

c(t, α, β) =
4∑

i=0

Ti(t, α, β)pi for t ∈ [0, π/2],

görbét, ahol

T0(t, α, β) = (1− sin t)α

T1(t, α, β) = α sin t(1− sin t)α−1

T3(t, α, β) = β cos t(1− cos t)β−1

T4(t, α, β) = (1− cos t)β
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T2(t, α, β) = 1−
∑

i6=2

Ti(t, α, β).

trigonometrikus Bézier görbének nevezzük.

Mivel a görbe csak 4 kontroll pontra értelmezett, egyik célunk az
volt, hogy ezt tetszőleges számú kontroll pontra általánosítsuk. Más-
részt az eredeti függvényekben szereplő sin t, cos t függvénypárra igaz,
hogy sin2 t + cos2 t = 1, amit a ϕ(t), ψ(t) függvényekkel helyettesítünk,
amikre ϕn1 (t) + ψn2 (t) = 1 igaz, ahol n1, n2 természetes számok.

Legyen ϕ, ψ : [a, b] → [0,1] két bijektív függvény, az egyik növekvő,
a másik csökkenő, úgy, hogy

ϕn1 (t) + ψn2 (t) = 1

minden t ∈ [a, b]-ra igaz legyen. valamint

ϕ(a) = ψ(b) = 0, ϕ(b) = ψ(a) = 1,

teljesüljön és mindkét függvény folytonos legyen. Ekkor Newton álta-
lános binomiális tételéből, feltéve, hogy ϕ(t) < 1/2, következik, hogy

1 =
(
ϕ (t) + (1− ϕ (t))

)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
ϕk (t) (1− ϕ (t))α−k (2.3)

minden valós α esetén, ahol

(
α

k

)
=

1
k!

k−1∏

m=0

(α−m) =
(α− k + 1)k

k!
,
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(a Pochhammer szimbólumot használva, azaz (x)k = x(x + 1) . . . (x +
+ k − 1)). Rögzítsük α ∈ [n1,∞) és β ∈ [n2,∞) értékét és a fentiek
alapján definiáljuk az

Li (t, α) =
(

α

i

)
ϕi (t)

(
1− ϕ (t)

)α−i

és
Rn1+n2−j (t, β) =

(
β

j

)
ψj (t)

(
1− ψ (t)

)β−j

függvényeket, i = 0,1, . . . , n1 − 1 és j = 0,1, . . . , n2 − 1.

2.13. definíció. Legyen adott a fenti függvények segítségével definiált
n1 + n2 + 1 függvényből álló rendszer

Tj (t, α, β) =





Lj(t, α) for 0 6 j 6 n1 − 1,

Rj(t, β) for n1 + 1 6 j 6 n1 + n2,

1−
∑

i6=n1

Ti (t, α, β) for j = n1

és a pi kontroll pontok. Ekkor az általánosított görbe

c(t, α, β) =
n1+n2∑

i=0

Ti (t, α, β)pi t ∈ [a, b]

ahol α ∈ [n1,∞) és β ∈ [n2,∞) globális alakparaméterek.

A fenti, általánosított görbéről [30]-ban beláttuk, hogy rendelkezik
mindazokkal a tulajdonságokkal, amikkel az eredeti görbe, valamint kü-
lönböző paraméterezéseket is vizsgáltunk.

Szintén mi magunk definiáltunk egy új görbe- és felületosztályt [55]-
ben, ahol az 〈1, cos t, sin t, . . . , cos(nt), sin(nt)〉 térből vett bázist hasz-
náltuk, és beláttuk, hogy a görbe rendelkezik a B-spline görbénél meg-
szokott tulajdonságokkal.
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[29]-ben több hasonló, alakparaméterrel rendelkező görbetípust tud-
tunk egységes keretben leírni: beláttuk, hogy számos új görbetípus,
amelyek alapfüggvényei valamilyen λ alakparamétert tartalmaznak, fel-
írható az eredeti s (u) B-spline görbe és valamely más,

l (u) =
m∑

j=0

Gj (u)gj

polinomiális görbe konvex kombinációjaként:

c(λ, u) = q(λ)l(u) + (1− q(λ)) s(u).

Az l (u) görbe megfelelő választásával számos ismert görbe, a Han-féle
kvadratikus görbe, az αB-spline, a GB-spline görbe, az SPB-spline gör-
be leírható. Az egységes szemléletmód segítségével a cikkben leírtuk
ezen görbék viselkedését az alakparaméter változásának függvényében,
azaz megadtuk, hogy ha az alakparaméter változik, akkor a görbe egy
rögzített pontja milyen pályagörbét ír le. Ennek felhasználásával olyan
algoritmust dolgoztunk ki, amelynek segítségével a görbe előre meg-
határozott alakmódosítása kizárólag az alakparaméter segítségével - a
kontroll pont mozgatása nélkül - történik. A B-spline görbénél leírtak-
hoz hasonlóan ilyen módszer eddig nem létezett, a módosítást korábban
mindig a kontroll pont elmozgatásával érték el, illetve az alakparamé-
ter geometriai hatása nem volt dokumentált. Az adott görbetípusokra
érvényes fenti eredményeink mellett az ebben az alfejezetben említett
vizsgálati módszereinket később több más görbetípusnál alkalmazták si-
kerrel, az utóbbi évek egyik legfontosabb monográfiája [56] is hivatkozik
rá.

Végül alakparaméterrel rendelkező spline görbék egy nagy osztály-
ára oldottunk meg interpolációs problémát [27]-ben, míg az interpoláló
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görbék paraméterezésének geometriai aspektusait vizsgáltuk szintén egy
nagyobb görbeosztályra [28]-ban.

2.3. Nem kontoll pont alapú módszerek

A disszertáció harmadik fejezetében olyan eredményeket tárgyalunk,
ahol a definiáló adatok nem az eddig megszokott rendezett kontroll
pontok.

Az egyik legfontosabb probléma ebben a témakörben az az eset,
amikor rendezetlen adatokra, azaz nagy számú, egymáshoz képest is-
meretlen elhelyezkedésű pontból álló ponthalmazra kell felületet felfe-
szíteni. Ez a téma különösen aktuálissá vált a térbeli szkennerek megje-
lenésével, melyek éppen ilyen típusú adatokat szolgáltatnak a szkennelt
felületről. A szerteágazó problémakör egy megoldási lehetőségét adtuk
a ponthalmaz mesterséges intelligenica eszközökkel való rendezése által,
azaz a pontoknak egy mesterséges neurális hálóval történő iteratív meg-
tanításával, mely végül rendezett ponthálót eredményez. Ez a pontháló
már kontroll pontok hálójaként használható spline felület előállításához,
mely felület vagy approximáló felületként a végeredményt szolgáltatja,
vagy alapfelületként szolgál további módszerekhez. Az eljárást Kohonen
neurális hálózat, illetve ennek dinamikus változata segítségével írtuk le
[17]-ban, [18]-ban és [63]-ben. A módszert, melyet itt röviden foglalunk
össze, numerikus szempontból továbbfejlesztettük [22]-ban.

Ahogy azt korábban láttuk, a B-spline felületet egyértelműen meg-
határozza a fokszám, a csomóértékek és a négyzethálós rácsba rendezett
kontroll pontok. A felületrekonstrukciós problémánál az input rendezet-
len pontok halmaza, így a fenti adatok mind ismeretlenek. Az alapvető
stratégia ezek meghatározására, illetve megadására a következő [65]:

1. Rögzítsük a (k, l) fokszámot, a kontroll pontok számát, valamint
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az ui, vj csomóértékeket.

2. Rendeljünk hozzá (ur, vr) paramétereket minden pr input pont-
hoz

3. Oldjuk meg a s (ur, vr) = pr egyenletrendszert, vagy minimalizál-
juk a

∑
r
‖s (ur, vr)− pr‖2 összeget.

A legproblémásabb rész a 2. lépés, amit az adatok parametrizálásá-
nak is nevezünk. Megtehetjük, hogy a paraméterértékeket egy optima-
lizálási probléma paramétereinek tekintjük, de nagyszámú adat esetén
ez sokismeretlenes nemlineáris rendszerhez vezet [64]. Az úgynevezett
alapfelület módszernél a pontokat egy előre megadott paraméteres felü-
letre vetítjük, ahonnan a pont a paramétereket örökli [45], [51]. Kérdés,
hogy hogyan lehet olyan alapfelületet megadni, mely jól követi a pont-
halmaz struktúráját, miközben előállítása nem igényel jelentős erőfor-
rást.

A mesterséges neurális hálók első alkalmazása ezen a területen a
szerző [17], [18], [63] és Yu [66] cikkeiben található. Később ezen az
elven alapuló hasonló módszereket fejlesztettek ki Barhak et. al. ([3], [4],
[40]), Echevarría et. al. ([11]), Ivrissimtzis et. al. ([32], [33], [34]), Knopf
és Sangole ([38]) és mások. A módszer lényege a Kohonen neurális háló
öntanuló képességének felhasználása. A Kohonen neurális háló (vagy
SOM) két szintű, nem felügyelt tanulású, folytonos értékű neurális háló
[39]. Az első szint n darab neuronja összeköttetésben van a második
szint m darab neuronjának mindegyikével, mely összeköttetések wij , i =
= 1, .., n; j = 1, ..., m súlyokkal súlyozva vannak - a tanulási folyamat
során ezek a súlyok változhatnak.

A neurális hálónak a problémánkra való alkalmazásához legyen az
input neuronok száma n = 3, azaz az input pontok koordinátáinak a
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száma. Az output neuronokat rendezzük négyzethálóba, számuk egyez-
zen meg a leendő kontroll pontok számával. Mivel az input neuronok
mindegyikéből három-három összeköttetés fut az output neuronokhoz,
az ezekhez rendelt súlyokat úgy is tekinthetjük, mint egy térbeli pont,
qj(w1j , w2j , w3j) három koordinátáját. Ha ezek a súlyok a tanulási fo-
lyamat során változnak, ez magával vonja a térbeli pontok helyének
változását, azok rácsba rendezettségét azonban nem rontja el.

Ha a neurális háló input értékei a rendezetlen pontok koordinátái,
akkor a tanulási folyamat a megadott rácsot a rendezetlen pontok felé
fogja mozgatni, mely a tanulási lépések sorozatán keresztül végül "fel-
feszül" a rendezetlen pontfelhőre. A pontos algoritmus a következő [17],
[22]:

Input: pr rendezetlen pontok (a pontok száma irreleváns)
Output: negyzetrács háló, amely követi a rendezetlen adathalmaz

alakját

1. Rögzítsük a hálóban szereplő pontokat, ami egyben az output neu-
ronok száma, m, valamint ezek rácsszerű szomszédsági viszonyait.
Az input neuronok száma n = 3. Legyen t = 1.

2. Inicializáljuk a wij (i = 1,2,3; j = 1, ..., m) súlyokat, azaz a rács
qj(w1j , w2j , w3j) pontjainak térbeli koordinátáit: legyenek ezek
véletlen értékek a pontháló centrumának közelében.

3. Válasszunk ki véletlenszerűen egy input pontot, melynek térbeli
koordinátái pi(x1, x2, x3).

4. Számítsuk ki minden output neuronnál a következő összeget, il-
letve keressük meg ezek minimumát:

dmin = min

{
dj =

3∑

i=1

(xi − wij)
2 , j = 1, ...,m

}
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Ezzel megkerestük azt a qmin pontot a rácsban, amely legközelebb
van az input ponthoz. Az ehhez tartozó output neuront "nyerő"
neuronnak nevezzük.

5. Keressük meg a "nyerő" neuron szomszédait az N(t) szomszédsági
függvény segítségével (időben csökkenő függvény, lásd a disszer-
tációban) és módosítsuk az ezen neuronokhoz tartozó súlyokat:

wij(t + 1) = wij(t) + η(t)(xi − wij(t)) (2.4)

ahol η(t) a gain term-nek nevezett függvény (ez is időben csökkenő
függvény, lásd a disszertációban).

6. Legyen t = t + 1 és csökkentsük az η(t) és N(t) értékét.

7. Vissza a (3) pontra, hacsak a háló nem tanulta meg az inputot.
A hálóra akkor mondjuk, hogy megtanulta az input adatokat, ha
a rács mozgása (vagy, ami ezzel összefügg, a gain term értéke)
alatta marad egy előre definiált konstansnak.

Az algoritmus néhány pontja további magyarázatra szorul. A rács
topológiáját mi négyzetesre választottuk a B-spline felület alkalmazása
miatt, de háromszög vagy bármilyen más topoógia is szóba jöhet, ahogy
ez a további fejlesztésekben meg is jelent [66], [33].

Az output neuronoknak, és így a rács pontjainak, a kontroll pontok-
nak a száma m, előre rögzített érték. Ezt előre becsülni nem egyszerű
feladat, amit a Kohonen háló dinamikus verziójának [15] alkalmazásá-
val küszöbölhetünk ki. Az algoritmust úgy módosítottuk, hogy a rácsba
újabb neuronok kerülhetnek be ott, ahol a háló nagyon aktív [63].

A 2. lépésben a súlyok inicializálása, azzaz a rács kiindulási pozíciója
nincs igazán hatással a végső alakra, vannak publikációk, ahol ezzel nem
is foglalkoznak [32], vagy a miénkhez hasonló módszert alkalmaznak
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[38]. Ha plusz információval rendelkezünk a leendő alakról, pl. tudjuk,
hogy van határvonala, akkor azt az inicialzálásnál felhasználhatjuk (pl.
"SOM boundary first" módszer [3]).

A kontroll pont alapú görbe- és felületmodellezésnek egy alternatí-
vája az animációs szoftverekben az utóbbi időben megjelent módszer,
melyben adott körök, illetve gömbök segítségével, azok burkolójaként
(nem teljesen azonos a hagyományos burkoló fogalommal, angolul: skin)
definiáljuk a görbét, illetve a felületet. A módszer azon alapszik, hogy
pontok helyett egy körsorozat (gömbsorozat) adott, a cél pedig ezek
burkolása valamilyen standard görbét (felületet) előállító módszerrel.
A problémának az animációk tervezésében komoly szerep jut [58], [59],
[60], [53], [54], sőt külön erre fejlesztett szoftverek is léteznek már, mint
a ZSpheresr [69] (Pixologic), vagy a SporeTM [61] (Electronic Arts).
Ezen felül a kérdés egyéb alkalmazásokban is felmerül, mint pl. orvo-
si képdiagnosztika, lefedési problémák, molekula modellezés [10, 12],
érhálózat rekonstrukciója [53, 60].

Gömbök burkolásának problémájával Hoschek [31] publikációja óta
sokan foglalkoztak, de vagy numerikusan oldották meg a problémát,
vagy egyparaméteres gömbsorozatot kívántak meg inputként [13], [49,
48]. Diszkrét gömbökre Slabaugh dolgozott ki módszert [59, 60], ez azon-
ban lassú, iteratív optimalizáláson alapszik, így valós idejű tervezésre,
animációra alkalmatlan.

Erre a problémára [41]-ben olyan megoldást mutattunk, mely a lé-
tező módszerekkel ellentétben valós idejű, stabil, egzakt számolással
szélsőséges input adatokra is megfelelő burkoló görbét, illetve felületet
szolgáltat (2.1 ábra).
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2.1. ábra. Az inputként megadott
gömbök (balra), a felület paramé-
tervonalai az érintőkörökkel (közé-
pen) és a kész felület (jobbra). Az
algoritmus egymástól távoli gömbö-
ket és az input hirtelen változásait

egyaránt kezelni tudja.

Első lépésként pontosan definiáltuk, hogy mit értünk megengedett
körsorozat (illetve térben gömbsorozat) alatt [41].

2.14. definíció. Körök C = {c1, c2, c3, . . . , cn} (n ∈ N) sorozatát meg-
engedett konfigurációnk nevezzük, ha a következő feltételek teljesülnek
(di a ci kör által definiált körlapot jelöli):
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– di ⊂
n⋃

j=1,j 6=i

dj , i ∈ {1,2, . . . , n}

– di ∩ dj = ∅, i, j ∈ {1,2, . . . , n}, j /∈ {i− 2, i− 1, i, i + 1, i + 2}

– if di−1 ∩ di+1 6= ∅, then di−1 ∩ di+1 ⊂ di

Ezekből a feltételekből következik, hogy

ri /∈
i+1⋃

j=i−1

dj , i = 2, .., n− 1,

ahol ri a ci−1, ci, ci+1 körök hatványpontja.
Ezzel analóg módon definiáltuk a gömbök megengedett konfigurá-

cióját. Körök esetén a keresett alakzat két görbe, melyek minden egyes
kört egy-egy pontban érintenek, de egyik körbe sem metszenek bele.
Gömbök esetén a keresett felület minden gömböt egy-egy körben (nem
feltétlenül főkörben) érint, de egyik gömbbe sem metsz bele. Ezeket a
definíciókat mások is átvették, alkalmazták [2].

Körök esetén a megoldás első lépése, hogy minden körön két pon-
tot keresünk, amelyekben a leendő burkoló érinteni fogja őket. Ezeket a
pontokat minden ci körhöz az ezt megelőző és az ezt követő ci−1, ci, ci+1

körhármas által definiált megfelelő Apollóniusz-féle érintőköröknek a
középső körrel való érintési pontjai adják. Ez a görög probléma itt meg-
lepően új alkalmazásra talál és minden feltételnek megfelelő burkolót
eredményez. Térben a gömbökön az érintőköröket ennek a problémá-
nak a térbeli általánosítása adja (Dupin-ciklidek), illetve visszavezet-
hető a síkbeli problémára. Az érintési pontokhoz illetve gömbök esetén
a körökhöz érintővektorokat is definiálunk, amelyek nagyságát a szom-
szédos körök hatványvonalaiból (gömbök hatványsíkjaiból) számoljuk.
Végül ezeket Hermite-ívekkel kötjük össze, így a végső görbepárt illetve
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felületet paraméteres módon adjuk meg. A módszert [1]-ben továbbfej-
lesztettük úgy, hogy több ágból álló felületeket is kezelni tudjon.
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