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1. Bevezetés

A szamitogéppel segitett geometriai modellezés (Computer Aided Geo-
metric Design, CAGD) alapvet6 feladata a gorbék és feliiletek tervezésé-
nél felmerilé matematikai, legtobbszor geometriai probléméak megolda-
sa, illetve az ehhez a tervezéshez megfelel§ tulajdonsagokkal rendelkezd
gorbe- és feliilettipusok keresése, vizsgalata. Mikozben a kérdéskor ter-
mészetszertien kotddik az iparban felmeriils tervezési probléméakhoz, az
utobbi 50 év alatt az alkalmazésokon tul énmagaban is érdekes mate-
matikai kutatési teriiletté nétte ki magat. A disszertécidban és az alab-
biakban olyan problémakoroket vizsgalunk, melyek valamilyen moédon
az el6bb emlitett teriilethez kothetsk.

A geometriai modellezésben elég koran, a hatvanas évek elejétsl
kialakult az a donten maig érvényes paradigma, hogy a tervezésben
hasznalt gérbetipusokat a tervezd altal szabadon megvalasztott p; alap-
pontok (agynevezett kontroll pontok) és megfelelGen vélasztott N;(u)

alapfiiggvények lineéris (affin) kombinaciojaként elallo

n

s(u) = ZNi(u)pZ- u € [0,1]
i=0
paraméteres gorbeként allitjuk el (a téma részletes, részben torténeti
attekintéséhez lasd [50]). Bar mas elvet kovets gorbe- és feliiletleirasok
is jelen vannak a teriileten, a szoftverek donté tobbsége ilyen gorbé-
ket alkalmaz. A gorbe tipusa (pl. Bézier gorbe, B-spline gorbe stb.) a
valasztott alapfiggvényektdl fligg - ezek a kutatasok kezdetén, a hatva-
nas években, részben a szamitogépek limitalt képességei miatt alacsony

fokszamu polinomok voltak.

Az elsd, széles korben elterjedt modszer a P. Bézier és P. de Castel-

jau altal egymastol fiiggetleniil definialt gérbe volt [8], amely a ponto-
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kat az ugynevezett Bernstein polinomokkal kombinalta. Mivel az N;(u)
polinomoknak béazist kell alkotniuk az adott fokszamu polinomok te-
rében, igy a kontroll pontok szaménak novekedésével a fokszam is nd.
Ezt a probléméat kiiszoboli ki a B-spline gorbe [57], ahol a teljes gorbét
folytonosan kapcsolodd ivekbdl rakjuk Ossze, igy sok kontroll pontra
is alacsony fokszamu polinomokkal dolgozhatunk. A B-spline (és en-
nek racionélis altalanositasa, a NURBS) gorbe alapfiiggvényei rekurzi-
van definialt fiiggvények, a teljes [0,1] értelmezési tartoményt pedig az
ivenkénti definiadlas miatt osztaspontokkal (tgynevezett csomoértékek-
kel) részekre kell osztanunk. Ezt megtehetjiik ekvidisztans modon, de
masképp is - ekkor azonban kérdésként meriil 61, hogy a csomoértékek

megvalasztasa hogyan hat a gérbe alakjara.

A 70-es évek végétdl sokan foglalkoztak a csomoértékek kérdésével,
C. de Boor [7], W. Bohm [5} 6], G. Farin [14], T. Lyche [44] és ma-
sok, de a csomoéértékek megvéltoztatasanak geometriai hatésarol még
1995-ben is igy ir a szakteriilet egyik legalapvetébb monografidja [50]:
"...habar a csomoéértékek szintén hatassal vannak a goérbe alakjara, en-
nek a hatasnak a lefrdsa nem ismert, sem geometriailag intuitiv, sem
matematikailag egyszerd formaban." Kutatasaink soran ezt a problémat
megoldottuk. A csomoéérték véiltoztatdsanak a B-spline és NURBS gor-
be alakjara tett hatasat, illetve ennek feliiletekre torténd altalanositasat
dolgoztuk ki a [19], [23], [24], [35], [36], [37] cikkekben, amit a disszer-
tacio 1. fejezetében ismertetiink, illetve jelen tézisfiizet 2.1. fejezetében
foglalunk 6ssze. Ezen eredmények egy része elméleti jellegti, mig masok

lehet6vé tették praktikus alakvaltoztatod algoritmusok kidolgozasat.

A jelenleg hasznalatos tervezé szoftverekben, rajzolo programokban
a B-spline és NURBS gorbék a meghatérozo tipusok, a szoftverek don-
t6 tobbsége a 90-es évektsl NURBS formaban tarolja a geometriai ob-

jektumokat. Matematikai szempontboél ugyanakkor nem elképzelhetet-
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len olyan gorbetipus, mely ugyanolyan jo tulajdonsagokkal rendelkezik,
mint az eddig emlitett polinomidlis alapfliggvényti gorbék, ugyanakkor
tovabbi elényei lehetnek, pl. alakparaméterek beiktatasaval nagyobb ru-
galmassagot biztosit, vagy egzakt moédon tud reprezentalni az el6bbiek
altal csak kozelit6 modon megadhatd gorbéket. Az ilyen gorbetipusok
keresése, vizsgalata a 90-es évek mésodik felétsl, illetve a 2000-es évek-
t6l lendiilt fol, tobbek kozott Zhang [67, [68], Chen [9], Mainar és Pena
|46, 47] és Pottmann [52] cikkei nyoman. Ezek a kutatasok egyeldre el-
méleti jelent&ségiiek, mégis fontos lépést jelenthetnek egy tjabb, a jové

szoftvereiben megjelend gorbereprezentacio kidolgozasa szempontjabol.

Ezeknek a gorbéknek jellemz§je, hogy az eddig hasznalt alapfligg-
vényekbe a gorbe alakjat befolyésolé paramétereket illesztiink, vagy a
polinomialis fiiggvények mellett, helyett mas (bdvebb) fiiggvényterekbdl
vessziik az alapfliiggvényeket. A leggyakrabban hasznalt kobos gorbék
alapfiiggvényei helyett, melyek az (1,t,¢2,¢3) tér valamely bazisat al-
kotjak, tekinthetjitk példaul az (1,¢,sint, cost) teret, illetve annak egy
megfelels bazisat. Igy kapjuk az egyik legismertebb trigonometrikus
spline gorbét, a C-Bézier gorbét.

Alapvetd fontossagu, hogy ezeknek az 10 gérbéknek a geometriai
tulajdonsagait megismerjiik. Az alakparaméter hatasat tobb goérbénél
vizsgaltuk geometriai szempontbol a [25], [26], [29], [43] és [62] cikkek-
ben. Mi magunk definialtunk j gorbe- és feliilettipust [55]-ben és [30]-
ban. Alakparaméterrel rendelkezd spline gorbék egy-egy nagyobb osz-
talyara vizsgaltunk interpolacios problémat [27]-ben és [28]-ban. Ezeket
az eredményeinket tartalmazza a disszertacio 2. fejezete, illetve foglalja

Ossze jelen tézisfiizet 2.2 fejezete.

A fenti gorbék és feliiletek mindegyike definidld geometriai adatként
kontroll pontok rendezett halmazat, azaz gorbe esetén pontsorozatot,

feliilet esetén négyzetes pontracsot kivan meg. Ilyen adatok rendelkezés-
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re allnak akkor, ha mi magunk hozzuk létre a geometriai objektumot.
Ha azonban a gorbének, illetve feliiletnek mar meglévs, mas jellegti ge-
ometriai adatokat kell modelleznie, akkor az els§ 1épés az kell, hogy
legyen, hogy ezekbdl az input adatokboél valamilyen eléfeldolgozas so-
ran a kivant kontroll pontokat elGallitjuk, hogy aztan a standard médon

leirhassuk a spline gorbét, illetve feliiletet.

Az egyik legfontosabb probléma ebben a témakorben az az eset,
amikor rendezetlen adatokra, azaz nagy szamu, egyméashoz képest is-
meretlen elhelyezkedést pontboél 4ll6 ponthalmazra kell feliiletet felfe-
sziteni. Ez a téma kiilonosen aktuélissa valt a térbeli szkennerek megje-
lenésével, melyek éppen ilyen tipust adatokat szolgaltatnak a szkennelt
feliiletrél. A szertedgazo problémakor egy megoldasi lehetGségét adtuk
a ponthalmaz mesterséges intelligencia eszkozokkel vald "megtanitasa-
val", azaz egy elére definialt pontracsnak az input pontokra neurélis
haloval torténd felfeszitésével, mely végiil rendezett ponthalot eredmé-
nyez. A modszer nagy elénye, hogy a ponthalmaz méretétsl fiiggetlen a
pontracs mérete, nem kell minden input pontot felhasznélnunk a feldol-
gozas soran. Az eljarast Kohonen neuralis halozat, illetve ennek dinami-
kus valtozata segitségével irtuk le a [17], [18], [20], [22], [63] cikkekben.

Egy alternativaja a kontroll pont alapti gorbe- és feliiletmodellezés-
nek az animacios szoftverekben az utobbi idében megjelent modszer,
melyben adott kordk, illetve gombok segitségével, azok burkoldjaként
definialjuk a gorbét, illetve a feliiletet. A modszer azon alapszik, hogy
pontok helyett egy korsorozat (gombsorozat) adott, a cél pedig ezek
burkolasa valamilyen standard gorbét (feliiletet) eléallito modszerrel.
A probléméanak az animéaciok tervezésén tul egyéb alkalmazésai is van-
nak, mint pl. orvosi képdiagnosztika, lefedési problémék stb. Erre a
probléméra az [1] és [41] cikkekben olyan megoldast mutattunk, amely

a létezd, iterativ modszerekkel ellentétben valos ideji, stabil szamoléssal
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szélséséges input adatokra is megfelel6 burkolé gorbét, illetve feliiletet
szolgaltat (2.1l 4bra). Ezeket az eredményeket ismertetjiik a disszertacio

3. fejezetében és a tézisfiizetek 2.3. fejezetében.

2. Uj eredmények

2.1. B-spline és NURBS gorbék és feliiletek csoméértékei

A disszertacio elso fejezetében a jelenleg legelterjedtebb (ipari szabvéany-
ként is megjelend) gorbetipussal, a B-spline gorbével és annak racionalis
altalanositasaval, a NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) gérbével
kapcsolatos eredményeinket targyaljuk. A B-spline alapfiiggvények de-

finicioja a kovetkezd [50):

2.1. definicio. Az N]k(u) : [0,1] — R rekurziv fiiggvényt, melynek

elallitasa:

le (U) — 1 ha u € [ujvuj+1) )
0 egyébként
N} (u) = At NE () + e N (),

J Ujpp—1—u; " J Ujpp—ujr1” gL

k — l-edfoku (k-adrendi) normalizalt B-spline alapfiiggvénynek nevez-
zikk. Az u; < ujp1 € R szamokat, melyek az értelmezési tartomany

osztopontjai, csomoértékeknek nevezziik.

2.2. definici6. Az s (u), k-adrendd B-spline gorbe
s(u) = Y NF(u)pi, € [up1, ]

ahol Nik (u) az i-edik normalizalt B-spline alapfiiggvény, a p; pontok
pedig a kontroll pontok. A gorbe j-edik ivét s; (u)-val jeloljiik.
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Evidens, hogy a gérbe barmely definial6 adatdanak megvaltoztatasa
hatassal van a gorbe alakjéara is. A B-spline gorbe esetén ezek a definialo
adatok: a fokszam, a kontroll pontok és a csoméértékek. NURBS gorbe
esetén ehhez jarulnak még a kontroll pontokhoz rendelt silyok. Mig a
kontroll pontoknak, a siilyoknak és a fokszamnak a megvaltoztatasa jol
dokumentélt a szakirodalomban, a csomoéértékek megvéltoztatasanak
hatéasarol, ahogy azt a bevezet&ben emlitettiik, nem voltak ismereteink.

Kutatasaink soran ezt a hianyossagot potoltuk. Egy csomoértéknek
a B-spline gorbe alakjara tett hatéasat, illetve a gorbepontok elmozdu-
lasanak palyagorbéjét irtuk le matematikai szempontbdl az [35], [30]
és |21] cikkekben. A fentieknek feliiletekre torténd altalanositasat, an-
nak geometriai aspektusait [19]-ben és [24]-ban targyaltuk. Kizarolag
csomoértékek megvaltoztatasaval elért kényszeres (elSirt geometriai fel-
tételeknek eleget téve) alakvaltoztatéast irtunk le gorbék esetén [37]-ben,
feliiletek esetén [23]-ban.

Ha az u; csomoértéket valtoztatjuk, az alapfiiggvények nem csak az
u, hanem wu; fliggvényei is lesznek. Ezt hangsilyozando6 az alapfiiggvé-
nyeket ekkor N¥ (u,u;)-vel, a gorbét s; (u, u;)-vel jeloljiik. Ha a masodik
valtozot rogzitjiik, akkor a jol ismert alapfiiggvényt és gorbét kapjuk, ha
azonban az elsG paraméter rogzitjiik (azaz u = @), akkor az NF (i, u;)
fiiggvény w;-nek valamilyen racionéalis fiiggvénye lesz, mig s; (1, u;) Ggy
interpretalhato, mint az eredeti gorbe valamely pontjanak palyagorbéje
a csomoérték valtozasanak fiiggvényében. Precizen megfogalmazva, az

u; értéket valtoztatva az @ € [uj, uj41) gorbepont az
J
sj(u) = > dNF(Gus), wi € [uio1, 1]
I=j—k+1

gorbeiven mozog. A fiiggvényrdl illetve a palyagorbékrsl belattuk a ko-

vetkezdket:
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2.3. lemma. Az NF , (@,w;) figguények, ahol @ € [Wi—m,Ui—mt1),

(m=1,...,k—1), u; € [ui—1,uit+1] k — m-edrendd raciondlis figgvé-
nyei u;-nek.
i—m
2.4. tétel. Az Si—m (a,uz) = Z le (ﬁ,u,;) dl, u; € [ui_l,uiH]
l=i—m—k+1
pdlyagorbe Yu € [wi—m, Ui—m+1), (m=1,....k —1) k — m-edrendd ra-

ciondlis gorbe,.

2.5. kovetkezmény. m = k — 1 esetén a pdlyagorbék egyenesek; ha
w; az ui—1 €s ujp1 kozott fut, akkor a s;_pi1 (@,u;) gorbetwv pontjai a

kontroll poligon d;—x, d;—x+1 oldaldval parhuzamosan mozognak.

Analog allitasok igazak az u; utéani gérbepontok palyagorbéire.

Az u; csomoérték valtoztatasaval létrejon az

n
s (u,u;) = Zlelk (u, ), u € [ug—1,Unt1],u; € [Ui—1,Uit1)
=0
egyparaméteres B-spline gorbesereg. k& = 3 esetén ismert, hogy ezek
parabolaivek, melyeknek a csomoéértéknél vett érintdjiik egybeesik a
kontroll poligon oldalaval, masképpen fogalmazva a kontroll poligon ol-
dala burkoldja a gérbeseregnek. A kivetkezs tételben ezt az eredményt

altalanositottuk tetszdéleges k-ra.

2.6. tétel. A k-adrendid B-spline gorbékbdl dallo
s(u,u) = AN (u,us),  w € fug—1,unta]
=0

gorbeseregnek u; € [ui—1,u;11), k > 2 esetén létezik burkoldja. A burko-

[6 szintén B-spline gorbe, melynek rendje (k—1) és a kovetkezd formdaban
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irhato: .
i
b (v) = Z lelk_l (v), v € [vi—1,v4],
l=i—k+1
Uj ha ] <1 . . L . -
ahol v; = -, azaz az i-edik csomaoértéket eltdvolitjuk
ujr1 ha j =i

az eredeti gorbe (u;) csomoértékei kozil.

Végiil belattuk, hogy ez a burkold az egyes gérbepontok palyagor-

béibdl allo gorbeseregnek is burkoldja.

2.7. tétel. A fentib (v) burkold as; (u,u;) palyagorbéknek is burkoldja,

u = u; érintési ponttal.

A palyagorbék a csomoéérték valtozasanak kis intervalluma miatt
geometriailag nehezen vizsgalhatok, ezért kiterjesztettiik az értelmezési
tartméanyukat tgy, hogy a valtozod u; csomoéérték az eddigi [wj—1, uit1]
hatarokon tul is mehet. Ekkor belattuk a kévetkezs tételt.

2.8. tétel. Az u; m-szeres csomoértéket vdltoztatva a szomszédos cso-
moértékek kiozott, az si—1 (u),..., Sitm—1 (u) gorbeiv kiterjesztett palya-
gorbéi hatdarértékben elérik a megfeleld kontroll pontokat, azaz

lim  sipj (u,u;) = dipm—1, lim s;j (u,u;) = di_y,
Uj— —00 U;—00

(] = _170) cee, M — 1) 7VU € [ui+j7ui+j+1) .

Belattunk tovabba egy Osszefiiggést a burkolonak és a B-spline gor-

besereg tagjainak magasabb rendi dervaltjaival kapcsolatban:

2.9. tétel. Tekintsiik a k-adrendd B-spline gorbesereget:

n
s () = > diNF (u,w), w € [up—1, unga] s € [ui1,uig1) k> 2
1=0
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és a burkolo gorbét:
i—1
b()= > AN (v),v€ [vi1,v]
I=i—k+1
mely tehdt k — 1-edrendi B-spline gorbe. Ekkor az uw = v = u; pontban

dT
b
ZorP (V)

ol d o -
V=U; - k - 1 durs u’ ul U=U; ,/r. - '

Végiil allitasaink kovetkezményeként a kovetkezd Osszefiiggést bizo-

nyitottuk.

2.10. kovetkezmény. k > 3 esetén a b (v) burkold és a s (u,u;) gor-
besereg tagjainak az uw = v = w; pontban kozds a simuldsikjuk, mig

gorbiiletiikre az érintési pontban

(k= 1) (k—m—2)
(k—2)(k—m—1)

Kp = Ks (2.1)

19az, ahol m a csomoérték multiplicitdsa.

[37]-ben az elgbbi elméleti eredmények felhasznalasaval olyan mod-
szereket adtunk meg, melyek lehetévé teszik a gorbe alakjanak el6re
definialt valtoztatasat (pl. menjen at egy adott ponton) csupan az osz-
taspontok valtoztatasanak segitségével - ez eddig nem volt lehetséges, a
B-spline gorbe alakjat korabban kizarolag a kontroll pontok modosita-
saval, illetve NURBS gorbe esetén a stlyok megvaltoztatasaval lehetett
elérni [50]. Az eredményeket foként a gorbék "finomhangolasanal", azaz
az alakjuk végs6 finomitasanal hasznaljak azota, hiszen mig a kontroll
pontok kismértékii megvaltoztatasa is nemkivanatos moédon befolyasol-
hatja a gobre konvexitasat, addig a csomoértékek valtoztatasaval (a

kontroll pontok valtozatlanul hagyasa mellett) az eredeti konvexitasi

10
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viszonyok csak nagyon szélsGséges helyzeben valtozhatnak meg. A cso-
moértékekkel torténd alakvaltoztatas akkor is hasznos, ha a gorbét egy
rogzitett teriileten beliil akarjuk tartani, ugyanis a csomoéértékek val-
toztatésakor a gorbe a kontroll pontok konvex burkan beliil marad.

A leggyakrabban hasznalt, harmadfokd polinomokkal definialt B-
spline és NURBS gorbékre példaul a kivetkezd problémakat vizsgéaltuk:

— A B-spline gorbe csomoértékeinek modositasa ugy, hogy a gorbe

menjen at egy elére adott ponton

— A NURBS gorbe csomoértékeinek modositasa ugy, hogy a gorbe

menjen at egy elére adott ponton

— A NURBS gorbe két stulyanak és egy csomoértékének modositasa,

ennek hatésa

Olyan eseteket mutattunk be, ahol a csomoéértékekkel vald valtozta-
tas a gorbe gorbiileti viszonyainak szempontjabol elényosebb a kontroll
pontok altal torténd valtoztatasnal, pl. adott pontra vald illesztésnél
a kontroll ponttal torténé valtoztatas az eredetileg konvex gorbén két
inflexiés pontot eredményez, mig a csomoértékkel vald valtoztatas ezt
elkeriili (disszertacio 1.7. abra).

A fenti eredményeinket B-spline és NURBS feliiletekre is dltalano-
sitottuk [19], [24].

2.2. Ujabb tipusii spline gorbék vizsgalata

Ahogy azt a bevezetSben emlitettiik, a jelenleg hasznélatos tervezd
szoftverekben a B-spline és NURBS gorbék a standard gorbeleird mod-
szerek. Az tjabb gorbéket leird tudomanyos munkaknak fontos jellemza-
je, hogy vagy alakparamétereket illesztenek az alapfiiggvényekbe, vagy
az eddig hasznélt polinomialis fiiggvények helyett mas fiiggvényterekbdl

11
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veszik az alapfiiggvényeket. A disszertéacio 2. fejezetében ilyen gorbékkel
kapcsolatos eredményeket ismertetiink.

Az egyik legelss ilyen gorbetipus az (1,¢,sint,cost) teret, illetve
annak egy megfelel§ bazisat hasznalo C-Bézier és C-B-spline gorbe
671,[68].

2.11. definicié. [67] Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényeket:

1 ha o =,
M= % egyébként
a-2 1—cos(a)

(a —t) —sin(a — t)
a — sin(a)
1 —cos(a—t) (a—t)—sin(a— t)> (2.2)

Zi(ta) = M( 1 — cos(a) B a — sin(a)

Z[)(t, a) =

1 —cos(t) t—sin(t)

Zata) = o1 ( - )

1 —cos(a) «—sin(a)

t — sin(t)
Zs(t = —
3(t,a) a — sin(a)
Ekkor a
3
b(t,a) =>  Zi(t,a)pi, t€[0,a],a¢€ (0,7
=0

gorbét C-Bézier gorbének nevezziik.

A fenti gorbének « az alakparamétere, de azt, hogy ennek az alakpa-
raméternek a megvaltoztatasa milyen hatéssal van a gérbére, a definiald
cikkek nem vizsgaljak. Az alakparaméter hatasat [25]-ben leirtuk, kény-
szeres (elére megadott geometriai feltételt teljesitd) alakmodositod algo-
ritmusokkal egyetemben. Az eredményhez vezets Otletiink az volt, hogy

mivel az « alakparaméter egyben az értelmezési tartomany fels6 hata-

12
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ra, igy a rogzitett paraméterértékid pont vizsgalata itt értelmét veszti,
chelyett az a/c értékhez tartozod pontot vizsgaltuk, ahol ¢ € [1,00).

Hasonl6 vizsgéalatokat végeztiink szamos mas, Gijabb gérbetipus ese-
tén is, ahol tehat a {6 kérdés az volt, hogy az alapfliggvényekben szerepld
paraméter(ek) megvaltoztatasa milyen hatassal lesz a gorbe alakjara, il-
letve hogyan hasznélhaté ez a hatéds kontrollalt alakmodositasra. Ilyen
szempontbol vizsgaltunk GB-spline gorbéket [43]-ben, FB-spline gor-
béket [26]-ban, illetve tovabbi, Xuli Han altal definialt gorbetipusokat
[29]-ben és [62]-ben. Ezen eredmények lehet6vé teszik, hogy az 0j gor-
betipusokkal a B-spline gérbénél megszokott alakmoédositasok mellett
djabb, el6re meghatarozott geometriai feltételeknek megfelels valtozta-
tasokat végezzilink az alakparaméterek segitségével.

T6bb cikkiinkben mi definidltunk 1j gérbeosztélyt, ebbdl itt részle-
tesen egyet mutatunk be, melyet [30]-ban, egy korabbi specialis Han-féle
gorbe alapjan [16] definialtunk, ami a Bézier gorbe egyfajta altalanosi-

tasa. Az eredeti, Han-féle gérbe definicidja:

2.12. definicié. Ha adottak a p; kontroll pontok, akkor az «,( €
€ [2,00) alakparaméterekkel megadott

4
c(t,a, ) => Ti(t,a, B)p; for t€[0,7/2],
i=0
gbrbét, ahol

To(t, 0, 8) = (1 — sint)®

Ti(t,a, ) = asint(l —sint)* !

T5(t, o, 3) = Beost(l — cos t)ﬁ_l

Tu(t, o, f) = (1 — cost)?
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TQ(ta a7ﬁ) =1- Z,Ti(t?avﬁ>'
i#2

trigonometrikus Bézier gorbének nevezziik.

Mivel a gorbe csak 4 kontroll pontra értelmezett, egyik célunk az
volt, hogy ezt tetsz6leges szamia kontroll pontra altalanositsuk. Més-
részt az eredeti fliggvényekben szerepld sint, cost fliggvényparra igaz,
hogy sin?t + cos?t = 1, amit a (), (t) fiiggvényekkel helyettesitiink,
amikre ™ (t) + ¢"2 (t) = 1 igaz, ahol ni, ny természetes szamok.

Legyen ¢, : [a,b] — [0,1] két bijektiv fliggvény, az egyik névekvd,

a masik csokkend, ugy, hogy

G () + 0 (1) = 1

minden t € [a, b]-ra igaz legyen. valamint

teljesiiljon és mindkét fiiggvény folytonos legyen. Ekkor Newton alta-

lanos binomialis tételébsl, feltéve, hogy ¢(t) < 1/2, kovetkezik, hogy

L=(p+0-p®)" =)
k=

0

(})etma-emr™ e

minden valés « esetén, ahol
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(a Pochhammer szimbolumot hasznalva, azaz (z)r = x(x +1)...(z +
+ k —1)). Rogzitsiik a € [n1,00) és [ € [ng,00) értékét és a fentiek
alapjan definidljuk az

Li(t, o) = (a) o) (1—p )

7

és
B
J

Rn1+n2*j (tvﬁ) = < >77[)J (t) (]- - ’QZ} (t) )ﬁ_j

fliggvényeket, i = 0,1,...,n;1 — 1 és j=0,1,...,ny — 1.

2.13. definici6. Legyen adott a fenti fliggvények segitségével definialt
n1 + ng + 1 fliggvénybdl allé rendszer

Lj(tva) for 0<j<n—1,
T (t, 0, 8) = { Hi(t:5) for nq14+1<j < ny+ no,
1_Zn(taa>ﬁ) fOI‘ j=n1
i;énl

és a p; kontroll pontok. Ekkor az altalanositott gorbe

ni1+n2

c(t,a, )= > Ti(t,a,B)pi tE€[a,b]

=0
ahol o € [n1,00) és B € [ng2,0) globélis alakparaméterek.

A fenti, altalanositott gorbérsl [30]-ban belattuk, hogy rendelkezik
mindazokkal a tulajdonsagokkal, amikkel az eredeti gorbe, valamint ki-
16nb6z6 paraméterezéseket is vizsgaltunk.

Szintén mi magunk definidltunk egy 0j gorbe- és feliiletosztalyt [55]-
ben, ahol az (1, cost,sint,...,cos(nt),sin(nt)) térbsl vett bazist hasz-
naltuk, és belattuk, hogy a gorbe rendelkezik a B-spline gérbénél meg-
szokott tulajdonsagokkal.

15
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[29]-ben t6bb hasonlo, alakparaméterrel rendelkezd gorbetipust tud-
tunk egységes keretben lefrni: belattuk, hogy szémos 1j gorbetipus,
amelyek alapfliiggvényei valamilyen \ alakparamétert tartalmaznak, fel-

irhato az eredeti s (u) B-spline gorbe és valamely mas,

polinomialis gérbe konvex kombinacidjaként:

c(Au) = g(MI(w) + (1 = ¢(A)) s(u).

Az 1(u) gorbe megfelels valasztasaval szamos ismert gorbe, a Han-féle
kvadratikus gorbe, az aB-spline, a GB-spline goérbe, az SPB-spline gor-
be leirhato. Az egységes szemléletmod segitségével a cikkben leirtuk
ezen gorbék viselkedését az alakparaméter valtozasanak fliggvényében,
azaz megadtuk, hogy ha az alakparaméter valtozik, akkor a gorbe egy
rogzitett pontja milyen péalyagorbét ir le. Ennek felhasznélaséval olyan
algoritmust dolgoztunk ki, amelynek segitségével a gorbe el6re meg-
hatarozott alakmodositasa kizardlag az alakparaméter segitségével - a
kontroll pont mozgatasa nélkiil - térténik. A B-spline gérbénél leirtak-
hoz hasonléan ilyen modszer eddig nem létezett, a modositast korabban
mindig a kontroll pont elmozgatasaval érték el, illetve az alakparamé-
ter geometriai hatasa nem volt dokumentalt. Az adott gérbetipusokra
érvényes fenti eredményeink mellett az ebben az alfejezetben emlitett
vizsgalati modszereinket kés6bb tobb més gérbetipusnal alkalmaztak si-
kerrel, az utobbi évek egyik legfontosabb monografiaja [56] is hivatkozik

ra.

Végiil alakparaméterrel rendelkezé spline gorbék egy nagy osztély-

ara oldottunk meg interpolacios problémat [27]-ben, mig az interpolalo
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gorbék paraméterezésének geometriai aspektusait vizsgaltuk szintén egy

nagyobb gorbeosztalyra [28]-ban.

2.3. Nem kontoll pont alapt moédszerek

A disszertacio harmadik fejezetében olyan eredményeket targyalunk,
ahol a definialo adatok nem az eddig megszokott rendezett kontroll
pontok.

Az egyik legfontosabb probléma ebben a témakorben az az eset,
amikor rendezetlen adatokra, azaz nagy szamu, egyméshoz képest is-
meretlen elhelyezkedésti pontbdl all6 ponthalmazra kell feliiletet felfe-
sziteni. Fz a téma kiilonosen aktuélissa valt a térbeli szkennerek megje-
lenésével, melyek éppen ilyen tipust adatokat szolgaltatnak a szkennelt
feliiletrél. A szertedgazo problémakor egy megoldasi lehetGségét adtuk
a ponthalmaz mesterséges intelligenica eszkozokkel vald rendezése altal,
azaz a pontoknak egy mesterséges neuralis haloval torténd iterativ meg-
tanitasaval, mely végiil rendezett ponthalét eredményez. Ez a ponthald
mér kontroll pontok hal6jaként hasznalhaté spline feliilet elGallitdsahoz,
mely feliilet vagy approximal6 feliiletként a végeredményt szolgaltatja,
vagy alapfeliiletként szolgal tovabbi modszerekhez. Az eljarast Kohonen
neuralis halézat, illetve ennek dinamikus véltozata segitségével irtuk le
[L7]-ban, [18]-ban és [63]-ben. A modszert, melyet itt réviden foglalunk
ossze, numerikus szempontbol tovabbfejlesztettiik [22]-ban.

Ahogy azt korabban lattuk, a B-spline feliiletet egyértelmiien meg-
hatarozza a fokszéam, a csomoértékek és a négyzethalos racsba rendezett
kontroll pontok. A feliiletrekonstrukcios probléméanal az input rendezet-
len pontok halmaza, igy a fenti adatok mind ismeretlenek. Az alapvets

stratégia ezek meghatarozasara, illetve megadasara a kovetkezs [65):

1. Rogzitstik a (k,1) fokszamot, a kontroll pontok szamat, valamint
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az u;, vj csomoértékeket.

2. Rendeljiink hozza (u,,v,) paramétereket minden p, input pont-
hoz

3. Oldjuk meg a s (u,, v,) = p, egyenletrendszert, vagy minimalizal-

juk a S ||s (ur, vr) — pp||? Osszeget.
T

A legproblémésabb rész a 2. 1épés, amit az adatok parametrizalasa-
nak is neveziink. Megtehetjiik, hogy a paraméterértékeket egy optima-
lizalasi probléma paramétereinek tekintjiik, de nagyszamu adat esetén
ez sokismeretlenes nemlineéris rendszerhez vezet [64]. Az tgynevezett
alapfeliilet modszernél a pontokat egy el6re megadott paraméteres feli-
letre vetitjiik, ahonnan a pont a paramétereket 6rokli [45], [51]. Kérdés,
hogy hogyan lehet olyan alapfeliiletet megadni, mely jol kéveti a pont-
halmaz struktarajat, mikézben elGallitdsa nem igényel jelentds erdfor-
rast.

A mesterséges neurdlis halok els§ alkalmazésa ezen a teriileten a
szerzd |17, [18], [63] és Yu [60] cikkeiben talalhato. Késébb ezen az
elven alapulo hasonlo modszereket fejlesztettek ki Barhak et. al. ([3], [4],
[40]), Echevarria et. al. (|11]), Ivrissimtzis et. al. ([32], [33], [34]), Knopf
és Sangole ([38]) és masok. A modszer lényege a Kohonen neuralis halo
ontanuld képességének felhasznalasa. A Kohonen neuralis halo (vagy
SOM) két szintt, nem feltigyelt tanulasi, folytonos értéki neuralis halo
[39]. Az els6 szint n darab neuronja Osszekottetésben van a mésodik
szint m darab neuronjanak mindegyikével, mely 0sszekottetések w;j, 7 =
=1,..,n;7 = 1,...,m silyokkal stlyozva vannak - a tanulasi folyamat
soran ezek a silyok valtozhatnak.

A neuralis halonak a problémankra val6o alkalmazéasahoz legyen az

input neuronok szama n = 3, azaz az input pontok koordinatainak a
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szama. Az output neuronokat rendezziik négyzethaloba, sziamuk egyez-
zen meg a leendd kontroll pontok szamaéaval. Mivel az input neuronok
mindegyikébdl harom-harom 6sszekottetés fut az output neuronokhoz,
az ezekhez rendelt stlyokat tgy is tekinthetjiik, mint egy térbeli pont,
q; (w1, wa;,ws;) harom koordinatajat. Ha ezek a stlyok a tanulasi fo-
lyamat soran valtoznak, ez magéval vonja a térbeli pontok helyének
valtozasat, azok racsba rendezettségét azonban nem rontja el.

Ha a neurélis halo input értékei a rendezetlen pontok koordinatai,
akkor a tanulési folyamat a megadott racsot a rendezetlen pontok felé
fogja mozgatni, mely a tanulasi 1épések sorozatan keresztiil végil "fel-
fesziil" a rendezetlen pontfelhdre. A pontos algoritmus a kévetkezs [17],
[22]:

Input: p, rendezetlen pontok (a pontok szama irrelevans)

Output: negyzetracs halo, amely koveti a rendezetlen adathalmaz

alakjat

1. Rogzitsiik a haloban szerepld pontokat, ami egyben az output neu-
ronok szama, m, valamint ezek racsszert szomszédsagi viszonyait.

Az input neuronok szama n = 3. Legyen ¢ = 1.

2. Inicializaljuk a wy; (1 = 1,2,3;5 = 1,...,m) stlyokat, azaz a racs
q;(w1;, wa;, ws;) pontjainak térbeli koordinatait: legyenek ezek

véletlen értékek a ponthald centruménak kozelében.

3. Valasszunk ki véletlenszertien egy input pontot, melynek térbeli

koordinatai p;(x1, x2, x3).

4. Szamitsuk ki minden output neuronnél a kdvetkezd Osszeget, il-

letve keressiik meg ezek minimumét:

3
dminzmin{d]’ZZ(fL‘i—wij)Q, Jj= 1,...,m}

=1
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Ezzel megkerestiik azt a quin pontot a racsban, amely legkozelebb
van az input ponthoz. Az ehhez tartozo output neuront "nyerd"

neuronnak nevezziik.

5. Keressiik meg a "nyerd" neuron szomszédait az N (t) szomszédsagi
fiiggvény segitségével (idében csokkend fliggvény, lasd a disszer-

tacioban) és modositsuk az ezen neuronokhoz tartozo silyokat:

wij(t + 1) = wi(t) +n(t)(zi — wij(t)) (2.4)

ahol n(t) a gain term-nek nevezett fliggvény (ez is idében csokkend

fiiggvény, lasd a disszertacioban).
6. Legyen t =t + 1 és csokkentsiik az n(t) és N(t) értékét.

7. Vissza a (3) pontra, hacsak a halé nem tanulta meg az inputot.
A halora akkor mondjuk, hogy megtanulta az input adatokat, ha
a racs mozgasa (vagy, ami ezzel Osszefiigg, a gain term értéke)

alatta marad egy el6re definialt konstansnak.

Az algoritmus néhény pontja tovabbi magyarazatra szorul. A récs
topoldgiajat mi négyzetesre valasztottuk a B-spline feliilet alkalmazasa
miatt, de haromszog vagy barmilyen mas topodgia is szoba johet, ahogy
ez a tovabbi fejlesztésekben meg is jelent [66], [33].

Az output neuronoknak, és igy a racs pontjainak, a kontroll pontok-
nak a szama m, elére rogzitett érték. Ezt el6re becsiilni nem egyszerd
feladat, amit a Kohonen halé dinamikus verzijanak [15] alkalmazasé-
val kiiszobolhetiink ki. Az algoritmust Ggy modositottuk, hogy a racsba
tjabb neuronok kertilhetnek be ott, ahol a halé nagyon aktiv [63].

A 2. 1épésben a silyok inicializdlasa, azzaz a racs kiindulasi pozicioja
nincs igazan hatéssal a végsé alakra, vannak publikaciok, ahol ezzel nem

is foglalkoznak [32], vagy a miénkhez hasonl6 modszert alkalmaznak
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[38]. Ha plusz informacioval rendelkeziink a leendd alakrol, pl. tudjuk,
hogy van hatarvonala, akkor azt az inicialzalasnal felhasznalhatjuk (pl.
"SOM boundary first" modszer [3]).

A kontroll pont alapt gorbe- és feliiletmodellezésnek egy alternati-
vaja az animécios szoftverekben az utobbi idében megjelent modszer,
melyben adott korok, illetve gombok segitségével, azok burkoldjaként
(nem teljesen azonos a hagyoményos burkol6 fogalommal, angolul: skin)
definialjuk a gorbét, illetve a feliiletet. A modszer azon alapszik, hogy
pontok helyett egy korsorozat (gombsorozat) adott, a cél pedig ezek
burkolésa valamilyen standard gorbét (feliiletet) elallité modszerrel.
A probléménak az animaciok tervezésében komoly szerep jut [58], [59],
[60], 53], [54], sot kiilon erre fejlesztett szoftverek is 1éteznek mér, mint
a ZSpheres® [69] (Pixologic), vagy a Spore™ [61] (Electronic Arts).
Ezen feliil a kérdés egyéb alkalmazasokban is felmeriil, mint pl. orvo-
si képdiagnosztika, lefedési problémék, molekula modellezés [10) 12],

érhalozat rekonstrukcioja [53) [60].

Gombok burkolasanak problémajaval Hoschek [31] publikacioja ota
sokan foglalkoztak, de vagy numerikusan oldottdk meg a problémét,
vagy egyparaméteres gombsorozatot kivantak meg inputként [13], [49,
48]. Diszkrét gombokre Slabaugh dolgozott ki modszert [59,60], ez azon-
ban lasst, iterativ optimalizalason alapszik, igy valos ideji tervezésre,

animaciora alkalmatlan.

Erre a problémara [41]-ben olyan megoldast mutattunk, mely a lé-
tez6 modszerekkel ellentétben valés ideji, stabil, egzakt szamolassal
szélsGséges input adatokra is megfelel6 burkolé gorbét, illetve feliiletet
szolgaltat (2.1 abra).
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2.1. 4bra. Az inputként megadott
gombok (balra), a felillet paramé-
tervonalai az érint6korokkel (kozé-
pen) és a kész feliillet (jobbra). Az
algoritmus egymastol tavoli gdmbo-
ket és az input hirtelen valtozasait

egyarant kezelni tudja.

Elst 1épésként pontosan definidltuk, hogy mit értiink megengedett

korsorozat (illetve térben gombsorozat) alatt [41].

2.14. definicié. Korok C' = {c1,ca,c3,...,¢n} (n € N) sorozatat meg-
engedett konfigurdcionk nevezzik, ha a kovetkezd feltételek teljestilnek
(d; a ¢; kor altal definialt korlapot jeldli):
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n
~d;ic |J dj, ief{12,....n}
j=1,57i

- diﬂdj:@, i,je{1,2,...,n}j¢{i—2,i— 14,9+ 1,i+ 2}
—if dj_1 Ndijz1 # 0, then d;—1 Nd;y1 C d;

Ezekbdl a feltételekbdl kovetkezik, hogy

141
ri¢ |J dj, i=2.n-1,

j=i—1

ahol r; a ¢;_1, ¢, ¢;+1 kordk hatvanypontja.

Ezzel analog modon definidltuk a gombok megengedett konfigura-
ciojat. Korok esetén a keresett alakzat két gorbe, melyek minden egyes
kort egy-egy pontban érintenek, de egyik koérbe sem metszenek bele.
Gombok esetén a keresett feliilet minden gdmbot egy-egy korben (nem
feltétleniil f6korben) érint, de egyik gémbbe sem metsz bele. Ezeket a
definiciokat masok is atvették, alkalmaztak |2].

Korok esetén a megoldas els 1épése, hogy minden kérén két pon-
tot keresiink, amelyekben a leendd burkolo érinteni fogja 6ket. Ezeket a
pontokat minden ¢; korhoz az ezt megel6z6 és az ezt kovets ¢;—1, ¢, ¢it1
korhédrmas altal definialt megfelel6 Apolloniusz-féle érintékéroknek a
kozéps6 korrel valo érintési pontjai adjak. Ez a gérog probléma itt meg-
lepGen 1j alkalmazasra talal és minden feltételnek megfelel6 burkolot
eredményez. Térben a gombokon az érint6koroket ennek a problémé-
nak a térbeli altalanositasa adja (Dupin-ciklidek), illetve visszavezet-
hetd a sikbeli probléméra. Az érintési pontokhoz illetve gémbdk esetén
a korokhoz érintévektorokat is definialunk, amelyek nagysagat a szom-
szédos korok hatvanyvonalaibol (gombok hatvanysikjaibol) szamoljuk.

Végiil ezeket Hermite-ivekkel kotjiik Ossze, igy a végss gorbepart illetve
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felilletet paraméteres modon adjuk meg. A modszert [1]-ben tovabbfej-

lesztettiik gy, hogy tobb agbol allo feliileteket is kezelni tudjon.
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