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A diofantikus egyenletek elmélete a matematika egyik legrégibb, leg-
szebb de egyben legnehezebb fejezete. Az elmélet nem csak a modern
szamelmélet, algebra, és algebrai geometria fejlédésében jatszott alapvetd
szerepet, hanem a matematika egészére nagy kihatassal volt, még a lo-
gikdra, a modellelméletre is. Habar a Hilbert 10. probléméajaban felve-
tett reményrol tudjuk, hogy megvalésithatatlan, a diofantikus egyenletek
megoldhatésaganak kérdése nem vélaszolhatéd meg algoritmikusan, konkrét
esetekben jelent6s eredmények sziilettek. A kiilsd szemlél6 szaméra esetleg
elszigeletelt egyedi problémaknak tiing teriilet a XX. szdzad sordan néhany
egyszeriien kimondhatd, de mégis mély alapelv mentén atlathato szerkezetbe
szervezOdott, széles korben hasznalhatd, altalanos modszerekhez vezetett.

Ezek egyike a Thue-Siegel mddszer, ami egy 1j dltaldnos probléméra
vezet, az Ugy nevezett ineffektivitas probléméjara. Ineffektiv eredmények
altalaban PV @ tipusi allitason alapulnak, ahol nem tudjuk, hogy P vagy Q
all fenn. Hlusztraciéként vehetjiik példaul Siegel tételét, ha egy két valtozds
polinom egy legaldbb 1 génuszi affin gorbét hatdroz meg (a génuszt itt
a komplex megoldashalmaz altal megadott topologikus feliilet adja), ak-
kor a polinomnak csak véges sok egész megoldasa lehet. Az allitds igaz
marad, ha a megoldasokat az egész szamok helyett a racionalis szamtest
egy véges bOvitése algebrai egészeinek gytriijében keressiik. Ez a kiter-
jesztés klasszikus probémakndl is fontos szerepet jatszik. Ami a megoldasok
szamat illeti, az egy hipotetikus megoldas létezése esetén kvantitativ médon
becsiilhetd, de a megolddsok mérete nem. Méreten itt példdul a meg-
oldasok 10-es szdmrendszerbeli hosszat érthetjiik. A méret egy kicsit pon-
tosabb, szamrendszertol fiiggetlen valtozatat magassdgnak neveziink, és az
effektivitas probléméaja a megoldasok magassiaganak becslése a Diofantikus
egyenlet egyilitthatéinak illetve a megengedett megoldasok gytirijének pa-
ramétereiben.

Bérczes disszertécidja ilyen effektivitasi problémakat targyal. Az els6
attorés ezen a téren, a Thue egyenlet egész megoldasainak becslése, Baker
modszeréhez fiz6dik. A médszert Gyéry Kalman honositotta meg, kivald is-
kolét teremtve. Ugyancsak 6 kezdeményezte a kérdés legaltalanosabb alakjanak
vizsgéalatat, amelyben tetszéleges végesen generalt tartomanyban keresiink
effektiv becslést a megoldasokra. Bérczes disszertacidja ebben az dltaldnossagban



fogalmaz meg effektivitasi eredményeket az egyenletek egy nagy osztédlyara.
A dolgozatban 17 ilyen jellegii tétel szerepel, melyek fontos elérelépést je-
lentenek a Diofantikus egyenletek elméletében. Ezek koziil csak néhanyat
emelek ki, egy rovid ismertetés erejéig.

A maésodik fejezet els6 tételei egy altalanosabb egység egyenlet meg-
oldasait vizsgdlja algebrai szamtest felett. FEzek az eredmények 2009-es
megjelenésiikkor ttord jellegiiek voltak, az elsé ilyen jellegli allitasokat
eredményezve. Ugyanebben a fejezetben Bérczes a Lang-Bogomolov kérdéskor
egyes aleseteit targyalja. Mordell, Lang és Bogomolov sejtéseinek bizonyitasa
a 80-as, 90-es évek kiemelkedd eredményei. Természetes médon meriil fel
ezen eredmények effektivvé tétele. A mdsodik fejezetben t&bb tétel is ezt
a problémat jarja koriil algebrai téruszokon, effektiven szamithaté konstan-
sokkal becsiilve a megoldasokat.

A harmadik fejezet az altaldanos végesen generdlt tartomény esetét ta-
nulmdanyozza. E fejezetben jél lathatd, hogy Bérczes egyediil is kiemelked6
eredményeket publikalt. Kiemelendd példdul a 3.5 és 3.6 tétel, amelyekben
Everste-Gyory és Bombieri-Gubler eredményeit dltalanositotta, és effektiv
becsléseket adott kétvéaltozds polinomok egység megoldasaira egy az egészek
felett végesen generdlt tartomany esetén.

Talan az egyetlen kritikai megjegyzésem az illusztrativ példak hidnya.
B6 félévszazaddal ezel6tt Lang Diofantikus geometria cimii absztrakt kony-
ve és Mordell Diofantikus egyenletek cimii konkrét kérdésekre koncentrald
munkaja két szélsOséges megkozelitési modot jelenitett meg. A teriilet, és a
szamitastechnika is, nagyon sokat fejlodott azéta, talan illusztrativ esetek al-
kalmanként jobban visszaadndk a diofantoszi gondolat szépségét. Kiilonosen
a korabbi becslések javitasanal lett volna hasznos olyan példat latni, amikor
az 1j becslés nem csak szignifikdnsan jobb a korabbindl, hanem valamely
konkrét esetben lehetové teszi a megoldasok gyakorlati felsorolasat. Bar
ilyen esetek ritkak, és taldn illuzorikus is részemrol ilyet varni, de ebben az
esetben is jo lett volna valamilyen kézzel foghaté példan latni a konstan-
sok szamszerlsitését, és ennek hatasat, kiilonosen a 3. fejezet tételeiben az
implikalt O(-) becslések esetén.

Osszefoglalva. Gyéri Kdlmén iskoldja az egyik legrégibb matematikai
hagyomany magyarorszagi matematikdba épitésére rendkiviil jelentés. En-
nek az iskolanak kival6 képvisel6je Bérczes Attila, akinek a disszertdciéban
Osszefoglalt, a diofantoszi egyenletek terén elért eredményei szamosak, ki-
emelkedbek és a teriilet legtekintélyesebb folydirataiban jelentek meg. A
doktori értekezés vitdra bocsatasat és a doktori fokozat megitélését a legna-
gyobb mértékben tamogatom.
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