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Bérces Attila 6 tudomanyos munkajat dolgozza fel Doktori értekezésében, melyek
2009 és 2015 kozott jelentek meg, jellemzben az Acta Arithmetica és a Mathematical
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society folydiratokban. 2 cikkének egyediili
szerzoje, a tovabbiaknak tarsszerzéi J.—H. Evertse, K. Gyory, és egynek még C. Pontreau.
Ez a Doktori értekezés benyujtasdhoz elegendd. A késébbiekben konzekvensen a ”jelolt
eredménye”, a ”jelolt megmutatja” kifejezéseket haszndlom, mivel nincs informéaciém arrdl,
ténylegesen hogyan oszlanak meg a gondolatok a tarsszerzok kozott. Ezzel természetesen
sem a tarsszerzok érdemeit csokkenteni, sem a jelolt érdemeit tilozni nem akarom, csak a
megfogalmazast egyszertisiteni.

Az értekezés angol nyelven irédott, szerkezete logikus. Az els6 rész hiarom fejezete
bevezet a téma torténetébe, és megismertet az 1j eredményekkel. A téma Osszetettségére
utal, hogy ez a rész mintegy 30 oldalt vesz igénybe, mar a felhasznélt fogalmak ismertetése
sem egyszeri. A masodik rész a bizonyitasokat tartalmazza tovabbi hat fejezetre osztva.
A bizonyitasokrdl csak annyit emlitenék meg, hogy nem elég az ismert médszereket kom-
binalni, hanem 1j mddszerekre, példaul 1j diofantoszi approximacios tételekre is sziikség
van (2.6-2.7 Tételek).

Az informativ cim és bevezetés pontosan megjeloli a témat. A jelolt effektiv korlatokat
nyer bizonyos diofantoszi egyenletekre. Ez alatt a matematika koznyelve leginkabb egész
egyltthatos tobbvaltozds polinomok egész megoldasainak megadasat érti. Ennél bizonyos
értelemben tobbrol van azonban szé. Koztudott, hogy gyakran nem nehezebb a meg-
oldasok végességét az egész szamok halmazandl tagabb algebrai szamtestek egészeinek
korében kimutatni. Ez a dolgozat még ennél is tovabb megy egy 1épéssel, nevezetesen
megmutatja, hogy sok, szép végességi eredményhez az algebrai egészek csupan egyetlen
tulajdonsaga kell, hogy végesen generdlt racsot alkotnak (az egészek felett), azaz egy
I' = Zz + -+ + Zz, alaku halmazt. (A jelolt természetesen a hivatalos ”integralis
tartomany” kifejezést hasznélja, mig én, szigorian csak itt a védésen, szemléletesebbnek
tartom a rdcsszeriiség hangsulyozdsat). Ez az észrevétel S. Lang érdeme az 1960-as
évekbdl, de kezdetben csak ineffektiv eredményeket sikeriilt elérni. A lassan csordogdld
effektiv eredmények olyan neves matematikusokhoz kothetok, mint K. Gyéry vagy E.
Bombieri, és az emlitett altaldnossagban csak az elmult néhany évben sziilettek. En-
nek a kutatasnak képviselGje a jelolt is. Az is koztudott, hogy nincs olyan altalanos al-
goritmus, amivel minden diofantoszi egyenlet megoldasa megtalalhatd, azaz a probléma
minden egyenletre, vagy legaldbbis egyenlet osztalyokra kiilonb6z6. Ez indokolja egyes
specidlis egyenletek vizsgdlatat, egyszeriien nincs mas 1t.

A masodik fejezetben ismertetett, és a 4-5. fejezetekben bizonyitott tételek az algebrai
esettel foglalkoznak, azaz a I' racs generatorai zq, . . ., 2, algebrai szamok. A jelolt nem csak
a racsot alkotd szamok kozt keresi az egyenlet megoldasait, de a racs divizié pontjai, illetve



azok kiilonbozo értelemben vett kornyezetében is. Minden esetben effektiv végességi tételt
bizonyit (esetenként egyéb feltételek teljesiilése mellett). A vizsgalt egyenletek

ar+by =1
alaki egység egyenletet kielégité x,y € T’ szémok (2.1-2.5 Tételek). Altaldnosabban

flz,y) =0

alaki gorbéken levé I' koordindtdju pontok (2.8-2.10 Tételek). Még &ltaldénosabban, m
darab N valtozos polinom kozos gyokei varietast alkotnak, ezen varietason levé I' koor-
dindtaju pontok (2.11-2.13 Tételek).

A harmadik fejezetben ismertetett, és a 6-9. fejezetekben bizonyitott tételek azzal az
esettel foglalkoznak, amikor az A racs generatorai z1, ..., 2, kozt algebrai és transzcendens
szadmok egyarant lehetnek. Megint effektiv végességi tételeket bizonyit a jelolt (esetenként
bizonyos feltételek teljesiilése mellett). A vizsgélt egyenletek

F(xay) =9

alaku Thue egyenletet kielégité =,y € A szamok, ahol F' egy legalabb harmadfoku binaris
forma (3.1 Tétel).
F(z) = oy™

alaku hiper— vagy szuperelliptikus egyenletet kielégité x, y € A szamok, ahol F egy legalabb
harmadfoku polinom, és m > 2 rogzitett egész, illetve egy egész valtozd (3.3-3.4 Tételek).
Viégiil

F(z,y) =0

alaku gorbe, ahol F' egy kétvaltozos polinom A-beli egyiitthatokkal, megoldasokat pedig az
A hényados testének egység csoportjaban vagy annak egy végesen generdlt I' részcsoportja-
nak divizié csoportjdban keresiink (3.5-3.6 Tételek).

Személy szerint e két utols6 eredményt tartom az értekezés legértékesebb részének.
Egyrészt klasszikus ineffektiv eredmények kozos altalanositasat igazolja a jelolt, raadasul
elsoként effektiv korlattal. Masrészt a bizonyitas igazi érdekessége, hogy egy specializéids
modszer segitségével a problémat vissza vezeti az azonos probléma algebrai szamtestek,
illetve fliggvénytestek feletti valtozatdara. Ugyanakkor megjegyzem, hogy alkalmazasok
bemutatasa vilagosabba tehette volna a nagyon technikainak latsz6 eredmények megemész-
tését. A harmadik fejezet (3.1-3.4 Tételek) részleteivel kapcsolatban a kévetkezo kérdést
tenném fel.

Kérdés: Az A réics elemeinek mérésére természetesen ajanlkozik a maximalis abszolut
értékil koordindta az o« = myzy + - - - + my.z, felirdsban. Ehelyett A mint a Z[X;,..., X,]
polinomgytiri egy faktorgytrije jelenik meg, azaz A elemeit polinomok reprezentaljak,
és az elemek méretét e polinomok fokszamabol és logaritmikus magassdgabdl szamoljuk.
Miért jobb a komplikaltabb méret, illetve lehet—e az egyikre kapott korlatbol kévetkeztetni
a masikra?



E rovid osszefoglalébdl is kideriil, hogy a jelolt eredményeivel kivald, nemzetkozileg
elismert kutatok munkdjahoz csatlakozik, o) maga is a téma elismert szakértGje. Az
értekezés eredményei komoly tudomanyos visszhangot generalnak. A kicsit laikus kérdésre
kapott valasztdl fliggetleniil is a Doktori értekezést nyilvanos vitara alkalmasnak
tartom.
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