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Bevezetés

Kitiizott kutatasi feladat

A disszertaci6 célja a kompakt topologikus terek struktirdjdnak a vizsgdlata. Egy topologikus
teret kompaktnak neveziink, ha barhogy lefedve a teret nyilt halmazokkal, a lefed6 halmazok
koziil mér véges sok is lefedi a teret. Altaldban a topoldgidt egy adott halmazon a nyilt (illet-
ve zart) halmazok megadésa jelenti. Részhalmazok egy 7 rendszere akkor hatdroz meg az X
halmazon egy topoldgiat, azaz az 6sszes nyilt halmazok rendszerét, ha T zart tetszSleges uniéra
és véges metszetre, valamint X és () szerepel a nyilt halmazok kozott. Igen sok vizsgalat tar-
gya volt, hogy ugyanazt a topol6gidt hogyan lehet meghatdrozni masképp mint az 6sszes nyilt
halmaz megadéasaval.

Példaul tekinthetjiik a nyilt halmazoknak egy alkalmas részhalmazét, amellyel minden mds
nyilt halmazt unié képzéssel kaphatunk meg, igy jutunk el a bazis fogalmahoz. Tehét nyilt hal-
mazok egy B rendszere bdzisa a T topoldgidnak, ha minden G nyilt halmaz eléall B-beli nyilt
halmazok uniéjaként. Természetes kérdés, hogy egy adott X topologikus térnek mekkora a "leg-
kisebb" bazisa, azaz legkevesebb hany nyilt halmaz hatdrozza meg az sszes nyilt halmazt. Igy
kapjuk az X topologikus tér silydt, a w(X) szdmossagfiiggvényt. Ennek a fiiggvénynek a be-
vezetése €s vizsgalata jol mutatja az dltaldnos topoldgia és a halmazelmélet szoros kapcsolatat.
Specidlis esetként kapjuk a mdsodik megszdmldlhato vagy Mo tér fogalmat, ha a sily megszam-
lalhat6. Uriszon hires metrizaciods tétele még 1925-b6l vald, miszerint minden regularis My tér
metrizdlhat6. Pontosabban az eredeti tétel csak normadlis terekrdl szolt, regularis terekre egy
évvel kés6bb Tyihonov bizonyitotta az allitast.

A topolégiat meghatarozhatjuk "lokélisan" is. Az X tér nyilt halmazaibdl 4116 5 rendszert az
x € X pont kdrnyezetbdzisdnak nevezziik, ha minden x € G nyilt halmaz esetén van olyan B €
B, hogy x € B C G. Ennek a fogalomnak a segitségével definidljuk az X #ér x(X) karakterét,
mint azt a legkisebb x szdmossdgot, amire a tér minden pontjdnak van legfeljebb « szdmossigu
kornyezetbazisa. Amennyiben az X tér karaktere N, a teret elsd megszdmldlhatonak vagy M,
térnek nevezziik. Alekszandrov és Uriszon kozel 50 évig megoldatlan sejtése volt, hogy minden
kompakt M; tér szamossaga legfeljebb kontinuum. A sejtést végiil Arhangelszkij bizonyitotta
1969-ben mégpedig altaldnosabb formdban, Lindelof terekre.

Mas médon is meghatarozhatunk topolégiat egy X halmazon. TetszOleges A C X részhal-
mazra definidljuk A-t, az A halmaz lezdrdsdt, mint a legsziikebb A-t tartalmazé zért halmazt.
Ezt az A — A hozzirendelést lezdrdsi operdtornak nevezziik. Ennek megaddsa egyértelmii-
en meghatarozza az X tér topoldgidjat. Egy tetszGleges X metrikus térben egy A részhalmaz
lezarasat megadjdk azok a pontok, amelyekhez lehet az A halmazbdl konvergélni, ezért egy
metrikus tér topoldgidjat egyértelmtien meghatarozzak a konvergens sorozatok. Nem minden
topoldgidval van ez igy még kompakt terek esetében sem. Példdul a diszkrét megszadmlédlhat6
N tér Cech-Stone kompaktifikiciéjiban, SN-ben egyaltaldn nincs (nem trividlis) konvergens
sorozat.

A konvergencia fogalma 4altalanosithaté transzfinit sorozatokra. Legyen A\ egy rendszam.
Az X-beli elemek (¢ : £ < ) sorozatardl azt mondjuk, hogy (X tipusban) konvergdl az x € X
ponthoz, ha az x pont minden G kornyezete tartalmazza a sorozat egy végszeletét, azaz 3¢y <
Az 1 £ > &} C G. Kozismert, hogy barmely kompakt 75 térben minden nem izolalt ponthoz
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lehet konvergélni valamilyen tipusban.

Egy D C X részhalmazt diszkrétnek neveziink, ha D minden x pontjdnak van olyan koérnye-
zete amelyik D-bdl csak az x pontot tartalmazza. Példaul barmely 77 térben minden w tipusu
konvergens sorozat pontjai diszkrét alteret alkotnak. Azt, hogy egy topologikus tér kompakt-e,
mar a diszkrét alterek eldontik, pontosabban az X tér akkor és csak akkor kompakt, ha minden
diszkrét altér lezardsa kompakt.

Igy tehét a topologikus terek szerkezetének megismeréséhez fontos a diszkrét alterek illetve
a konvergens transzfinit sorozatok vizsgilata. Ezeknek a kutatdsoknak az eredményeit a disszer-
tacio els6 része ismerteti. Ennek sordn hamar kideriil, hogy kiilonosen kompakt terek esetén
alapvetd a tér szerkezetének az a jellemzoje amit szitkségnek neveziink. Egy X topologikus tér
t(X) "szliksége" az a legkisebb szdmossdg, amelyre a legfeljebb ekkora részhalmazok mar meg-
hatérozza topol6gidt. Pontosabban ¢(X) <  azt jelenti, hogy minden A C X és minden x € A
esetén megadhatd egy legfeljebb ~ szdmossdgti B C A tigy, hogy = € B.

Egy X topologikus tér fontos jellemzGje a tér d(X ) siiriisége. Ez az a legkisebb x szdmos-
sag, amelyhez taldlhaté egy D C X, |D| < & részhalmaz, amelyik stirli X-ben, azaz D = X.
Nyilvdnval6 tény, hogy ha x > d(X), és tetsz6legesen megadunk x-nél tobb nyilt halmazt, akkor
taldlunk koziiliik x-ndl tobbet, amelyek metszete nem iires. Az, hogy ez az utébbi tulajdonsig
és a tér szliksége meghatdrozza-e az X tér stirliségét, a masodik fejezet kutatdsainak a témadja.

Nem iires nyilt halmazok egy B rendszere 7-bdzis, ha minden nem iires nyilt halmaz tar-
talmaz egy B-beli nyilt halmazt. Egy tetszSleges X reguldris térben barmely stri halmaz és
barmely m-bdzis meghatdrozza a topoldgiat, mert segitségiikkel el6 lehet allitani minden regu-
laris zart halmazt, azaz a nyilt halmazok lezardsat. A kutatdsok kovetkezé feladata a m-bazisok
bizonyos tulajdonsdgainak a vizsgélata volt.

A topoldgiai ismeretek alapjaihoz tartozik az a tény, hogy barmely f : X — Y folytonos
leképezés esetén minden kompakt altér képe kompakt €s minden 6sszefiiggd altér képe Gssze-
fliggd altér Y-ban. Az, hogy ez a két tulajdonsag a szdmegyenes illetve R" esetén maga utdn
vonja a folytonossagot is, mar régéta ismert. A disszertacioban leirt kutatdsok utolsé fejezete
azt vizsgélja meg, hogy ezek az "6rzési" tulajdonsdgok milyen térosztalyokon biztositjdk egy
leképezés folytonossagat.

Vizsgalati modszerek

A kutatdsok sordn alapvetSen a halmazelméleti topolégia médszereit hasznaljuk. Egy X to-
pologikus tér struktdrajanak jellemzdit szamossagok hozzarendelésével irhatjuk le. Ezeket a
hozzéarendeléseket szdmossdgfiiggvényeknek nevezzik. Ilyen példdul az eddig emlitettek koziil
a sdly, w(X), a strliség, d(X) és a sztikség, t(X). A szdmossigfiiggvények kozotti kapcso-
latokat a halmazelmélet, ezen beliil a végtelen kombinatorika médszereivel vizsgilhatjuk. A
vizsgalatok halmazelméleti jellegénél fogva gyakran szembesiiliink olyan allitasokkal amelyek
igazsdgit nem lehet (vagy nem tudjuk) a halmazelmélet szokédsos axidmarendszerébdl, ZFC-bol
levezetni. Ilyenkor a "forszolds" technikdjanak segitségével kaphatunk olyan, a ZFC axiéma-

rendszert kiterjeszté axiomarendszert, ahol mar bizonyithaté az allités.
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Definiciok, jelolések

A disszertdci6 haszndlja a halmazelmélet és a topoldgia megszokott jeldléseit.

Szamossagfiiggvények

Itt adjuk meg a legtobbszor haszndlt szdimossagfiiggvényeket. A teljesség kedvéért megismétel-
jiik azokat is, amelyek mér szerepeltek a kutatési feladatok leirasanal.

Legyen X egy 17 topologikus tér. Hogy elkeriiljiink néhdny kényelmetlen esetszétvilasz-
tast, a tovdbbiakban feltessziik, hogy az X tér végtelen. Azt is feltessziik, hogy minden tér 7}
tér, azaz a véges részhalmazok zéartak X -ben.

Globalis szamossagfiiggvények.

e Nyilt halmazok egy B rendszere bdzis, ha minden G nyilt halmaz el64ll B-beli nyilt hal-
mazok uniéjaként.
Az X tér siilya, w(X) = min{|B| : B bazis }.
Az X tér My tér,ha w(X) = w.

e Nem iires nyilt halmazok egy B rendszere m-bdzis, ha minden nem iires nyilt halmaz
tartalmaz egy B-beli halmazt.
Az X tér m-siilya, m(X ) = min{|B| : B w-bazis }.

e Egy D C X halmaz siird X-ben, ha D = X.
Az X tér a tér siiriisége, d(X) = min{|D| : D siir X-ben }.
Az X tér szepardbilis, ha d(X) < w.

o Az X tér Lindeldf szdma,
L(X) = min{x : minden nyilt fedésnek van legfeljebb ~ szdimossagu részfedése }.
Az X tér Lindeldf,ha L(X) = w.

e Nyilt halmazok egy G rendszere celluldris, ha elemei paronként diszjuktak.
Az X tér celluralitdsa, c(X ) = sup{|G| : G celluldris} .
Az X tér Szuszlin tulajdonsdgii, ha ¢(X) = w.
¢(X) = min{x : nincs k szdmossdgu celluldris rendszer}.

e Egy D C X részhalmazt diszkrétnek neveziink, ha D minden x pontjanak van olyan
kornyezete amelyik D-bdl csak az x pontot tartalmazza.
Az X tér szdrdsa (spread), s(X ) = sup{|D| : D diszkrét }.
$(X) = min{k : nincs x szdmossdgu diszkrét részhalmaz}.

o Azt mondjuk, hogy az {z¢ : £ < A} C X egy (X hosszi) szabad sorozat, ha barmely
kezd6szelet lezardsa diszjunkt a megfeleld végszelet lezdrdsétdl, azaz
VE< Moy n<&n{z,:n>¢&=0.
F(X) = sup{|S| : S szabad sorozat }
F(X) = min{x : nincs  hosszu szabad sorozat }
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Lokalis szamossagfiiggvények.

Legyen = az X tér egy tetszbleges pontja.

Nyilt halmazok egy B rendszere kornyezet bdzisa az x € X pontnak, ha 3 minden eleme
tartalmazza az x pontot és az x pont minden kdrnyezete (z-et tartalmazé nyilt halmaz)
tartalmaz egy B-beli halmazt.
Az x pont karaktere X -ben,

X(x, X)) = min{|B| : B kdrnyezet bazisa z-nek X -ben }.
Az X tér karaktere,

X(X) = min{x : minden pont karaktere legfeljebb  }.
Az X tér M vagy elsé megszdamldlhato tér, ha x(X) < w.

Az x pont pszeudo-karaktere X -ben,

Y(x, X) = min{x : = elGéll legfeljebb « darab nyilt halmaz metszeteként }
Az X tér pszeudo-karaktere,

1(X) = min{x : minden pont pszeudo-karaktere legfeljebb x} .

Az x pont sziiksége X -ben,

t(zr, X) =min{xk: (VA C X,z € A)(IB C A)|B| < kész € B}.
Az X tér szitksége,

t(X) = min{x : minden pont sztiksége legfeljebb x}.

Nem iires nyilt halmazok egy B rendszere lokdlis m-bdzis az x pontban, ha x minden
kornyezete tartalmaz egy B-beli halmazt.
Az x pont m-karaktere X -ben,
mx(z, X) = min{|B| : B lokilis 7-bédzisa z-nek X-ben}.
A tér w-karaktere,
7x(X) = min{x : minden pontnak 7-karaktere legfeljebb x}.

Gyakran hasznalt tételek szamossagfiiggvényekral

Itt sorolunk fel néhdny, a disszertdcidban gyakran hasznalt 4llitast.

Egy A C X halmaznak az x € X pont teljes felhalmozdddsi pontja, ha x minden U
kornyezetére teljesiil, hogy |U N A| = |A|.

Egy X tér akkor és csak akkor kompakt, ha minden végtelen részhalmaznak van teljes
felhalmozddasi pontja.

(Tyihonov) Kompakt terek szorzata kompakt.

Egy f : X — Y folytonos raképezést irreducibilisnek neveziink, ha X minden val6di zart
részhalmazdnak a képe valddi része Y -nak.

Ha X és Y kompakt 75 terek, f : X — Y folytonosan raképezés, akkor van olyan F' C X
zart altér, amelyre f megszoritdsa mar irreducibilis raképezés Y -ra.

Minden X kompakt 75 tér és minden = € X esetén ¢(z, X) = x(z, X).
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e (Arhangelszkij, 1971) Minden X kompakt 75 tér esetén ¢(X) = F'(X).
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1. Diszkrét alterek

1.1. Konvergens szabad sorozatok kompakt terekben

Mint mar emlitettiik, van olyan kompakt 75 tér, tudniillik 3N, amelyben egyaltalan nincs (nem
trividlis) konvergens sorozat. Viszont minden X kompakt 75 térben minden nem izolalt p pont-
hoz lehet konvergalni k = x(p, X) tipusban.

Masrészt ismert (1d. [8] vagy [71]), hogy az el6bb emlitett SN tér tartalmaz w; tipust kon-
vergens sorozatot. Igy tehat természetes kérdés, hogy minden végtelen kompakt 75 tér tartalmaz-
e w vagy wi tipust konvergens sorozatot. A kérdést el6szor HuSek fogalmazta meg a 70-es évek
végén, és kozel egy id6ben egy ehhez kapcsol6dd erdsebb kérdést Juhdsz Istvan: Igaz-e, hogy
minden nem elsé megszdmlalhaté kompakt 75 tér tartalmaz w; tipusd konvergens sorozatot?

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ez az erlsebb sejtés igaz, ha t(X) > w, sGt azt,
hogy ebben az esetben a tér tartalmaz w, tipusi konvergens szabad sorozatot. Pontosabban
megmutatjuk, hogy ha egy kompakt 75 tér tartalmaz « hosszi szabad sorozatot, ahol x > w
reguldris szdimossag, akkor a tér tartalmaz egy ugyanilyen hosszi konvergens szabad sorozatot is.
Az allitast két kiilon tételben bizonyitjuk aszerint, hogy a tér tartalmaz-e olyan zart részhalmazt,
amely raképezhet6-e a 2% Cantor-kockdra vagy sem.

1.1. Tétel. [disz. 1.1] Legyen k tetszdleges nem megszdmldlhatd szdmossdg valamint f : X —
2% egy folytonos irreducibilis rdképezése az X kompakt Ts térnek a 2% Cantor-kockdra. Ekkor
minden x € X pont esetén

(i) létezik egy D C X \ {z}, |D| = k diszkrét altér, amelyik konvergdl x-hez abban az erds
értelemben, hogy x minden kornyezete csak megszamldlhato pontot hagy ki D-bél;

(ii) ha még azt is feltessziik, hogy cf(k) > w, akkor létezik egy {x¢ : £ € K} C X \ {z}, &
tipusiu szabad sorozat, amelyik konvergdl z-hez.

1.2. Tétel. [disz. 1.2] Legyen k > w egy reguldris szdmossdg. Ha egy kompakt T tér tartal-
maz egy k tipusu szabad sorozatot, akkor tartalmaz egy ugyanilyen hosszii konvergens szabad
sorozatot is.

Ennek az erds tételnek szamos kovetkezménye van.

1.3. Kovetkezmény. [disz. 1.3] Ha 2" = k™, X egy kompakt T tér amelyben x(X ) > &, akkor
az X tér tartalmaz egy F zdrt alteret és ebben egy p pontot tigy, hogy x(p, F) = k™, és ezért F
tartalmaz egy ™ tipusii p-hez konvergdlé sorozatot is.

1.4. Kovetkezmény. [disz. 1.4] Ha V-ben igz a kontinuum-hipotézis (KH) és W ennek Co-

hen valésakkal valo bovitése, akkor W-ben minden nem eld megszdmldlhato kompakt T tér
tartalmaz konvergens w1 -sorozatot.

Ha X egy topologikus tér, akkor az X tér diagondlisa, A = {(z,z) : * € X} C X2
Ismert, hogy egy kompakt T pontosan akkor metrizdlhat6, ha A egy G5 halmaz X 2-ben, azaz
el64ll megszamldlhat6 sok nyilt halmaz metszeteként.
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Husek a [24] cikkben vezette be a kis diagondlis fogalmat: A kis diagondlis, ha barmely
nem megszamlalhaté A C X2\ A esetén A-nak van olyan kornyezete, amelyik nem megszam-
lalhat6 sok pontot kihagy A-bdl. Ebben a cikben kérdezte, hogy vajon KH-b6l kivetkezik-e,
hogy minden kompakt 75 tér amelynek kis diagondlisa van, metrizdlhat6. A vélasz igen, st
erdsebb is bizonyithato.

1.5. Kovetkezmény. [disz. 1.5] Ha W az eldzd dllitdsban szerepld Cohen-modell, akkor W -ben
minden X kompakt Ts tér metrizdlhaté, ha X -nek kis diagondlisa van.

Végiil egy tétel, amelyik ugyan nem kapcsolédik a konvergens szabad sorozatokrol sz616
tételhez, viszont szorosan kapcsolddik a HuSek sejtéshez. Ehhez sziikségiink van a & (treff)
kombinatorikus elvre, amelyet Ostaszevskij (1d. [49]) vezetett be: minden o € w; limesz rend-
szamhoz megadhat6 egy w tipusu a-hoz konvergalé S, C « halmaz tgy, hogy barmely nem
megszamlalhaté H C w; halmaz esetén van olyan « amelyre S, C H.

1.6. Tétel. [disz. 1.8] Tegyiik fel, hogy teljesiil a & halmazelméleti feltevés és legyen X egy (vég-
telen) megszamldlhatéan kompakt T tér, amelyik nem tartalmaz (valodi) w hosszii konvergens
sorozatot. Ekkor X tartalmaz egy wi szdmossdgu'Y alteret 1igy, hogy Y minden (relativan) nyilt
része vagy megszdmldlhato vagy ko-megszamldlhaté (a komplementer megszdmldlhato).

Ha a fenti tételben szerepld Y egy T3 tér, akkor S-#ér is, azaz 6rokl6dGen szeparabilis de
nem Lindel6f. Az is nyilvdnvald, hogy Y -nak legfeljebb egy teljes felhalmozddasi pontja lehet.
Egy topologikus teret inicidlisan w1 -kompakt térnek neveziink, ha minden legfeljebb w; szdmos-
sagu nyilt fedésébdl kivalaszthatd egy véges részfedés. Ezt a terminoldgidt hasznalva kapjuk a
kovetkezd Allitast:

1.7. Kovetkezmény. [disz. 1.8] Ha & teljesiil, akkor minden inicidlisan wi-kompakt T5 tér
tartalmaz konvergens w- vagy wi-sorozatot.

1.2. Megszamlalhatoan sziik kompakt terek diszkrét alterei

Ebben a fejezetben kompakt terek diszkrét altereit vizsgdljuk, pontosabban azt, hogy ezek le-
zérdsa mekkora. Vildgos, hogy van olyan tér, példdul a [0, 1] intervallum, ahol minden diszkrét
altér mérete kisebb a tér szamossdgdnal. De az mdar joval nehezebb kérdés, hogy lehet-e olyan
tér, ahol a diszkrét alterek lezarasa is kisebb.

Adott X tér esetén jelolje g(X ) azon zért halmazok szdmossdgainak a szuprémumét, ame-
lyek egy diszkrét altér lezarasai, azaz

g(X) =sup{|D| : D C X diszkrét.
Hasonl6an a szabad sorozatokndl hasznalt jeloléshez,
9(X) = min{x : VD C X(D diszkrét = |D| < k.

Arhangelszkij kérdezte 2003-ban: igaz-e, hogy minden X kompakt tér tartalmaz olyan D
diszkrét alteret, amelyre |D| = | X|, azaz g(X) = | X|*? Egy kicsit gyengébb kérdés (Id. [2]),
hogy g(X) = | X]| igaz-e? Abban a specidlis esetben, amikor | X | egy szinguldris erds limesz
szdmossag, Hajnal és Juhdsz bizonyitotta (1d. [25, 4.2]) hogy ha X T5-tér, akkor 5(X) = | X|T,
és igy még olyan D diszkrét altér is van, amelyre |D| = | X|.
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K.Kunen mutatta meg, hogy az elsd sejtés altaldban nem igaz, ha létezik elérhetetlen sza-
mossdg, mig a gyengébb 4llitdsra A. Dow (Id. [11]) mutatott konzisztens ellenpéldat. Az még
mindig nyitott kérdés, hogy van-e ZFC ellenpélda valamelyik allitasra.

Misrészt A. Dow bizonyitotta (1d. [11]), hogy az megszadmldlhatéan sziik kompakt terek
korében mondhatunk valami pozitivat is a problémarol.

1.8. Tétel. (A. Dow) [disz. 1.10] Ha X kompakt w-sziik tér akkor
(i) [X] < g(X)”
(ii) Ha|X| < R, akkor g(X) = |X|T.

Az altalanos kontinuum hipotézis egy gyengitett valtozataval megvalaszolhatjuk az eredeti
kérdést az w-sziik terek esetén.

1.9. Tétel. [disz. 1.13] Tegyiik fel, hogy minden k szdmossdg esetén 2" < k. Ekkor minden w-
szitk kompakt Ty-tér esetén §(X) = | X|*, azaz van olyan D diszkrét altér, amelyre |D| = | X|.

1.3. Tkacsenko addicios tételei

Ebben a részben azt vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk egy térrél amelyet "kevés" egyszer
(diszkréthez kozeli) altér unidjaként tudunk eldallitani.
Egy X teret D-térnek neveziink, ha barhogy megadva X -en egy ¢ kornyezetkijelolést, talal-
hat6 egy D zdrt diszkrét altér igy, hogy
o[D] = U{(x) : z € D} = X.
Tetszbleges X tér esetén jelolje
D(X) = min{|A| : X = J.Aés minden A € A D-tér }.

Az X teret bal-szepardltnak mondjuk, ha megadhat6 X-en egy j6lrendezés, amelyre nézve

a kezd6szeletek zartak. Tetszbleges X tér esetén jelolje

Is(X) = min{|A| : X = |J.A és minden A € A bal-szeparilt }.
Megjegyezzik, hogy D(X) és 1s(X) véges is lehet. Ismert (1d. [70]), hogy minden bal-szeparalt
tér D-téris, igy D(X) < 1s(X).

Az X tér diszpergdlt, ha minden A C X altérnek van izoldlt pontja. Az X tér szekvenci-
dlis, ha barmely A C X halmaz pontosan akkor zart halmaz, ha nem lehet A-bdl (w tipusban)
kikonvergélni.

M. Tkacsenko egy cikkében (Id. [62]) bizonyitotta a kovetkezdket: Ha X egy megszamlal-
hatéan kompakt T3 tér, amelyre 1s(X) < w, akkor

(i) X kompakt,
(i1) X diszpergdlt,
(ii1) X szekvencidlis.

Konnyt belatni, hogy ha egy kompakt diszpergalt tér minden megszamlalhatéan kompakt
altere kompakt, akkor a tér szekvencidlis, ezért (iii) kovetkezik az (i) és (ii) allitdsokbdl. Az (i)
és (i1) allitasokat sikeriilt altalanositani a kovetkezd maédon:
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(A) Ha X megszdamldlhatéan kompakt és D(X) < w, akkor X kompakt.
(B) Ha X kompakt, 1s(X) < N(R), akkor X diszpergdlt.

Itt N(R) jeloli a szamegyenes Novédk szamadt, azaz azt a legkisebb x szdmossdgot, amelyre
a szdmegyenes lefedhets x darab sehol sem siirti halmaz unidjaként. Ezt az N (R) szdmossagot
jelolik még m-al is, ez a sovdny halmazok fedési szdma.

Az (A) dllitas gyengitett valtozata, amikor D(X) véges, megtaldlhaté Gruenhage [20] cik-
kében.

Egy X teret inicidlisan x-kompakt térnek neveziink, ha barmely legfeljebb x szdmossdgui
nyilt fedésének van véges részfedése.

Az (A) éllitas egy valtozatat is sikeriilt bizonyitanunk:

1.10. Tétel. [disz. 1.14] Legyen k végtelen szdmossdg és X inicidlisan k-kompakt tér, D(X) <
k. Ekkor X kompakt.

A (B) allitast megfogalmazé tétel:
1.11. Tétel. [disz. 1.17] Ha X kompakt Ty tér amelyre 1s(X) < N(R), akkor X diszpergdlt.

A két fenti tétel egy kovetkezménye, amely erdsiti Tkacsenko emlitett tételét, mert az X
térre T3 helyett csak a T tulajdonsidgot koveteli meg:

1.12. Kovetkezmény. [disz. 1.18] Legyen X megszdmldlhatoan kompakt T tér, 1s(X) < w.
Ekkor X kompakt, diszpergdlt és szekvencidlis.

1.4. d-szeparabilis hatvanyterek és C,(X) terek

Egy topologikus teret d-szepardbilis térnek neveziink, ha taldlhaté benne olyan siirt altér, ame-
lyik megszamlalhaté sok diszkrét tér unidja. Minden szeparabilis €s minden metrikus tér d-
szeparabilis.

El6szor Arhangelszkij tanulmanyozta ezeket a tereket az [3] cikkében. Itt bizonyitotta, hogy
d-szepardbilis terek tetszbleges szorzata d-szeparabilis. A [64] cikkben Tkacsuk keresett olyan
feltételeket, amelyek mellett egy X téren folytonos fiiggvények C,(X) tere d-szepardbilis.
Ugyanitt vetett fel néhany problémdt bizonyos terek véges illetve végtelen hatvanyainak d-
szepardbilis tulajdonsdgdrol. Ebben a részben ezekre a kérdésekre valaszolunk.

1.13. Tétel. [disz. 1.21] Legyen k végtelen szdmossdg, X pedig olyan T} tér, amelyre s(X") >
d(X). Ekkor X" d-szepardbilis.

Jegyezziik meg, hogy minden, legaldbb 2 pontos 77 tér x-adik hatvanya, X*, tartalmazza
a 2" Cantor kockat és igy tartalmaz r-as diszkrét alteret. Ezért, ha az el6z0 tételt a k = d(X)
esetre alkalmazzuk, kapjuk a kovetkezd allitast, amely vdlasz a [64, 4.10] problémara.

1.14. Kovetkezmény. [disz. 1.22] Bdrmely X T} tér d(X)-edik hatvdnya d-szepardbilis.

A kovetkezd tétel segitségével megvdlaszolhatjuk az emlitett cikkben szerepld [64, 4.2]
probléma masodik felét. Ez a tétel onmagdaban is érdekes.

10
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1.15. Tétel. [disz. 1.23] Ha X kompakt Ty tér, akkor X? tartalmaz d(X) szdmossdgii diszkrét
alteret.

A Szuszlin egyenes tantisitja, legaldbb is konzisztencia erejéig, hogy a tételben X2 nem
helyettesithetd X -el. Masrészt Shapirovszkij eredménye ([25, 3.13]) alapjan d(X) < s(X)*
minden X kompakt 75 tér esetén.

Mivel X? bedgyazhaté X“-ba, ezért az el6z6 tételekbdl kovetkezik, hogy

1.16. Kovetkezmény. [disz. 1.25] Ha X kompakt Ts tér, akkor X“ d-szepardbilis.

A kovetkezd tétel mutatja, hogy ennél er6sebbet is mondhatunk X w-adik hatvanyardl. Eh-
hez el6szor véalasszunk egy fix pontot X -bdl és jeloljiik 0-val. Jelolje, a véges tartdju fliggvények
anal6gidja alapjan

o(X¥)={r e XY :{i <w:z(i) # 0} véges }.
Nyilvéanval6, hogy o (X“) stirli X“-ban, ezért ha ez az altér d-szeparébilis, akkor X is az.

1.17. Tétel. [disz. 1.26] Tegyiik fel, hogy az X térre teljesiil, hogy valamilyen k < w esetén az
XF* térnek van d(X) szdmossdgii diszkrét altere. Akkor o(X¥) (és igy X is) d-szepardbilis.

Jegyezziikk meg, hogy abbdl, hogy X* d-szeparabilis, a "legtobb” esetben, nevezetesen ha
cf(d(X)) > w, kovetkezik, hogy X-nek van olyan véges hatvanya, amelyik tartalmaz d(X)
méretd diszkrét alteret. Az mér nem feltétleniil igaz, hogy van X-nek olyan véges hatvanya,
amelyik d-szeparébilis. Egy ilyen térre példaa SN \ N tér.

A kovetkezd tétel segitségével negativ valaszt adhatunk Tkacsuk mar emlitett [64, 4.9]
probléméjanak egyik részére: igaz-e, hogy ha egy X tér valamilyen végtelen X" hatvanya d-
szeparabilis, akkor mar az X* is d-szeparabilis. Egy teret er6s L-térnek neveziink, ha regularis,
nem szepardbilis de minden véges hatvdnya 6rokléd6en Lindelof. Ilyen tér 1étezése kovetkezik
a kontinuum hipotézisb6l, de példaul M Ay, esetén nincs erds L-tér.

1.18. Tétel. [disz. 1.27] Legyen X erds L-tér ugy, hogy d(X) = wy. Akkor X“* d-szepardbilis
de X“ nem. ZFC-ben taldlhato olyan Y tér, melyre Y2 d-szepardbilis de Y“* nem az.

Végiil a kdvetkez6 tétel valaszt ad arra a (1d. [64, 4.1]) kérdésre, hogy van-e ZFC-ben olyan
X (Tyihonov) tér, amelyre C,(X) nem d-szeparabilis.

Jelolje Col(k, 2) azt az éllitast, hogy megadhaté « pdrjainak olyan szinezése 2 szinnel, mely-
re barmely 0 < n < w esetén barhogy véve « darab diszjunkt n-es halmazt, kozottiik minden
lehetséges szinezés eléfordul. Shelah szinezési tétele szerint (1d. [59]) Col(AT, 2) teljesiil min-
den nem megszamlalhat6 regularis A esetén.

1.19. Tétel. [disz. 1.28] Ha Col(k,2) teljesiil a k = \* rdkévetkezd szdmossdgra, akkor a k
silyii D(2)" Cantor kockdnak van olyan X siirii altere, amelyre Cy,(X ) nem d-szepardbilis.
1.5. A Cech-Pospisil tétel egy erdsitése

Jelolje dis(X) azt a legkisebb x szamossdgot, amelyre X elGall x darab diszkrét altér unidja-
ként, azaz
dis(X) = min{|D| : D = X,VD € D diszkrét }.

11
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A [44] cikkben meriilt fel a kovetkezd probléma: ha X egy zsufolt (6nmagaban siirli) kompakt
T, tér, akkor igaz-e, hogy dis(X) > ¢? Ezt a kérdést Gruenhage megvilaszolta [21] cikkében:
Ha f : X — Y perfekt raképezés az X és Y topologikus terek kozott, akkor dis(X) > dis(Y).
Mivel tetszSleges kompakt zstfolt tér folytonosan (és ezért perfekt médon) raképezhetd a [0, 1]
intervallumra, ezért a kérdésre igenl a valasz.

Ebben a részben egy masik megolddst adunk a fenti probléméra, ami egyben erdsitése a
klasszikus Cech-Pospisil tételnek is (Id. [25, 3.16]), amely azt mondja ki, hogy ha egy kompakt
T5 térben minden pont karaktere legaldbb «, akkor a tér szdmossdga legalabb 2%.

Legyen M\ egy végtelen szdmossdg. Egy F halmazrendszert A-eldgazénak mondunk, ha
|F|] < A, de F-nek van A darab olyan részrendszere, amelyek metszetei nem tires, paronként
diszjunkt halmazok.

1.20. Tétel. [disz. 1.31] Ha az X kompakt T tér tartalmazza zdrt halmazoknak egy \-eldgazo
rendszerét, akkor dis(X) > A

Ebben a tételben, ellentétben a kivetkezs 4llitdssal, amelyik a Cech-Pospisil tételnek meg-
igért 4ltaldnositdsa, nem tettiik fel, hogy a tér T5, a bizonyitdshoz elég, hogy a tér 77.

1.21. Kovetkezmény. [disz. 1.32] Ha X kompakt Ts tér iigy, hogy minden x € X pont esetén
x(x, X) > K, akkor dis(X') > 2".

A [44, Theorem 3] cikkben egy ehhez kapcsol6dé dllitds szerepel. Ennek kimonddsdhoz
azonban néhany fogalmat ismertetniink kell: Az X teret jobb-szepardltnak mondjuk, ha megad-
haté X -en egy jolrendezés, amelyre nézve a kezddszeletek nyiltak. Jegyezziik meg, hogy egy X
tér pontosan akkor jobb-szeparalt, ha diszpergélt. Tetszdleges X tér esetén jelolje

rs(X) = min{|A| : X = J.A és minden A € A jobb-szeparilt }.

Ha X kompakt 75 tér és minden z € X pont esetén x(z, X) > k, akkor rs(X) > kT.
Mivel minden diszkrét tér egyben jobb-szepardlt is, az idézett tétel erésebb az el6z6 allitasnal,
ha 2F = k.

1.6. A r-kompaktsag egy interpolacios tulajdonsaga

Egy X topologikus teret x-kompaktnak neveziink, ha minden x szdmossagu alterének van tel-
jes felhalmozddasi pontja. A bevezetSben (Id. 5 oldal) ismertetett egyik tétel szerint egy tér
pontosan akkor kompakt, ha minden végtelen x-ra k-kompakt. Legyen most x egy szinguldris
szamossag és k = Y {kq : a < cf(k)} ahol minden K, < k}. Nyilvanval6, hogy ha egy X
tér minden o < cf(k) esetén r,-kompakt és cf (x)-kompakt, akkor X r-kompakt. Ez egy "ext-
rapoldcids" tulajdonsdga a k-kompaktsdgnak szinguldris x esetén. Ezért a kompakt terek fenti
jellemzésében elég a xk-kompaktsagot a regularis x szdmossagok esetében feltenni.

Ebben a részben a x-kompaktsidg egy "interpoldcids” tulajdonsdgét bizonyitjuk, mégpedig
azt, hogy ha X egyszerre p- és A-kompakt és u < x < A ahol k egy szingularis szdmossag,
akkor X k-kompakt is. A bizonyitds haszndlja Shelah PCF elméletét.

Legyen k, p, A hdrom szdmossag. Ekkor ®(u, k, \) a kovetkezd éllitast jeloli:
< Kk < X =cf()) és megadhat6 egy {S¢ : { < A} C [k]" sorozat tigy, hogy [{£ : |Se N A| =
u} < Aha A € [g]<"F.

12
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1.22. Tétel. [disz. 1.36] Tegyiik fel, hogy ®(u, k, \) teljesiil és az X tér egyszerre p-kompakt és
A-kompakt. Akkor X k-kompakt is.

A kovetkezd tétel szerint ®(pu, ki, A) csak szinguldris ~ esetén teljesiilhet.
1.23. Tétel. [disz. 1.37] Ha ®(u, k, \) igaz, akkor cf(u) = cf(k).

E szerint a legkisebb p, amire adott  szingularis szdmossag esetén ®(pu, x, \) teljesiilhet a
u = cf(k) eset, és ez teljesiil is a A = x valasztds mellett.

1.24. Tétel. [disz. 1.38] Minden szinguldris  szdmossdgra ®(cf(k), r, k1) igaz.

A fenti tétel bizonyitdsa hasznalja Shelah PCF elméletének egy alapvetd eredményét [56,
Main Claim 1.3, p. 46]: Minden szinguldris x esetén megadhaté reguléris szimossdgok egy
(Ko : a < cf(k)), k-hoz konvergdl6 sorozata gy, hogy a

P =][{ra:a<cf(x)}
szorzatban van k™ hosszi skdla, azaz megadhaté egy {fe : £ < xkT} C P sorozat, amelynek
tagjai mod véges nének és minden f € P fiiggvényt mod véges majoralnak.
A kovetkezd dllitds szerint az el3z6 tételben szerepld elsd paramétert, cf (x)-t minden olyan
u < Kk szdmosségra kicserélhetjiik, melyre cf (1) = cf(k).

1.25. Tétel. [disz. 1.39] Ha ®(cf(k), K, \) igaz valamely szinguldris k szdmossdgra, akkor
D(p, K, A) is igaz, ha cf(k) < p < K és cf(p) = cf(k).

Arhangelszkij a [4] cikkben vezette be és tanulmdnyozta azokat a tereket, amelyek minden
nem megszdmlélhat6 x szamossag esetén x-kompaktak, ezeket a tereket nem-megszdmldlhatoan
kompakt tereknek nevezte. Ebben a cikkben Arhangelszkij megmutatta, hogy minden nem-
megszamldlhatéan kompakt tér Lindelof.

Egy hasonl6 fogalom mér régbta szerepel az irodalomban: egy tér linedrisan Lindeldf, ha
minden nem megszamlalhaté reguléris x esetén x-kompakt. Sokan tanulményoztik azt a kér-
dést, hogy milyen feltételek mellett lesz egy linedrisan Lindeldf tér Lindelof. Jegyezziik meg,
hogy ha egy linedrisan Lindelof tér megszamldlhatéan kompakt azaz w-kompakt, akkor kom-
pakt is és igy persze Lindelof. A kovetkezd eredmény, ami a 1.24 és 1.25 interpolacids tételek
kozvetlen kdvetkezménye, valami hasonlét mond ki a linedrisan Lindelof tulajdonsag és az R,,-
kompaktsdg kapcsolatardl.

1.26. Tétel. [disz. 1.40] Minden linedrisan Lindeldf X,,-kompakt tér nem-megszdamldlhatéan
kompakt és igy Lindeldf.

Az emlitett [4] cikkben Arhangelszkij azt is megmutatta, hogy nem-megszamlalhatéan kom-
pakt terek meglehet6sen behataroltak, csak kevéssel térhetnek el egy kompakt "magt6l": Minden
X nem-megszamlalhatéan kompakt 73 tér tartalmaz (egy esetleg iires) C' kompakt alteret dgy,
hogy minden U D C nyilt halmaz esetén | X \ U| < X,,. Ezt az eredményt sikeriilt erGsiteni tgy,
hogy a T3 szétvélasztasi axidomat gyengébb feltétellel helyettesitettiik. Elég a 7 tulajdonsag
plusz a van Douwen altal bevezetett w D tulajdonsag (Id. [69]).

Egy X tér wD (gyenge D) tulajdonsdgu, ha barhogy megadva egy megszdmldlhatdan vég-
telen A zért diszkrét halmazt X -ben, taldlunk egy B C A végtelen részt és egy {U, : «© € B}
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kornyezet-kijelolést ugy, hogy ezek a kornyezetek diszkrét rendszert alkossanak X -ben, azaz a
tér minden y € X pontjdnak van olyan kornyezete, amely legfeljebb egy B-beli z-re metszi az
U, halmazt.

Egy X topologikus tér k-koncentrdlt azY C X halmaz kériil, ha Y minden U kornyezetére
teljesiil, hogy | X \ U] < k.

Most mar megfogalmazhatjuk az {gért allit4st.

1.27. Tétel. [disz. 1.42] Minden nem-megszdmldlhatéan kompakt wD tulajdonsdgii Ty -tér X,-
koncentrdlt egy (esetleg iires) kompakt altér koriil.

Minden nem-megszadmlalhatéan kompakt T35 tér normalis (mert Lindelof), a w D tulajdonsag
pedig a normalitds egy nagyon gyenge verzidja. Ezért az 1.27 allitds az Arhangelszkij altal
bizonyitott llit4s erdsitése.

A kovetkezd tétel mutatja, hogy a masik irdnyban is van kapcsolat a kompakt altér koriili
r-koncentraltsag és a A-kompakt tulajdonsagok kozott.

1.28. Tétel. [disz. 1.43] Ha egy tér x-koncentrdlt egy kompakt altere koriil, akkor minden A > k-
ra A\-kompakt.
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2. Kaliberek, szabad sorozatok és a sidrtiség

Ebben a fejezetben minden térr6l feltessziik, hogy 7.

Egy k szdmossag kalibere az X topologikus térnek, roviden x € Cal(X), ha akarhogy
megadva r darab nyilt halmazt, taldlhat6 koziiliik ~ darab gy, hogy ezek metszete nem {ires.

Vildgos, hogy ha egy X tér siirtisége < cf(x), akkor x kalibere X -nek. Sanyin mutatta meg
(1d. [53]), hogy az 4llitds megforditdsa nem igaz: a Tyihonov kocka siirlisége akarmilyen nagy
(a hatvanykitevd logaritmusa) lehet, pedig w; kaliber. Sok cikk vizsgélta azt a kérdést, hogy
milyen plusz feltételek mellett kaphatunk felsd korldtot X stirtiségére Cal(X ) ismeretében.

Példaul Shapirovszkij egy tétele (Id. [25, 3.25]) szerint kompakt X tér esetén d(X) < k,
ha k = cf(k) kaliber és ¢(X) < k. Arhangelszkij egy tétele (Id. [7]) azt mondja ki, hogy
d(X) < 2¥ ha X Lindelof, T(X) = w és wy; € Cal(X). Itt T(X) jeloli azt a legkisebb
szamossagot, amelyre igaz, hogy zart halmazoknak minden p = cf(p) > & hosszi novekvd
sorozatdnak az unidja is zArt.

Ismert, hogy minden X kompakt térben t(X) = F(X), illetve, hogy Lindelof térben
F(X) = whaT(X) = w. Igy tehdt mindkét fent emlitett 4llitds olyan terekrl sz6l, ahol
a szabad sorozatok mérete korlatozott. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a kaliberekre tett
feltevések mellett 1ényeges feltétel a szabad sorozatok hosszdnak korldtozésa.

Szamossdgok egy (A, k) rendezett parja (2-es) kaliber, jelekkel leirva (A, k) € Cala(X),
ha barhogy megadva x darab nyilt halmazt, mindig taldlunk koziilik A darabot ugy, hogy a
metszetiik nem iires. Szdmossdgok egy (u, A\, <) rendezett harmasa (3-as) kaliber, roviden
(1, A, k) € Calg(X),ha barhogy megadva ~ darab nyilt halmazt, mindig taldlunk koziiliik A
darabot ugy, hogy ezek koziil barmely p-nél kevesebb halmaz metszete nem iires.

Nyilvdnvald, hogy ha A € Cal(X), akkor minden x > A esetén (), k) € Caly(X), illetve
ha (\, k) € Caly(X) akkor (\, A, k) € Calg(X).

2.1. Ha X -ben nincs ""hossza'' szabad sorozat

2.1. Tg'\tel. [disz. 2.2] Tegyiik fel, hogy az X térre és a A < k végtelen szdmossdgokra teljesiil,
hogy F(X) < X és (\,\, k) € Cals(X). Ekkor van olyan i < k, amelyre d(X) < p=.

Kiilon emlitést érdemel az a specidlis eset, amikor A\ = pt és k = (2°)T valamilyen p
szdmossagra. Ekkor ugyanis minden ;1 < k szdmossag esetén <" < (2°)P = 2°, ezért igaz a

7~ z

kovetkezd allitas.

2.2. Kovetkezmény. [disz. 2.3] Ha F(X) < pés (pT,pT,(2°)1) € Cal3(X), akkor d(X) <
2,

Itt a p = w esetben az emlitett Arhangelszkij tétel [7, Theorem 5.1] egy er&sitését kapjuk,
mivel a Lindelof tulajdonsag és T(X) = w helyett elég az F/(X) = w feltétel. Ha viszont
megtartjuk a 7'(X) = w feltételt, akkor bizonyos esetekben jobb korldtot is mondhatunk a
stiriségre.

2.3. Tétel. [disz. 2.4] Tegyiik fel, hogy 2° = p'*™) valamilyen n természetes szdmra, F (X) <p,
T(X) < pés pt-t6l pH™-ig minden szamossdg kalibere X -nek. Ekkor d(X) < p.
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Ennek a tételnek két kovetkezményét emlitjiik meg.

2.4. Kovetkezmény. [disz. 2.5] Ha 2" = p*, F(X) < p, T(X) < pés p™ € Cal(X), akkor
d(X) <p.

2.5. Kovetkezmény. [disz. 2.6] Tegyiik fel, hogy W, erds limesz, T(X) = w, ﬁ(X ) <N, és
tetszleges n > 0 természetes szdm esetén N, € Cal(X). Ekkor X szepardbilis.

2.2. Ha X eloall "kevés'" kompakt altér unidjaként agy, hogy egyikben sincs
""hosszi" szabad sorozat

A kovetkez6kben olyan X terekr6l mutatjuk meg, hoagy a stirtiségiik "kicsi", amelyekre a ka-
liberekre tett feltevések mellett feltessziik, hogy X el6dll "kevés" kompakt tér unidjaként gy,
hogy egyik részben sincs "hosszi" szabad sorozat. Mivel barmely Y kompakt 75 tér esetén
F(Y) =t(Y), dgy is fogalmazhatunk, hogy az X tér elall kevés, "kis" szlikségli kompakt altér
uni6jaként.

2.6. Tétel. [disz. 2.8] Tegyiik fel, hogy X = |JC, [C| < &, ahol minden C € C kompakt,
F(C) < késk € Cal(X). Ekkor d(X) < K.

2.7. Tétel. [disz. 2.9] Tegyiik fel, hogy w < p < r és X = |JC ahol |C| < k és minden C € C
esetén C kompakt és F'(C) < p, tovdbbd (1, k) € Cala(X). Ekkor d(X) < K.

Ennek a tételnek kovetkezményeként kapjuk a fejezet elején emlitett Sapirovszkij-tétel egy
erositését:

2.8. Kovetkezmény. [disz. 2.13] Ha X kompakt, F(X) < p és (u, k) € Caly(X) akkor
m(X) < k.

A 2.6 tételnek taldn legérdekesebb esete, amikor k = wy: Ha X el6dll legfeljebb w; darab
kompakt és megszamldlhat6an szlik altér uniéjaként, és wy € Cal(X), akkor X szepardbilis.
Ezt az esetet altalanositjuk a kovetkezo tételben:

2.9. Tétel. [disz. 2.16] Legyen X egy topologikus tér és o egy szdmossdg iigy, hogy T(X) < p
és valamely n > 0 természetes szamra X = |JC, ahol |C| < o*™) és minden C € C kompakt.
Tegyiik fel még azt is, hogy 0 < i < n esetén ot € Cal(X). Ekkor d(X) < o.

Végiil egy példa mutatja, hogy ennek a fejezetnek az eredményei nem erdsithetk oly mo-
don, ahogy a 2.8 kovetkezményben, azaz nem helyettesithetjiik d(X)-et (X )-el. Jelolje
§(X)=sup{d(Y):Y = X},
ekkor nyilvanvald, hogy tetszéleges X tér esetén
d(X) < 5(X) < 7(X).

2.10. Példa. [disz. 2.17] Van olyan X tér amelyik megszdmldlhato sok kompakt és megszdm-
lalhatéan sziik altér unidja tovdbbd a tér szepardbilis és ezért minden cf(k) > w esetén k €
Cal(X), de X tartalmaz egy egy siirii Y alteret amelyre d(Y) = 6(X) = ¢ = 2%.
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3. m-bazisok rendje

3.1. A projektiv 7-karakter, T-bazisok rendje

A "lokélisan kicsi" illetve "pontonként kicsi" halmazrendszerek fogalma sokféle topoldgiai tu-
lajdonsag vizsgalatandl el6fordul. Mi most egy topologikus tér m-bazisanak a rendjével foglalko-
zunk. Altalaban az X halmaz részhalmazainak egy tetszSleges A rendszerének esetén A rendje,
ord(.A) jeloli azt a legkisebb x szdmossdgot, amelyre minden = € X legfeljebb « darab .A-beli
halmaznak eleme. Az A halmazrendszert pont-megszdmldlhatonak neveziink, ha ord(A) < w.
Sapirovszkij bizonyitotta be, hogy ha X kompakt, akkor X -nek van olyan 7-bazisa, amelynek
a rendje legfeljebb ¢(X) (lasd [56] és [58]). Egy nagyon rovid és elegdns bizonyitas taldlhaté
Todorcsevics cikkében (1d. [67]). E tétel egy trividlis kovetkezménye, hogy ha a kompakt X
térnek ¢(X )™ kalibere, akkor m(X) < ¢(X).

Arhangelszkij vezette be (1d. [6]) a megszdmldlhaté projektiv m-karakter fogalmat: az X tér
projektiv w-karaktere megszamldlhato, ha X minden folytonos képének a -karaktere megszam-
l4lhat6. Megmutatta, hogy ha egy megszdmlédlhat6 projektiv w-karakterli kompakt térnek az w;
kalibere akkor a tér szepardbilis vagy ami ugyanaz, a térnek van megszamlalhat6 m-bazisa.

Jelolje prx(X) = min{mx(Y) : Y Tyihonov és folytonos képe X -nek}. Ezt a szdmossa-
got az X tér projektiv m-karakterének nevezzik.

Mivel Sapirovszkij egy tétele szerint kompakt X tér esetén 7y (X ) < ¢(X) (ldsd [53] illetve
[5]-ben és [25]-ben) és mert kompakt tér folytonos képében a szlikség nem nd, ezért ha X kom-
pakt, akkor pry(X) < t(X). Igy tehdt Arhangelszkij fenti tétele erdsiti az el6z6 Sapirovszkij
tétel kovetkezményét a t(X) = w esetben.

Jelolje msw(X) (m-szepardlo sily, 1d. [25, 74. oldal]) azt a legkisebb szdmossdgot, amelyre
X-nek van ilyen rendii 7-bazisa.

Ezeket a fogalmakat hasznalva, minden kompaktsagi feltevés nélkiil kapjuk a kovetkezd
tételt:

3.1. Tétel. [disz. 3.2] Barmely X Tyihonov tér esetén msw(X) < prx(X). Specidlisan, minden
megszdmldlhato projektiv w-karakterii Tyihonov térnek van pont-megszdmldlhato m-bdzisa.

Egy f : X — Y folytonos raképezést irreducibilisnek neveziink, ha minden F ;Cé X zart

halmaz esetén f(F') # Y. TetszOleges A < k szdnossagok esetén jelolje

YA k) ={g € I" : |suppg| < A},
azaz az I" Tyihonov kocka legfeljebb A tart6ju elemeinek a halmazat. A A = w esetben egy-
szertien (I, k)-t frunk. Itt g € I* esetén g tartdja, suppg = {{ < K : g(§) # 0. Az eredeti,
kompakt terekrdl szolé Sapirovszkij-tétel bizonyitdsa azon alapult, hogy barmely X kompakt
tér m(X) =  esetén irreducibilisen beleképezhets ¥ x) (I, x)-ba. A 3.1 tétel bizonyitdsa az
irreducibilis leképezés fogalmdnak egy dnmagéban is érdekes dltaldnositdsan alapul.

Legyen f : X — Y egy folytonos sziirjektiv fiiggvény az X térbGl Y-ra. Azt mondjuk,
hogy f m-irreducibilis, ha X minden valédi zart F alterének f[F| képe nem siiri Y-ban. Egy
folytonos f raképezés pontosan akkor rw-irreducibilis ha barmely nem-s{iri halmaz f szerinti
képe nem-stiri. Az is vilagos, hogy egy zart leképezés akkor és csak akkor mw-irreducibilis, ha
irreducibilis. Ezért kompakt Hausdorff terek esetén a két fogalom egybeesik.

n__n

Azt, hogy miért is szerepel a "7 a fogalom nevében, a kovetkezd tétel vilagitja meg:
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3.2. Tétel. [disz. 3.4] Legyen f folytonos rdképezése az X térnek Y -ra. Ekkor a kivetkezd
dllitdasok ekvivalensek:

(1) f mw-irreducibilis;
(2) az X tér barmely B m-bdzisa és barmely B € B esetén f[X \ B] nem siirii Y -ban;
(3) X-nek van olyan B m-bdzisa, hogy barmely B € B esetén f[X \ B] nem stirid Y -ban;

(4) az'Y tér barmely C m-bdzisdnak "6sképe”, az {f~1(C) : C € C} halmazrendszer, w-bdzisa
X -nek;

(5) azY térnek van olyan C w-bdzisa, hogy {f~*(C) : C' € C} w-bdzisa X -nek.

3.3. Kovetkezmény. [disz. 3.5] Haaz f : X — Y leképezés m-irreducibilis, akkor w(X) =
m(Y)

Azt mondjuk, hogy az Y C I” halmaz 0-bedgyazott az I* Tyihonov kockaba, ha minden
o < K esetén az

{yla:yeYeésy(a)=0}
halmazstiriazY térY [a={y | a:y € Y} C I¢ vetiiletében.

3.4. Tétel. [disz. 3.7] Tegyiik fel, hogy Y 0-bedgyazott az I* Tyihonov kockdba és k reguldris.
Hay €Y egy olyan pont, amelyre minden o < k esetén y(a) > 0, akkor mx(y,Y) = k.

3.5. Kovetkezmény. [disz. 3.8] Ha Y 0-bedgyazott az I™ Tyihonov kockdba, akkor bdrmely
nem izoldlt y € Y pont esetén

prx(y,Y) = Ha s y(a) > 0},
ha pedig y € Y izoldlt Y -ban, akkor {c : y(a) > 0} véges halmaz. EzértY C ¥, (v)(I, k),
mivel végtelen'Y esetén prx(Y) > w.

3.6. Tétel. [disz. 3.9] Legyen X tetszdleges Tyihonov tér, 1(X) = k. Ekkor megadhato egy
m-ireducibilis leképezés X -rél az I™ Tyihonov kocka egy 0-bedgyazott Y alterére .

Igy a 3.5 és 3.6-bé1 kovetkezik:

3.7. Kovetkezmény. [disz. 3.10] Ha X egy Tyihonov tér, 71(X) = k és prx(X) = A\, akkor
X -nek van olyan m-irreducibilis Y képe, amelyik ¥, (1, k) altere.

Ez az dllitds Sapirovszkij egy tételét erésiti (1d. [56] ill. [25, 3.22]), miszerint ha X egy
kompakt 75 tér, akkor egy irreducibilis képe bedgyazhat6 az I intervallum ¥ x) hatvdnyéba.

A 3.1 tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink van Sapirovszkij kovetkezd tételére (1d. [56] illetve
[25, 3.24]):

Tétel (Sapirovskij). HaazY C ¥)(I, k), akkor msw(Y) < A

3.8. Kovetkezmény. [disz. 3.11] Ha X Tyihonov tér és k > prx(X) € Cal(X), akkor m(X) <
K.
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Mivel kompakt 75 X téresetén t(X) > pmx(X), az llitasbol kovetkezik Sapirovszkij azon
tétele, hogy ha egy kompakt térben ¢(X )™ kaliber, akkor m(X) < #(X). Az is ldthat6, hogy az
allitas er6siti Arhangelszkij azon tételét is (1d. [6]), kompakt helyett Tyihonov terekre, miszerint
ha egy kompakt tér projektiv m-karaktere w és a térnek w; kalibere, akkor a tér szepardbilis.

Az ebben a részben szerepld tételekben a projektiv w-karakter nem helyettesithet6 egysze-
rien a w-karakterrel, erre vonatkozé példak a kdvetkezd részben keriilnek sorra (14sd [35]).

3.2. M, tér, amelynek nincs pont-megszamlalhaté w-bazisa

Kompakt terek helyett Lindelof tereket vizsgdlva, V.Tkacsuk a [65] cikkében bizonyitotta, hogy
feltéve a kontinuum hipotézist, KH-t, minden elsé megszamlalhaté Hausdorff térnek van pont-
megszamlalhaté w-bazisa ha a tér Lindelof vagy a cellularitdsa megszamlalhat6. ( A [65] cikkben
minden térrdl fel volt téve, hogy Tyihonov, de a bizonyitds csak a Hausdorff tulajdonsdgot hasz-
nalja.) Ezt a tételt Sapirovszkij azon tétele motivalta, miszerint egy kompakt megszamlalhat6
szlikségli térnek van pont-megszamldlhatd w-bédzisa. Ugyanis a megszdmldlhato szlikség helyett
az erbsebb M tulajdonsagot feltéve gyengithette a kompaktsagi feltételt. Természetes kérdés,
hogy Tkacsuk tételében a KH sziikséges-e, illetve az, hogy van-e konzisztens ellenpélda M,
térre. Habar V.Tkacsuk emlitett cikke 27 évvel a kés6bbi mint a Sapirovszkij-tétel megjelenése,
a cikkben nyitott kérdés maradt egy konzisztens ellenpélda 1étezése.

Ebben a részben olyan ZFC (és mas konzisztens) példakat konstrudlunk, amelyek elsé meg-
szdmlalhatéak és nincs pont-megszdmldlhaté m-bazisuk. Azt is megmutatjuk, hogy Tkacsuk
emlitett, a kontinuum hipotézist hasznilé eredményét nem lehet pusztidn ZFC-ben bizonyitani.

3.2.1. ZFC példak

Tkacsuk [65] cikkében szerepel az az eredmény, [65, Theorem 3.1.], hogy ha egy X tér sziik-
sége és m-karaktere megszamlalhat6 és d(X) < wj, akkor msw(X) < w. A cikkben szerepld
problémadk egyikében [65, Problem 4.11] Tkacsuk azt kérdezte, hogy a megszamlalhat6 szlikség
feltétele elhagyhat6-e. A valasz igenl6:

3.9. Tétel. [disz. 3.13] Legyen X topologikus tér, melyre d(X) < mx(X)*. Ekkor msw(X) <

mx(X).

3.10. Tétel. [disz. 3.14] Van olyan X elsé megszdmldlhats O-dimenzidés Hausdorff (és igy Tyi-
honov) tér, amelyre | X| = N, 11 és msw(X) > W, és igy X-nek nincs pont-megszdmldlhato
m-bdzisa.

Az igy kapott tér szamossaga, N,,11 joval nagyobb mint a 3.9 tétel szerint lehetséges leg-
kisebb szamossag, tudniillik No. De ennél kisebb példat, példaul N,, szdmossaguit nem sikeriilt
konstrudlni. A sejtésiink az, hogy ha van ekkora tér, akkor van kisebb is. Ezt a 2% < R, feltétel
mellett be is tudtuk bizonyitani.

3.11. Tétel. [disz. 3.17] Tegyiik fel, hogy 28! < R, és X els6 megszdmldlhaté tér, amelynek
szdmossdga N,,. Ha X minden N ,-ndl kisebb szdmossdgii alterének van pont-megszdmldlhato
m-bdzisa, akkor X -nek is van.
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3.2.2. Példak "hosszi" Szuszlin-egyenesekbol

2

A kovetkez részben olyan példakat adunk, amelyeknek csak a siirtiségnél kisebb diszkrét alterei

vannak. Hogy miért, az kideriil a kovetkezd tételbdl.
3.12. Tétel. [disz. 3.18] Tegyiik fel, hogy az X topologikus térnek van olyan B w-bdzisa, amelyre
ord(B)* < d(X). Akkor X -nek van olyan D diszkrét altere, amelyre |D| > d(X).

Meg kell jegyezniink, hogy ez az 4llitds egyszerd kovetkezménye Sapirovszkij egy eredmé-
nyének (1d. [25, 3.26]): Ha B az X topologikus tér nem-iires nyilt halmazainak egy rendszere,
amelynek rendje legfeljebb r, akkor megadhaté diszkrét alterek egy {D,, : @ < xT} rendsze-
re Ggy, hogy minden B € B esetén |J{D, : @« < KT} N B # 0. A 3.12 tétel bizonyitdsa
mindenesetre teljesen mds és joval rovidebb, mint Sapirovszkij tételének a bizonyitdsa.

Az el6z6 tétel kovetkezménye, hogy ha egy X tér stirlisége > wq és 5(X) < d(X), akkor
X-nek nincs pont-megszdmlalhat6 m-bazisa. Nem tudjuk, hogy van-e ilyen elsé megszamlal-
haté Tyihonov tér ZFC-ben. Viszont ¢ szdimossagu (€s stiriségli) Hausdorff példa ismert, 1asd
[23], és ez mutatja, legaldbb is Hausdorff terekre, hogy a 3.2 fejezet alején szerepld, Tkacsuktdl
szarmaz6 allitdsa hamis a kontinuum hipotézis feltevése nélkiil.

Tehat olyan M, tereket keresiink, amelyekre 5(X) < d(X). Ilyen térre klasszikus (kon-
zisztens) példa a Szuszlin egyenes. De ennek siirisége csak wy, igy céljainknak csak ennél
"hosszabb" Szuszlin egyenes felel meg.

Legyen k egy végtelen szdmossdg. Egy folytonos (L, <) rendezést rendezés-topoldgidval
k-Szuszlin egyenesnek neveziink, ha L-ben legfeljebb x darab diszjunkt nyilt intervallum van
(azaz ¢(L) < k) de a siirlisége, d(L), nagyobb mint «. Igy tehdt a kozonséges Szuszlin egyenes
ugyanaz, mint a w-Szuszlin egyenes.

3.13. Tétel. [disz. 3.19] Ha L «-Szuszlin egyenes, akkor létezik olyan X elsd megszdamldlhato
altér, melyre | X| = kT és msw(X) = k.

Igy tehat ha létezik w-Szuszlin egyenes, akkor van wy szdmossdgu elsé megszamldlhat6 tér
(GO tér), amelynek nincs pont-megszdmldlhaté 7-bdzisa. Pillanatnyilag nem ismeretes olyan
modellje ZFC-nek amelyben semmilyen x > w-ra sincs x-Szuszlin egyenes. fgy aztan le-
het, hogy az el6z6 tétel valdjaban egy ZFC példat szolgaltat olyan M; (GO) térre, amelyre
msw(X) > w.

3.2.3. Példak P(w) részhalmazaibol

LegyenZ C P(w) és jelolje U az w ko-véges részhalmazainak a rendszerét. Ha [ € ZésU € U,
akkor legyen
[I,U)z={JeZ:IcCcJcCU}.

Ha Z = P(w), akkor egyszerfien [I, U)-t frunk [I, U)p(,,) helyett.

Azt mondjuk, hogy az Z C P(w) halmazrendszer stabil, ha valahdnyszor I € Z, I =* J,
azaz I és J szimmetrikus differencidja véges, akkor J € 7.

Ha Z C P(w), akkor 77 jeldli azt a topoldgiat az Z-n, amit az [/, U)z alakd halmazok
generalnak, X7 pedig az (Z, 77) topologikus teret.
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3.14. Tétel. [disz. 3.21] X7 elsd megszdamldlhato és O-dimenzios Hausdorff tér.

Tetsz6leges Z C P(w) esetén jeldlje cof (Z) az (Z, C) parcidlis rendezés kofinalitdsat. Azt
mondjuk, hogy a k szdmossag halmazkalibere T-nek, ha minden J € [Z]" részrendszerhez ta-
lalhat6 KC € [J]" és I € T dgy, hogy | JK C I. Kevésbé formélisan ez azt jelenti, hogy barmely
r darab Z-beli halmaz koziil kivalaszthat6 « darab, amelyeknek van Z-beli fels6 korlatjuk.

3.15. Tétel. [disz. 3.22] Legyen T C P(w) tetszbleges. Ekkor
(i) d(Xz) = cof(X) - wy

(ii) ha T stabil és k egy szdmossdg, melyre cf(k) > w, akkor k pontosan akkor kalibere az X1
térnek, ha k halmazkalibere T-nek.

Egy alkalmas 7 segitségével kapunk olyan X7, és igy elsé megszamlalhato teret, amelynek
nincs pont-megszdmlalhat6 m-bazisa.

3.16. Tétel. [disz. 3.23] Tegyiik fel, hogy T C P(w) stabil, cof(Z) > w és wy halmazkalibere
Z-nek. Ekkor msw(Xz) > w.

A{A, : a < K} C P(w) egy k hosszii mod véges erdsen névekvd sorozat, ha minden
a < B < kesetén A, \ Ag véges és Ag \ A, végtelen.

3.17. Kovetkezmény. [disz. 3.24] Tegyiik fel, hogy P(w)-ban van mod véges erésen nivekvd
wo hosszii sorozat. Akkor létezik egy elsd megszdmldlhato O-dimenzios Hausdorff amelynek
szdmossdga wy és w kalibere. Specidlisan M A,,, esetén van ilyen tér.

Ez az eredmény megoldja a [65] cikkbeli 4.6 és 4.7 problémdkat, megmutatva, hogy kon-
zisztens olyan elsé megszdmlalhaté Tyihonov tér 1étezése melynek w; kalibere (és igy Szuszlin
tulajdonsdgu), de nincs pont-megszdmldlhatd m-bézisa.

3.18. Tétel. [disz. 3.25] Tegyiik fel, hogy az {An : o < wa} C P(w) mod véges erdsen novd
sorozat teljesiti a kovetkezd feltételt:

(*) Bdrmely C € [wa]*" esetén van olyan {a, 3} € C? hogy Aa C Ag, ( azaz kéztiik a
tartalmazds valodi, nem csak mod véges).

Ekkor a 3.17 kovetkezményben megkonstrudlt X1 tér oroklédden Lindeldf.

Az igy kapott tér egy elsé megszamldlhat L-tér, ezért egy ilyen tér mar nem létezik M A,
feltevés mellett,ldsd [61]. Viszont egy "természetes" CCC forszoldssal kaphatunk ilyen soroza-
tot.

3.19. Tétel. [disz. 3.26] Van olyan CCC kényszerképzet, amellyel forszolva az 1j modellben mdr
van a 3.18 tételben szerepld, a (x) feltételnek eleget tevé mod véges erdsen nivekvd { A, @ a <
wa } sorozat.

3.20. Kovetkezmény. [disz. 3.27] Konzisztens, hogy létezik egy elsd megszdmldlhatd, rokl6dd-
en Lindelof 0-dimenzios X tér amelynek szdmossdga ws, az wy kalibere X -nek és X -nek nincs
pont-megszdmldlhaté m-bdzisa.
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Ez a konstrukcié megoldast szolgaltat az el6bb emlitett [65] cikkben szerepld 4.3 probléma-
ra.

Jegyezziik meg végiil, hogy onmagdban a kontinuum hipotézis tagaddsa nem elég ahhoz,
hogy talaljunk egy mod véges erdsen n6vS wo hosszi sorozatot P(w)-ban. Kunen bizonyitotta
(lasd [34]), hogy wy Cohen-valést adva egy KH modellhez, nincs ilyen sorozatot P (w)-ban. Igy
tehdt ez a mdédszer sem alkalmas arra, hogy pusztdn a kontinuum hipotézis tagaddsdval kapjunk
az itt szerepld terekhez hasonl6 topologikus tereket.
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4. Orzé fiiggvények

Egy tetsz8leges f : X — Y fiiggvényt drzd fiiggvénynek neveziink, ha minden kompakt altér f
szerinti képe kompakt és minden 6sszefiiggd altér képe 6sszefiiggd.

J6l ismert, hogy minden folytonos fiiggvény 6rz6. Egymastdl fiiggetleniil, tobben megje-
gyezték, hogy X, Y -ratett bizonyos feltételek esetén a megforditas is igaz: minden f : X — Y
6rz6 fiiggvény folytonos. Az altalunk ismert elsd ilyen eredmény még 1926-bdl valé (1d. [51]).
Eszerint minden F' : R — R 6rz6 fiiggvény folytonos.

Ahhoz, hogy ezt a klasszikus eredményt altaldnositani lehessen mds terekre is, érthet6 moé-
don az kell, hogy az 6sszefiiggd halmazok illetve a kompakt halmazok meghatarozzak a tér topo-
l6gidjat. Példaul lokalisan Osszefiiggd terekre, azaz olyan terekre, amelyeknek van 6sszefiiggd
halmazokbdl 4ll6 bazisa, az 6sszefiiggd (nyilt) halmazok meghatarozzak a topoldgiat. Masrészt
példaul a Fréchet terekben, azaz olyan terekben, amelyekben ha egy A halmaz torlédik egy p
ponthoz, akkor A-bél lehet p-hez konvergdlni, a kompakt halmazok (specidlisan a konvergens
sorozatok a limesszel) meghatdrozzdk a topoldgiét.

Egy ideig sokat és sokan vizsgaltak azt kérdést, hogy milyen feltételek mellett folytonos
minden 6rz6 fiiggvény, de az altalunk ismert eredmények koziil a legfrissebb is még 1970-71-
bél valé: Evelyn R. McMillan [46] mutatta meg, hogy ha X Hausdorff, lokdlisan 6sszefiiggd és
Fréchet, valamint Y Hausdorff, akkor minden f : X — Y &rzd fiiggvény folytonos.

Jelolje Pr(X,T;) (i = 1,2,3 vagy 3%) a kovetkezd 4llitdst: Minden 6rz6 fiiggvény az X
térbol egy tetszbleges T; térbe folytonos.

McMillan eredeti tételét egy kicsit dltaldinosabban is bizonyitottuk, elhagyva az X térre meg-
kovetelt Hausdorff tulajdonsédgot.

4.1. Tétel. [disz. 4.8] Ha X lokdlisan dsszefiiggd Fréchet tér, akkor Pr(X, Ty) teljesiil.

Ennek a tételnek a kovetkezd szemi-lokdlis verzidjat is bizonyitjuk. Az X tér egy p pontjat
Freéchet pontnak neveziink, ha barmely A C X, p € A esetén megadhaté egy {p, : n € w} C A
sorozat ugy, hogy p, — p.

4.2. Tétel. [disz. 4.9] Ha X lokdlisan dsszefiiggd Hausdorff tér, p Frechet pont X-ben és f :
X — Y 0rzd fiiggvény egy Y 11 térbe, akkor f folytonos p-ben.
2

Ez a tétel nem teljesen lokalizélt vdltozata a MacMillan tételnek, ugyanis a lokdlis dsszefiig-
gbség globdlis feltétel, nem csak p-nek van 6sszefiiggd nyilt halmazokbdl all6 kornyezet bazisa,
hanem minden pontnak. Ez a kovetkezd természetes és részben nyitott kérdést veti fel:

4.3. Probléma. [disz. 4.10] Az eléz0 tételben elég-e feltenni, hogy X csak a p pontban lokdlisan
osszefiiggd?

Erre a problémara részleges pozitiv valaszokat sikeriilt adni ugy, hogy erdsitettiik a p pont-
beli Frechet tulajdonsagot, illetve dgy, hogy 2%-val korlatoztuk a pont karakterét. 4.2-ben az
Y térre vonatkozé T 1 feltételt 73-ra lehet gyengiteni, ha a p pont karakterét 2“ helyett wi-el
korlatozzuk (1d. [disz. 4.12 - 4.15]).
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Az X tér egy x pontjat szekvencidlisan osszekothetonek (roviden SC pontnak) neveziink, ha
minden x,, — x sorozatnak megadhaté egy (z,, : k < w) részsorozata és Osszefiigg6é halma-
zoknak egy (Cy, : k < w) sorozata ugy, hogy minden k-ra {z, ,x} C C} (azaz Cj, 6sszekoti az
Zn, pontot z-el), tovabbd C}, — x, azaz x minden kornyezete véges kivétellel az 6sszes Cf-t
tartalmazza. Az X tér SC tér, ha minden pontja SC pont. Példaul barmely lokalisan 6sszefiiggd
M tér vagy barmely 0sszefiiggd linedrisan rendezett tér SC tér.

4.4. Tétel. [disz. 4.21] Egy Hausdorff térbe képezd 6rzd fiiggvény minden SC pontban szekven-
cidlisan folytonos.

Mivel egy Frechet pontban a folytonossdg és a szekvencidlis folytonossig egybeesik, ezért

4.5. Kovetkezmény. [disz. 4.22] Egy Hausdorf{f térbe képezd 6rzd fiiggvény minden olyan pont-
ban folytonos, amelyik egyszerre SC pont és Frechet pont.

Példak nem folytonos 6rzé fiiggvényekre:

4.6. Példa. [disz. 4.23] E.R. McMillan mutatott példdt olyan lokdlisan kompakt SC térre, ame-
lyen létezik nem folytonos 0rzd fiiggvény. Ez a fiiggvény persze szekvencidlisan folytonos (4.4)
szerint.

4.7. Példa. [disz. 4.24] Ebben a példdban a szekvencidlis folytonossdg sem marad igaz, Ez a
példa lokdlisan osszefiiggd oroklodoen Lindelof és igy Ty tér amelynek a szitksége w. Persze ez
a tér nem SC tér.

A szekvencidlis folytonossag és folytonossag kapcsolatdnak vizsgalataval tovabbi lokalisan
Osszefiiggd terek osztdlyaira sikeriilt bizonyitani, hogy a 73 terekbe képezd 6rz6 fiiggvények
folytonosak.

Egy X topologikus teret monoton normdlisnak neveziink, ha minden A C X zart és minden
A-et tartalmazé U nyilt halmazhoz megadhaté egy H (A, U) nyilt halmaz (az U "fele") dgy,

hogy
1) ACH(A,U)C H(AU) CU,
2) haAC BésU C V akkor H(A,U) C H(B,V).

Minden monoton normélis T35 tér normadlis, és ellentétben a normalitdssal, a monoton nor-
malitds 6roklédik minden altérre. Példaul minden linearisan rendezett tér és ezek alterei ( a GO
terek) monoton normdlisak. Az is igaz, hogy a metrikus terek is monoton normalisak.

4.8. Tétel. [disz. 4.33] Ha X lokdlisan kompakt, lokdlisan dsszefiiggd és monoton normdlis,
akkor Pr(X,Ts) teljesiil.

A kovetkezdkben szorzattereken értelmezett 6rzé fiiggvények folytonossdgat vizsgéljuk.
Ehhez egy topologikus jaték vizsgalata ad lehet&séget.

Legyen X topologikus tér és p € X. A G(X,p) jatékot ketten jatsszak, I és I, w fordu-
I6ban. Az n-edik 1épésben I valaszt egy p € U, nyilt halmazt majd II vélaszt egy x,, € U,
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pontot. I nyer , ha a 1étrejové {x,, : n < w} sorozat tartalmaz konvergens (nem feltétlen p-hez
konvergald) részsorozatot, egyébként II nyer.

Azt mondjuk, hogy a p pont nyerhetd, ha I-nek van nyerd stratégidja a G(X, p) jatékban. X
nyerhetd, ha minden pontban nyerhet6. Példaul minden megszdmlalhat karaktert pont nyerhe-
t6, €s igy minden M tér nyerhets. Barmely 6sszefiigg6 rendezett tér is nyerhetd. Természetesen
a szekvencidlisan kompakt terek is nyerhet6k.

4.9. Tétel. [disz. 4.44] Legyen X = [[{X; : s € S} Osszefiiggd és lokdlisan osszefiiggd SC
terek szorzata, f : X — Y pedig egy drzd fiiggvény a reguldris Y térbe. Ha ap € X és minden
s € S-re a G(Xs, p(s)) jaték nyerhetd, akkor f folytonos a p pontban.

4.10. Kovetkezmény. [disz. 4.45] Pr(X,Ts) teljesiil, ha X dsszefiiggd és lokdlisan dsszefiiggd
nyerheté SC terek szorzata. Igy példdul ha X ésszefiiggd rendezett terek szorzata, vagy X dssze-

2 2

fiiggd és lokdlisan sszefiiggd elsé megszdmldlhato terek szorzata, akkor Pr(X, Ts) teljesiil.

Felhaszndlva Mary Ellen Rudin tételét (1d. [52]), miszerint minden kompakt monoton nor-
malis tér folytonos képe egy kompakt rendezett térnek:

4.11. Kovetkezmény. [disz. 4.47] Legyen X = [[{Xs : s € S} ahol minden X tényezd
kompakt, dsszefiiggd, lokdlisan dsszefiiggd és monoton normdlis. Ekkor Pr(X,Ts) (vagy ami a
kompaktsdg miatt ugyanaz: Pr(X, Ty ) teljesiil.

A (4.8) allitas szerint egy lokdlisan kompakt, lokdlisan Osszefiliggd monoton normdlis tér
esetén Pr(X,T3) teljesiil. Felvetdik tehat a kérdés, hogy mit mondhatunk ilyen terek szorza-
tarol:

4.12. Probléma. [disz. 4.48] Legyen X lokdlisan kompakt dsszefiiggd és lokdlisan dsszefiiggd
monoton normdlis terek szorzata. Igaz-e, hogy akkor Pr(X,Ts) teljesiil?

o4 7z

Ennél 1ényegesen kevesebbet nem lehet feltenni a szorzattér tényez6ir6l. Ugyanis az el6z6
allitadsokat 6sszevetve:

4.13. Kovetkezmény. [disz. 4.49] Legyen X olyan Ty, terek szorzata, amelyek linedrisan ren-
2

i

dezettek és/vagy elsé megszamldlhatéak. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

a) Pr(X,Ts);

b) X lokdlisan dsszefiiggd;

c) a szorzat minden tényezdje lokdlisan 0sszefiiggd és véges sok kivételével dsszefiiggd.

A kovetkezd részben specidlis térosztalyokat vizsgalunk meg, a kompakt €s szekvencialis
tereket. Ez ut6bbi tulajdonsag definiciéja megtaldlhat6 a 9. oldalon, eszerint az X tér szekven-
cidlis, ha barmely A C X halmaz pontosan akkor zart halmaz, ha nem lehet A-bdl (w tipusban)
kikonvergalni. A (4.6) alatt emlitett példdkban vagy a szekvencialitds, a Fréchet tulajdonsag egy
gyengitett véltozata, vagy a kompaktsdg nem teljesiilt. gy természetesen meriil fel a kovetkezs
kérdés, amelyet csak részlegesen sikeriilt megvélaszolni.
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4.14. Probléma. [disz. 4.51] Tegyiik fel, hogy a lokdlisan osszefiiggd X tér
(i) szekvencidlis és/vagy
(ii) kompakt.

Igaz-e, hogy akkor Pr(X,Ty) vagy akdr Pr(X, T:%) teljesiil?

Az (i) alatti feltétel mellett a valasz pozitiv, ha lokalis Osszefiiggés helyett az SC tulajdon-
sagot koveteljilk meg. A kovetkezd tétel szerint ilyenkor az SC tulajdonsag er6sebb a lokalis
Osszefliggdségnél.

4.15. Tétel. [disz. 4.52 - 4.53] Ha X szekvencidlis és SC, akkor lokdlisan sszefiiggd és X -re
Pr(X,T3) teljesiil.

A kovetkezSkben belatjuk, hogy egy ellenpélda a 4.14 problémara nem lehet olyan mint a
(4.6 és 4.7) alatti példak, amelyek csak egyetlen pontban nem folytonosak. Ehhez egy olyan
tulajdonsagot vezetiink be, amelyik dltaldnositja mind a szekvencialitdst mind a kompaktsagot.

Az X teret k-térnek nevezzik, ha a topol6gidt meghatdrozzdk a kompakt alterek, pontosab-
ban A C X zart akkor és csak akkor, ha minden kompakt K C X-re AN K zart.

Az X teret megszdmldlhatéan k-térnek nevezziik, ha barmely A C X nem zért részhalmaz-
hoz megadhaté egy megszamlalhatéan kompakt C altere X -nek ugy, hogy AN C sem zart. Ez a
tulajdonsag azt jelenti, hogy az X tér topoldgidjat meghatarozzak a megszamlalhatéan kompakt
alterei. Minden megszamlalhatéan kompakt és minden k-tér (és igy minden szekvencidlis tér)
megszamlalhatéan k-tér. Konnyd latni, hogy ez a tulajdonsag zart alterekre és T3 terek esetén
nyilt alterekre is 6roklddik.

4.16. Tétel. [disz. 4.55] Legyen X lokdlisan osszefiiggd megszdmldlhatéan k-tér, Y reguldris,
f X — Y pedig egy nem folytonos 6rzd fiiggvény. Ekkor f tobb mint egy pontban nem
folytonos. Ha X is T3 tér, akkor f szakaddsi pontjai egy zsifolt (onmagdban siirii) alteret
alkotnak.

Mit tudunk mondani, ha a (4.14) probléma mindkét feltétele teljesiil, azaz X kompakt és
szekvencidlis? Egy szekvencidlis tér szliksége megszamldlhatd. Ezért erre a kovetkezd tétel
szerint pozitiv vélaszt adhatunk, legaldbb is konzisztencia erejéig és azzal a plusz feltétellel,
hogy X cellularitdsa "nem tdl nagy".

Jelolje p azt a legkisebb szamossdgot, amelyhez megadhat6 egy p szdmossagd A C [w]¥
halmazrendszer gy, hogy A erGsen centralt (véges sok A-beli halmaz metszete végtelen) és
minden H € |[w]* halmaz esetén van olyan A € A, amelyre H \ A végtelen.

4.17. Tétel. [disz. 4.58] Legyen X egy lokdlisan dsszefiiggd kompakt Ty tér, amelyre t(X) = w.
Tegyiik fel még azt is, hogy | X| < 2 és ¢(X) < p. Ekkor Pr(X,Ty) teljesiil.

4.18. Tétel. [disz. 4.59] Tegyiik fel, hogy 2* < 2P és X lokdlisan osszefiiggd, szekvencidlisan
kompakt, T tér, melyre ¢(X) < p. Ekkor teljesiil a Pr(X,T») tulajdonsdg.

A tétel kapcsan jegyezziik meg, hogy ha X kompakt és szekvencidlis, akkor szekvencidlisan
kompakt.

Eddig nem esett sz6 a Pr(X,T}) tulajdonsagrdl, azaz arrdl, hogy milyen terek esetén igaz,
hogy mar a 7T} terekbe mend 6rzé fiiggvények is folytonosak. Ennek a fejezetnek az utolsé
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részében azt mutatjuk meg, hogy reguldris terek esetén csak a diszkrét X terek rendelkeznek a
Pr(X,T)) tulajdonsaggal.

4.19. Tétel. [disz. 4.60] Legyen X egy Ty tér. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
a) HaY egy Ty térés f : X — Y oOsszefiiggést 6rzd fiiggvény, akkor az f fiiggvény folytonos.

b) Ha'Y egy Ty tér és f : X — Y Orid fiiggvény, akkor az f fiiggvény folytonos (azaz
Pr(X,T) teljesiil).

c) Ha 'Y topologidja a legdurvabb T topologia Y -on, az iigynevezett kovéges topologia, és
[+ X = Y 6rzd fiiggvény, akkor az f fiiggvény folytonos.

d) Ha az A C X altér nem zdrt, akkor taldlhato egy H C X 0Osszefiiggd részhalmaz, amelyre
HNA#(0)#H\Aés H\ A +# () véges halmaz.

4.20. Kovetkezmény. [disz. 4.61] Ha az X T térre teljesiil a Pr(X,T) tulajdonsdg, akkor
X-ben minden zdrt altér az X valahdny komponensének topologikus 6sszege.

4.21. Kovetkezmény. [disz. 4.62] Ha az X T3 térre teljesiil a Pr(X,Ty) tulajdonsdg, akkor
X -ben minden zdrt altér lokdlissan dsszefiiggd.

Es ime az igért tétel:
4.22. Tétel. [disz. 4.63] Ha az X T térre teljesiil a Pr(X,T}) tulajdonsdg, akkor X diszkrét.

Az el6z6 kovetkezmények miatt, elég bizonyitani a kovetkezd, onmagaban is érdekes tételt:

4.23. Tétel. [disz. 4.64] Ha az X T3 térben minden reguldrisan zdrt altér lokdlisan sszefiiggd,
akkor X diszkrét.

27



dc_118 10

Hivatkozasok

[1] A. V. ARHANGEL'SKII, Frequency spectrum of a topological space and classification
of spaces, Dokl. Akad. Nauk SSSR 206 (1972), 265-268, English translation in Soviet
Math. Dokl. 13 (1972), no. 5, 1185-1189.

[2] A. V. ARCANGELSKII, An extremally disconnected bicompactum of weight ¢ is inhomo-
geneous , Dokl. Akad. Nauk SSSR, 175 (1967), 751-754.

[31 A. V. ARHANGELSKII, On d-separable spaces, Proceedings of the Seminar in General
Topology, P. S. Alexandrov ed., Mosk. Univ. P. H., 1981, 3-8.

[4] A. V. ARHANGELSKII, Homogeneity and Complete Accumulation Points, Topology Pro-
ceedings 32 (2008), pp. 239-243

[5] A. V. ARHANGELSKII, Structure and classification of topological spaces and cardinal
invariants, Russian Math. Surveys 33 (1978), pp. 33-96.

[6] A. V. ARHANGEL’SKII, Precalibers, monolithic spaces, first countability, and homoge-
neity in the class of compact spaces, Topology and its Appl., 155 (2008), no. 17-18,
2218-2136.

[7] A.V. ARHANGELSKII, Projective o-compactness, wi-caliber, and Cp-spaces, Topology
Appl. 104 (2000) 13-16.

[8] B. BALCAR, P. SIMON, AND P. VOITAS, Refinement properties and extensions off ilters
in Boolean algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 267 (1981), 265-283.

[9] H. R. BENNETT AND AND T. G. MCLAUGHLIN, A selective survey of axiom-sensitive
results in general topology, Texas Tech University Mathematics Series, No. 12. Lubbock,
Tex., 1976. iv+114 pp.

[10] A.Dow, I. JUHASZ, L. SOUKUP, AND Z. SZENTMIKLOSSY, More on sequentially com-
pact implying pseudoradial, Topology and its Applications, 73 (1996), pp. 191-195.

[11] A. Dow, Closures of discrete sets in compact spaces, Studia Sci. Math. Hub. 42 (2005),
227-234.

[12] A. Dow, Compact spaces of countable tightness in the Cohen model, Set Theory and
its Appl. (J. Steprans and S. Watson, eds.), Lecture Notes in Math., vol. 1401, Springer-
Verlag, New York, 1989, pp. 55-67.

[13] A. Dow, An introduction to applications of elementary submodels in topology, Topology
Proc. 13 (1988), 17-72.

[14] R. DE LA VEGA AND K. KUNEN, A Compact Homogeneous S-space, Top. Appl. 136
(2004), 123 - 127.

[15] R. ENGELKING, General topology, PWN—Polish Scientific Publishers, Warsaw, 1977.

28



dc_118 10

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]
[21]

[22]

(23]

[24]

[25]

[26]

[27]
(28]

[29]

[30]

[31]
[32]

[33]

P. ERDOS, A. HAINAL, A. MATE, AND R. RADO, Combinatorial Set Theory, Akad.
Kiad6, Budapest, 1984.

J. GERLITS AND 1. JUHASZ, On left-separated compact spaces, CMUC 19 (1978), 53-62.

J. GERLITS, 1. JUHASZ, L. SOUKUP, Z. SZENTMIKLOSSY, Characterizing continuity by
preserving compactness and connectedness, Topology Appl. 138 (2004), no. 1-3, 21-44.

J. GERLITS, 1. JUHASZ, Z. SZENTMIKLOSSY, Two improvements on Tkaéenko’s additi-
on theorem, Comment. Math. Univ. Carolin. 46 (2005), no. 4, 705-710.

G. GRUENHAGE, A note on D-spaces, Topology Appl. 153 (2006), 2229-2240.

G. GRUENHAGE, Covering compacta by discrete and other separated sets, Topology
Appl. 156 (2009), no. 7, 1355-1360.

A. HAINAL, Proof of a conjecture of S. Ruziewicz, Fund. Math. 50 (1961/1962), pp. 123—
128.

A. HAINAL AND 1. JUHASZ, On hereditarily o-Lindeldf and hereditarily a-separable
spaces, Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Math. 11 (1968), pp. 115-124.

M. HUSEK, Topological spaces without K-accessible diagonal, Comment. Math. Univ.
Carolin. 18 (1977), 777-788.

1. JUHASZ, Cardinal functions — ten years later, Math. Center Tract no. 123, Amsterdam,
1980

1. JUHASZ, Cardinal functions, Recent Progress in General Topology, M. Husek and J.
van Mill, eds., North-Holland, 1992, 417-441.

1. JUHASZ, HFD and HFC type spaces, Top. Appl. 126 (2002), 217-262.

1. JUHASZ, A weakening of club, with applications to topology, Comment. Math. Univ.
Carolin. 29 (1988), 767-773.

I. JUHASZ, ON THE MINIMUM CHARACTER OF POINTS IN COMPACT SPACE, Proc.
1989. Top. Conf. Pécs, Coll. Math. Soc. J. Bolyai, 55(1993), 365-371.

1. JUHASZ, Two set-theoreticp roblemsi n topology,Proc. Fourth Prague Sympos. on Gen.
Topology Part A, Springer-Verlag, New York, 1977, pp. 115-123.

1. JUHASZ, Variations on tightness, Studia Sci. Math. 24 (1989), 179-186.

1. JuHASzZ, Cardinal functions II, in: Handbook of Set Theoretic Topology, Eds: K.
Kunen & J. E. Vaughan, Amsterdam, 1984, pp. 63—-109.

I. JUHASZ AND S. SHELAH, 7(X) = §(X) for compact X, Top. Appl. 32 (1989), 289-
294.

29



dc_118 10

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[40]

[47]

(48]

[49]

I. JUHASZ, L. SOUKUP, AND Z. SZENTMIKLOSSY, Combinatorial principles from ad-
ding Cohen reals, Logic Colloquium °95 (Haifa), Lecture Notes in Logic 11, Springer,
Berlin, 1998, pp. 79-103.

I. JUHASZ, L. SOUKUP AND Z. SZENTMIKLOSSY, First countable spaces without point-
countable w-bases, Fund. Math., 196 (2007), no. 2, 139-149.

I. JUHASZ AND Z. SZENTMIKLOSSY, Convergent free sequences in compact spaces,
Proc. AMS., 116 (1992), pp. 1153-1160.

I. JUHASZ AND Z. SZENTMIKLOSSY, Sequential compactness vs. pseudo-radiality in
compact spaces, Top. Appl., 50 (1993), pp. 47— 53.

I. JUHASZ, Z. SZENTMIKLOSSY, Calibers, free sequences and density, Topology Appl.
119 (2002), no. 3, 315-324.

I. JUHASZ, Z. SZENTMIKLOSSY, Discrete subspaces of countably tight compacta, Ann.
Pure Appl. Logic 140 (2006), no. 1-3, 72-74.

I. JUHASZ, Z. SZENTMIKLOSSY, On d-separability of powers and Cp(X), Topology
Appl. 155 (2008), no. 4, 277-281.

1. JUHASZ,Z. SZENTMIKLOSSY, A strengthening of the Cech-Pospisil theorem, Topology
Appl. 155 (2008), no. 17-18, 2102-2104.

I. JUHASZ AND Z. SZENTMIKLOSSY, Projective m-character bounds the order of a -
base, Proc. AMS, 136 (2008), 2979-2984.

I. JUHASZ AND Z. SZENTMIKLOSSY,Interpolation of k-compactness and PCF, CMUC,
50, 2 (2009), 315-320.

I. JUHASZ AND J. VAN MILL, Covering compacta by discrete subspaces, Topology and
its Applications, 154 (2007), pp. 283-286.

V. L. KLEE AND W. R. UTZ, Some remarks on continuous transformations, Proc. Amer.
Math. Soc. 5 (1954), 182—-184.

EVELYN R. MCMILLAN, On continuity conditions for functions, Pacific J. Math. 32
(1970), 479-494.

S. NEGREPONTIS, Banach spaces and topology, Handbook of Set-Theoretic Topology,
K. Kunen and J. E. Vaughan, eds., North Holland, Amsterdam, 1984, 1045-1142.

JACEK NIKIEL, Images of arcs—a nonseparable version of the Hahn-Mazurkiewicz the-
orem, Fund. Math. 129 (1988), no. 2, 91-120.

A. OSTASZEWSKI, On countably compact, perfectly normal spaces, J. London Math.
Soc. (2) 14 (1976), 505-516.

30



dc_118 10

[50] WILLIAM J. PERVIN AND NORMAN LEVINE, Connected mappings of Hausdor{f spaces,
Proc. Amer. Math. Soc. 9 (1958), 488—496.

[51] C. H. ROWE, Note on a pair of properties which characterize continuous functions, Bull.
Amer. Math. Soc. 32 (1926), 285-287.

[52] MARY ELLEN RUDIN, Nikiel’s conjecture, Topology Appl. 116 (2001), no. 3, 305-331.

[53] N.A. SANIN, On the product of topological spaces, Trudy Math. Inst. Steklova 24 (1948)
(in Russian).

[54] B.E. SHAPIROVSKIIL,On tightness, w-weight and related concepts, UC. Zap. Riga Univ. 3
(1976) 88-89.

[55] B. SHAPIROVSKII, Ordering and cardinal invariants in compacta, Abstracts of Interna-
tional Conference on Topology Varna (1990) 41-42.

[56] B. E. Shapirovskii, Special types of embeddings in Tychonoff cubes, subspaces of -
products and cardinal invariants, in: Topology, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 23 (North-
Holland, Amsterdam, 1980), pp. 1055-1086.

[57] B. E. Shapirovskii, Maps onto Tikhonov cubes, Russian Math. Surveys 35 (1980), pp.
235-238.

[58] B. E. Shapirovskii, Cardinal invariants in compact Hausdorff spaces, Amer. Math. Soc.
Transl. 134 (1987), pp. 93-118.

[59] S. SHELAH, Colouring and non-productivity of Na-cc, Ann. Pure Appl. Logic 84 (1997),
153-174.

[60] P. SIMON, Left-separated spaces: a comment to a paper of M. G. Tkacenko, CMUC 20
(1979), 597-603.

[61] Z. SZENTMIKLOSSY, S-spaces and L-spaces under Martin’s axiom, Topology, Vol. II
(Proc. Fourth Colloq., Budapest, 1978), Colloq. Math. Soc. Janos Bolyai, 23, North-
Holland, Amsterdam-New York, 1980, pp. 1139-1145.

[62] M. G. TKACENKO, O bikompaktah predstavimyh ... I and II, CMUC 20(1979), 361-379
and 381-395.

[63] V. V. TKACUK, Spaces that are projective with respect to classes of mappings, Trudy
Moskov. Mat. Obs¢. 50 (1987), 138-155,

[64] V. V. TKACHUKN, Function spaces and d-separability, Questiones Mathematicae 28
(2005), 409-424.

[65] V. V. TKACHUK, Point-countable m-bases in first countable and similar spaces, Fund.
Math. 186 (2005), pp. 55-69.

31



dc_118 10

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

S. TodorCevic, Partition Problems in Topology, Contemp. Math., AMS, vol. 84, (1989)
S. TODORCEVIC, Free sequences, Top. Appl. 35 (1990), pp. 235-238.

L. B. TREYBIG, A characterization of spaces that are the continuous image of an arc,
Topology Appl. 24 (1986), no. 1-3, 229-239, Special volume in honor of R. H. Bing
(1914-1986).

E. VAN DOUWEN, The Integers and Topology, Handbook of Set-Theoretic Topology, K.
Kunen and J. E. Vaughan editors, Elsevier, 1984, pp. 111-167

E. vAN DOUWEN AND W. F. PFEFFER, Some properties of the Sorgenfrey-line and rela-
ted spaces, Pacific J. of Math. 81 (1979), 371-377.

J. VAN MILL, An introduction to /8w, Handbook of Set-Theoretic Topology, 1984, pp.
503-567.

J. H. WESTON AND J. SHILLETO, Cardinalities of dense sets, Gen. Top. Appl. 6 (1976),
227-240.

D. J. WHITE, Functions preserving compactness and connectedness, J. London Math.
Soc. 3 (1971), 767-768.

G. T. WHYBURN, Continuity of multifunctions, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 54 (1965),
1494-1501.

32



	Bevezetés
	Kitűzött kutatási feladat
	Vizsgálati módszerek
	Definíciók, jelölések
	Számosságfüggvények
	Gyakran használt tételek számosságfüggvényekről


	Diszkrét alterek
	Konvergens szabad sorozatok kompakt terekben
	Megszámlálhatóan szűk kompakt terek diszkrét alterei
	Tkacsenko addíciós tételei
	d-szeparábilis hatványterek és Cp(X) terek
	A Čech-Pospišil tétel egy erősítése
	A κ-kompaktság egy interpolációs tulajdonsága

	Kaliberek, szabad sorozatok és a sűrűség
	Ha X-ben nincs "hosszú" szabad sorozat
	X "kevés" kompakt és "szűk" tér uniója

	π-bázisok rendje
	A projektív π-karakter, π-bázisok rendje
	M₁ tér, amelynek nincs pont-megszámlálható π-bázisa
	ZFC példák
	Példák "hosszú" Szuszlin-egyenesekből
	Példák P(ω) részhalmazaiból


	Őrző függvények
	Hivatkozások

