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A dolgozat kompakt topologikus terekkel kapcsolatos kérdéseket vizsgal,
a halmazelméleti topoldgia modszereivel. A vizsgalat modszereiben kézponti
szerepet kap a terekhez rendelt szamossaginvariansok kozotti kapcsolatok
tanulmanyozasa. Ilyen szdmossaginvaridansok példaul a suly, w(X), vagy
stirtiség, d(X). Az aldbbiakban réviden ismertetem a dolgozat fontosabb

eredményeit.

Az 1. fejezet f6 eredménye az 1.2 Tétel, mely szerint ha egy kompakt
Hausdorff tér tartalmaz x hosszi szabad sorozatot, ahol k egy nem megszam-
lalhato reguléris szamossag, akkor a tér tartalmaz ugyanilyen hosszu konver-
gens szabad sorozatot is. Ennek az erds tételnek szamos kovetkezménye van.

Ezek egyike a Husek egyik kérdését megvalaszold 1.5 Kovetkezmény. Hu-
Sek azt kérdezte, hogy a kontinuum hipotézisbdl levezetheté-e, hogy minden
kompakt T tér, melynek kis diagondlisa van, metrizalhaté. (A = {(z,x) :
r € X} kis diagonélis, ha barmely nem megszamldlhaté A C X% — A esetén
A-nak van olyan kornyezete, amelyik nem megszamlalhato pontot kihagy A-
bdl). Az 1.5 Kovetkezmény erésebb allitast igazol: Ha V-ben igaz a kontinu-
um hipotézis és W ennek Cohen-valdsakkal valé bovitése, akkor W-ben min-
den kis diagonalisi kompakt T5 tér metrizalhato. Az 1.2-es tétel segitségével
Juhész egyik 1977-es tételére, mely szerint ha 22" = x*F, akkor minden x*-
nal nagyobb szdmossdgi kompakt tér tartalmaz «* vagy k't szdmossagi
zért alteret, egyszeriibb bizonyitas adhat6 (1.7. Kovetkezmény).

Egy masik fontos alkalmazas az 1.8-as tétel: ha teljesiil a & kombina-
torikus elv, és X megszamlalhatoan kompakt 75 tér, amiben nincs nemtrividlis

konvergens w hosszi sorozat, akkor van w; szamossagui altér amiben minden



relative nyilt halmaz megszamlalhaté vagy ko-megszamlalhaté. Specidlisan,
&-ct feltéve minden inicialisan wq-kompakt T3 tér tartalmaz konvergens w-
vagy wi- sorozatot (1.9. Kovetkezmény).

A megszamlélhatéoan sziik kompakt terek diszkrét altereivel foglalkozo
1.2-es alfejezetben a szerzo megvalaszolja Arhangelszkij 2003-as kérdését egy

specialis esetben. Legyen g(X) a kévetkezo szdmosségfiiggvény:
g(X) =min{x: VD C X(D diszkrét < |D| < x)}

Arhangelszkij azt kérdezte, hogy igaz-e g(X) = |X|* minden kompakt X
térre. Az 1.13 Tétel szerint ha minden x szdmossigra feltessziik a 2F < k1¢
egyenlStlenséget, akkor minden w-sziik, kompakt, T tér esetén g(X) = | X|T.
A bizonyitas soran A. Dow egy tételére is 1j bizonyitast ad.

Az 1.3-as alfejezetben Tkacsenko eredményeit megjavitva a szerzo iga-
zolja, hogy végtelen k-ra, ha egy inicidlisan xk-kompakt teret x D-altér lefedi,
akkor X kompakt is (1.14. Tétel). Az 1.17. Tétel szerint, ha az X kom-
pakt T, tér k balszeparalt halmaz unidja, és ennyi els6 kategoridju hal-
maz unidja nem adja ki a valds szamegyenest, akkor X szétszort. E két
tétel egy fontos kovetkezménye, mely erdsiti Tkacsenko 1979-es tételét az
1.18. Kovetkezmény: Ha X megszamlalhatéan kompakt, T5 tér legfeljebb w
balszeparalt halmaz unidja, akkor X kompakt, diszpergdlt és szekvencialis.
(Tkacsenko eredeti tétele ugyanezt mondta, csak a 75 helyett az erésebb T3
feltevéssel).

Az 1.13 Tételben igazolja, hogy X kompakt T, tér esetén X2 tartalmaz
d(X) szédmossagu diszkrét alteret (d(X) jeloli az X tér siirliségét, vagyis
a legkisebb szamossdgu siirli altér szamossigéat). Ez a tétel onmagédban is
érdekes, am segitségével, az 1.27. Tétellel negativ valaszt ad Tkacsuk egy
probléméjanak egyik részére: igaz-e, hogy ha egy X tér valamely végtelen
X" hatvanya d-szepardbilis, akkor mar X“ is d-szeparabilis?

Jelolje dis(X) azt a legkisebb xk szamossagot, amelyre X eléall k darab
diszkrét altér unidjaként. Az 1.5. alfejezetben a szerzé 1j megoldast ad

Juhdsz—van Mill (2007) egyik problémadjara, amely egyben a klasszikus Cech—



Pospisil tétel erositése is: ha X kompakt 75 tér, amiben minden pont karak-
tere legaldbb k, akkor dis(X) > 2% (1.32. Kovetezmény).

A szerz6 az 1.6. szakaszban a k-kompaktsag egy interpolaciés tulaj-
donsagat bizonyitja: ha X egyszerre u- és \-kompakt, és u < k < A, ahol k
egy tetszoleges szinguldris szamossag, akkor X s-kompakt is. Az 1.42. Tétel
Arhangelszkij egy eredményét erdsiti: minden nem-megszamlalhatéan kom-
pakt wD tulajdonsiagi X T tér N,-koncentralt egy kompakt altér koriil, azaz
van olyan kompakt C' C X, hogy minden nyilt U O C halmazra | X —U| < X,,.

A rovidebb, masodik fejezetben a szerzo T3 terekkel és azok kaliberével,
strtiségével foglalkozik. Ha X topologikus tér és k végtelen szamossag, akkor
k kaliber (k € Cal(X)) ha k nyilt halmaz kéz6tt mindig talalhaté s, aminek
metszete nemiires. A par-kaliber és a harmas-kaliber hasonloképp definidlt:
(A, k) € Caly(X), ha £ nemiires nyilt halmaz koézott valamely A metszete
nemiires, illetve pp < A < K esetén (u, A\, k) € Cal3(X), ha x nemiires nyilt
halmaz kozott mindig van A, melyek kozott barmely p-nél kevesebb metszete
nemiires.

A X hosszu szabad sorozatok és a kaliber kapcsolatat targalja a 2.2. Tétel:
ha X-ben nincs A hosszi szabad sorozat, és (A, A\, k) harmas-kaliber, akkor
van it < K, hogy X-ben van p<* szdmossigu stiri halmaz. A tételnek 4
kovetkezményét bizonyitja a szerzo, melyek koziil az egyik, az onmagaban
is érdekes 2.6. Kovetkezmény: ha N, erés limesz, és az X tér zart hal-
mazainak nové w sorozatainak unidja is zart, valamint X,, € C'al(X) minden
természetes n szamra, akkor X szeparabilis.

A 2.2. szakasz {6 tétele a 2.8. Tétel, melynek kovetkezményeképp megkaphatd
Sapirovszkij egy tételének erésitése (2.13 Kovetkezmény). A tétel egy érdekes
esete a kovetkezo: ha X el6dll legfeljebb w; darab kompakt, megszamlalhato

sziikségii altér unidjaként, és w; kaliber, akkor X szeparabilis.

A harmadik fejezet f6 eredménye a 3.2. Tétel, melyben a szerzé iga-

zolja, hogy egy X Tyhonov tér esetén mwsw(X) < prx(X). Itt wsw(X)



a tér m-szepardld silya, prx(X) pedig a projektiv m-karaktere (a technikés
definicidkat itt nem idézziik fel). A bizonyitas szdmos lemmat haszndl, és ha-
sonlé utakat jar, mint Shapirovszkij kompakt terekre vonatkozé wsw(X) <
t(X) tételének bizonyitasa. Ez utébbi bizonyitds azon alapult, hogy barmely
X kompakt tér irreducibilisen beleképezheté az egységintervallum Xy x)-
hatvanyaba. A 3.2. tétel bizonyitasaban az irreducibilis leképezések szerepét
a dolgozatban bevezetett m-irreducibilis leképezések veszik at.

A 3.2. alfejezetben el6szor bizonyitja, hogy ha egy X térre d(X) <
mx(X)T, akkor msw(X) < mx(X), megvdlaszolva ezzel Tkacsuk 2005-bél
szdrmaz6 egyik nyitott probléméjat (3.13. Tétel), majd példdkat targyal a

Szuszlin-egyenes és P(w) terekkel kapcsolatosan.

Egy f: X — Y fiiggvényt Orzének neveziink, ha minden kompakt altér
f szerint vett képe kompakt és minden Osszefiiggd altér képe 0Osszefiiggd.
Egyszertien igazolhatd, hogy a folytonos fliggvények o6rzok és minden f :
R — R 6rz6 fiiggvény folytonos. McMillan (1970) megmutatta, hogy ha X
T,, lokalisan Gsszefliggd és Frechet, valamint Y T, akkor minden X — Y
folytonos fiiggvény 6rz6. Jelolje Pr(X,T;) azt az allitast, hogy ha Y egy
T; tér (1 = 1,2,3,3.5) és f : X — Y 06rz6, akkor f folytonos. A 4.8. Tétel
McMillan eredményét altalanosabban bizonyitja, elhagyva az X térre tett Ts-
ség kovetelményét: Ha X lokélisan Osszefliggd, Frechet tér, akkor Pr(X,T3).
Ezutan a tétel lokalis valtozataival foglalkozik. Ezzel kapcsolatban a fébb
tétel a 4.21. Tétel: egy Ty térbe képzo 6rz6 fliggvény minden szekvencialisan
Osszekotheto pontban szekvencialisan folytonos. A 4.33. Kovetkezmény sze-
rint, ha X lokalisan kompakt, lokdlisan Gsszefliggé és monoton normalis,
akkor Pr(X,T3) teljesiil. A szerz6 felveti azt a problémét, hogy igaz-e
az analdg allitas, ha X lokdlisan kompakt, lokalisan Osszefiiggd, monoton
normélis terek szorzata (4.48. Probléma). Erre a 4.49. Kovetkezmény ad
(részleges) vélaszt.

A fejezet tovabbi részében, a kiindulé X térre tett tovabbi technikai
feltételekkel mutatja meg a szerz6 a Pr(X,T3) tulajdonsédgot (1asd 4.58, 4.59



tételek). A fejezet utolsé részében pedig azt igazolja, hogy regularis terek
esetén csak a diszkrét X terek rendelkeznek a Pr(X,T}) tulajdonsaggal (4.63.
Tétel). Ez a tétel kovetkezik az 6nmagdban is érdekes 4.64. Tételbél: Ha
az X Tj térben minden regularisan zart altér lokalisan Osszefiiggs, akkor X

diszkrét.

A dolgozat torzsét 14, jelentos, nemzetkozi lapokban publikélt, referalt
cikk alkotja. A dolgozat kozponti témaja kompakt topologikus terek vizsgalata,
szamos tételt soroltat fel az ilyen terek strukturdjarol. A tételek érdekesek
és technikasak, szamos mas, neves kutato altal felvetett kérdést valaszolnak
meg, illetve altalanositotta a korabbi eredményeket. Ezek alapjin a dok-
tori munka tudoméanyos eredményeit megfelelének és elegendonek tartom az

MTA doktori cim megszerzéséhez. A nyilvanos védés kitiizését javaslom.
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