Opponensi vélemény Szentmiklossy Zoltan
“On the structure of compact topological
spaces” cimi doktori értekezésérol

Az értekezés topoldgikus terek strukturdjat vizsgalja halmazelméleti esz-
kozokkel. Az altalanos topolégia halmazelméleti topoldgia nevii agahoz tar-
tozik, mely szamossagfiiggvények segitségével vizsgalja a topoldgikus terek
szerkezetét.

Az értekezés nagy szamu érdekes és jelentOs tételt tartalmaz. Ezek mind
valamilyen formaban masok &ltal felvetett problémat oldanak meg teljesen
vagy részben, de a tételek onmagukban is érdekesek. Bizonyitdasuk otletes,
nehéz, mind a topoldgia mind a halmazelmélet technikainak biztos kézzel
valé hasznélatat mutatjak.

Az értekezés négy fejezetbol all. Mind a négy fejezetben egy-egy jel-
legzetes topoldgiai szamossagfiiggvénnyel kapcsolatos problémakorrel foglal-
kozik a szerzé. Ahelyett, hogy felsorolndm az Osszes fontos tételét az érteke-
zésnek, mind a négy fejezetbol kiragadok 1-2 eredményt.

Az elsé fejezet f6 eredménye a kovetkezd. Legyen k nem megszamlalhato
regularis szamossag. Ha az X kompakt 75 térben van s hosszi szabad
sorozat, akkor van ugyanilyen hosszi konvergens sorozat is. (1.2 Tétel). Egy
sorozatot szabadnak neveziink, ha tetszoleges kezdoszeletének lezarasaban
nincs benne nemcsak a sorozat innen vett végének egyik tagja sem, hanem
semmi olyan pont sem ami a sorozat végének lezdrasaban van. E tétel
egyik kovetkezménye Husek probléméjat oldja meg: ZFC-ben a kontinuum
metrizalhaté minden olyan esetben, amikor nincs olyan nem-megszamlalhato
H része a ko-diagonalisnak, amely csak a diagonélis kozelében nem-megszam-
lalhaté (azaz a diagondlis minden koérnyezetén kiviil H megszamlalhaté). Itt
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a diagondlis az X x X tér A = {(z,x) : x € X} része, és a ko-diagonalis ennek
komplemense. S6t, ennél erésebb tételt bizonyit (1.5. Kovetkezmény): a fenti
allitas igaz ZFC minden olyan modelljében, amit egy kontinuumhipotézist
kielégito modellbél Cohen-valésak hozzaadasaval kapunk. Egy mésik alkal-
mazasa a fo tételnek Juhdasz Istvan kovetkezd tételére ad rovid bizonyitast:
ZFC-ben abbdl, hogy 22" = k't levezethetd az a topoldgiai allitds, hogy
minden x**-nal nagyobb szdmossigi kompakt tér tartalmaz vagy x* vagy
pedig kTT szdmossagu zart alteret. (1.7 Kovetkezmény) Ez a fejezet tar-
talmaz még 1j bizonyitdst A. Dow tételére, tovabba tartalmazza Tkacenko
szamos eredményének és Arhangelszkij egy tételének élesitését, valamint egy
Cech-Pospisil tétel altaldnositasat.

A rovidebb masodik fejezetbdl a kovetkezo tételt emelem ki. Tegytik
fel, hogy x olyan végtelen szdmossdg, hogy X-ben barmely x nyilt halmazbol
kivélaszthat6 ugyanennyi, uigy hogy a kivélasztottak metszete nemiires (azaz
k kalibere az X térnek). Tovabba tegyiik fel, hogy az X tér x darab olyan
kompakt térnek az tunidja, hogy egyikben sincs x hosszi szabad sorozat.
Ekkor van x-nal kisebb szamossdgu halmaz aminek lezartja a tér maga (azaz
a tér d(X) stirtisége kisebb mint x). (2.8 Tétel).

A harmadik fejezet egyik f6 eredménye azt bizonyitja, hogy egy Tyi-
honov tér m-szeparald sulya kisebb-egyenl6 a projektiv w-karakterénél. Ez
Shapirovszkij egy hasonlé eredményének altalanositasa. A fejezet tobb példat
tartalmaz, és egy konstrukciot, melynek segitségével w részhalmazaibol kii-
lonboz6 tulajdonsagu topologikus tereket allithatunk el6. Ennek a konst-
rukcionak a hasznalataval Tkacuk tobb kérdését valaszolja meg a szerzo.

A negyedik fejezetbol a 4.55 Tételt emelem ki, ami ahhoz a sokak altal
vizsgalt kérdéshez kapcsolédik, hogy két topoldgikus tér kozotti f : X — Y
fiiggvény ha kompakt halmazokat kompaktba visz és Gsszefiiggd halmazokat
osszefiiggébe, akkor milyen esetekben kovetkezik hogy a fliggvény folytonos.
Ismert, hogy a valdsakbdl a valdsak topoldgidjaba mené fiiggvényekre ez
igaz, és ismertek ellenpéldak is. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy az f
fiiggvény kompaktsagot és Osszefiiggoséget oriz. A 4.55 tétel azt Allitja,
hogy ha a két topoldgikus tér teljesit bizonyos feltételeket, akkor a fiiggvény
vagy folytonos vagy pedig sok szakadasi pontja van. Pontosabban, a tétel
a kovetkezot allitja. Ha az X topoldgikus tér lokalisan oOsszefliggd és a
topol6gidjat meghatarozzak a megszamlalhatéan kompakt alterei (azaz, min-
den nem zart A részhalmazhoz van olyan megszamlalhatéan kompakt C' altér,



hogy ANC sem zart C-ben), az Y tér pedig reguldris, akkor f vagy folytonos
vagy tobb mint egy szakadési pontja van. Ha X-rdl azt is feltessziik, hogy
T3 tér, akkor a szakadési pontok halmaza énmagaban stiri.

Osszefoglalva: Az értekezés sok érdekes, jelentés G tételt tartalmaz,
melyeknek bizonyitasa nehéz. Ezek a tételek megvalaszolnak mésok altal fel-
vetett problémakat, élesitik masok eredményeit, illetve egyszerli bizonyitast
adnak rajuk. Az eredmények tehat jol illeszkednek mésok munkdajiahoz, elére-
viszik a tudoményt. A doktori értekezésben felsorolt tudomanyos eredménye-
ket alkalmasnak tartom az MTA doktori cim odaitéléséhez. A munka a dok-
tori értekezésekkel szemben tdmasztott mind tartalmi mind formai kovetel-
ményeket teljesiti. A nyilvdnos védés kitiizését javaslom.

Budapest, 2016. december 19

Andréka Hajnal
a matematikai tudomanyok doktora
Rényi Alfréd Matematikai Intézet
Magyar Tudomanyos Akadémia



