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Identities, determinants and centralizers in matriz algebras
cimd MTA doktori disszertaciojarol

A disszertacio a szerz6 14 folyoiratcikke és egy konyviejezete alapjan késziilt, amelyek koziil
7 cikk és a konyvfejezet egyszerzis. A tobbszerzés cikkekben a leggyakoribb téarszerzé Leon van
Wyk. A cikkek koziil négy a Journal of Algebraban jelent meg, hdrom a Communications in
Algebraban, a tobbi is rangos folyoiratokban, pl. Israel Journal of Mathematics, Proceedings
of the AMS stb.

A dolgozat egy magyar nyelvi Osszefoglalasbol, négy fejezetbdl és négyoldalnyi irodalom-
jegyzekbdl all. Az Osszefoglalas nem csak a disszertécio legfontosabb eredményeit, hanem
azok torténeti kontextusat is kivaléoan bemutatja, igy tobbek kozott a polinomazonossagok
elméletének relevans részeit, nemkommutativ gytrd feletti determinans-variaciokat, Bergman
és Schur centralizédtorokra vonatkozo klasszikus eredményeit.

Az els6 fejezet egy klasszikus témakorhoz, a polinomazonossagos (PI) algebrak elméletéhez
jarul hozza, méghozza alighanem a legtobbet vizsgélt algebrak, a métrixalgebrak vonatkozasa-
ban. A kiindulépont Swan grafelméleti tétele, amely ekvivalens a kommutativ gytrd feletti
teljes métrixalgebrara vonatkozé minimalis standard azonossigot megallapitd, nevezetes Ami-
tsur—Levitzki-tétellel. A fejezet legérdekesebb eredménye az 1.3.1 Tétel, amely a doktorjeloltnek
Tuza Zsolttal és Révész Gaborral kozos cikkébdl valo, és arra mutat ra, hogy Swan tételébdl
tovabbi, a standardtdl kiillonb6zs, Gn. Euler-féle polinomazonossagok is kévetkeznek kommuta-
tiv gytrd feletti teljes matrixalgebrakra. A bizonyitas nem nehéz, de oOtletes, és maganak
az allitasnak a megtalalasa is jelentés érdem, az ember nem varna ilyet. Domokos Matyas
egy kés6bbi eredménye mutat ra a Szigeti-Tuza—Révész-féle eredmény igazi jelentGségére: a
szobanforgd Euler-azonossagok altalaban nem kovetkeznek a korabban ismert azonossagokbol,
mar 3 X 3-as matrixok esetén sem. Még az is elképzelhets, hogy az Euler-azonossagok adjak
majd a kulcsot a nullkarakterisztikidju test feletti teljes métrixalgebrak Osszes azonossaganak
megértéséhez.

Az els6 fejezetben szerepelnek az Euler-azonossagok permanentalis (elGjelek nélkiili) valtoza-
tara vonatkozo eredmények is, de ezeknél fel kell tenni, hogy az alapgytri egységelemének
additiv rendje véges. Bizonyitasuk az irdnyitott Euler-vonalak szamara vonatkozd Aardenne-
Ehrenfest—-de Bruijn-formulan alapul. Szerepelnek tovabba *-polinom-azonossagok is, azaz
olyanok, amelyekben a gytrimiiveleteken kiviil a transzponalés is megengedett. Ezek is értékes
eredmények.

A masodik fejezet megitélésem szerint a disszertacio legértékesebb része. A szerzé itt
egy nemkommutativ gytri feletti métrixokra vonatkozé determinénselméletet dolgoz ki. A
fejezet csticspontja a 2.4.5 tétel, amely a klasszikus, kommutativ gytird felett érvényes Cayley—
Hamilton-tétel altalanositasa Lie-nilpotens gytri feletti matrixra. A kapott azonossag foka
n*, ahol n a matrix mérete és k a Lie-nilpotencia rendje; fel kell tenni, hogy n invertalhato az
alapgytriiben. Itt még inkabb igaz, hogy maga az allitas is varatlan. Meglepd, hogy létezik ilyen
altalanositéas, és messze nem trivialis, hogy a benne szereplé féloldali karakterisztikus polinomot
hogyan kell definialni. Pontosabban szélva, a féloldali determinans fogalma a probléma, abboél
a karakterisztikus polinom mar kézenfekvs. A féloldali determinanshoz viszont korantsem
maguktol értet6ds 1épésekben jutunk el a szimmetrikus determinédnson, szimmetrikus adjugél-
ton és féloldali adjugalt-sorozaton keresztiil.

Az emlitett 2.4.5 tétel bizonyitédsa a kulcsfontossdgi 2.3.3 tételen alapul, amely szerint
egy k-adrendben Lie-nilpotens gytiri feletti matrixot a k-adik jobboldali adjugéaltjaval jobbrol
szorozva az egységmatrixnak a k-adik jobboldali determinans-szoroséat kapjuk. Ennek bizonyité-
sa pedig a 2.1.10 és 2.2.7 tételeken alapul. Az el6bbi egy gytird Lie-centrum-sorozatanak
egy fontos tulajdonsagat mondja ki, az utébbi pedig egy métrix szimmetrikus adjugaltja és
szimmetrikus determinénsa kozott teremt kapcsolatot. Ezek a tételek mind a jelolt egyszerzds



eredményei, és kiilon-kiilon is nemtrividlis, értékes eredmények. A Lie-nilpotens Cayley-Hamil-
ton-tétel ezekbdl 0sszedlld bizonyitasat kiemelkedd teljesitménynek tartom.

E tételbdl egy szellemes triikkel azt is levezeti a szerzg, hogy a Grassmann-algebra feletti
barmely n x n-es matrix legfeljebb 2n? fokszammal algebrai egész a Grassmann-algebra tisztan
paros foku része felett. Ez a 2.5.1 tétel. Ebbdl adodik a 2n? fokt algebraicitasi azonossag a
Grassmann-algebra feletti n x n-es matrixokra (2.5.2 kévetkezmény). Azt is kimutatja a szerzg,
hogy a fokszam n?-re csokkentheté abban az esetben, ha csak olyan matrixokat tekintiink,
amelyek valamely d mellett egy d x d és egy (n — d) x (n — d) méretd, tisztan paros foku atlos
blokkra és két tisztan paratlan foku nem-atlos blokkra bonthatok (an. szupermétrixok, 2.5.3
tétel és 2.5.4 kovetkezmény).

Ugyancsak a 2.4.5 tételbdl egy Galois-elméleti ihletésti érdekes kovetkezményt is levezet
a jelolt: nullkarakterisztikaju test feletti, k-adrendben Lie-nilpotens algebra n* fokszammal
jobbroél egész barmely rajta automorfizmusokkal haté n-edrendd csoport fixpontjainak algebréja
felett. Ez a 2.7.5 tétel.

Az emlitett kulcsfontossagi 2.3.3 tétel mésra is jo: a szerzd levezeti belSle, hogy ha egy
nullkarakterisztikajua test feletti, k-adrendben Lie-nilpotens algebra egy idempotens kétoldali
ideélja jobbidealként végesen generélt, akkor van egy idempotens elem, amely bal- és jobbideal-
ként is generédlja. Ez a 2.3.5 tétel.

A jelolt bebizonyitja egy olyan altalanositasét is a Cayley—Hamilton-tételnek, amely tetszs-
leges (nem feltétleniil Lie-nilpotens) gytri feletti matrixokra érvényes, hatranya azonban, hogy
nem skalér, hanem matrix egytitthatok szerepelnek benne. Ez a 2.4.3 tétel.

A harmadik fejezet a disszertacio legabsztraktabb része. A lineéris algebra egyes eredményei-
nek altalanositasat adja bizonyos, kissé technikai feltételeket kielégité héalokban. Vektortér
altérhaloja esetén kapjuk vissza a klasszikus eredményeket. A lineéris transzformécioknak az
altalanositasban bizonyos feltételeket kielégits teljes egyesités-homomorfizmusok felelnek meg.
A dimenziotételnek és a Fitting-lemmanak az altalanositasa utédn jon a f6 eredmény: ha egy ilyen
homomorfizmus nilpotens, akkor van Jordan-féle normélbéazisa. Ez a 3.2.2 tétel. A fejezet végén,
a 3.3 alfejezetben a haldelméleti eredményeket modulusok részmodulushéldjara alkalmazza a
szerz$. A {6 eredmény itt a 3.3.1 tétel: féligegyszerd modulus nilpotens endomorfizmusanak
van Jordan-féle normalbazisa. Ezt szamtalanszor hasznalja a szerzd§ a disszertacié hatralévs
részében. Megjegyzem, hogy ez az eredmény kozvetleniil, elemi moduluselméleti eszkozokkel is
igazolhato. A 3.3.2 allitas pedig azt mondja ki, hogy ha a modulus végesen generalt, akkor a
Jordan-alak a megfelelg értelemben egyértelmi. Ez Vesselin Drenskyvel és Leon van Wykkal
koz0s, mig a fejezet tobbi eredménye egyszerzds.

A negyedik fejezet modulusok — elsGsorban nilpotens — endomorfizmusainak centralizéto-
rarol és kétoldali annullatorarol szol. A centralizatorra vonatkozo eredmények jo része adott
nilpotens Jordan-normalbazis fliggvényében irja le annak szerkezetét. A 4.4 alfejezetben szere-
pelnek a legérdekesebb, bézisfiiggetlen eredmények, amelyek ismét Drenskyvel és van Wykkal
kozosek. Az utolsd, a 4.4.4 kovetkezmény Schur kettSscentralizator-tételének kommutativ
lokélis gytiri feletti modulus nilpotens endomorfizmuséra vonatkozoé valtozata.

Az utolso két, 4.5 és 4.6 alfejezet kétoldali annullatorokrol szol, van Wykkal kozos. A
kétoldali annullator sokkal konnyebben kezelhetd, mint a centralizator. A szerzé a bizonyitasok-
ban ismét nilpotens Jordan-normalbéazisokat hasznél, de enélkiil is egyszertien bizonyithato
lenne minden, beleértve a 4.6.3 kettds-kétoldaliannullator-tételt is.

Uj tudomanyos eredményként fogadom el a tézisfiizetben szerepls Gsszes eredményt, bar az
1.2.1 tétel Rossetnek az Amitsur—Levitzki tételre adott bizonyitasaban implicite benne van, a
4.5.2. kovetkezmény pedig a dolgozatbeli el6zményei nélkiil is trivialis.

A disszertacio {6 vonzerejét szamomra az adja, hogy a jelolt klasszikus, latszolag lezart
teriileteken ér el meglepd 1j eredményeket, jelentés fogalmi innovacioval és 6tletes bizonyitasok-
kal. A dolgozat nagyon jol van megirva, a megfogalmazasok vilagosak és érthetsk, a felépités



logikus, az Osszefiiggések jol kovethetSk. A dolgozat teljesiti a doktori disszertaciokkal szemben
altalaban tamasztott kovetelményeket. Ennek alapjan javaslom a nyilvanos vita kittizését.

Kérdéseim a jelolthoz:

1. Javithato-e a 2.5.1 tételben szerepls 2n? fokszamkorlat? Ha n = 1, akkor nyilvin nem.
Ha viszont n = 2, akkor 8 helyett 6 is jo: minden métrix kielégiti a sajat tisztan paros fokua
része karakterisztikus polinomjanak kobét. Ez a 6 méar minimalis? Mi a helyzet nagyobb n
esetén?

2. A klasszikus Cayley—Hamilton-azonossag minimalis abban az értelemben, hogy tipikus
métrix minimal- és karakterisztikus polinomja megegyezik. Allithatunk-e ilyesmit Lie-nilpotens
gytird felett?
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