VALASZOK IVANYOS GABOR KERDESEIRE

Els6 kérdés: Mi vezetett a Lie-nilpotens determindnselméletben az dltalam a kulcsfontossagiiként
emlitett meglatdsra?

Vilasz:
Egy tetszoleges gyfirii feletti 2 x 2-es A matrixot az A* kozonséges adjungéltjdval (ez a 2 x 2-es
estben szimmetrikus adjungélt is) jobbrdl szorozva rogton kapjuk, hogy

AAE{Z ZH_d _aa}:{zg:dbi :iﬁm:{a?c,_dfc <ad—bc)£c-b’[?,c]+[d,a]}‘

Ha az ad—be, [a,b], [c,d], [b, ], [d, a] elemek pdronként felcserélhetéek (ami mésodrendben Lie
nilpotens alap gyfir{i esetén nyilvdnvaléan teljesiil), akkor az AA* szorzat matrix tekinthetd
egy kommutativ gyf{irti feletti métrixnak és felirhatjuk a jol ismert maétrix és adjungdltja
kozotti viszonyt: AA*adj(AA*) = det(AA*)I;. Tovdbbi finomitdssal adédik, hogy

. 10 la, d] + [c, b] 2[a, b]
2AA :(ad—l-da—bc—cb){o 1}—1—[ 2c, d] —[a,d]—[c,b]]‘

Az egész determindns elméletnek és a kérdésben emlitett kulcsfontossagi meglatdsnak a fenti
egyszerii szdmolds volt az alapja.

Masodik kérdés: Tud-e a jelolt egy egyszerii példat mutatni arra, amikor egy ferdetest
feletti nilpotens endomorfizmus kettés centralizdtora nem polinomja az endomorfizmusnak?

Valasz:

Kozvetleniil is lathato (az értekezés 8. oldaldn idézett Bergman tételbol egyszeriien kvetkezik),
hogy a nem kommutativ x és y véltozokkal a K test feletti K < z,y > (szabad asszociativ)
polinomalgebréban Cen(z?) = K|[z] és Cen(Cen(z?)) = Cen(K|[z]) = Cen(z) = K|x] teljesiil.
Tehst ebben az esetben a kettds centralizator nem csak az adott 22 elem polinomjaibél 4ll.
Tovébbi, a kérdéshez gyengébben kapcsolddd észrevétel az, hogy az Ei o és Eso felcserél-
heté Mj(K)-beli médtrixokhoz (Ey2F39 = E3aE12 = 0) nem lehet olyan C' € Mj(K)
métrixot taldlni, amelynek mindkét eredeti matrix a polinomja, azaz amelyre E; o = u(C) és
E34 = v(C) teljesiil valamilyen u(z),v(z) € K|[z] polinomokra. Mivel u(C)v(C) = v(C)u(C)
minden C' € Ms3(K) métrixra teljesiil, ezért az E; 5 és E5, métrixok felcserélhetdsége nem
kovetkezménye egy ilyen ,kozos C-vel valé felirhatésaguknak”.

Az értekezés 4.4.3. tétele szerint egy lokalis R gyfiir{i feletti végesen generilt féligegyszerii
rM bal R-modulusnak az n-ed rendben nilpotens ¢ € Endg(M) endomorfizmuséra és egy
tetszbleges o € Endg(M) endomorfizmusra a o € Cen(Cen(p)) (<= Cen(p) C Cen(c)) tar-
talmazas olyan aq, as, ..., a, € R egyiitthatok és egy olyan R feletti véges Y C M generétor
rendszer 1étezését garantdlja, hogy

arp(y) + azp(¥(y)) + - + an@" (¥ (y) = 0(¥(y))

teljesiil minden y € Y elemre és tetszdleges 1 € Cen(yp) endomorfizmusra. Az

N={zeM|az+ayp(z)+ - +a,0" *(2)=0(2)} C M



részhalmaz a nem feltétleniil centralis a; elemek jelenléte miatt csak Z(R) (és nem R szerinti)
részmodulusa M-nek, de zart a Cen(y)-beli endomorfizmusokra nézve: z € N és ¢ € Cen(yp)
esetén ¥ (z) € N.

Mivel RY = M és'Y C N, ezért nagy a valdésziniisége annak, hogy a fenti tulajdonsagi z
elemek az M modulus 6sszes elemét jelentik nagyon sok ¢ esetén (kiilonssen akkor ha Z(R)
és Cen(y) "nagyok"). Sajnos nem sikeriilt a fenti feltételek mellett olyan példat megadni,
amelynél R = D ferdetest és nem léteznek olyan by,bs,...,b, € D egyiitthaték, amelyekre
b1z +bap(2) + -+ + b 1 (2) = 0(2) teljesiilne minden z € M elemre.

Harmadik kérdés: Ha jol latom, hogy a kozelmmiltban sikeriilt igazolni az adott 1épésben
Lie-nilpotens métrixalgebra dimenzidjara a sejtett felso korldtot. Mi alapozta meg a sejtést?

Valasz:

A sejtés megsziiletését elsdsorban olyan szandék motivalta, hogy adjuk meg Schur klasszikus
tételének a Lie nilpotens dltaldnositdsat. A kommutativitdsrél a Lie nilpotens esetre valé
attérés mar a Lie nilpotens determindnsok bevezetésénél is nagyon fontos szempont volt.
Tovabbi 6sztonzést jelentett a Grassmann algebra alapvetd jelentésége az tin. Pl-elméletben
és az aldbbi reprezentaciokrol szélo tétel.

Az [MMSzvW: Marki, L., Meyer, J., Szigeti, J., van Wyk, L.: Matrix representations of
finitely generated Grassmann algebras and some consequences, Israel J. Math. 208 (2015),
373-384.] dolgozatban az m generatorral megadott E™ Grassmann algebrédnak az alaptest
feletti n x n-es teljes matrixalgebrdaba torténd bedgyazdsérdl az aldbbi eredményt talaljuk.
(3.9.Theorem) If X : E™ — M,,(K) is an embedding of K -algebras, then 3-2™~2 < VTZJ +1.
A fenti tétel bizonyitasdaban az E™ egy maximalis dimenziéji kommutativ részalgebrajanak
a (szintén kommutativ) A szerinti képét vizsgaljuk és Schur klasszikus tételét hasznaljuk az
M, (K )-beli kommutativ részalgebrak dimenzi6jérdl. Mivel E™ masodrendben Lie nilpotens,
ezért felmeriilt, hogy a fenti tételben érdemes volna a teljes E™ algebrédnak a A szerinti képét
vizsgalni, ami az M,,(K')-nak masodrendben Lie nilpotens részalgebrdja. A sejtés bizonyitasa-
val a tételre is 1j bizonyitast kaptunk, az M, (K) egy mésodrendben Lie nilpotens részalge-

n2

brajanak a dimenzidjara az {?J + 1 fels6 korlat adddik, aminek egyszerii kovetkezménye a

tekintett 3.9 tételbelivel lényegében megegyez6 2™ = dimg A(E™) < {%J + 1 egyenltlen-

ség. Idokozben az emlitett {%J + 1 fels6 korlatot szolgdltaté 1j tételiinknél erésebb sejtést

sikeriilt megfogalmazni (aminek magasabb rendben valé Lie nilpotencia esetén is megvan a
megfeleldje):

Egy (algebrailag zért és zér6 karakterisztikdju) K test feletti véges dimenziés masodrendben
Lie nilpotens lokdlis R algebrdanak mindig létezik olyan C' C R kommutativ részalgebréja,
amelynek a dimenziéjara %dim x R < dimg C teljesiil.
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