VALASZOK MARKI LASZLO KERDESEIRE

Els6 kérdés: Honnan jott a jeloltnek az az tlete, hogy a Jordan-féle normélalakot héléelméleti
eszkozokkel ragadja meg?

Valasz: Adott algebrai struktirdban a kiilonboz6 részstruktirdk a tartalmazdsra nézve
altaldban bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkez6 halot alkotnak (pl. moduldris). Az ilyen
hélok vizsgdlata az algebra klasszikus teriiletei kozé tartozik, ahogyan ez Marki Lészlo
birdlatdban is emlitésre keriil (Jordan-Holder). Természetes otlet, hogy az adott struk-
tira egy endomorfizmusdnak a hatdsdt is tanulmdnyozzuk a részstruktirakbol &llé halon.
Vektorterek esetében ez a linedris transzformdcidk hatdsat jelenti az altereken. Az alterek
metszetét egy linedris leképezés nem 6rzi meg, de azok Osszegét igen. Igy ha egy vektortér
alterei helyett egy megfelel6 tulajdonsdgokkal rendelkezd halét tanulményozunk, akkor egy
linedris transzformdcié helyett a hilénak egy (teljes) egyesités endomorfizmusét kell tekin-
teni. Fokozatosan sikeriilt az egyesités endomorfizmusoknak azokat a tulajdonsigait meg-
taldlni, amelyek lehetové tették linedris algebra ,kiépitését” halékban. A sajatértékeket
és az ezekhez tartozo sajdtaltereket nyilvdan nem lehet egy haléban interpretélni, viszont a
nilpotens esetben sikeriilt tovabb 1épni. Egy nilpotens linedris transzformécié hatdsa a neki
megfelelé Jordan béazison teljesen kombinatorikus jellegii, ezért sikeriilt a nilpotens egyesités
endomorfizmusokra a Jordan bdzis megadédsa, ami a hdlénak bizonyos atomjaibdl &ll, ame-
lyeken az egyesités endomorfizmus ,Jordan féle médon” hat. A (nem feltétleniil véges)
bézis létezését a nilpotencia indexre vonatkozé teljes indukciéval sikeriilt bizonyitani, ami-
hez segitséget nytjtott Hannu Viliaho [An elementary approach to the Jordan normal form
of a matriz, Amer. Math. Monthly Vol. 93 (1986), 711-714.] és Mark Wildon munkdja
[http://www.ma.rhul.ac.uk/~uvah099/Maths/JNF.pdf].

Madsodik kérdés: Ismeretes-e példa valamely ferdetest feletti modulus olyan nilpotens en-
domorfizmusdra, amelynek a kettOs centralizdtora nem csak az adott endomorfizmus poli-
nomjaibdl 4117

Valasz:

Kozvetleniil is lathato (az értekezés 8. oldalan idézett Bergman tételbdl egyszeriien kivetkezik),
hogy a nem kommutativ x és y valtozokkal a K test feletti K < z,y > (szabad asszociativ)
polinomalgebréban Cen(z?) = K|[z] és Cen(Cen(z?)) = Cen(K|[z]) = Cen(z) = K|x] teljesiil.
Tehat ebben az esetben a kettds centralizdtor nem csak az adott 22 elem polinomjaibél &ll.
Tovébbi, a kérdéshez gyengébben kapcsolddé észrevétel az, hogy az Ej o és Eso felcserél-
hetd Mg(K)—beh métrixokhoz (ELQE&Q = E372E1’2 = 0) nem lehet olyan C e Mg(K)
métrixot taldlni, amelynek mindkét eredeti matrix a polinomja, azaz amelyre E; o = u(C') és
Es3 5 = v(C) teljesiil valamilyen u(z), v(z) € K|[z] polinomokra. Mivel u(C)v(C) = v(C)u(C)
minden C' € M3(K) métrixra teljesiil, ezért az E; 5 és Ejo métrixok felcserélhetdsége nem
kovetkezménye egy ilyen ,kozos C-vel valé felirhatésdguknak”.

Az értekezés 4.4.3. tétele szerint egy lokdlis R gyfirii feletti végesen generdlt féligegyszeri
rM bal R-modulusnak az n-ed rendben nilpotens ¢ € Endg(M) endomorfizmusdra és egy
tetszbleges 0 € Endg(M) endomorfizmusra a o € Cen(Cen(p)) (<= Cen(y) C Cen(o)) tar-
talmazas olyan aq, as, ..., a, € R egyiitthatok és egy olyan R feletti véges Y C M generdtor
rendszer létezését garantélja, hogy

arp(y) + axp(P(y)) + - + an" (¥ (y)) = o (¢(y))
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teljesiil minden y € Y elemre és tetszéleges 1) € Cen(p) endomorfizmusra. Az
N={z€M|az+ayp(z)+ - +a,0" (2) =0(2)} S M

részhalmaz a nem feltétleniil centralis a; elemek jelenléte miatt csak Z(R) (és nem R szerinti)
részmodulusa M-nek, de zart a Cen(y)-beli endomorfizmusokra nézve: z € N és ¢ € Cen(yp)
esetén ¢(z) € N.

Mivel RY = M és'Y C N, ezért nagy a valdésziniisége annak, hogy a fenti tulajdonsagi z
elemek az M modulus 6sszes elemét jelentik nagyon sok ¢ esetén (kiilonssen akkor ha Z(R)
és Cen(y) "nagyok"). Sajnos nem sikeriilt a fenti feltételek mellett olyan példat megadni,
amelynél R = D ferdetest és nem léteznek olyan by,bs,...,b, € D egyiitthaték, amelyekre
b1z + bap(2) + -+ + b 1 (2) = 0(2) teljesiilne minden z € M elemre.
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