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Identities, determinants and centralizers in matrix algebras

(Azonossagok, determinansok és centralizatorok méatrixalgebrakban)

cimd akadémiai doktori értekezésérsl

A nem-kommutativ gytirtik elméletében kiemelkedd szerepet jatszanak a matrixok.
Szamos matrixokkal kapcsolatos problémakor — mint példéaul a determinansfogalom ki-
terjeszthetGsége nem-kommutativ gytrtk feletti matrixokra, vagy a teljes matrixgytrt
polinomazonossagai — foglalkoztatja nagyon vagy meglehetésen régéta a matematiku-
sokat. Ertekezésében Szigeti Jend ezekben és hozzajuk szorosan kapcsolodo teriileteken
elért, esetenként egészen kiilonleges eredményeirsl szamol be.

A dolgozat egy magyar nyelvi Osszefoglalot kovets négy, angolul irt fejezetbdl all,
amelyekben a szerz6 a nagyobb elkiilonithets, de egymaéssal Osszefliggésben allo rész-
témakorokben elért eredményeirsl szamol be. Szinte mindegyik fejezet Szigeti Jend tobb
dolgozatara épiil, bGségesen gazdagitva az altalam legfontosabbnak tartott eredményeket
kiegészits, vagy alkalmazo egyéb eredményekkel. Az aldbbi tartalmi ismertetében ter-
jedelmi okokbol torekszem az informalis bemutatésra még a legfontosabb eredmények
tekintetében is. A tobbi eredmény nagy részét csak réviden emlitem, s6t lesznek olyanok
is, amelyekre egyaltalan nem térek ki.

Az els6 fejezet testek (illetve kommutativ gytrtk) feletti teljes matrixalgebrék azo-
nossagaival foglalkozik. A Pl-algebrak elméletének klasszikus eredményei alapjan ezek
ismerete algebrak meglehetGsen széles korének azonossagainak megértéséhez jelentené a
kulcsot. A fejezet f6 eredménye a nevezetes Amitsur—Levitzki-tételnek a szerzé és munka-
tarsai altal felfedezett messzemend altalanositasa egy tagas, a klasszikusan ismert azonos-
sdgok jo részét specidlis esetként tartalmazo azonossag-osztalyrol, az tgynevezett Euler-
féle polinomazonossagokrol szol. Az azonossagokban szereplé polinomok t6bbszoros és
hurokéleket is tartalmazoé iranyitott grafok iranyitott FKuler-bejarasaihoz tartozé mono-
mok megfelelen elGjelezett Osszegei. A szerzd bebizonyitja, hogy egy iranyitott graf-
hoz tartozo Euler-féle azonossag teljesiil az m x m-es matrixok kérében, amennyiben az
élek szama kell6en nagy m-hez és a graf egyéb paramétereihez képest. A felfedezés és a
bizonyités az Amitsur—Levitzki-tételre adott Swan-féle kombinatorikai alapi bizonyitas
szellemének mély megértésérsl és szamottevs kreativitasrol tantiskodnak. Egyben jelen-
t6s hozzajarulés is a polinomazonossagok elméletéhez: Domokos Matyas kés6bb igazolta,
hogy mar a 3 x 3-as matrixok korében is teljesiilnek olyan FEuler-féle azonossagok, amely
nem kovetkeznek a korabban ismertekbdl.

A fejezetben tovabbi szamottevs eredmények taldlhatok. A fejezet els6 eredménye
egy frappans tétel, amely a Swan-féle kombinatorikai Osszefiiggést, illetve az Amitsur—
Levitzki-tétel Rosset-féle bizonyitasat transzparens modon, griafok Grassmann-algebra
feletti feletti adjacencia-métrixanak nilpotencidjara vonatkozé megallapitasként fogal-



mazza meg. A f6 eredményt tartalmazo rész utdn bemutatésra keriilnek az Euler-féle
azonossagok pozitiv karakterisztikdban teljestilg elGjelezetlen valtozatairdl szo6lo igen ér-
tékes eredmények. A fejezetet az involucidt is miveletként magaban foglalé tgynevezett
x-azonossagrol szolo, szintén emlitésre mélto tételek bemutatasaval zarul.

A masodik fejezet alapvets targya Lie-nilpotens gytirtk feletti matrixok egy szép ke-
rek determinans-elmélete. A hagyomanyos determinans kiterjesztése a nem-kommutativ
esetre tobb mint masfél évszazada foglalkoztatja a matematikusokat. A klasszikusan is-
mert probalkozésok tulnyomo része targyalhatéonak bizonyult a Gelfand és Retakh altal
az 1990-es években bevezetett kvazideterminansok keretében. Egy m X m-es métrixhoz
generikus esetben m? kvazideterminans tartozik. Ezek (kicsit leegyszerisitve) az m? sza-
bad valtozobol felépitett méatrix, mint a szabad ferdetest feletti matrix inverzének az
elemeinek az inverzei nyerhetGk és az invertalds miatt eredendGen nem polinomjai az
m? valtozoénak. (S6t, rekurziéval valo kiszamolasokhoz tébb invertélas sziikséges.) Szigeti
Jend egy klasszikusabb uton indul el, talan a Grassmann-algebra feletti matrixalgebrak
polinomazonossagai irdnti érdekl6désétsl motivalva. Az altala bevezetett determinansok
(nem-kommutativ) polinomjai a valtozoknak. Cserébe viszont a konstrukcié valamilyen
értelemben kommutativhoz kozeli, nevezetesen Lie-nilpotens gytriik felett mutatja meg
teljes erejét. (Szemben a Gelfand—Retakh-féle kvazideterminansokkal, amelyek a lehetd
legkevésbé kommutativ objektumokbol, a szabad ferdetestekbdl erednek.)

A kiindulést a szerz6 altal szimmetrikus determinansnak elnevezett (nem-kommutativ)
polinom illetve szimmetrikus adjungaltnak nevezett pilonom-elemi matrix jelentik. Ezek
a hagyoményos determinans-polinom illetve az adjungélt matrix elég természetes nem-
kommutativ megfelelGi. Kulcsfontossagi az a dobbenetes meglatas, hogy egy tetszéleges
gytri feletti m x m-es egy matrixnak és a szimmetrikus adjungaltjanak a szorzata (m-
nel felszorozva) az egységmaétrixnak a szimmetrikus determinéns-szorosanak és egy olyan
nulla nyomu maéatrixnak az 6sszege, amelynek elemei az alapgytiriibdél vett additiv kom-
mutéatorok osszegei. (Vajon hogy lehet erre rajonni?) Durvan szolva ez azt jelenti, hogy
ha a szimmetrikus determinéns egység, és amennyiben az alapgytri kommutatorai egy
valodi részgytriibe esnek (mint példaul a Lie-nilpotens gytirtik esetén), akkor a szimmet-
rikus adjungalt egy, a részgytribdl vett korrekcids matrix erejéig lényegében a matrix
inverzét adja. Ebbdl kiindulva alkalmas iteracioval definialhaté a métrix k-adik egyoldali
(bal- vagy jobboldali) determinansa illetve adjungaltja. Megjegyzends, hogy kommuta-
tiv esetben a k-adik determinans a hagyoményos determinans m*~!-edik hatvanynak egy
skalarszorosa. Az egyik {6 eredmény az a szép tétel, amely szerint egy ¢ lépésben Lie-
nilpotens gytird esetén a matrix (-edik adjungéltjaval vett szorzata (a megfelel oldalrol)
az egységmatrix az (-edik determinansszororosa. Mas szdéval a korrekcids métrixtol iteré-
cioval Lie-nilpotens gytiriik esetén végiil "meg lehet szabadulni". Ennek megfelelGen ilyen
gytrik esetén a megfelelGen sokadik adjungélt és determinéns hasznalhatok az alapgytrt
feletti linearis egyenletrendszerek explicit megoldésara - amennyiben az utolsé determi-
nans nem nulla. Ez torténik példaul az értekézés nulla karakterisztikaju alaptestek feletti
Lie-nilpotens algebrak idempotens ideéljairol szolo tételének bizonyitasaban.

A k-adik determinéns segitségével a hagyoméanyos karakterisztikus polinom konstruk-
civjanak mintajara definidlhato a k-adik (egyoldali) karakterisztikus polinom. A matrixot
"behelyettesitve" a klasszikus Hamilton-Cayley-tételnek egyfajta altalanositasat bizo-
nyitja a szerz6. Itt altaldban a méatrixnak és adjungaltjanak szorzatara vonatkoz6 meg-
allapitasra nagy mértékben hasonlité korrekciés méatrixokat kell tagonként alkalmazni,



amelyek Lie-nilpotens esetben végiil "elfogynak", és "valodi" (egyoldali) nem-kommutativ
Hamilton-Cayley-tétel jon ki.

A fejezet a Lie-nilpotens gytirtik szerkezetérrdl szold alapvets megallapitéasokkal indit.
Innen az j eredmények koziil azt a tételt emelném ki, miszerint egy ilyen gytiri primra-
dikalja a nilpotens elemek halmazéaval egyezik meg. Ezt kovetik a fentebb targyalt konst-
rukciokat és a f6 eredményeket targyald részek, amelyek még a 2 x 2-es, illetve a 3 x 3-as
matrixokra adnak a klasszikus Newton-formuléat altalanositoé kifejezést. Aztan alkalma-
zéasokat lathatunk a két 1épésben nilpotens végtelen dimenziés Grassmann-algebra feletti
méatrixok egy polinomazonossigénak igazolaséara illetve bizonyos jol-strukturalt szintén
a Grassmann-algebra feletti matrixok hasonlo, de alacsonyabb foku azonossigara. A bi-
zonyitott azonossagok jelentGségét az adja, hogy a testek feletti matrixalgebrak mellett
még ezek az algebrak birnak meghatérozo jelentGséggel a Pl-algebrak elméletében.

A fejezet két zaro része méatrixok egyfajta "csavart" centralizatorarol szol. E16bb meg-
mutatja, hogy bizonyos ferde polinomgytirtik beagyazhatok az "egyenes" polinomgytirt
feletti alkalmas matrixok ilyen csavart centralizatoraiba, ahonnan a alkalmas alapgytiriik
esetén a csavart polinomgytrd azonossagaival kapcsolatban von le érdekes kovetkezte-
téseket. Végiil szamos értékes megallapitast igazol a ilyen ferdén centralizalt métrixok
fenti értelemben vett determinénsaira, adjungaltjaira, illetve karakterisztikus polinom-
jaira vonatkozoan, majd alkalmazza a fenti Hamilton—Cayley-tétel tételt speciélis ferde
polinomgytrtkre.

A harmadik fejezet néhany linearis transzforméciokra vonatkozé alapvets tételt alta-
lanosit haloelméleti kontextusban. A terepet bizonyosfajta matroidokhoz, kézelebbrol (és
egy kicsit mas szemszoghdl) algebrai lezarasi operaciokhoz kapcsolodd geometriai halok
adjak. (Egy algebrai lezarasnal egy halmaz lezartja a véges részhalmazainak lezartjaval
egyezik meg.) A linearis transzforméaciok altalanositasai bizonyos jol megvalasztott krité-
riumoknak eleget tevd, a teljes egyesités miiveletét tarto leképezések. Ezekkel Szigeti Jend
ligyesen ragadta meg a linearis transzformécioknak az altérhalon indukélt hatasénak leg-
fontosabb tulajdonsagait. Az ilyen leképezéseknek példaul definidlhato a magja és a képe,
amelyek sok (talan szinte minden) tekintetben a lineéris algebraban megszokott modon
viszonyulnak egymashoz, példaul létezik egy két részre oszthatd bazis, amelynél az els6
rész képe egy bazisa a teljes képnek, mig a méasodik része egy bézisa a magnak. Egy szép
eredmény, hogy alkalmas végességi feltételek mellett igaz a Fitting-lemma egy altaldno-
sitdsa: egy leképezés egy alkalmas hatvanyanak magja és képe mesztete 0, egyesitése 1
lesz. (Megjegyezném, hogy ezt, akarcsak szamos mas, inkabb technikai jellegii eredményt
a fentiek Osszességénél kevéshé szigoru feltételrendszer mellett, azaz altalanosabb kontex-
tusban mond ki és bizonyit a szerzd). Ez a tulajdonsag, akarcsak a fejezet legfontosabb
eredménye, amely szerint (a feltételeket teljesitd) nilpotens leképezéshez létezik Jordan-
féle bazis (olyan bazis, amelynek elemeit vagy 0-ba, vagy egy masik baziselemebe visz a
leképezés) kozvetleniil alkalmazhato féligegyszeri modulosok endomorfizmusaira és fontos
szerepet jatszanak a dolgozat héatralevés részében.

A negyedik fejezet szerintem legjelent&sebb eredménye Schur matrixok kettés centra-
lizatorardl (az illetd matrix centralizatoranak a centruméarol) szolo tételének egy altalé-
nositdsa nem-kommutativ lokalis gytrtk feletti végesen generalt féligegyszerid modulusok
nilpotens endomorfizmusainak kettGs centralizatorara. Schur tétele szerint egy matrix ket-
t6s centralizdtora a matrix polinomjaibol all, az értekezésben szereplé nem-kommutativ



altalanositéas szerint egy nilpotens endomorfizmus kettds centralizatoraba tartozashoz ele-
gendd, ha a modulus elemeinek "kell§en nagy" részén viselkedik gy, mint a nilpotens
endomorfizmus egy (rogzitett, azaz csak a centralizalé endomorfizmustol fiiggs) polinom-
ja. A bizonyitasban kulcsszerepet jatszik a fejezetet indité érdekes eredmény, amely egy
nilpotens endomorfizmus centralizatorat mint az alapgytrd feletti egyvaltozos polinomok-
bol all6 matrixalgebrak bizonyos részalgebrajanak homomorf képét allitja el§. Ennek az
elsallitasnak tovabbi érdekes kovetkezményei is teritékre keriilnek, tigymint a centraliza-
tor struktirajanak meglehet&sen pontos lefrasa és egy szép észrevétel, mely szerint az
alapgytiri feletti alkalmas teljes blokk-fels6haromszog-matrixalgebra elgall, mint a cent-
ralizator faktora egy nilpotens ideal szerint. Ez utobbibol kovetkeztetéseket lehet levonni
a centralizator polinomazonossagaira

A fejezetben szerepel még tobb érdekes, a zéro-centralizatorra (azaz a két-oldali an-
nulatorra) vonatkozo analog eredmény. A szerzé megmutatja, hogy egy tetszéleges endo-
morfizmusnak a zéro-centralizatorat az endomorfizmus egyfajta Fitting-felbontas szerinti
"nilpotens részének" a zéro-centralizatora hatarozza meg, igy az érdemi munka elvégez-
hetd a nilpotens endomorfizmusok esetének vizsgalataval. Kiemelném a (koriiltekintGen
értelmezendd) kettds zéro-centralizator leirdsa szép, konnyen emészthetd leirasat.

Az értekezés igen gondosan, gordiilékeny stilusban, kivalo nyelvezettel megirt munka.
Az érvelések teljesen vilagosak. Kiemelném, hogy a szerzé szemmel lathatéan kiilonos
gondot forditott a szerkesztésre, a kiilonboz6 részek egyméashoz illesztésére. Igy aztan egy
messzemenden logikus felépitést, szép ivi értékezést sikeriilt megalkotnia.

A dolgozatot olvasva tgy latom, hogy a szerzé matematikiajaban az igen fegyelmezett,
logikus gondolkodas, az akar nagyon bonyolult konstrukciokban val6 eligazodni tudés, kre-
ativitassal parosuld absztrakcios képesség mellett az a kiilonleges, hogy keresi és sokszor
sikeresen ragadja meg azokat a mélyebb Gsszeteviket, amelyek a kiilonféle matematikai
fogalmakat, konstrukciokat és bizonyitasokat miikddtetik.

Szigeti Jenének az értekezés alapjat képezé munkai koziil kiemelkedének tartom az
Euler-féle azonossagok felfedezését, amellyel jelentésen hozzajarult a polinomazonossagok
elméletéhez, tovabbé a Lie-nilpotens algebrak altala kidolgozott determinans-elméletét,
mellyel a determinans nem-kommutativ gytrik feletti kiterjesztésére torténs probalkoza-
sok korét egy kiilonleges aggal gazdagitotta. Ezek mellett értékes 11j eredménynek ismerem
el a doktori mii Gsszes tézisét. Javaslom a disszertacié nyilvanos vitara bocsatasat
és hatarozottan tadmogatom a doktori cim odaitélését.

Keérdések

Mi vezetett a Lie-nilpotens determinanselméletban az altalam a kulcsfontossagtuként em-
litett meglatasra?

Tud-e a jelolt egy egyszerti példat mutatni arra, amikor egy ferdetest feletti nilpotens
endomorfizmus kettds centralizatora nem polinomja az endomorfizmusnak?

Ha jol latom, hogy a kozelmultban sikeriilt igazolni az adott lépésben Lie-nilpotens
maéatrixalgebra dimenziojara a sejtett felsd korlatot. Mi alapozta meg a sejtést?

Budapest, 2016. augusztus 30. Ivanyos Gabor



