Opponensi vélemény

Szigeti Jend: Identities, determinants and centralizers in matrix algebras

cimi MTA doktori értekezésérol

Szigeti Jend értekezésében matrixalgebrakkal kapcsolatos eredményeibdl mutat be egy
valogatast. A birald abban a szerencses helyzetben van, hogy a téma fontossagat nem sziikséges
ecsetelnie, hiszen az joszerint minden matematikus szamara nyilvanvalo.

Az értekezés |. fejezete matrixalgebrak Euler-azonossagairdl szol. Amitsur és Levitzki
nevezetes tétele a kommutativ gylrtik feletti teljes matrixalgebrdk minimalis standard
azonossagat adja meg; ezzel ekvivalens Swan egy grafelméleti tétele. Az Amitsur—Levitzki-tétel
ezen Swan-féle bizonyitdsanak jelentds altalanositisaval adodik a fejezet f6 eredménye, az
1.3.1.Tétel. Itt az alapvetd észrevétel az, hogy a Swanndl is szereplé Euler-palyak segitsegével
nemcsak a standard azonossag adhaté meg; tobbszords és hurokéleket is tartalmazé iranyitott
grafok Euler-palyaihoz tartoz6 monomok el6jeles Osszegeiként kapott polinomok eltiinésével
igen sok azonossag definialhatd — ezek az Euler-azonossagok. A tétel azt mondja ki, hogy adott
Euler-graf esetén elég nagy m-re a grafhoz tartozO Euler-azonossdg teljesil az mxm-es
matrixokra. Ez olyan atiit6 eredmény, amelynek a jelentéségét még nem tudjuk felmérni. A
standard polinom a legegyszertibb Euler-polinom, igy az Amitsur—Levitzki-tétel az 1.3.1.Tétel
legegyszeriibb specialis esete. A Chang és Giambruno—Sehgal altal bizonyitott dupla Capelli-
azonossag is egyszerii kovetkezményként adodik (1.3.3.Megjegyzés). Tudomasom szerint nem
ismeretes olyan, matrixalgebrakban teljesiilé azonossag, amely ne lenne levezethetd Euler-
azonossagokbodl. 2x2-es maétrixokra ilyen azonossag nem létezik — ez Domokos Matyas
eredménye. Ellenkezd iranyban viszont szintén Domokos konstrualt 3x3-as matrixokra olyan
Euler-azonossagokat, amelyek nem vezethetdk le korabban ismert azonossagokbol.

A fejezetben szamos tovabbi érdekes eredmény van, példaul pozitiv karakterisztikaban az
Euler-azonossagok el6jelek nélkiili valtozatairdl, valamint az invollcids algebrék Euler-féle *-
azonossagairol. Ezekre és masokra itt nem térek ki részletesen.

A 1. fejezet egy Lie-nilpotens determinanselmélet kezdetének tekinthetd, jelentds és mély
eredményekkel. A Lie-nilpotens gytiriik a kommutativ gytriiknek természetes altalanositasai,
ennek ellenére kordbban senki sem probalta a determinanselméletet ebben az iranyban
kiterjeszteni. A szerz6 munkassaga ezen a téren teljesen Gjszeri. El0szor bevezeti egy tetszOleges
gyirti feletti nxn-es matrix szimmetrikus adjungéltjat. A hagyoméanyos adjungélt nem
kommutativ alapgytrli esetén csak ugy definidlhato, hogy abban egy elemnek a kifejezésében (ez
egy bizonyos minor kozodnséges determinansa) megadjuk minden szorzatban a tényezék
valamilyen sorrendjét. Ezt sokféleképpen lehet megtenni, és egyik valasztas sem tiinik jobbnak,
mint barmely masik. Az alapgondolat az, hogy ne egy Kkituntetett sorrendjét vegyiuk az



0sszeszorzando tenyezéknek, hanem vegyilk az 6sszes sorrendet és a kapott szorzatoknak az
0sszegét (azaz szimmetrizaljuk a hagyomanyos adjungaltat, amit persze fel kell irni direkt
maodon, kdzvetlen képlettel) megfelel6 el6jelekkel. A szimmetrikus adjungalt matrix egy eleme
igy elég bonyolult, rengeteg 6sszeadandot tartalmazo kifejezése lesz az eredeti matrix elemeinek.
Egy matrix baloldali (és jobboldali) adjungalt sorozatat olyan rekurzidval lehet értelmezni,
amelynél a rekurzié minden lépésében Ujra alkalmazzuk egy bizonyos szorzatmatrixra a
szimmetrikus adjungalt képzéset. Az igy keletkezé6 maétrixsorozat elemei egyre bonyolultabb
matrixok lesznek. Ha az alapgyiirii k-ad rendben Lie-nilpotens, akkor a fenti rekurziv
matrixsorozat k-adik eleme és a vele természetes moédon értelmezheté k-adik baloldali
determinans a hagyomanyos determinanselmélethez hasonldé elmélethez vezet, ami a k-
adrendben Lie-nilpotens Cayley—Hamilton tételt is szolgéltatja skalar egyitthatokkal (2.4.5.
Tétel — ez a fejezet f6 eredménye). Ehhez el6késziiletként meglehetésen bonyolult szamitasokra
van sziikség, kihasznalva a k-adrendben Lie-nilpotens gytiriik bizonyos algebrai tulajdonsagait;
ezeknek kulcseredménye a 2.3.3.Tétel. Ez azt mondja ki, hogy ha egy k-adrendben Lie-nilpotens
gyirti feletti matrixot jobbrol megszorzunk a k-adik jobboldali adjungaltjaval, akkor az
egységmatrix egy skalarszorosat kapjuk (a szorzé a matrixunk k-adik jobboldali determinansa).
Ez az eredmény 6nmagaban is meglepd és jelentds.

A k=2 eset nagy jelent6ségti, mert a T-idealok Kemer-féle elméletében fontos szerepet
jatszé vegtelen dimenziés Grassmann-algebra masodrendben Lie-nilpotens, és a felette vett nxn-
es matrixok azonossagai a prim T-idealok leirasaban alapvetoek. 2.5.1.Tételben jelzett médon (a
masodik baloldali karakterisztikus polinomnak a 2.4.5.Tétel szerint megengedett ,,alkalmas
felszorzasaval’”) egy 2n® fokszamu centralis egyiitthatokkal rendelkezd algebraicitast (ami
szintén nevezhetd Cayley-Hamilton jelleglinek) €s abbol kozonséges azonossagokat is kapunk.
Mivel a hagyomanyos Cayley—Hamilton tétel a test feletti matrixok azonossagainak a
bizonyitasanal alapvetd szerepet jatszik (és az in. nyomazonossagok Razmiszlov—Procesi-féle
elméletében is), azért az 0j, masodrendben Lie-nilpotens Cayley—Hamilton azonossag (ami n’
fokszamu) és annak a 2.5.1. szerinti valtozata is hasonld jelentéséggel birhat a Grassmann-
algebra feletti matrixok vizsgélataban. (Sajnos minden tovabbi |épés nagyon bonyolult
szamitasokat igényelhet — ez mar egy Domokostol szarmazo hivatkozasban is lathatd.)

Mér az elsérendii baloldali adjungélt (ami a szimmetrikussal azonos) is felhasznalhato
Cayley—Hamilton azonossag szarmaztatasahoz, és itt még a Lie-nilpotencia sem sziikséges.
Viszont ebben a Cayley—Hamilton azonossagban nem skalar, hanem specialis matrix egyditthaték
jelennek meg. Ezt hasznélva a Cayley—Hamilton tételnek a leheté legmesszebb mend, valodi
altalanositasat kapjuk, tetszOleges gyliri feletti nxn-es matrixokra (2.4.3.Tétel). Ennek az
azonossagnak a kiaknézasa szintén bonyolultnak tiinik, vélhetéen nagyon sok szamitéssal.

A fejezet utolso két része ferde polinomgytirikre és ferdén centralizalt matrixokra
vonatkozo eredményeket tartalmaz. Koziiliik a legérdekesebbnek a 2.7.5.Tétel tiinik, amely azt
mondja ki, hogy ha egy nullkarakterisztikaju test felett k-ad rendben Lie-nilpotens algebran



automorfizmusokkal hat egy n-edrendii csoport, akkor az algebra n* fokban jobbrdl egész a
csoport fixpontjainak az algebraja folott.

A 1ll. fejezetben bemutatott eredmények teljesen ujszeriieck és nagyon meglepOek.
Dedekind vette észre és Garrett Birkhoff dolgozta ki késébb, hogy szdmos csoportelméleti tétel
(peldaul a Jordan—Hdlder lanctétel) valojaban haléelméleti tételek. Senki sem gondolta volna,
hogy lineéris algebrai eredmények, koztik a Jordan-normalbazis létezése is altalanosithatdk
haldelméleti fogalmakkal — ezt teszi itt a szerzé. A vizsgalt halok a vektorterek altérhaldinak
altalanositasaként olyan algebrai halok, amelyekben teljesil két természetes, az atomokkal
kapcsolatos feltétel. A linearis transzformaciok altalanositasai olyan teljes egyesités
homomorfizmusok, amelyekre fennall két alkalmas, tavolrol sem trivialis médon megvalasztott
feltétel. A teljes egyesités homomorfizmusok képe és magja természetes modon definialhatd, és
a szerz6 megmutatja, hogy az eldirt két feltételt teljesitd A teljes egyesités homomorfizmusokra
érvényes a lineéris transzformaciok dimenzidtételének az altalanositasa (3.1.6.Tétel), ha pedig a
haloban teljesiil mindkét lancfeltétel, akkor A-ra a Fitting-lemma altalanositasa is igaz: A egy
alkalmas hatvanya magjanak és képének egyesitése 1, metszete 0 (3.1.11.Tétel). A fejezet
legfontosabb eredménye a 3.2.2.Tétel, amely azt mondja ki, hogy a fenti feltételeknek eleget tevd
nilpotens transzformaciéknak van Jordan normalbazisuk. Ezt az eredményt alkalmazva a
3.3.1.Tételben megmutatja, hogy féligegyszerli modulusok nilpotens endomorfizmusainak van
Jordan normalbéazisuk, a 3.3.2.Allitas szerint pedig végesen generalt féligegyszerti modulusok
esetén ez a Jordan-felbontas a szokasos értelemben egyértelmii. Meg kivanom jegyezni, hogy az
értekezés IV. fejezete erdsen tdmaszkodik a 3.3.1.Tételre.

A V. fejezet modulusok (&ltaldban nilpotens) endomorfizmusainak centralizatorat és
kétoldali annullatorat vizsgalja. Egy végesen generalt, féligegyszeri R-modulus nilpotens
endomorfizmusanak a centralizatorat bizonyos R[x] feletti matrixokbdl allé gyiiri homomorf
képeként allitja el6 (4.1.4.Tétel). Lokalis gyiirii esetében ezen centralizatort teljesen leirja
(4.2.4.Tétel).

Egy endomorfizmus kettds centralizatoranak a centralizatora centralizatorat nevezzuk.
Ezek vizsgalata fontos szerepet jatszik a centrdlis egyszerli algebrdk elméletében. Schur
nevezetes tétele szerint egy matrix kettds centralizatora a matrix polinomjaibol all. A
4.4.4 Kovetkezmény ezt viszi at kommutativ lokalis gyliri feletti modulusok nilpotens
endomorfizmusaira — az ehhez vezet6 4.4.3.Tételt tartom a fejezet legjelentésebb eredményének.

A fejezet utolso két része a nem-nilpotens esetben a kétoldali annullator (amely persze
specialis centralizator) alapos vizsgéalatat adja. A 4.6.2.Tétel egy végesen generalt féligegyszerti
modulus tetsz6leges endomorfizmusanak a bi-annullitorat adja meg — ez a Schur-tétel
annullatoros valtozatanak tekintheto, a 4.6.3.Tétel pedig ezt test feletti matrixokra specializalja.

Szigeti Jeno a disszertacioban targyalt mindegyik tertiletet szamos eredeti 6tleten alapulo,
meglepd, jelentds és mély eredmennyel gazdagitotta, altalaban Uj fogalmak bevezetésével. A



benne 1év6 eredmények koziil a legjelentésebbeknek az 1.3.1.Tételt, a 2.4.5.Tételt, 3.2.2. Tételt és

a 4.4.3.Tételt tartom. Az értekezés nagy gonddal késziilt, vilagosan, érthetben van megirva, a
szerkezete atgondolt.

Az értekezés valamennyi tézisét (j tudoméanyos eredményként fogadom el. A
disszertaciot nyilvanos vitara alkalmasnak tartom, és javaslom a nyilvanos vita kitlizését.
Kérdések:

1. Honnan jott a jeloltnek az az otlete, hogy a Jordan-féle normalalakot haléelméleti
eszkozokkel ragadja meg?

2. Ismeretes-e példa valamely ferdetest feletti modulus olyan nilpotens endomorfizmusara,
amelynek a kettds centralizdtora nem csak az adott endomorfizmus polinomjaibol all?
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