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1. Online algoritmusok

A gyakorlati problémakban gyakran fordulnak elé olyan optima-
lizalasi feladatok, ahol az inputot csak részenként ismerjilk meg,
és a dontéseinket a mar megkapott informacidk alapjan, a tovabbi
adatok ismerete nélkiil kell meghoznunk. Ilyen feladatok esetén on-
line probléma&rdl beszéliink. Az online algoritmusok elméletének igen
sok alkalmazdsa van a szamitdstudomany, az operdcidkutatas és a
kozgazdasagtan kiillonbozé teriiletein.

Az els6 eredmények az online algoritmusok elméletének teriileté-
r6l az 1970-es évekbdl szarmaznak, majd a 90-es évek elejétdl kezdve
egyre tobb kutaté kezdett el az online algoritmusok teriiletéhez kap-
csolédo problémakkal foglalkozni. Szémos résztertilet alakult ki és
napjainkban is a legfontosabb, algoritmusokkal foglalkozé konferen-
cidkon rendszeresen ismertetnek 1j eredményeket ezen témakorbdl.

Mivel egy online algoritmusnak részenként kell meghozni a don-
téseit a teljes input ismerete nélkiil, ezért egy ilyen algoritmustol
nem varhatjuk el, hogy a teljes informaciéval rendelkez6 algoritmu-
sok altal megkaphat6 optimélis megoldast szolgédltassa. Azon algo-
ritmusokat, amelyek ismerik a teljes inputot offline algoritmusoknak
nevezzik.

Az online algoritmusok hatékonysdganak vizsgalatdara két alap-
veté mddszert hasznalnak. Az egyik lehetOség az atlagos eset elem-
zése. Ebben az esetben fel kell tételezniink valamilyen valdszintiségi
eloszlast a lehetséges inputok terén, és az erre az eloszlasra vonat-
kozé varhaté értékét vizsgaljuk a célfiiggvénynek. Ezen megkozelités
hatranya, hogy altalaban nincs informéaciénk arrél, hogy a lehetséges
inputok milyen valdszintiségi eloszlast kévetnek. Mi a disszertacio-
ban az atlagos eset elemzésének témakorével nem foglalkozunk, ha-
nem az elterjedtebb versenyképességi analizis mddszerét hasznaljuk.

A maésik megkozelités egy legrosszabb-eset korldt elemzés, ame-
lyet versenyképességi elemzésnek neveziink. Ebben az esetben az on-
line algoritmus altal kapott megoldas célfiiggvényértékét hasonlitjuk
Ossze az optimalis offline célfiiggvényértékkel.

Egy online minimalizdlasi probléma esetén egy online algoritmust
C-versenyképesnek neveziink, ha tetszéleges inputra teljesiil, hogy
az algoritmus altal kapott megoldés koltsége nem nagyobb, mint C-
szer az optimalis offline koltség. Egy algoritmus versenyképességi
hényadosa a legkisebb olyan C szadm, amelyre az algoritmus C-
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versenyképes.

Altalaban egy tetszéleges ALG online algoritmusra az I inputon
felvett célfiiggvényértéket ALG(I)-vel jeloljik. Az I inputon felvett
optimdlis offline célfiiggvényértéket OPT(I)-vel jeloljik. Haszndlva
ezt a jelolésrendszert a fent definialt versenyképességet minimalizalasi
problémakra a kovetkezéképpen adhatjuk meg.

Az ALG algoritmus C-versenyképes ha ALG(I) < C - OPT(I)
teljestil minden I input esetén.

Szokésos hasznalni a versenyképesség egy tovabbi valtozatét.
Egy minimalizalasi probléma esetén az ALG algoritmus aszimpto-
tikusan C-versenyképes, ha van olyan B konstans, hogy ALG(T) <
C - OPT(I) + B teljesiil minden I input esetén. Egy algoritmus
aszimptotikus versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan C' szam,
amelyre az algoritmus aszimptotikusan C-versenyképes.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a fenti fogalomra néha hasz-
néljak a gyenge versenyképesség kifejezést is, illetve sok esetben ezt
nevezik versenyképességnek és az additiv konstanst nem megengedo
fogalmat pedig abszolit versenyképességnek. A aszimptotikus ver-
senyképességi hanyadost (R3y) tobb ladapakoldsi dolgozatban a
kovetkez6 formuldkkal definialjak.

RY, o = max{ALG(I)/OPT(I) | OPT(I) =n}

R3¢ = limsup R}y q.
n—oo

A disszertacidban (és szdmos egyéb dolgozatban) hasznélt ad-
ditiv konstanst megengedé definicié nem ekvivalens a limsup fligg-
vény alapjan kapott definiciéval, ez utébbi példaul az additiv kons-
tans helyett megenged tetsz6leges o(OPT (1)) nagysagu additiv flige-
vényt is. Maésrészt a legtobb esetben, és a dolgozatban bemutatott
eredményeknél is, az additiv tag konstans, igy mindkét definici6 sze-
rint ugyanazt az aszimptotikus versenyképességi hanyadost kapjuk.
Az aszimptotikus hényados 6 tulajdonsdga az, hogy azt vizsgilja,
miként viselkedik az algoritmus akkor, ha az optimum értéke nagy,
azaz ha az optimalis koltség végtelenhez tart. Ez altaldban azt je-
lenti, hogy az algoritmus szabadon donthet az input kezdeti részeinél.

A fentiekben a minimalizaldsi problémakra definidltuk a verseny-
képességi analizis fogalmait. A definicidk hasonléan értelmezhetéek
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maximalizaldsi problémaék esetén is. Ekkor az ALG algoritmus C-
versenyképes ha C - ALG(I) > OPT(I) teljestil minden I input
esetén, illetve aszimptotikusan C-versenyképes ha valamely B kons-
tans mellett C' - ALG(I) + B > OPT(I) teljesiil minden I inputra.

Szdmos tudomanyos dolgozat vizsgdl véletlenitett online algorit-
musokat. Ebben az esetben az algoritmus véletlen dontéseket is hoz,
igy az altala kapott célfliggvényérték egy valdsziniiségi valtozd, és a
versenyképességi hanyados definicidjaban ezen valészintiségi valtozo
varhato értéke szerepel. Mivel a disszertaciéban csak determiniszti-
kus online algoritmusokkal fogunk foglalkozni, ezért a véletlenitett
algoritmusokra vonatkozo fogalmakat nem részletezziik.

A disszertaciéban harom részteriilettel foglalkozunk. Els6ként a
gépkoltséges litemezési problémakra elért eredményeinket mutatjuk
be, majd kiilonb6z6 ladapakolasi és ladafedési modellekkel foglal-
kozunk. Végiil az online klaszterezés teriiletén elért eredményeket
ismertetjiik.

2.  Online iitemezés gépkoltséggel

A legelterjedtebb online litemezési modell a lista modell, ahol adott
m darab azonos gép és amelyben a munkdk egy listardél érkeznek.
Amikor egy munkat megkapunk a listardl, akkor ismerjiik meg az
elvégzéséhez sziikséges végrehajtasi idot, és ezt kovetden litemezniink
kell a munkat valamely gépen hozzarendelve a kezdési és befejezési
id6t, amelyeket kés6bb mar nem valtoztathatunk meg, és csak ezt
kovetéen kapjuk meg a listardl a kovetkezd munkdt. A legszélesebb
korben vizsgalt célfiiggvény a maximdlis befejezési id6 minimaliza-
lasa. Ebben az esetben (miként a probléma offline véltozatédban is)
elegendo olyan algoritmusokkal foglalkoznunk, amelyek nem hagy-
nak iires idGintervallumokat a gépeken, azaz amelyekben az egyes
gépeken a munkak sziinet nélkiil kovetik egymast. Ekkor minden
gépre a maximalis befejezési id6 megegyezik a géphez rendelt munkak
végrehajtasi idejeinek Osszegével. A gépen levé munkdk végrehajtasi
idejeinek Osszegét a gépen levo toltésnek hivjuk. Tehét ebben az
esetben elegendd csak azt megmondani, hogy az adott munkat, me-
lyik géphez rendeljiik, és a cél a maximalis t6ltés minimalizaldsa.
Ez az egyik elsd online probléma, ami publikdldsra keriilt. A [21]
cikkben a LISTA algoritmust elemezték, amely az aktudlis munkét
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mindig ahhoz a géphez rendeli, ahol a t6ltés minimélis. Az algorit-
mus versenyképességi hanyadosa 2 — 1/m.

Utemezési feladatok esetén altaldban a gépek szama adott pa-
ramétere a feladatnak. Ugyanakkor szdmos alkalmazds esetén a
gépek szdma megvaltoztathatd. Az ilyen problémak vizsgalhatéak a
gépkoltséges modellben, amit a [27] cikkiinkben vezettiink be. Eb-
ben a modellben a gépek szama nem adott, hanem az algoritmus-
nak meg kell vasarolnia azokat, és a cél a gépek vasarlasara koltott
koltség és a maximadlis befejezési idé (ami ebben a modellben meg-
egyezik a maximadlis toltéssel) Osszegének a minimalizdldsa. A [27]
cikkben a gépkoltséges feladatokra a kovetkezé algoritmusosztalyt
vizsgdltuk meg. Egy tetszéleges névekvd o = (0 = 01,02,.--,0i---)
sorozatra definidlhatjuk a kovetkezé A, algoritmust. Amikor a jg
munka megérkezik A, annyi gépet vasérol (ha sziikséges), hogy a
gépek i szama teljesitse a o; < P < ;41 egyenlGtlenséget, ahol P
az eddig megérkezett munkak végrehajtasi idejeinek az Osszege. Az
A, algoritmus a fentiekben emlitett LISTA algoritmus alapjan iite-
mezi a munkakat, az esetleges gépvasarlast kovetéen hozzarendeli az
aktudlis munkét ahhoz a géphez, ahol a toltés minimalis.

A [27] cikket kovetSen szdmos eredményt publikéltak a probléma
és annak kiilonboz8 véltozatainak megolddséra, de a [26] cikket meg-
el6z6en ezek mindegyike feltételezte, hogy a gépek vasarlasi koltsége
minden gépre megegyezik. Ebben a cikkben egy altaldnosabb mo-
dellt vizsgaltunk, ahol a gépek koltségét egy ¢ monoton nemcsckkend
koltségfiiggvény irja le. Ekkor ¢(7) az elsd ¢ darab gép megvéséarldss-
nak koltségét adja meg, azaz az i-dik gép ara c(i) —c(i—1), a ¢(0) =0
értéket haszndlva. Ebben az dltalanos modellben is vizsgéltuk az A,
algoritmusokat és az aldbbi eredményeket kaptuk.

1. Tétel. (/26]) Ha o = (0,c(2)p,2¢(3)¢, ..., (i — De(i)p,...), ak-
kor az A, algoritmus 1 + ¢ ~ 2.618-versenyképes, ahol ¢ = (1 +

v5)/2.

2. Tétel. ([26]) Ha o = (0,¢(2),2¢(3),...,(i—1)c(i),...) és minden
munka mérete legfeljebb max;{c(i) —c(i—1)} akkor az A, algoritmus
versenyképességi hanyadosa 2.

Az aldbbi alsé korldt, amit a lehetséges versenyképességi hanya-
dosokra igazoltunk mutatja, hogy a kis munkdak esetén sikeriilt op-
timalis versenyképességili algoritmust taldlnunk.
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3. Tétel. ([26]) Van olyan c koltségfiggvény, amelyre az dltaldnos
koltségii gépkoltséges titemezési feladatra nincs olyan online algorit-
mus, amelynek kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint 2. Az alsd
korldt fenndll olyan specidlis esetre is, ahol minden munka mérete
legfeljebb max;{c(i) — c(i — 1)}.

Szintén megvizsgaltunk egy olyan valtozatot is, ahol a gépeknek
kiilonb6z6 sebességei lehetnek. Ekkor a munka megadott végrehaj-
tasi idejét osztani kell a gép sebességével és igy kapjuk meg az adott
gépen megjelend toltést. A vizsgalt gépkoltséges valtozatban két
géphalmazunk van, S; olyan gépeket tartalmaz, amelyek sebessége
1, és Sy olyan gépeket, amelyek sebessége s > 1. Az algoritmus
mindkét halmazbdl vésarolhat gépeket. Az S; halmaz gépeinek
koltségét egy ¢ nemesokkend fliggvény irja le (c1(k) a halmaz elsd k
gépének megvisdrlasi koltsége) és az So halmaz gépeinek koltségét
egy co nemcesokkend fliggvény irja le (co(k) a halmaz els6 k gépének
megvasarlasi koltsége). A célfiiggvény itt is, a gépek véasarlasdra
koltott Osszegnek és a maximalis befejezési idének az Osszegének a
minimalizalasa.

A kovetkez6 GRM (Greedy for Related Machines) algoritmus-
nak vizsgaltuk a versenyképességét. Az algoritmus minden 1épésben
hasznélja az OPTy értéket, ami az elsé ¢ munkdbdl all6 input op-
timalis megolddsanak koltsége. Amikor egy 1j j, munka érkezik a
GRM algoritmus annyi gépet vesz (amennyiben sziikséges), hogy a
gépek 41,19 szdméra a két osztdlyban teljesiiljon ¢1(i1) < OPT,; <
c1(in + 1) és ca(in) < OPT; < co(ia + 1). Ezt kovetden az algo-
ritmus a munkat a LiSTA algoritmus kiilonb6z6 gépekre vonatkozd
kiterjesztése alapjan iitemezi, arra a gépre rakja, ahol a munka iite-
mezését kovetden a toltés minimalis lesz. Ha tobb ilyen gép is van,
akkor a gyorsabb gépek kozil vélasztja a legkisebb indexiit. Az
algoritmus versenyképességét a kovetkezo tétel adja meg.

4. Tétel. [26] A GRM algoritmus versenyképességi hanyadosa 6.

Fontos megemliteni, hogy OPT; meghatdrozasa egy NP-nehéz
feladat, igy az algoritmusunk futési ideje exponencialis. Masrészt az
optimalis megoldas értéke helyett hasznalhatunk egy approximacios
algoritmus vagy approximécios séma altal kapott értéket is, csak ak-
kor a versenyképességi hdnyados is novekszik (c-approximdcios algo-
ritmus esetén 4 + 2c¢-re).
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Kiilon vizsgaltuk azt a problémat is, amelyben mindkét halmaz-
ban adott a gépek szama, és csak ltemezni kell a munkakat. Fz
felfoghato gy is, hogy a gépek vasarlasi fliggvénye olyan, hogy az
egyes halmazokbdl k illetve m gépet ingyen megkapunk, a tobbiekért
pedig egy végtelen nagy Osszeget kell fizetni. Ebben az esetben a
GRM algoritmus 4-versenyképes, és megadtunk egy, a [25] cikkiink-
ben kordbban ismertetett algoritmus tovabbfejlesztésén alapuld 3-
versenyképes algoritmust is.

Az [12] cikkben egy mads irdnyu kiterjesztésével foglalkoztunk a
gépkoltséges litemezési feladatnak. Ezt az litemezési problémat geo-
metriai értelemben felfoghatjuk dgy is, hogy egység és végrehajtasi
id6 oldalakkal rendelkezé téglalapokat kell elhelyezniink a gépek
altal kijelolt sdvokban minimalizdlva a gépek szamanak és a fel-
hasznalt sdvok maximalis hosszanak az 0sszegét. Ennek a folytonos
valtozata az, hogy a téglalapokat tetszdlegesen helyezhetjiik el egy
befoglalé téglalapban, a befoglalé téglalap oldalainak 6sszegének mi-
nimalizalasdval. Pontosabban egy altalanosabb yH+W célfiiggvényt
vizsgaltunk, ahol H a befoglalé téglalap magassaga, W a befog-
lal6 téglalap szélessége, v > 0 pedig a feladat egy paramétere. A
probléma azt az altaldnos ertforras allokacidés modellt irja le, ahol
az inputként érkezd téglalapok szélessége a feladat végrehajtdshoz
sziikséges eréforras mennyiségét, a magassaga pedig a végrehajtashoz
sziikséges id6t adja meg. A befoglald téglalap oldalai pedig a teljes
sorozat végrehajtasahoz egy idében igénybe vett maximalis er6forras
mennyiségét és a végrehajtashoz sziikséges idét adjak meg. Ezek
stlyozott 6sszege a minimalizdlando célfiiggvény. Az online véaltozat-
ban a téglalapok egyenként jonnek, és minden téglalapot a tovabbi
téglalapokra vonatkozé informéciok nélkiil kell elhelyezniink az ed-
digiekkel valé atfedés nélkiil a sikon. A befoglalé téglalap a legkisebb
olyan téglalap lesz, ami minden lerakott kis téglalapot tartalmaz az
inputbdl.

Amennyiben a befoglalé téglalap egyik oldaldnak a mérete rog-
zitett, akkor a probléma ugy fogalmazhaté meg, hogy egy adott
szélességli savba kell pakolnunk atfedés és forgatas nélkil téglalapo-
kat, a felhasznalt rész magassagat minimalizalva. Ezt a savpakolasi
feladatot, amit a ladapakolasi probléma kétdimenzids kiterjesztése-
ként is lehet definidlni tobb tanulményban is vizsgaltdk. A jelen-
leg ismert legjobb algoritmusok 6.623-versenyképesek, ilyen algorit-
musokat publikédltak [23] és [33] cikkekben. T6bb cikkben is pub-
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likaltak egyre nagyobb alsé korlatokat a lehetséges versenyképességi
hényadosra, a jelenlegi legnagyobb alsé korldt 2.589, amit a [22]
cikkben igazoltak. Aszimptotikus versenyképesség szempontjabdl az
elérhetd legkisebb aszimptotikus versenyképességi hdnyados ho, ~
1.69103, amit egy, a [10] cikkben bemutatott polepakoldsi algorit-
mus ér el. A polcpakolédsi algoritmusok lényege, hogy vizszintes
részsdvokat (polcokat) hozunk létre a befoglalé sdvon belill és az
aktudlis téglalapot mindig valamelyik polcra helyezziik el.

Az altalunk vizsgdlt altaldnosabb téglalap pakoldsi problémara a
kovetkez6 polcpakoldsi algoritmust fejlesztettiik ki. A SHELF(«) al-
goritmus az érkezo téglalapokra els6ként mindig meghatarozza azok
tipusdt. Egy p; = (w;, h;) méretli téglalap érkezése esetén ez az
a k szam lesz, melyre a 28=1 < h; < 2F egyenl6tlenség teljesiil.
Ezt kovetéen, ha van nyitott k tipusi (2¥ magas) pole, akkor rak-
juk a téglalapot erre a polcra annyira balra, amennyire lehetséges.
Amennyiben, ezt kdvetéen a polcon felhaszndlt szélesség eléri a be-
foglalé téglalap aktudlis magassaganak a-szoroséat zarjuk le a polcot.
Ha pedig nincs nyitott & tipusi pole (még egyédltaldn nem hoztunk
ilyet létre vagy az utolsé k tipusu téglalapnal lezartuk a k tipusa pol-
cot), akkor hozzunk létre egy ilyen polcot a meglevs polcok tetején,
és rakjuk a téglalapot a polc bal sarkdba. Amennyiben, ezt kovetéen
a polcon felhasznélt szélesség eléri a befoglald téglalap aktualis ma-
gassaganak a-szorosat zarjuk le a polcot.

Az algoritmus versenyképességére vonatkozik az aldbbi tétel.

5. Tétel. [12] A SHELF(a) algoritmus (4% + \/%+ 4+ \/Z) -ver-

senyképes. Ha tgy vdlasztjuk meg az o paramétert, hogy /o)y =
0.46161 teljesiiljon, akkor az algoritmus 7.4803-versenyképes.

Szintén megvizsgdltuk azt a félig-online esetet, ahol elére tudjuk,
hogy a téglalapok cs6kkend magassag szerinti sorrendben érkeznek.
Ez a tulajdonsidg nagymértékben konnyebbé teszi a feladat meg-
olddsdt, miként azt a kovetkezd algoritmus mutatja. A SDH(S)
algoritmus az els6 téglalaphoz definidl egy polcot, amelynek a ma-
gassaga ezen téglalap magassdga, és amely bal sarkdban ez a téglalap
van. Ez a polc lesz az aktudlis polc. A tovabbi téglalapokat az
alabbi szabdly szerint pakoljuk. Ha a szélessége az aktudlis polc-
nak legfeljebb B-szor akkora, mint az aktudlis magassaga a befoglal6
téglalapnak, akkor rakjuk a téglalapot erre a polcra annyira balra,
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amennyire lehetséges. Ellenkez6 esetben zarjuk be az aktudlis pol-
cot, amit nem fogunk tobbet hasznédlni. Nyissunk egy 1j polcot az
eddigi polcok tetején, legyen a magassiga az aktudlisan elpakolando
téglalap magassaga és rakjuk a téglalapot az 1j polc bal sarkaba.
Ezen algoritmus versenyképességére vonatkozik az alabbi allitas.

6. Tétel. [12] A SDH(B) algoritmus 2.5-versenyképes, amennyiben
8 =0.67.

Szamos gyakorlati problémaban fordul eld, hogy egy elvégzendd
feladat esetén sem az ahhoz rendelt eréforrds mennyisége sem pe-
dig a végrehajtas ideje nem rogzitett, hanem megtehetjiik azt, hogy
novelve a haszndlt er6forras mennyiségét csokkentjik a végrehajtasi
id6t vagy csokkentve a felhaszndlt eréforrds mennyiségét noveljitk
a végrehajtasi id6t. A sdvpakoldsi problémédkban ez gy irhaté le,
hogy a téglalapok mérete megvaltoztathatd. Egy ilyen valtozatat az
online savpakolasi problémanak, ahol a téglalapok megnyujthatdak
a tertilet fixen hagydsa mellett, vizsgaltunk a [24] dolgozatban. Eze-
ket az eredményeket nem tartalmazza a disszertdci6. A disszerta-
ciéban a valtoztathaté téglalapok esetét az altaldnosabb modellre
vizsgaltuk, ahol a befoglal6 téglalap egyik oldala sem rogzitett. Ek-
kor a téglalapnak az inputban csak a teriiletét kapjuk meg, az algo-
ritmusnak kell eldéntenie azt, hogy milyen forméju téglalapot sze-
retne elpakolni a befoglald téglalapba.

A moédosithaté méretii téglalapok esetére, a v = 1 esetben a
kovetkezd ExpPAND(1) algoritmust fejlesztettiik ki, amely alapotlete,
hogy megprobal négyzethez minél hasonlébb befoglaldé téglalapot
létrehozni. Ha a k-adik téglalap teriiletét T'(k), a k-adik téglalap
érkezését megelézden a befoglald téglalap oldalait A(k) < B(k) jelolik,
akkor a k-adik téglalap a(k),b(k) oldalait és az elhelyezkedését az
aldbbi szabalyokkal adhatjuk meg.

e Ha a kovetkezd téglalap kicsi, azaz T(k) < B(k)?, akkor le-
gyen b(k) = B(k) és a(k) = % < B(k). Majd ragasszuk
az igy kapott téglalapot a nagyobbik oldalaval a befoglald
téglalaphoz, azaz legyen B(k + 1) = max{B(k), A(k) + a(k)}
és A(k+1) = min{B(k), A(k) + a(k)}.

e Ha a kovetkez6 téglalap nagy, azaz T'(k) > B(k)?, akkor legyen
a(k) = b(k) = \/T(k). Majd ragasszuk az igy kapott négyzetet
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a befoglalé téglalap nagyobbik oldaldhoz, azaz legyen A(k +
1) = a(k) and B(k + 1) = A(k) + a(k).

Az Aaltaldnos ~y esetét visszavezettilk a v = 1 specidlis esetre,
az igazi téglalapok és igazi befoglalé téglalap helyett mddositott
virtudlis téglalapokat hasznédlva. Az igy kapott EXPAND(7) algo-
ritmus versenyképességére vonatkozik az alabbi allitas.

7. Tétel. [12] Az EXPAND(7) algoritmus @ ~ 1.1456-versenyképes.

3. Ladapakolasi és fedési problémak

A ladapakolasi problémaban inputként targyak egy sorozatdt kap-
juk meg, ahol az i-edik targyat a mérete hatdrozza meg, ami egy
s; € (0,1] érték. Célunk a tdrgyak elhelyezése a lehetd legkevesebb
egység méretli ladaba. Formadlisabban megfogalmazva a targyakat
minimaélis szamu olyan csoportba akarjuk szétosztani, hogy minden
csoportra a benne levd tdrgyakra a > s; < 1 feltétel teljesiiljon.
A feladat online véaltozataban a targyak egyenként érkeznek és az
aktudlis targyat a tovabbi targyakra vonatkozo informaciok nélkiil
kell elhelyezniink valamely lddaba. Egy ladara a benne levo targyak
méreteinek Osszegét a lada toltésének hivjuk.

Az online ladapakolasra és valtozataira szamos algoritmust fej-
lesztettek ki. Ezen algoritmusok elemzésére tobbnyire az aszimp-
totikus versenyképességi hanyadost hasznéljak. Az algoritmusok
egy nagy osztalya a fit tipusd algoritmusokat tartalmazza, ame-
lyek csak akkor nyitnak 1j 1ladat, ha az aktualis targy egyetlen nyi-
tott laddba sem fér el. Tobb algoritmus keriilt kifejlesztésre attol
fliggben, hogy a hasznédlhato laddk koziil melyiket valasztjuk. A
két legismertebb ilyen algoritmus a kovetkez6. A FF algoritmus
soha nem zar be ladakat és az aktudlis targyhoz az els6 olyan ladat
valasztja, amelybe a targy belefér. A NF algoritmus pedig min-
dig csak egy ladat tart nyitva, és ha abban az aktudlis targy nem
fér el, akkor a ladat bezarja és egy 1j ladat nyit a targynak. Egy
maésik nagy osztdlya az algoritmusoknak a harmonic tipusd algorit-
musok osztéalya, ahol a targyakat méret szerint online osztalyozzuk
és a kiilonboz6 osztalyokat kiillon ladahalmazokba pakoljuk. A leg-
kisebb aszimptotikus versenyképességgel a [30] cikkben publikalt al-
goritmus rendelkezik, amely 1.58889-versenyképes. A probléma de-
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finidldsa Ota tobbszor javitottak a versenyképességre vonatkozé alsé
korlatokat, a jelenlegi legjobb korlat 248/161 ~ 1.54037, amit a [5]
cikkben publikéltak.

A ladafedési feladat a lddapakoldsi feladat dualisa. Az inputot
ugyanigy a targyak méretei adjik, de a célunk most a maximalis
szamu egységldda lefedése. Azaz a targyakat a maximdlis szamu
olyan csoportba szeretnénk csoportositani, ahol minden csoportban
legaldbb 1 a targyak Osszege. A feladatot a [2] cikkben kezdték
el vizsgélni, ahol igazoltak, hogy az online NF algoritmus, ami a
targyakat addig rakja az aktudlis lddaba, amig le nem fedi és csak
utdna nyit 1j ladat, 2-versenyképes. Ez a korlat egybdl adédik mi-
vel minden lddaban a toltés legfeljebb 2. A cikkben offline appro-
ximécids algoritmusokat is vizsgéltak egy % és egy % approximacios
algoritmust adtak meg. Késébb a [9] cikkben igazoldst nyert, hogy
nem adhaté meg olyan online algoritmus a ladafedési problémara,
amelynek az aszimptotikus versenyképessége kisebb, mint 2.

A Kklasszikus ladapakolasi feladatban nagyon kicsi a rés az alsé és
fels6 korlatok kozott, a ladafedés esetén pedig ismert a legkisebb ver-
senyképességli algoritmus. A kutatdsok féleg kiilonb6z6 valtozatok
illetve kiterjesztések tertiletén folynak. Mi a disszertacidoban korlé-
tozott ladapakolasi és ladafedési feladatokkal foglalkoztunk, ahol a
lada tartalmara a kapacitasan kiviil tovabbi korlatok is vannak. Eze-
ket az eredményeket foglaljuk Ossze a kovetkezGkben. Majd egy
olyan ladafedési valtozattal foglalkozunk, ahol a ldddk szama adott
és a cél a hasznalt targyak méreteinek Gsszegének minimalizaldsa.

3.1. Szinkorlatos ladapakolas

A szinkorldtos lddapakoldsi feladatban, a targyaknak nem csak mé-
rete van, hanem minden targynak adott egy c; szine is és adott egy
k szam. A ladak tartalmara a méretek Gsszegére vonatkozé korlaton
kivil még teljestilnie kell annak is, hogy a targyak legfeljebb k kii-
16nb6z6 szinosztalyba tartoznak. Az online problémat els6ként a
[31, 32] cikkekben vizsgaltak, ahol két FIRST FIT (FF) tipusd al-
goritmus elemeztek. Az els6 FF-nek nevezett algoritmus egy targy
érkezésekor az elsO olyan lddaba pakolja azt, ahol nem sérti sem a
méretekre sem a szinek szaméra vonatkozd korldtot. Ha nincs ilyen
lada, akkor az algoritmus 1j 14dat nyit a targynak. A maésik vizsgalt
eljards a (CSFF) (COLOR SETS FIRST FIT) algoritmus. Ebben az al-
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goritmusban a szineket online csoportositjuk k elemii halmazokba,
az elsOként megjelent k szin tartozik az els6 csoportba, utdna min-
dig a még nem latott kovetkezo k szin alkotja a kévetkezo csoportot.
Minden szinosztalyra kiilon ladahalmazokon futtatjuk a Fr algorit-
must. A [31] cikkben azt a specidlis esetet vizsgdltdk, ahol minden
targy mérete ugyanakkora. Igazoltdk, hogy mind a CSFF mind pe-
dig a FF algoritmus aszimptotikus versenyképessége 2. Az dltalanos
esetet, ahol kiilonbozé méretiiek lehetnek a targyak a [32] cikkben
vizsgaltak. Itt egy, a targyak méret szerinti osztalyozasan alapulo al-
goritmust elemeztek, amely aszimptotikusan 2.75-versenyképes. Ha
minden targy szine kiilonboz6, akkor a szinekre vonatkozé korlat
arra redukélédik, hogy minden laddba legfeljebb k darab targyat
lehet rakni. Ezt a modellt elemszamkorlatos lddapakolési feladat-
nak nevezik, és tobb tanulmany is foglalkozott az online és offline
probléméval, részletek taldlhatéak a [4, 14] cikkekben és az ott sze-
repld hivatkozasokban.

A problémét a [16] cikkben tovdbb vizsgdltuk, ezeket az ere-
deményeket foglaljuk Ossze az aldbbiakban. Tovabb elemeztiik a
CSFF algoritmust az altalanos méretl targyak esetére és az alabbi
eredményt igazoltuk.

8. Tétel. ([16]) A CSFF algoritmus aszimptotikusan (2 + *1)-ver-
senyképes a szinkorldtos ladapakoldsi feladatra.

Tovabba kifejlesztettiink egy modszert, amely segitségével a lada-
pakolasi algoritmusok egy széles osztalya transzformalhaté az alta-
lanosabb, szinosztalyokkal rendelkezo feladatra a versenyképességi
hanyados novelése mellett.

Ehhez definidltuk az uniform pakolédsi algoritmusok fogalmaét.
Legyen A egy olyan, egy t egész paramétertdl fiiggd ladapakoldsi al-
goritmus, amely szétosztja a tdrgyakat kicsi (a (0, H%} intervallumba
esé méretil) és nagy (a tobbiek) targyakra, ahol a nagy térgyak
esetleg tovabbi részhalmazokra oszthaték. Az algoritmust, akkor
nevezzik uniformnak, ha a nagy targyakat a kis targyaktdl fiigget-
leniil pakolja egy kiilon lddahalmazba, a kis targyakat pedig a NF
algoritmus szerint.

Egy ilyen algoritmust a kovetkez&képpen terjeszthetiink ki a szin-
korlatos pakoldsi probléma megoldasira. A nagy targyakat az A
algoritmusnak megfelel6en pakoljuk. Mivel minden targy nagyobb,

mint t_%l ezért legfeljebb ¢ ilyen targyat tartalmaznak a ladak. Ha
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t < k, akkor ezek a ladak biztosan kielégitik a szinek szdméra vonat-
kozé korlatokat. A kis targyakat pedig a NF algoritmus helyett annak
a CSNF kiterjesztésével pakoljuk, ami a CSFF algoritmusnél hasznalt
médon szin szerinti csoportokat pakol diszjunkt ladahalmazokba,
csak nem a FF hanem a NF algoritmus szerint. Ezt az algorit-
must CS(A)-val jeloljiik. A kiterjesztés csak kismértékben noveli
a versenyképességi hanyadost, amint ezt az aldbbi allitas mutatja.

9. Tétel. ([16]) Legyen R egy felsé korldt egy A uniform algorit-
mus aszimptotikus versenyképességi hanyadosdra a klasszikus ldda-
pakolds esetén. Ekkor a CS(A) algoritmus aszimptotikusan R + 1
versenyképes a szinkorldtos lddapakoldsi feladatra.

Nagy k esetén a fenti tételt hasznédlva ismert uniform algorit-
musokra, kisebb k-ra pedig egy 1j, a targyak particiéjan alapuld
algoritmust fejlesztve igazoltuk az alabbi allitast.

10. Tétel. ([16]) Minden k érték esetén létezik egy aszimptotikusan
legfeljebb 2.63492-versenyképes algoritmus a szinkorldtos lddapakoldsi
feladatra.

Az aldbbi alsé korlatot is igazoltuk, a lehetséges versenyképességi
hényadosra.

11. Tétel. ([16]) Tetszbleges online algoritmusnak a szinkorldtos
ladapakoldsi feladatra az aszimptotikus versenyképességi hdanyadosa
legaldbb 1.5652. A korldt mdr a k = 2 esetben teljesiil.

3.2. Szinkorlatos ladalefedés

A szinkorlatos ladalefedés a szinkorlatos lddapakolas dudlisa. Itt is
minden targyhoz egy méret és egy szin van rendelve és adott egy
k paraméter a feladatban. Egy szinkorlatos ladafedésen a térgyak
egy olyan csoportositdsdt (ldddkhoz rendelését) értjiik, ahol minden
csoportra teljesiil, hogy a benne levo targyak méreteinek oOsszege
legalabb 1 és az is, hogy a lada legaldbb k kiilonbo6z6 szinosztalybdl
tartalmaz targyakat. A célunk egy olyan csoportositias megtalaldsa,
ahol a csoportok szdma maximalis. Erre a probléméara mi értiik el
az elsé eredményeket a [17] dolgozatban.

A probléma egy specidlis esetét vizsgaltuk, ahol minden targynak
ugyanakkora a mérete. Ebben az esetben a probléma leirhato két

12



dc_1179_16

pozitiv egész szammal B-vel és k-val. Egy ldda akkor lesz lefedve,
ha legalabb B targyat rakunk a ladaba és ezek a targyak legalabb
k kiilonb6z6 szinosztalyhoz tartoznak. Ez azokat az eseteket irja le,
ahol a térgyak egységes mérete az [1/B,1/(B — 1)) intervallumba
esik. Feltehetjiik, hogy B > k, hisz B < k esetén nem véltoztat a
probléman, ha B értékét k-ra noveljiik.

A probléma megoldésara elséként FF tipusu algoritmusokat vizs-
galtunk. Az Fr(1) algoritmus az aldbbi médon pakolja a tdrgyakat.
Mikor egy 4j targy érkezik a ¢ szinosztélybdl, akkor azt az elsé olyan
lddahoz rendeljiik, amelynek a lefedéséhez hozz4a tud jarulni. Ez azt
jelenti, hogy az els6 olyan ladat vélasztjuk ami kevesebb, mint B
targyat tartalmaz, vagy legaldbb B targyat tartalmaz, de az targyak
kevesebb, mint k szinosztalybdl keriilnek ki és nincs c-beli targy a
ladaban. Ha nincs ilyen ldda, akkor egy 1j ladat nyitunk az targynak.
Az algoritmus hatékonysigat az alabbi tétel hatarozza meg.

12. Tétel. ([17]) Az FF(1) algoritmus aszimptotikus versenyképes-
sé€gi hdnyadosa B+ k — 1 minden k > 2 és B értékre.

Az FF(2) algoritmus az FF(1) egy olyan tovdbbfejlesztése, ami
azt is figyelembe veszi, hogy ha egy laddban mar vannak targyak
de hidnyzik t < k — 1 szin a lefedéshez, akkor ez a t extra targy
hozzéjarul a méret szerinti lefedéshez is. Tehat, ha egy ladaban k—t
szinosztalybol B —t targy van, akkor az olyan tovabbi targyak, ame-
lyek mar a ladaban szerepl6 szinosztalyokhoz tartoznak valéjaban
nem nyujtanak segitséget a lada lefedéséhez. Mindezek alapjan azt
mondjuk, hogy egy targynak egy még nem lefedett ladahoz vald
hozzarendelése akkor hasznos, ha a laddban még nincs ilyen szinii
targy, vagy ha van ilyen szini targy, és a lddabol még hidnyzo
szinosztalyok szdma kisebb, mint a l4dabdl hidanyzé targyak szdma.
Hasznélva ezt a fogalmat az FF(2) algoritmus tgy definidlhatd, hogy
az aktualis targyat az els6 olyan laddba teszi, amelyhez hasznos a
hozzérendelése, ha nincs ilyen akkor pedig 4j ladat nyit. Az algorit-
mus versenyképességét adja meg az alabbi tétel.

13. Tétel. ([17]) Az FF(2) algoritmus aszimptotikus versenyképes-
sé€gi hdnyadosa B minden k > 2 esetén.

Kifejlesztettiink egy tovabbi algoritmust is. A COLOR&SIZE al-
goritmus alapotlete az, hogy online médon csoportositja a targyakat
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C tipusi (szinezd) és S tipusi (toltésnoveld) targyakra. Az egyes cso-
portokat egy FF algoritmus szerint pakoljuk, de egymastdl fiigget-
lentil csak a szineket illetve csak a ladak toltését figyelembe véve.
Tehat egy S tipusd targyat az els6 olyan laddba rakunk, amelyben
kevesebb, mint B darab S tipusi tdrgy van, ha nincs ilyen akkor
4j 1ladat nyitunk. Egy C tipusi targyat pedig az els6 olyan ladaba
rakunk, ahol még nincs az adott szinbdl C tipusu targy és ahol leg-
feljebb k — 1 kiilonb6z6 szinbdl valasztottunk még C' tipusu térgyat.
Ha nincs ilyen lada, akkor 4j ladat nyitunk.

Az algoritmus pontos specifikdcidjdhoz meg kell még adnunk,
hogy milyen szabdly szerint csoportositjuk a targyakat. Az algorit-
mus egy p egész paramétert haszndl a csoportositas soran. Tegytik
fel, hogy a j-edik targy érkezik, és ennek a targynak a szine az i-edik
fajta szin, ami megjelent a sorozatban. Ekkor ha ¢ mod p # 0 és j
mod p # 0, akkor ez a targy C tipusi lesz, tovabbba ha ¢ mod p =0
és j mod p # 1 akkor is C tipusi lesz a targy. A tovabbi esetekben
pedig S tipusu.

Az algoritmus versenyképességét adja meg az alabbi allitas.

14. Tétel. ([17]) A COLOR&SIZE algoritmus aszimptotikusan O(k)-
versenyképes megfeleld p paraméter vdlasztdsa esetén (az additiv kons-
tans is O(k)).

Szintén igazoltunk egy alsé korlatot a lehetséges versenyképességi
hényadosokra. Ezt adja meg az alabbi tétel.

15. Tétel. ([17]) Minden online algoritmusra teljesil, hogy az aszimp-
totikus versenyképességi hdnyadosa legaldbb 1 + Hi_1 = Q(logk),
ahol H, =S¥ | 1/i.

3.3. Elemszamkorlatos ladafedés

A [18] cikkben az elemszamkorlatos ladafedési problémat vizsgéltuk.
Ebben a modellben a targyak mérete mellett adott egy k szam is,
amit elemszamkorldtnak neveziink. Egy laddt akkor tekintiink lefe-
dettnek, ha a benne lev targyak méreteinek Osszege legalabb 1, és
legaldbb k targyat helyeztiink el a ladaba. A probléma specidlis esete
a fentiekben targyalt szinkorlatos ladafedési modellnek, ha minden
targy szine kiilonbo6zo, akkor a szinkorlatos modell az elemszamkor-
ldtos modellre redukdalédik. A probléma szintén specidlis esete a
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vektorfedési feladatnak ([1]), ahol d-dimenzids vektorokat kell cso-
portositanunk maximédlis szamu csoportba tgy, hogy minden cso-
portban az oda rendelt vektorokra minden koordinataban legalabb
1 legyen az 0Osszeg. Ha az egyik koordinatdban a targy méretét
adjuk meg, a masikban pedig 1/k-t, akkor ez a két-dimenziés vek-
torfedési feladat az elemszamkorlatos ladafedésre redukalédik. fgy
a kétdimenzids vektorfedésbol automatikusan adédik egy 4-verseny-
képes algoritmus, ezért csak anndl kisebb versenyképességt algorit-
musok az érdekesek.

A kovetkez6 CLASSIFY algoritmust fejlesztettiik ki a probléma
megoldasara. Ez az algoritmus egy a paramétert haszndl, melyre
+ < a < 1. A (0,1] intervallumot méret szerinti intervallumokra
osztjuk, ahol az intervallumok I; = (a‘*1, o'] alaktiak. Azt mondjuk
egy j targy a C; osztélyba tartozik, ha a mérete az I; intervallumba
esik. Az algoritmus haszndl két, k-tdl fiiged 0 < ¢1 < go pozitiv
egész paramétert.

Minden térgy vagy A vagy B tipust. Rendre jeldlje nY és n%; az
eddig megérkezett A és B tipusu targyak szamat a C; osztalybol. Ha
az aktudlis targy esetén (n’y +n’; mod ¢2) < g2 — q1, akkor a targy
tipusa B lesz, egyébként (amennyiben (n’y +n% mod q2) > g2 —q1) a
targy tipusa A. Az algoritmus ugy pakolja a targyakat, hogy minden
lefedett ldda pontosan (k — 2) darab B tipusi targyat tartalmaz
és legalabb 2 darab A tipusu targyat, amelyek méreteinek Gsszege
nagyobb, mint 1.

Egy olyan ldddt, ami mér tartalmaz (k — 2) darab B tipusu
targyat, B szerint telinek neveziink. Egy olyan 1lddat, amelyben
az A tipusu targyak mérete szigoruan nagyobb, mint 1 pedig A sze-
rint telinek neveziink. Azért haszndlunk szigortian nagyobb feltételt,
mert ez garantalja, hogy legalabb két darab A tipusu targyat fog
tartalmazni a ldda. Nyilvan, ha egy ldda A és B szerint is teli, ak-
kor az mar fedett. Az algoritmus a FF eljarast hasznélja az egyes
tipusokra egymastdl fliggetleniil. Tehat egy A tipusu targy a legelsé
olyan ladaba keriil, ami A szerint nincsen teli, egy B tipusu targy a
legels6 olyan 1ladaba, ami B szerint nincsen teli.

Az algoritmus versenyképességére az aldbbi allitdst igazoltuk

16. Tétel. ([18]) Minden € > 0 esetén létezik olyan « érték, hogy a
q1 = 2k és qo = 3k — 2 értékvdlasztds mellett a CLASSIFY algoritmus
aszimptotikus versenyképessége legfeljebb Lﬁ“
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A dolgozatban szintén igazoltuk az aldabbi alsé korlatot a le-
hetséges versenyképességi hanyadosra.

17. Tétel. ([18]) Minden k > 4 esetén teljesil, hogy nincs olyan
online algoritmus az elemszamkorldtos lddapakoldsi feladatra, amely-

nek az aszimptotikus versenyképességi hanyadosa kisebb, mint %.

Megjegyezziik, hogy a disszertdciéban (és a [18] cikkben is) vizs-
galtuk a probléma félig-online esetét is, ahol feltételeztiik, hogy a
targyak méret szerint monoton nemnovekv6 sorrendben érkeznek.
Ebben az esetben sikeriilt egy a CLASSIFY algoritmushoz hasonlé
elven miik6dé aszimptotikusan 2-versenyképes algoritmust kifejlesz-
teni és igazolni azt is, hogy ennél kisebb versenyképességi hanyadossal
nem rendelkezik algoritmus.

3.4. Online ladafedés a hasznalt targyak osszsulyat
minimalizalva

A [7] cikkben a lddafedés aldbbi véltozatét vizsgaltuk. Adott targyak
egy online listdja, és adott m darab egység méretii lada. Felada-
tunk ezen ladak lefedése a targyak listdjanak minimélis Gsszsulyu
kezdOszeletével. A feladat online, azaz a targyak egyenként érkeznek
és az adott targyat a tovabbi targyakra vonatkozé ismeretek nélkiil
kell egy ladéba helyezniink. Az eljards akkor ér véget ha mind az m
ladat lefedtiik. Mivel a targyak mérete legfeljebb 1, ezért ha egy algo-
ritmus egy lefedett laddba nem rak mar tovabbi targyakat, akkor az
az eljaras végén minden ladahoz legfeljebb 2 mennyiségii targyat ren-
del. Ebbdl adédik, hogy minden ilyen algoritmus 2-versenyképes, igy
ennél kisebb versenyképességgel rendelkezé eljarast kerestiink. Fon-
tos kiemelniink, hogy az offline algoritmusnak is a targyak listajanak
egy kezdoOszeletét kell hasznalnia, az offline algoritmus sem rendez-
heti at a targyak sorrendjét.

Az dltalunk felvetett probléma dudlisanak tekinthetd ladapakolasi
problémét vizsgaltdk a [3] dolgozatban. Ott a cél a laddkba el-
helyezheto targyak szamanak maximalizalasa volt. Vizsgaltdk azt
az altalunk tekintett modellt, ahol a targyak listdjanak maximalis
kezdoszeletét kellett elpakolni, és azt is, ahol a targyak visszauta-
sithatéak voltak. A [3] cikkben elért eredmények altaldnos méretii
laddkra vonatkozé kiterjesztését a [15] dolgozatban mutattdk be.
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Kiilon vizsgaltuk az m = 2 esetet. Ebben az esetben az aszimpto-
tikus versenyképességnek nincs értelme, hiszen a két lada lefedéséhez
mindig elegend6 konstans, legfeljebb 4 Gsszméretii targy. Ebben
az m = 2 esetben a parametrikus valtozatot is vizsgaltuk, azaz
azt az esetet, ha ki van kotve, hogy a targyak mérete legfeljebb
% lehet valamely p egészre. A p = 1 eset felel meg az altaldnos
problémanak. Az &altalanos gépszam esetén mar az aszimptotikus
hényadost hasznaltuk, hiszen ekkor egy m-t6l fiiggetlen additiv kons-
tans nem oldja meg a feladatot, de segit az algoritmus kezdeti 1épé-
seiben.

3.4.1. Az m =2 eset

Két lada esetére a kovetkez6 TWOBINS algoritmust dolgoztuk ki.
Az algoritmus leirdsdhoz jelolje Ay > As a ldddkban levd toltést
(feltessziik, hogy As < 1, mivel ellenkezé esetben mar le lennének
feddve a laddk). Az 1j j targyat a kovetkezd szabélyok szerint he-
lyezziik el. Ha a targy s; méretére 1 < Ap + 55 < gpf teljesiil,
akkor j-t az Ay toltést ladaba helyezziik el. Egyébként ha A; < 1
és A1 + 55 < gz ﬁ, akkor j-t az A; toltésli 1ddédba helyezziik el.
Végiil, ha egyik feltétel sem teljesiil, akkor j-t az Ay t6ltésti laddba
helyezziik el.

Az algoritmus versenyképességére vonatkozik az alabbi allités.

18. Tétel. [7] A TWOBINS algoritmus a p > 1 parametrikus problé-
% versenyképes. Ez a legjobb elérhetd versenyké-
pesség, nincs olyan online algoritmus, amelynek a versenyképessége

kisebb, mint ez az érték.

ma esetén

s

Megvizsgaltuk az iitemezés teriiletérol atvett LISTA algoritmus
viselkedését is, amely a targyat azon ladaba rakja, ahol a legki-
sebb a toltés. Ha tobb ilyen lada is van, akkor a legelsé ilyen ladat
hasznalja. Az algoritmus azon specialis félig-online esetekben igazan
hatékony, amikor a targyakat méret szerint monoton sorrendben kap-
juk. Ezt mutatjak az aldbbi eredmények.

19. Tétel. [7] Ha a parametrikus esetben a tdrgyak méret szerint
monoton nemcsokkend sorrendben érkeznek, akkor a LISTA algorit-
mus versenyképessége 2p;1. Ebben a specidlis esetben ez a legjobb
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elérhetd versenyképesség, nincs olyan félig-online algoritmus, amely-
nek a versenyképessége kisebb, mint ez az érték.

20. Tétel. [7] Ha p =1 és a tdrgyak méret szerint monoton nem-
novekvd sorrendben érkeznek, akkor a LISTA algoritmus versenyké-
pessége g. Ebben a specidlis esetben is ez a legjobb elérhetd verseny-
képesség.

A p > 1 esetben nemnovekvd sorozatokra a LISTA algoritmus
nem éri el a lehet6 legkisebb versenyképességet. Erre az esetre a
TwOBINSDECREASING (TBD) algoritmust fejlesztettiik ki. Az els6
p darab targyat az els6 ladahoz, a masodik p darab targyat a masodik
lddahoz rendeljik. A tovabbi targyakat mindig ahhoz a laddhoz
rendeljiik, ahol kisebb a toltés. Az algoritmus versenyképességét
hatarozza meg az alabbi allités.

21. Tétel. [7] A TBD algoritmus ggig -versenyképes monoton nem-
novekvd tdargysorozatok esetén minden p > 2-re. Minden p > 2
esetén ez a legkisebb versenyképesség, ami monoton nemnéovekvd so-

rozatokra elérhetd.

3.4.2. Altalanos ladaszam

Az altalanos esetben csak a félig-online monoton sorozatok esetét
vizsgaljuk. Az, hogy van -e 2-nél kisebb aszimptotikus versenyképes-
séggel rendelkez6 algoritmus az altaldnos esetben tovabbra is nyilt
kérdés.

Arra az esetre, ahol a targyak monoton nemcsékken6 sorrendben
érkeznek a PACKINCREASING (PI) algoritmust definidltuk. Az algo-
ritmus két (% <a< % és % <B< i) paramétert haszndl, amelye-
ket a versenyképességi elemzés soran optimalizdltunk. A targyakat
méret szerint osztalyokra bontjuk. A legfeljebb % méretl targyakat
kicsinek, azon targyakat, amelyek mérete a (%, o] intervallumba esik
kozepesnek, az a-nal nagyobb méretii targyakat pedig nagynak hiv-
juk. Mivel monoton nemecsokkend sorrendben érkeznek a targyak,
ezért tudjuk, hogy els6ként a kicsi, majd a kozepes, végiil a nagy
targyak fognak megérkezni. A mésik § paraméter szerepe az, hogy
az elsd | Bm ] 1adat foglaltnak nevezziik (tulajdonképpen ezek a ldddk
arra varnak, hogy a késobb esetlegesen megjelend nagy targyakat jol
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tudjuk pakolni). A tobbi 14dat szabadnak hivjuk. A PT algoritmus
a kovetkez6képpen miikodik.

Amig kis targyak érkeznek és van legalabb egy foglalt 1ldda, ami-
ben a toltés kisebb, mint 1 — «, addig pakoljuk a targyakat a LisTA
algoritmus alapjan a foglalt ladakba. Ha ezt azért hagyjuk abba,
mert elfogynak a kicsi targyak és az elsé kozepes targy megérkezik,
akkor a NF algoritmust hasznaljuk a szabad laddkra, ami mindig
az aktualis laddaba rakja a targyakat, amig azt le nem fedte és ezt
kdvetden tér at a kdvetkezd ladara. A szabad 1addk lefedése utdn
az LISTA algoritmust hasznaljuk a foglalt laddkra, amig azokat is
lefedjiik. Ha az algoritmus elsé részét nem egy kozepes targy miatt,
hanem azért hagyjuk abba, mert minden foglalt 1ada toltése elérte az
1 — « korlatot, akkor a pakolast az NF eljarassal folytatjuk elséként
a szabad ladédkat, majd a foglalt ladakat pakolva.

Az eljaras versenyképességére vonatkozik az aldbbi allitas.

22. Tétel. [7] Az a és B paraméterek megfeleld vilasztdsa mellett
a PI algoritmus aszimptotikus versenyképessége legfeljebb 1.931215
monoton nemcsokkend méreti sorozatok esetén.

Abban az esetben, ahol a targyak sorozata méret szerint mono-
ton nemnovekvd sorrendben érkezik hatékonyabb algoritmust tud-
tunk fejleszteni. Ennek oka az, hogy a f6 nehézségeket valdjaban a
nagyobb méretli targyak okozhatjak, igy elényos ha azokat az algo-
ritmus mar akkor litja, amikor sok dontési lehet&sége van. A kifej-
lesztett eljaras ismertetéséhez jelolje h azon targyak szamét, ame-
lyek mérete a (%7 1] intervallumban, £ azon targyak szamaéat, amelyek
mérete a [%, %] intervallumban van. Fontos megjegyezni, hogy eze-
ket a szdmokat nem ismerjiikk az eljaras kezdetekor, ezeket online
tudjuk meg, ahogy a targyak érkeznek.

A PD algoritmus ezen értékektdl fliggden pakolja a beérkezé
targyakat. Feltessziik, hogy nincs olyan targy, amelynek a mérete
1. Ez nem jelent megszoritast, hiszen az ilyen targyak onmagukban
lefednek egy ladat és mivel els6ként érkeznének, ezért ezt az online
algoritmus is meg tudja tenni veliikk. Ebbol adéddan ilyen targyak je-
lenléte csak javitand a versenyképességet. Az els§ min{h, m} targyak
mindegyikét kiilonbozs ldddkba (az elsd min{h, m} laddba) pakol-
juk. Ezt kévetGen az alabbi 3 esetet kiilonboztetjiikk meg:

1. eset h > m. Ekkor a kovetkez6 m targyat is egymastol
kiilonboz6 ladakba helyezziik, tigy hogy az els6é 2m targy utan az
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i-edik ldda az i-edik és a 2m + 1 — i-edik tdrgyakat tartalmazza.
Ha maradt még olyan ldda, amit nem fedtiink le, hasznaljuk a NF
algoritmust ezek lefedéséhez.

2. eset: h < m, 2(m —h) < /. Ekkor pakoljuk a kovetkezd
2(m — h) targyat kettesével rendre a h + 1,...,m indexii ladékba,
majd a kovetkezd h targyat rakjuk az els6 h ladaba, az ott talalhato
2/3-nal nagyobb tdrgyak mellé. Végiil, ha maradt még olyan lida,
amit nem fedtiink le, haszndljuk a NF algoritmust ezek lefedéséhez.
3. eset: h < m, 2(m —h) > £.  Ebben az esetben legyen h' =
ng A kovetkezd 2h' targyat pakoljuk paronként a h +1,...,h +
h' indexti 14ddkba, azaz a kovetkezé még iires ldddkba, amik nem
tartalmaznak 2/3-nél nagyobb targyat. Megjegyezziik, hogy ezeket
a ladakat az algoritmus a parokkal le is fedi. Ha ¢ paratlan, akkor
az utolsé ilyen tdrgyat a h + h' + 1 < m index{i 1dddba rakjuk. Ezt
kovetden a tovabbi 2(m — h) — £ térgyat Ugy pakoljuk el, hogy az
els6 nagy targyakat tartalmazé h darab laddba ne keriiljon beldlik
és a tObbi lada mindegyikében pontosan két targy legyen. Majd a
kovetkezd m — h' targybdl rakjunk egyet-egyet a még nem lefedett
ladédk mindegyikébe az els6 h 1ladaval kezdve. Végiil, ha maradt még
lefedetlen lada, hasznaljuk a NF algoritmust ezek lefedésére.

Fontos megjegyezni, hogy a 2. és 3. eset ugyantgy pakolja a
targyakat, amig ¢ értékét meg nem tudjuk, igy valéban online végre-
hajthaté az eljaras. Az algoritmus versenyképességére vonatkozik az
aldbbi allitas.

23. Tétel. [7] A PD algoritmus aszimptotikusan %—versenyképes,
ha a tdargyak sorozata méret szerint monoton nemnovekvd.

Az m = 2 esettel ellentétben nem sikeriilt a lehet6 legkisebb
aszimptotikus versenyképességgel rendelkez6 algoritmusokat meg-
taldlni. Az aldbbi alsé korlatot igazoltuk a lehetséges versenyképes-
ségi hanyadosra.

24. Tétel. [7] Nincs olyan félig-online algoritmus, amely aszimpto-
tikus versenyképessége kisebb, mint 1.302017 monoton nemcsokkend
sorozatok esetén. Nincs olyan félig-online algoritmus, amely aszimp-
totikus versenyképessége kisebb, mint % ~ 1.111 monoton nemndo-
vekvd sorozatok esetén.

Megemlitjiik, hogy a disszertdaciéban a félig-online esetekben az
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alsé korlatokat a parametrikus esetekre igazoltuk, de itt csak ap = 1
esetre vonatkozé eredményt emeltiik ki.

4. Online klaszterezés

Az online klaszterezési problémékban egy metrikus tér pontjait sze-
retnénk online csoportositani. Ez azt jelenti, hogy egyenként érkeznek
kérések a tér pontjaiba és minden kérést egy klaszterhez kell ren-
delniink az érkezésekor a tovabbi kérésekre vonatkozé informécidk
nélkiil. Egy pontot vagy egy meglevé klaszterhez rendelhetiink vagy
4j klasztert definidlunk hozza. A célunk a klaszterezés teljes koltsé-
gének minimalizalasa, amely koltség az egyes klaszterek koltségeinek
Osszege. A Kklaszterek koltsége fligghet a klaszterhez rendelt pon-
toktdl illetve a klaszter kozéppontjatol.

Az egyik széles korben vizsgalt online klaszterezési probléma
az, amelyben egységnyi méretii klasztereket kell 1étrehozni, azaz a
célunk az, hogy minimalis szamui egységgdmbbel fedjiik le a pon-
tokat. Ezt a problémat két kiilonbozé online modellben vizsgdltak
attdl fliggden, hogy milyen mértékben kell rogzitenie egy 1étrehozott
gbmbnek a pozicidjat az algoritmusnak. A szigord modellben a gbmb
létrehozasakor rogziteni kell annak a helyét is és a gomb nem moz-
gathaté késébb. Ezt modellt a [6] cikkben definidltdk, ahol egy
0O(2%dlog d)-versenyképes algoritmust adtak meg d-dimenziés térre
és egy Q(logd/logloglogd) alsé korldtot. Egy és két dimenzidban
éles korlatokat bizonyitottak, az optimélis online algoritmusok 2 il-
letve 4-versenyképesek. A laza modellben a korok mozgathatéak
azon feltétel mellett, hogy az eddig lefedett kéréseket tovabbra is
lefedik. Ezzel a kérdéssel mar egy dimenziéban is tobb cikk fog-
lalkozott, egyre jobb algoritmusokat definidltak és az alsé korlat is
novekedett az elsé publikdciot kovetéen. A jelenlegi legjobb algorit-
mus, amit a [13] cikkben publikdltak, 5/3-versenyképes. A legjobb
alsé korlatot, ami azt mondja ki, hogy nincs jobb algoritmus, mint
1.625-versenyképes a [28] cikkben publikaltak.

Egy mésik vizsgdlt online klaszterezési feladat az online kiszolgald
elhelyezési probléma. A kiszolgdlé elhelyezési problémédban adott
egy metrikus tér kérések egy multihalmazival (minden kérés a tér
egy pontja). A cél kiszolgdloknak olyan elhelyezése a térben, amely
elhelyezésre minimalis a kiszolgalok 1étrehozési koltségének és a ki-
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szolgélas koltségének az Osszege. Minden kérésre a kiszolgalas kolt-
sége megegyezik a legkozelebbi kiszolgalotdl vett tavolsaggal. Az on-
line valtozatban a kérések egyenként jelennek meg és minden kérés
érkezése esetén van lehetGsége az algoritmusnak 1j kiszolgalot, vagy
kiszolgéldkat nyitnia. A feladatot a [29] cikkben definidltdk, ahol
igazoltak, hogy nincs konstans versenyképes algoritmus a feladat
megolddsara és megadtak egy véletlenitett O(logn)-versenyképes al-
goritmust. Késébb a [19] cikkben oldottdk meg teljesen a problémat,
ahol egy O(logn/loglogn)-versenyképes algoritmust adtak meg, és
igazoltdk, hogy nincs olyan algoritmus, amely versenyképessége ki-
sebb, mint Q(logn/loglogn).

Mi az egységgombokkel valé klaszterezés egy olyan kiterjesztését
vizsgaltuk, ahol a lefed6 klaszterek mérete nem feltétlentil egyenld,
hanem a klaszter mérete is része a célfiiggvénynek. A problémat egy
dimenziéban vizsgaltuk az eredményeink a [8] cikkben keriiltek pub-
likaldsra. A modellben keletkezett klaszterezés koltsége a létrehozott
klaszterek koltségeinek Osszege, és egy klaszter koltsége egy egységnyi
setup koltség plusz a klaszter atméréjének a hossza. Attdl fliggden,
hogy milyen mértékben kell specifikalnia az algoritmusnak egy klasz-
tert annak létrehozasakor két kiillonbozo véltozatot vizsgaltunk. A
szigori modellben a létrehozott klaszternek meg kell adni a méretét
és rogziteni az elhelyezkedését. A laza modellben a klaszter mérete
novelhetd, és a klaszter is mozgathatd azon feltétel mellett, hogy
az addig lefedett pontokat tovabbra is lefedi. Megjegyezziik, hogy
a [8] cikkben egy dtmeneti modellt is elemeztiink, ahol a klaszter
létrehozasakor rogziteni kell annak méretét, de a klaszter mozgat-
haté azon feltétel mellett, hogy az addig lefedett pontokat tovabbra
is lefedi, de ezeket az eredményeket nem mutattuk be a disszertda-
ciéban. Erdemes megjegyezni, hogy mig a szigori modellben egy
klaszter koltsége eldol annak létrehozéasakor, addig a laza modellben
ez a koltség az algoritmus futdsa kézben névekedhet.

A laza modellben az ECC EXTEND CLOSED CLUSTERS algorit-
must vizsgaltuk. Az algoritmus ismertetéséhez jelolje p az érkezd
pont helyét. Ha az algoritmusnak van olyan intervalluma (klasztere),
ami tartalmazza p-t, akkor rendeljiik p-t ehhez az intervallumhoz.
Egyébként pedig legyen g a p-hez legkozelebbi az eddig megérkezett
pontok koziil. Ha ¢ és p tévolsaga legfeljebb ¢ = (1 + /5)/2, ak-
kor rendeljiik p-t a ¢-t tartalmazé klaszterhez, és nyujtsuk meg az
klasztert leiré intervallumot p-ig. Egyébként pedig nyissunk egy 1j
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klasztert, egy intervallumot, ami csak a p pontot tartalmazza.

Sikertilt meghataroznunk az algoritmus versenyképességi hanya-
dosat, és azt is igazoltuk, hogy az algoritmus a leheté legjobb a
versenyképesség szempontjabdl.

25. Tétel. [8] Az ECC algoritmus (1 + v/5)/2-versenyképes. Nincs
olyan algoritmus a laza modellben, amely versenyképessége kisebb,
mint (14 +/5)/2.

Vizsgaltuk a probléma félig-online véltozatat is, ahol feltételez-
ziik, hogy a pontok monoton névekvo sorrendben érkeznek. Ebben
a specialis esetben megadhaté az optimalis offline megoldas online
modon is, akkor kell 4j klaszter nyitni, ha az Gj pontnak és az utoljara
nyitott klaszter szélének a tavolsiga nagyobb, mint 1.

A szigori modellben az aldbbi CENTER algoritmust vizsgaltuk.
Az algoritmus megadasahoz jelolje az 1ij pont helyét p. Ha az algorit-
musnak van olyan intervalluma (klasztere), ami tartalmazza p-t, ak-
kor rendeljiik p-t ehhez az intervallumhoz. Ellenkezé esetben legyen
£ a legkozelebbi balra es fedett pont (ha nincs ilyen £ = —o0), és
legyen r a legkdzelebbi jobbra esé fedett pont (ha nincs ilyen r = 00)
éslegyen a = g Nyissuk meg p-hez a [max{¢, p—a}, min{p+a, r}]
klasztert. Tehdt az alapétlet az, hogy egy p kozepti v/2 méretii klasz-
tert nyitunk. Masrészt, ha ez a klaszter belemetszene a szomszédos,
mar meglevé klaszterekbe akkor a méretét csokkentjik. Sikeriilt
meghataroznunk az algoritmus versenyképességi hanyadosat, és azt
is igazoltuk, hogy az algoritmus a lehet6 legjobb algoritmus verseny-
képesség szempontjabdl.

26. Tétel. [8] Az CENTER algoritmus (1++/2)-versenyképes. Nincs
olyan algoritmus a szigori modellben, amely versenyképessége ki-
sebb, mint 1 + V2.

Ebben a modellben is vizsgaltuk azt a félig online esetet, ha a
pontok monoton novekvd sorrendben érkeznek. Itt egy 2-versenyké-
pes algoritmust adtunk meg és igazoltuk, hogy nincs olyan algorit-
mus, amelynek kisebb a versenyképessége.

Kés6bb az altalunk bevezetett modell tobbdimenzids kiterjeszté-
seivel kapcsolatos eredmények is publikdlasra keriiltek. Azt a mo-
dellt, ahol a klaszter koltsége egy konstans setup koltségnek és a
klaszter atmér8jének az dsszege, a [20] cikk vizsgélta, ahol igazolast
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nyert, hogy magasabb dimenzidkban nincs konstans versenyképes
algoritmus. A két-dimenzidés modellt, ahol a koltség az atméro
négyzetétdl fiigg a [11] cikkben vizsgdltuk. Igazoltuk, hogy ezen
fliggvény mellett van konstans versenyképes eljaras.
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