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Bevezetés

Tegyiik fel, hogy egy befektetd két kockdzatos befektetés koziil vélaszthat,
amelyeken X, illetve Y véletlen 6sszeget nyerhet. Hogyan dontson ?

A legegyszerlibb megoldas Osszehasonlitani a varhat6 értékeiket, £ X -et €s
EY-t, ez azonban a tapasztalatok szerint nagyon kockdzatos dontésekhez vezet.
Daniel Bernoulli [4]-ban javasolta, hogy inkdbb Eu(X)-et és Eu(Y)-t kellene
Osszehasonlitani, ahol v : R — R adott, a befektet6re jellemz6 fiiggvény. Az u-t
hasznossdgi fiiggvénynek szokas nevezni, Eu(X )-et pedig az X vérhat6 hasznos-
sédganak.

Oriési irodalom foglalkozik az optimalis befektetések ilyen megkozelitésével,
mi csak a klasszikus [12, 22, 3, 13, 19] munkakra utalunk. Altaldban u-rél fel-
teszik, hogy monoton névd (azaz tobb pénznek nagyobb a hasznossdga), illetve
hogy konkdv (ezt a befekteté kockézatkeriilésével hozhat6 kapcsolatba). Sajnos
ezeket a feltevéseket a valds személyeken végzett kisérletek nem er8sitették meg,
[1, 10, 21]. Mas feltevéseket javasolt példaul [10, 21], melyek szerint u(z)-nek
x < w-re konvexnek kellene lennie, x > w-re pedig konkdvnak, itt w € R a
befektetd viszonyitdsi pontja.

Egy adott pénziigyi piacon alapvetd feladat optimdlis befektetések vizsgélata.
Milyen feltételek mellett 1éteznek? Hogyan lehet Sket kiszdmolni? Ebben az
értekezésben az els6 kérdéssel foglalkozunk.

Ha u nem konkdv, a szokvanyos mddszerek (konvex dualitas illetve a Banach-
Saks tétel kiilonboz6 véltozatai) nem miikodnek. Tovédbbi nehézségek 1épnek fel
ha [10, 21]-t kovetve feltételezziik, hogy a befektetdk torzitott valosziniiségekkel
dolgoznak. Ilyenkor a dinamikus programozas is cs6dot mond.

E disszertdcidban optimaélis befektetések 1étezését latjuk be a szokvanyostdl
eltérd feltételek mellett. Nem-konkav u fliggvényeket illetve torzitott valoszindisé-
geket tekintiink, valamint olyan piacmodelleket vizsgdlunk, ahol a likviditési ne-
hézségeket is tekintetbe vessziik.

Az eredmények kimonddsédndl zardjelben jelzem, hogy az adott eredmény hol
taldlhat6 a disszertdcioban.

Diszkrét idejii piacmodell

Ha z,y € R" vektorok (valamely n-re), akkor xy jeloli skaldris szorzatukat,
|x| pedig az euklideszi normat. Mindvégig egy rogzitett (2, F, P) valdszintiségi
mez6n dolgozunk és a tekintett szigma-algebrdkrdl feltessziik, hogy minden P-
nulla halmazt tartalmaznak. Rogzitsiik a 7' € N\ {0} idShorizontot, valamint az
Fi, t = 0,...,T filtrdciot. Alkalmazzuk majd az 27 := max{z,0} és 2~ :=
max{—zx,0} jeloléseket x € R esetén.

Rogzitve d € N\ {0}-t, legyen Sy, t = 0,...,T egy d-dimenziés adaptalt
véletlen folyamat, mely d részvény 4rat irja le. Feltételezziik, hogy 1étezik olyan
kockazatmentes pénziigyi eszkoz, melynek ara mindig 1 (“bankszdamla”). Jelolje
¢ € REt=1,...,T abefektetd pozicidja a t idépontban az adott d részvényben:
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ez a folyamat a befektetd stratégidja. Feltessziik, hogy ¢, mindig jésolhatd, azaz
Fi_1-mérhets. Az Osszes stratégia halmazat @ jeloli. Legyen z € R a befektet
kezdeti t6kéje. Ekkor portfoli6janak értéke a ¢ id6pontban

t
Xit =t Y0l 5

j=1

Feltessziik, hogy a befektetd viselkedését jellemzd6 v : R — R fiiggvény mono-
ton nem csokkend és folytonos. Legyen tovabba B egy valés értékli Fr-mérhetd
valdszinliségi valtozo: a befektetd viszonyitdsi pontja. Ez lehet pl. valamely mas
befektet6 portfolidjanak vagy egy t6zsdeindexnek az értéke T'-ben.

A befektetd célja, hogy olyan ¢* stratégiat talaljon, melyre

Bu(X2 - B) = u(z) = d)es(bttp )Eu(X;’(b — B) (1)

ahol ®(u,z) := {¢p € & : Eu_(X;’qb — B) < oo}. Az (1) probléma jdl kitiizott,
ha u(z) < oo.

Most az elméleti kozgazdasagtan egyik kdzponti fogalmardl kell sz6t ejteniink,
az arbitrazsrol (azaz kockdzatmentes haszonrdl). Hatékonyan miikddd piacon ilyen
nem létezhet, ezért természetes bevezetni az alabbi (NA) feltételt.

Definicio. A piacon teljesiil az arbitrazsmentesség feltétele (ennek jelolése (NA))
ha barmely ¢ € ®-re, X%¢ > 0 m.m.-bdl kovetkezik, hogy X%qj =0 mm.

Az altalunk tekintett (1) probléméaban (NA) teljesiilése sziikséges az optimalis
stratégidk 1étezéséhez:
A. Alll’tz'ls.(Proposition 1.5) Ha u szigorian monoton nové és létezik ¢* mely
eleget tesz (1)-nek, akkor (NA) teljesiil. O

2099

Sziikségiink lesz az (NA) feltételnek egyfajta “kvantitativ” jellemzésére. Ehhez
jelolje Dy(w) a P(AS; € -|F;—1)(w) mérték tartdjanak affin burkat.
B. Allités.(Proposition 1.6) (NA) pontosan akkor teljesiil, hat = 0,...,T — 1-re
Iéteznek olyan J;-mérhet6 vy, ke > 0 valdszintiségi vadltozok, melyekre igaz, hogy

P(EAS1 < —n€]|Ft) = ke
minden F;-mérhet6 & valosziniiségi valtozora, melyre £ (w) € D(w) m.m. O
Optimalis stratégiak létezése: diszkrét ideji piacok

A jelen értekezés £6 eredményei optimalis befektetések 1étezését igazoljak sza-
mos modellosztilyban és kiilonb6z6 befektet6i kritériumok szerint. Ezen ered-
mények — a kapcsolodo ellenpéldédkkal egyiitt — ravilagitanak arra, hogy milyen
paraméterek vezetnek értelmes feladatokhoz, melyeket aztdn a gyakorlatban hasz-
ndlni lehet.

Els6ként a varhatd hasznossdgot maximalizaljuk feliilrdl korldtos u esetében.
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C. Tétel.(Theorem 2.1) Tegyiik fel, hogy (NA) teljesiil, u pedig feliilrél korlatos és
fennall

xgrfloo u(z) = —oo.

Tegyiik fel tovabbd, hogy
Eu(z — B) > —oo minden z € R-re.

Akkor minden z € R esetén Iétezik ¢* = ¢*(z) € ® melyre (1) teljesiil. ]
Most megnézziik, mi torténik, ha v nem korlatos feliilrdl.
Példa. Legyen

w(z) = %, x>0
B _|ZC|/87 ZL’<0,

ahol «, 8 > 0. Tegyiik fel, hogy Sop = 0, AS; = £1 pilletve 1 —p valdszinliséggel,
valamely 0 < p < 1-re. Ekkor

Eu(nASy) = pn® — (1 —p)n”.

Ha oo >  ésp > 1/2 akkor E(u(nASy)) — oo, n — oo. Tehdt ahhoz, hogy
az optimalis befektetési probléma jol kit{izott legyen, sziikséges, hogy a < 3
fennalljon. Al4bb latni fogjuk, hogy ez elégséges is, alkalmas feltételek mellett.

Az alébbi tulajdonsdgokat koveteljiik meg u-rdl:
1. Feltevés. Tegyiik fel, hogy 1étezik ¢ > 0,z > 0,7 > 0, 0 < o < 3 melyekre

minden \ > 1 esetén fennall
Au(z)+chax > 7,
/\Bu(a:) haz < —z,

=N
>
&
IAIA

valamint teljesiil
u(—z) < 0,u(z) > 0.

Jelolje W azon véges dimenzids Y valdszinliségi véltozok halmazat, melyekre
E|Y|P < oo teljesiil minden p > O-ra.
D. Tétel.(Corollary 2.20) Tegyiik fel, hogy

uw(z) > —m(|jz|P +1), z€R,

valamely m,p > 0O-re. Legyen B € W alulrol korlatos, Sy — S;—1 € W, 1 <
t < T és (NA) teljesiilion tigy, hogy az A. Allitisban szereplé mennyiségekre
1/, 1/ke € W, 0 <t <T — 1. Akkor Iétezik olyan ¢* € ®(z), mely eleget tesz
(1)-nek, valamint oy €¢ W, 1 <t <T. O
E. Tétel.(Corollary 2.22) Az 1. Feltevés mellett legyen tovabbd S;, 1 < t < T
korldtos folyamat. Teljesiilion (NA) tigy, hogy az A. Allitdsban szerepld v, ky
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konstansok, 1 < t < T — 1. Akkor Iétezik olyan ¢* € ®(z), mely eleget tesz
(1)-nek, valamint ¢;, 1 <t < T korlatos folyamat. O
Megemlitjiik az el6bbi két tétel egy érdekes kovetkezményét.
F. Kovetkezmény.(Corollary 2.47) Legyen S; — Sz 1 € W, 1 <t < T és (NA)
teljesiiljon tigy, hogy az A. Allitisban szereplé mennyiségekre 1 Jve, 1)k €W,
0 <t < T — 1. Akkor létezik olyan Q1 ~ P mérték melyre d@Q),/dP korldtos,
dP/dQ, € W és S egy Q1-martingal Létezik olyan Q2 ~ P is, melyre dP/dQ2
korldtos, dQ2/dP € ‘W és S egy Q2-martingal. Ha pedig Sy, 1 < t < T korldtos
folyamat és (NA) teljesiil vy, k; konstansokkal, 1 < t < T' — 1, akkor van olyan
Q3 ~ P, melyre dQs3/dP,dP/dQs egyarant korldtosak és S egy (Q3-martingdl. O
Most [10, 21]-t kdvetve olyan befektet6ket vizsgdlunk, akik torzitott valészi-
niliségekkel szdmolnak. E célbdl bevezetjikk az vy, u— : Ry — Ry és wy,w_ :
[0,1] — [0, 1] fiiggvényeket, melyeket folytonosnak tételeziink fel, valamint meg-
koveteljiik, hogy u4(0) = 0, we(0) = 0 és wy(1l) = 1. Ebben a modell-
ben a befektetd kiilon tekint nyereségére illetve veszteségére: u. (z) kifejezi az
x nyereség altal keltett elégedettséget, u_(x) pedig az x veszteség dltal keltett
csalédast. Természetesen lehetséges lenne az u4 fliggvényekbdl egy u hasznossagi
fliggvényt gylrni a

u(x) :=uy(x), >0, u(z) :=—u_(—x), £ <0 2)

definicidkkal, de célszertibb w4 -al dolgozni.
Minden 6 € ®-re definidljuk a

Vi(0,2) = /0 T (P (u+ <[X§’Z - B]+> > y)) dy, 3)
way:AwwO%%QXfB}>24Ddy ()

mennyiségeket. Jelolje A(z) azon 6-k halmazat, melyekre V_ (6, z) < oco. Legyen
V(@, Z) = V+(0> Z) - V- (97 Z))

ha 6 € A(z). Vegyiik észre, hogy ha wy(x) = z, azaz nincsen torzitds, akkor az
(2)-ban szerepld u fiiggvénnyel A(z) = ®(u, z) és V (0, z) = Eu(Xr;’a — B).
Célunk olyan 6* € A(z)-t taldlni, melyre

V(0*,z) = sup V(6,z2). (5)
0cA(z)

2. Feltevés Legyen F; a 0(Z1,. .., Z;) teljessé tétele (P szerint), t = 1,...,T,
ahol Z;, i = 1,...,T fiiggetlen, R™V-értékii valészintiségi véltoz6 valamely N &
N-re. Yy € RF konstans, Y1 = f1(Z1), Y = fi(Y1,...,Yi 1, Z), t =2,...,T
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alkalmas f; : RVT(-DL 5 RL folytonos fiiggvényekkel, valamely L € N-
re. Tegyiik fel tovdabba, hogy B = ¢(Y1,...,Yr) valamely folytonos g-re és az
arfolyamatra S¢ = Y, i = 1,....d teljesiil t = 0,...,T-re, ahol 1 < d < L.
Tovabba minden ¢ = 1,...,T-re létezik J;-mérhetd egyenletes eloszlasu U; ami
fiiggetlen F;_1 V o (Y};)-t6l.

A fenti feltevésben szerepld Y folyamat az adott gazdasagot leird tényezdket
modellezi. Az els6 d koordinataja adja meg a tekintett részvények drait, a tobbi
koordinéta pedig esetleges mas tényezdket (inflacid, munkanélkiiliség). Megje-
gyezziik, hogy a 2. Feltevésre azért van sziikség, mert biztosit egy bizonyos zart-
ségi tulajdonsédgot a Law(X;’¢), ¢ € ® halmazra (a preciz megfogalmazasért lasd
az értekezés 3.3 szakaszat, ahonnan az is kideriil, hogy ez a zartsagi tulajdonsag
konnyen sériilhet).

Els6ként most is azt az esetet nézziik, amikor - feliilr6l korlatos.

G. Tétel.(Theorem 3.4) Legyen u feliilr6l korldtos, u_(0c0) = 00, u_, w_ mono-
ton nové és w_(z) > 0, z > 0, valamint tegyiik fel, hogy

V_(0,2) < oo. ©6)
Ha (NA) és a 2. Feltevés igazak, akkor

V(0*,z) =supV (6, 2).
0cd
valamely 0* = 0*(z) € ®-ra. O
Lathatéan nem koveteltiik meg w4+ monotonitdsat vagy konvex/konkavitdsat.
Ezért a nagyfoku altalanossagért azzal fizetiink, hogy a piacmodellrdl kell erds
feltevéssel €élnilink (2. Feltevés).
Most arra az esetre tériink at, ha w4 nem feltétleniil feliilrdl korlatos.

3. Feltevés Legyen

up(z) < k(2% +1),
ko(af —1) < u_ (),
w4 (P) < g+p’,
p) > g1,

valamely «, 3,7, d, k+, g+ > 0 konstansokkal. Tegyiik fel, hogy az aldbbi harom
feltevés (legaldbb) egyike fenndll:

vi<1, <8
Y

vagy

v>1,0<1, a<p,
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vagy
B

a e
a<pf, — <1< =,u_,w_ monoton néve.
Y

o

Fé eredményiink a kovetkezd:
H. Tétel.(Theorems 3.16, 4.16) Legyen érvényben a 2. és 3. Feltevés. Legyen
B € W alulrdl korlatos, V_(z — B) < oo minden z € R-re, Sy — S;—1 € W,
1 <t < T és (NA) teljesiiljon tigy, hogy az A. Allitdsban szereplé mennyiségekre
1/vy, 1/ke € W, 0 <t <T — 1. Ekkor minden z € R-re

sup V(0,z) < oo, @)
OcA(z)
és létezik 0" = 0*(z) € A(z) amelyre (5) teljesiil. O

Megjegyezziik, hogy o < 3 és a/y < /0 sziikséges feltételei (7)-nak, ldsd az
értekezés 3.4 szakaszat. A G. és H. Tételek alkalmazhaték példaul bizonyos nem
teljes diffizids piacmodellek diszkretizaltjaira, lasd az értekezés 3.6 szakaszit.

Optimalis stratégiak létezése: folytonos idejii piacok

Mostantdl feltételezziik, hogy a kereskedés folytonosan torténik a [0, 7] in-
tervallumon. Legyen F;, ¢t € [0,7] egy jobbrol folytonos és P-teljes filtracio.
Legyen az S, t € [0, T arfolyamat R%-értéki és adaptalt, melynek majdnem min-
den trajektéridja jobbrol folytonos és baloldali hatarértékkel rendelkezik. Legyen
@t t € [0, T szintén R-értékd, jésolhaté folyamat mely leirja a d részvény port-
foliéban 1évd mennyiségét a ¢ idSpontban. Feltessziik, hogy S szemimartingal, ¢
pedig S-integralhato.

A portfoli6 értéke a ¢ id6pontban

t
X% =24 / udSy, te€[0,T], ®)
0

ahol z a kezdeti t6ke.

Sajnos nem dolgozhatunk az 6sszes S-integralhaté stratégiaval, mert akkor ar-
bitrazs 1épne fel. Ezért egy némileg 6nkényes, de j6l mikddd osztilyt jeldliink
ki. Feltessziik, hogy van olyan () ~ P, amelyre nézve S martingdl. Egy piacot
teljesnek mondunk, ha csak egyetlen ilyen () létezik. Rogzitiink egy ilyen Q-t és
legyen

Dy = Da(Q) = { : X" Q-martingal}.

Teljes piacokon a @, osztily természetes valasztds és minden F-mérheté H €
LY(Q) esetén van olyan z € R és p € ®, melyre H = X7 (azaz H elddllithato
az adott részvényekkel). Mint az el6z6 szakaszban, most is rogzitjik uy-et és
w4 -et, valamint egy Fr-mérhetd R-értéki valdszintiségi valtozot, B-t.
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4. Feltevés. Legyen dQ/dP,dP/dQ € W. Legyen a dQ/dP val6szinlségi
véltozé @ alatti eloszlasfiiggvénye folytonos, B € L(Q). Végiil l1étezzen egyen-
letes eloszlasu (P alatt), Fp-mérhetS U, mely fiiggetlen d@ /d P-tSl (P alatt).

5. Feltevés Ha X = B vagy X € L'(Q) mérhets o(dQ/dP, U,)-ra, akkor létezik
olyan ¢ € ®,, hogy X = X7:%.
Jelolje, csakigy, mint (3)-ban és (4)-ben,

Vi(p,2) = /000 wy (P (U+ ([Xf’z - B]+> > y)) dy,

V_(p,2) = /000 w_ <P (u, ([X%’Z — B]_> > y)) dy.

Legyen most
A(z) :={p € O : V_(p,2) < o0}

és definidljuk minden ¢ € A(z)-re az aldbbi mennyiséget:
V(QO, z) = Vi(p, Z) —V_(e, Z)'

Arra keresiink feltételeket, hogy

sup V(p,z) < oo )
PeA(2)
legyen, illetve, hogy
sup V(p,z) =V(¢",2) (10)
PEA(2)

teljesiiljon valamely o* € A(z)-re.
| Allités.(Propositions 4.5, 4.8, 4.9) A 4. Feltevés mellett, ha (9) teljestil, akkor
sziikségképpen

B

~
igaz. O

J. Tétel.(Theorems 4.15, 4.18) Teljesiiljon a 4. Feltevés, valamint V_(0, z) < oo
minden z € R-re. Ha

a<pf és <1<

=|Q

a<p e Y1l (11)

Y v
akkor (9) igaz. Ha az 5. Feltevés is fenndll, akkor Iétezik p* = ¢*(z), melyre (10)
igaz. |

A 4. és 5. feltevések teljesiilnek a jol ismert Black-Scholes modellben.
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Piacok likviditasi megkotésekkel

Az el6z6 szakasz modelljében maradunk, azzal a kiilénbséggel, hogy most te-
kintetbe vessziik a piacon jelen 1év6 likviditasi nehézségeket: nagy mennyiségii
részvényt csak kedvez6tlenebb dron lehet adni-venni. Nagyon sok, a miénkhez
hasonlé modellrdl irtak, 1asd példaul [11, 5, 2, 20, 18, 8], mégis az alabbi K. Tétel
az elsd éltaldnos eredmény optimaélis stratégidk egzisztencidjardl.

Jelolje O az opciondlis szigma-algebrat (melyet az adaptélt, jobbrol folytonos
folyamatok generalnak €2 x R-en).

A stratégidk aldbbi osztdlyaval dolgozunk majd:
T
A= {qb . ¢ Re-értékd, O-mérhetd folyamat, / |pu|du < 00 m.m.} ,
0

itt ¢! a kereskedés sebességét adja meg az i. részvényre a t idSpontban, mely

negativ, ha a befektetd elad és pozitiv, ha vasarol. Pozicidink a d részvényben a t

idépontban ekkor ¢; = ¢g + fg ¢ndu (az integral koordinatanként értendd).
Tegyiik fel, hogy 0 kezd6tdkével indulunk és ¢ € A. Ekkor portfolionk értékét

sz

(8) adja meg, igy a bankszdmlan 1év6 pénz mennyisége

T T
/ oidSi— oSy — — / buSydt, (12)
0 0

feltéve, hogy a kezdeti poziciénk ¢y = 0 a részvényekben. Ez utébbi kifejezés
azonban akkor is értelmezhetd, ha S nem szemimartingal.

Ezen felbatorodva feltessziik, hogy (12) adja meg pozicidnkat a kockdzatmen-

tes termékben (= bankszdmla), ha nincsenek likviditasi nehézségek. Ez utobbiakat
viszont egy G fliggvénnyel jellemezziik.
6. Feltevés. Legyen G : Q x [0,T] x R? — R, egy O ® B(RY)-mérhets
fiiggvény, melyre G(-) konvex és Gy(x) > G¢(0) minden w,t,z-re. Valamely
o > 1-re létezik olyan opciondlis Hy, t € [0, T folyamat melyre infyc(o 77 Hy > 0
valészintiségi valtozd és

Gi(x) > H¢|z|*, minden w,t, z-re,

T
/ sup Gi(z) | dt <oco m.m. minden N > O-ra.
0 |z|<N

Tipikus valasztds d = 1 esetén Gy(x) := H;2? valamely alkalmas H folya-
mattal. Definidljuk G Fenchel-Legendre konjugaltjat is:

Gi(y) := sup (zy — Gy(x)), y € R, t € [0, T7. (13)
z€R4

Legyen z € Rt a kezdeti poziciénk: 2 a pénz a bankszdmlan, 2* az i.

részvény mennyisége, ¢ = 1,...,d. Tekintetbe véve a likviditasi problémakat,
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feltessziik, hogy pozicidnkat ¢ € A esetén a bankszamlan

t t
ﬁ%@%zfjA%&M—ACM%Mw

az 1. részvényben pedig
. . . t .
X{(z,¢) = (pff—zz—i—/ dpdu 1 <i<d
0

adja meg. Ha ¢ € R, akkor jelolje ¢ azt a (d 4 1)-dimenzids vektort, melynek 0.
koordinéatdja c, a tobbi pedig 0.

K. Tétel(Theorem 5.12) A 6. Feltevés mellett legyen u : R — R konkdv és nem
csokkend, melyre Eu(c — B + W) < oo teljesiil, ahol W = fOT G;(—Sy)dt.
Létezik olyan ¢* € A’(u, c¢) melyre

Eu(X9(¢,¢*) —B)= sup Eu(X(¢¢) — B) < oo,
peA’ (u,c)

feltéve, hogy
Al(u,e) =={p € A: XH(¢, ) =0,1<i<d Eu (X% ¢)—B) < oo}

nem iires. u

A fenti tétel alkalmazhat6 példdul abban az esetben, amikor u, B feliilrél
korlatosak és G(0) = 0.

A felsorolt eredmények forrasai

A C. és G. Tételek [14]-bdl szarmaznak, a D. és E. Tételek [7]-bol, a H. Tétel
pedig [6]-b0l és [16]-bol. Az A. és B. Allitasok, valamint az F. Kovetkezmény is-
mertek [17]-b6l. Végiil az 1. Allitds és a J. Tétel forrdsa [15], a K. Tételé pedig [9].
Megjegyzem, hogy az értekezésben helyenként az eredeti cikkeknél kissé er6sebb
vagy gyengébb eredményeket kdzoltem és bizonyitottam.
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