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1. Bevezetés

A szamitogéppel segitett geometriai tervezés (Computer Aided Geometric Design —
CAGD) viszonylag fiatal tudoménytertilet. Kialakulasa az 1960-as évekre tehetd,
amikor jarmiitervezést — elsGsorban auto- és repiil6gép-tervezést — segité szamito-
gépes rendszerek fejlesztésébe fogtak. Elsé folyoiratat 1984-ben adték ki Computer
Aided Geometric Design néven.

A CAGD gorbék és feliiletek szamitogép segitségével valo modellezésének (leira-
sanak, vizsgalatanak, modositasanak) matematikai és informatikai vonatkozasaival
foglalkozik. Gorbék leirasara leggyakrabban a

Fj:la,b] > R, u€[a,b] CR, d; € RY, d >2

alakot hasznaljuk, ahol a d; pontokat kontrollpontnak, az 6ket Gsszekots torott-
vonalat kontrollpoligonnak nevezziik. Tetsz6leges, folytonos F; fiiggvények esetén
folytonos vonalat kapunk, ahhoz azonban, hogy a gyakorlatban — geometriai terve-
zésben — hasznalhato gorbét kapjunk, az F; fliggvényekre tovabbi feltételeket kell
kir6ni. Az {Fj}?:o fiiggvényrendszerrel szembeni legfontosabb kovetelmények a nem-
negativitds, az egységfelbontas (37 o Fj (u) = 1,Vu € [a,b]), a linearis fiiggetlen-
ség, tovabba az, hogy biztositsak a gorbe hullamzéscsokkents tulajdonsiagat. A
hullamzascsokkentd tulajdonség azt jelenti, hogy barmely hipersik legfeljebb annyi
pontban metszi a gorbét, mint a kontrollpoligonjat. A kontrollpont-alapi gorbele-
iras tamogatja a tervezdi intuitivitast, valamint elényos adattaroléasi és adatatviteli
szempontbol is.

A leggyakrabban hasznalt fiiggvényrendszerek a (racionélis) Bernstein-
polinomok, a normalizalt (racionalis) B-szplajn alapfiiggvények, melyekkel rendre
a (racionéalis) Bézier-gorbe, a B-szplajn-gorbe ill. a racionalis B-szplajn- (mas néven
NURBS) gorbék irhatok le. Gorbék kontrollpontokkal valo megadasat egymastol
fliggetlentl Bézier (Bézier, 1966) és de Casteljau (de Casteljau, 1959) honositotta
meg a geometriai tervezésben. Napjainkra ez a gérbemegadés elsédleges szerepet
jatszik mind az elméleti kutatasokban, mind a kereskedelemben kaphato tervezd-
rendszerekben. A kutatasban a polinomidlis és racionélis gorbék hegemoniaja a
90-es években megtort, azota szamos mas tipusi bazist adtak meg a geometriai mo-
dellezés szémara, mint pl. trigonometrikus, hiperbolikus, exponenciélis, valamint
ezek kombinalasa a polinomokkal.

A gorbék leirasa mellett alakmodositasi lehet&ségeik feltarasa, adott kényszereket
kielégité modositési eljarasok kidolgozésa, valamint geometriai tulajdonsagaik vizs-
galata is intenziven kutatott témak. A gyakorlati alkalmazhatosig érdekében olyan
eljarasok kidolgozasara kell torekedni, melyek a mélyebb geometriai ismeretekkel
nem rendelkezd, atlagos felkésziiltségi tervezk szamara is érthetGek és hasznalha-
toak.

Az értekezés a kontrollpont-alapt gorbeleiras, valamint az igy leirt gorbék vizs-
galatanak és alakmodositasdnak terén elért eredmények alabbi harom csoportjat
targyalja.
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1. Uj bézis szerkesztése a legfeljebb n-edrend (2n-edfokn) trigonometrikus po-
linomok terében, melyek segitségével zart gorbék modellezhetsk (1) alakban.

2. Racionélis B-szplajn-gorbék fokszamanak, stlyainak és csomoértékeinek val-
toztatasakor felleps alakvaltozasok vizsgalata és adott geometriai feltételeket
teljesité alakmodositasi eljarasok kidolgozésa.

3. Uj modszer megadéasa az (1) alakban adott globalisan valtoztathato gérbék
szingularitasainak (cstcs-, onmetszés-, eltling gorbiiletd és torzidju pontjai-
nak) és konvexitasanak meghatarozasara.

A legfeljebb n-edrendi trigonometrikus polinomok terében definialt un. ciklikus
bézis elméleti érdekessége, hogy bar a fiiggvényrendszer nem teljesen pozitiv, mégis
rendelkezik a B-bazisok legtobb kedvezd tulajdonsagaval. Ezek felhasznalasaval re-
dundans kontrollpontok megadasa nélkiil, szingularitdsmentes paraméterezést, C*°-
osztalya zart gorbéket modellezhetiink (1) alakban. Ezt orvosi képfeldolgozasban
alkalmazta (Gu, Pati & Dunson, 2014).

A racionalis B-szplajn-gorbék sillyal torténd alakmodositasara kidolgozott elja-
ras elénye a meglévékhoz képest az, hogy tobb suly valtoztatasara épiil, ami pozici-
onalis és érintési feltételek egyidejd kielégitését teszi lehetévé. Ezt az eljarast tobb
cikk idézi, pl. (Hu, F.Li, Ju & Zhu, 2001), (Yin, 2004), (Pourazady & Xu, 2006).

A csomoértékek valtoztatasaval felleps alakvaltozas geometriai tulajdonsagait,
valamint az ezek segitségével elérhetd alakmodositasokat mi vizsgaltuk elGszor. A
kapott eredmények geometriai kényszereket kielégité alakmodositast tesznek lehe-
tové. FEzeket az eredményeket tobb publikacioban felhasznaltak, vagy ismertették,
hivatkozték a teriilet lényeges eredményei kozott, pl. (Tuli, Reddy & Saxena, 2006),
(Li & Wang, 2006), (Sobester & Forrester, 2014).

Korabban az (1) alakban adott globalisan valtoztathaté gorbeosztalynak csak
egyes elemeit (f6leg a Bézier-gorbét) vizsgaltak szingularitas szempontjabol. Mi a
teljes osztaly vizsgalatat végeztiik el, erre adtunk modszert. Ezt mas, nempolinomi-
alis gorbék vizsgalatakor is hasznaltak vagy ismertették, pl. (Zhao & Wang, 2007),
(Cao & Wang, 2007), (Karousos, Ginnis & Kaklis, 2009).

2. Uj tudoméanyos eredmények

2.1. Ciklikus gorbék

Gorbék (1) alakban valo leirasara kezdetben kizarolag polinomidlis béazisfiggvénye-
ket hasznéltak. A hetvenes évek méasodik felétdl teret nyertek a racionalis fiiggveé-
nyek, elsGsorban a racionélis B-szplajn-bézis. A gyakorlati alkalmazasok olyan ter-
vezérendszereket igényelnek, amelyek hasznalataval a felhasznald minél egyszertibb
modon hozhat 1étre valtozatos alaki gorbéket. A racionalis bazisokkal szemben tobb
jogos kritika fogalmazhato meg. Néhany ilyen észrevétel (teljesebb lista a (Farin,
1989), (Piegl, 1991), (Pottmann & Wagner, 1994) cikkekben talalhato):
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e a polinomialis gorbék alakjanak modositasa csak a kontrollpontokkal lehet-
séges; a racionalis gorbéknél tjabb eszkoz a kontrollponthoz tarsitott sily,
aminek a kozvetlen hasznalata azonban egy atlagos tervezd szaméra megold-
hatatlan feladat;

e az n-edfoku polinomialis gorbe derivaltja (n — 1)-edfokt, az n-edfoku racio-
nalis gorbének azonban 2n, ezért a magasabb rendi derivaltak nagyon magas
fokszamot eredményeznek;

e nem lehet veliik transzcendens gorbéket (pl. csavarvonalat, lancgorbét, ciklo-
ist) egzaktul leirni, melyek azonban a miiszaki alkalmazasoknél gyakran eld-
fordulnak.

A 90-es évek masodik felétdl intenziv kutatasok folynak mas bazisok alkalmaza-
sara. A Bézier-gorbék altalanositasaként sziiletett a C-Bézier-gorbe (Zhang, 1996),
(Chen & Wang, 2003) és a H-Bézier-gérbe (Huang & Wang, 2007), melyek bé-
zisfiiggvényei rendre a trigonometrikus, illetve a hiperbolikus fiiggvényeket is ma-
gukba foglaljak. Természetesen szplajn bazisfliggvények esetén is kombinaltak a
polinomiélis és trigonometrikus (Zhang, 1997), (Wang & Chen, 2004), (Wang & Li,
2006), vagy hiperbolikus (Lii, Wang & Yang, 2002) fuggvényeket, illetve mindkettst
(Zhang, Krause & Zhang, 2005). Ezen kiterjesztések kozos jellemzgje, hogy alapve-
téen nyilt gorbék modellezésére késziiltek, mivel a végpontokban interpolalnak (az
elsé és utolsoé kontrollponton atmennek).

Végpontbeli interpolaciot biztosito gorbékkel (pl. Bézier-gorbével) zart alakot ak-
kor kapunk, ha a kontrollpoligon elsé és utolso cstucséra teljesiil a dy = d,, egyenldség.
Ez a feltétel olyan zart gorbét eredményez, amely keresztiilmegy a dy kontrollpon-
ton, azonban altalaban csak C%-osztalyt ebben a pontban. Magasabb folytonossagi
osztéalyu zart gorbék leirasahoz a kontrollpontokra tovabbi (a folytonossagi rend no-
velésével egyre bonyolultabb) geometriai feltételeket kell elSirni. Szplajn-gorbével
nagyobb simasagu zart gorbe is leirhat6. Ha a k-adrendii B-szplajn-gorbe {a; }j:éc !
kontrollpontjaira az a; = djmoedm+1), ( = 0,1,...,n+ k — 1) feltételek teljesiilnek,
valamint az egyszeres multiplicitdst csomoéértékeket gy adjuk meg, hogy megis-
mételjiik az elsé k — 1 db. csomoérték-intervallum hosszat is, akkor C*~2-osztélyt
zart gorbét modellezhetiink. Tehat a végpontokban interpoléld gorbékkel csak ugy
tudunk magasabb simasagu zart gorbét modellezni, ha redundans adatokat is meg-
adunk.

A zart gorbék modellezésének fenti probléméi motivaltak, hogy a legfeljebb n-
edrendi (2n-edfoki) trigonometrikus polinomok

Vo = (Vi) = (1, cos(u), sin(u), . . ., cos(nu), sin(nu) : w € [0,27]),0 <n € N

terében az un. ciklikus fiigguényrendszert definialjuk, amely segitségével redundéns
kontrollpontok megadasa nélkiil, szingularitdsmentes paraméterezésti, C*°-osztalyu
zart gorbéket modellezhetiink (1) alakban. A ciklikus bazis elméleti érdekessége,
hogy béar a fiiggvényrendszer nem teljesen pozitiv, mégis rendelkezik a B-bazisok
(lasd (Carnicer & Pena, 1994)) legtobb kedvezd tulajdonsagaval, tovabbé segitsé-
gével sok nevezetes gorbét egzaktul le tudunk irni kontrollpontok segitségével. Az
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eredményeket a (Roth, Juhasz, Schicho & Hoffmann, 2009), (Roth & Juhasz, 2010)
és (Juhasz & Roth, 2010) cikkekben publikaltuk.

1. Definicié (Ciklikus fiiggvényrendszer (Roth, Juhasz et al., 2009)). A

2n
C, = {Cm(u) = ;—Z (1+ cos (u — i)\n))n} ,u € [0, 27| (2)
i=0
kifejezéssel adott fiigguvényeket ciklikus figguényeknek nevezzik, ahol
22n 2m
Cn = 7o An =
2n+1) (7 2n +1

€s a ¢, normalizdlé konstansra a

{ %, han =1,
Cn = 2n
mcn_l, han>1

rekurzio is teljestil.

1. Tétel (Linearis fiiggetlenség (Roth, Juhasz et al., 2009)). A C, figg-
vényrendszer a V,, vektortér bazisa.

Ezen nemnegativ, normalizalt, linearisan fliggetlen fiiggvényrendszerrel definial-
juk a ciklikus gorbét.

2. Definici6é (Ciklikus goérbe (Roth, Juhasz et al., 2009)). n-edrendd  (2n-
edfoki) ciklikus gorbén az

a, (u) = Z Cin(u)d;, ue0,27], n>1 (3)

gorbét értjiik, ahol d; € R, d > 1.

A ciklikus elnevezést az indokolja, hogy a gérbék kontrollpontjaik ciklikus per-
mutécidjaval szemben invaridnsak, azaz ugyanazt az alakot irjak le, természetesen
més-mas paraméterezéssel. Mivel a bazisfliiggvények 2m-szerint periodikusak, a gor-
be értelmezési tartomanya tetszéleges 2m-hosszisdgu intervallum lehet.

A C, fiiggvényrendszer nemnegativ és egységfelbontést alkot, ezért a gérbe kont-
rollpontjainak konvex burkdban van. A Cj, alapfliggvény egyértelmd maximuma
az u = i\, helyen van, ezért a d; kontrollpontnak az a,, (iA,) gorbepont kornyeze-
tében van legnagyobb hatésa a gorbe alakjara. C;, az u = 7 + i\, helyen elttinik,
ezért a d; kontrollpontnak nincs hatésa az ehhez tartozd goérbepontra, azaz ez a
gorbepont invarians a d; kontrollpont valtoztatasaval szemben, azonban ezen pont
kivételével d; hatassal van a gérbe minden pontjara, vagyis a ciklikus gorbe globali-
san modosithato. Bar a kontrollpontoknak globalis hatasa van a gorbe alakjara, ez a
hatas azonban drasztikusan csokken — kiilonosen magas rend esetén — a maximalisan
befolyasolt ponttol tavolodva.
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Geometriai modellezés sordan — pl. a hatékonyabb alakmodositéds érdekében —
gyakran sziikséges ugyanazt az alakot tobb kontrollponttal leirni. Ez esetiinkben
a rend novelését jelenti, azaz adott n-edrendd ciklikus gorbéhez meg kell hatéroz-
nunk annak az (n + z)-edrendii (z > 1) ciklikus gérbének a kontrollpontjait, mely
az eredetivel megegyezs alakot ir le. A rendszamnévelésre sikeriilt zart formuléat ad-
nunk, valamint megmutattuk, hogy a rendszamnovelés soran a kontrollpoligon egyre
kozelebb kertil a gérbéhez.

2. Tétel (Rendszamnévelés (Roth, Juhasz et al., 2009)). Az (n+ 2)-
edrendd (z > 1)
2(n+z

)
ans: (u) = Y Cinp: (u)d;, u € 0,27
j=0

ciklikus gorbe pontonként megegyezik az n-edrendd (3) gorbével, ha a kontrollpoli-
gonjat
Dn+z - [d]}]:o == [Xz (j>\n+7’)]j(:0+ )

mdodon vdlasztjuk meg, ahol x.:[0,21] — R4,

- m Z > (Mﬁz)) cos ((n — k) (u — i\,)) d,.

3. Tétel (Konvergencia (Roth, Juhasz et al., 2009)). A rendszdmndvelt gor-
212(n+z
be Dy, = [dZ]

=0 ) kontrollpoligonja az a,, (u) gorbéhez konvergdl, azaz a

lim x, (u) = a, (u), Yu € [0, 27]

Z—00

eqyenldség teljestil.

Gorbék modellezése soran elvaras, hogy a gérbe ne csak kovesse a kontrollpoligon
alakjat, hanem bizonyos jellemzsit csdkkentse is. Az egyik legfontosabb ilyen jellegt
tulajdonsag a hullamzascsokkentés (variation diminishing). A hullamzascsokken-
tés bizonyitasa az egyik legnehezebb feladat egy 1j fliggvényrendszer bevezetésekor,
esetiinkben is igy volt.

3. Definici6é (pl. (Farin, 1988)). Akkor mondjuk, hogy az (1) gérbe hullimzds-
csokkentd, ha a gorbét barmely hipersik legfeljebb annyi pontban metszi, mint a kont-
rollpoligonjdt.

4. Tétel (Hullamzascsokkentés (Roth, Juhasz et al., 2009)). A (3) ciklikus
gorbe rendelkezik a hulldmzdscsokkentd tulajdonsdggal.

Ennek gyakorlati szempontbol fontos kivetkezménye a sikbeli kontrollpoligonok
konvexitasanak megérzése.



dc_1069 15

1. Kovetkezmény (Konvexitas-megdrzés (Roth, Juhasz et al., 2009)). Ha
a (3) ciklikus sikgorbe kontrollpoligonja konvex, akkor maga a gorbe is az.

AV, térnek a természetes bazisa a
T = {T; ()}, = {1, cos u,sinw, . .., cos (nu) ,sin (nu) ,u € [0, 27]}

fiiggvényrendszer. (Pl. a nevezetes gorbék tobbségének leirasat altalaban ebben
ismerjiik.) Megadtuk a 7, és C, béazisok kozotti transzformécié matrixat.

5. Tétel (Bazistranszformacié (Roth & Juhasz, 2010)). A 'V, tér C, =
{Cin (W)}, bdzisa a T, = {T; (w)}.", bazisbdl a

Con (1) 6070 €0,1 Joa R Jon 1o (u)

Chin (u) 2 1,1 fia e Clp fin Ty (u)

Con (u) 20 2,1 f2a e Cap fom Ts (u)

Czn—l,n (U) m%m €on—1,1 f2n—1,1 Tt €an—1n f2n—1,n Ton—1 (U)
L C2n,n (u) i L 62%’0 €2n,1 f2n,1 Tt € f2n,n 1 L T2n (u)

transzformdcioval dllithato eld, ahol

€i,k:2n+1WcOS(’Ln), :0,1,...,n
és ( ) )
fik = Ml (2:) sin (ki\,), k=1,...,n.
Az inverz transzformdcio alakja
[ To(u) ] [ €00 o1 o2 - Coom—1 Soom 171 Con (u) |
T (U) 51,0 51,1 51,2 s 51,2n—1 51,271 C1,n (U)
15 (u) - Co G G2 + Can-1 Cion Con (u)
Tanl <u> gn,O fn,l 571,2 e gn,2n71 5n,2n Canl,n ('U,)
L T2n (U) i L Cn,O Cn,l Cn,2 e <n,2n—1 Cn,?n 1 L CQn,n (u) i
ahol o
Sk = (2’;”1) cos (ki)
(nfk)
€s

()
(")

Cri = sin (ki\,) .
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Az ellipszisek (korok), zart epi- és hipocikloisok, Lissajous-gorbék, toruszcsomok,
foliumok a zart gorbék azon osztélyadhoz tartoznak, amelyek

x:[0,27] = R d > 2,
{x<u>:[x1<u> va(u) - za(u)]” ©)

alakban irhatok le, ahol

o () =y (w, { (0b 69}y { (B ) Y reon) =
:Zaécos(pu—f—l/}ll,)—l—Zﬁésin(qu—i—gon), (l=1,2,...,d),

peEPR qEQq

és P,Q; C N, O&é, (l], Il), g@é € R. Ez a gorbecsalad egzaktul leirhato ciklikus gorbé-
vel.

1. Lemma ((Roth & Juhasz, 2010)). Tekintsik az (5) zdrt gorbéket és legyen
n > Nuin 1= max{e‘ ec UL (PU Ql)} /

Vezessik be a

T

kontrollpontokat és az dltaluk meghatdrozott
2n T
a, (u) = Z Cin(u)d; = [ a1 (u) ao(u) -+ aq(u) ], uel0,2n
i=0

ciklikus gorbét! Ekkor az a, gorbe l-edik (1 =1,2,...,d) koordindtafiiggvénye

a (1) = (21n) (Z ol (ﬁ_ﬂp) cos (pu+ L) + Y 4. (ant q) sin (qu + gog)> (7)

n pEPR, q€Q;

alakban fejezhetd ki.
Megforditva, ha egy ciklikus gorbe koordindtafigguényei (7) alakiak, akkor annak
kontrollpontjai pontosan a (6) pontok.

6. Tétel (Egzakt leiras (Roth & Juhasz, 2010)). Tekintsik az
X(u)= [T (u) Toluw) - Fa(uw)]", uwel0,27],
zart gorbét, mely koordindtafiigguényer
7 (u) = Z&;COS (pu%—&ll,) + Zgésin (qu—i—@f]) L 1=1,2,....d, (8)
PEP, qeQ)

alakiak, ahol P, Q; C N és 54;, gé, Nfg, §5lq € R/ Legyen

n > Npip 1= max{e‘ e e Ule (P, UQ;)}

7
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ésr € N! Ha az 1. segédtétel x gorbéjében szerepld konstansokat

G

%00:(%7 NAGE J}+%¥peﬂ, (9)
2n
B, (n) = () q'By @ (n) =3, + %ﬂ q€Qr (10)

2n
()
mddon adjuk meg, akkor a (6) kontrollpontok dltal meghatdrozott ciklikus gérbe pon-

tosan az X gorbe r-edik derivdaltjat (r > 0) irja le barmely n > nyy esetén, vagyis
az a,, ciklikus gorbe l-edik koordindtafiigguényére az

~ T ~ T
a; (u) = du" Zpa cos <pu—|—1/1]lg—|—7>—l—Zq’"ﬁflsm(qu—i—goé—i-?),
peEPR, qEQ)

Yu e [0,2n], 1=1,2,...,d

eqyenldséq teljestil.

A Bézier gérbékhez hasonlc’)an a ciklikus gbrbék is zéurtak a derivélésra nézve,

Tz 2z

7. Tétel (Zartsag derivalasra (Roth & Juhasz, 2010)). A (3) ciklikus gorbe
r-edrendd (r > 1) deriwdltja azt az m-edrendd (m > n) ciklikus gorbét hatdrozza
meg, melynek kontrollpoligonja

D,, =[x (jAm )]] 0>

ahol a kontrollpontok x : [0, 2rr] — RY,

2(2m 2n n—1 n k r ( r
x (u) = 2 cos | (n—k)(u—1i\, —I——)di
mértani helyét a 6. tételt az X (u) = -a, (u) helyettesitéssel alkalmazva kapjuk

meg.

Az egyes kontrollpontok befolyasanak valtoztathatosaga érdekében a kontroll-
pontokhoz siilyokat rendelhetiink, amivel egyenértéki, hogy a stlyok felhasznalésa-
val a kombinélo fliggvényekbdl hanyadosfiiggvényt hozunk létre. A ciklikus bazis-
fiiggvényekbdl is elGallithatunk hanyadosfiiggvény-bazist a nemnegativ, nem azono-
san nulla wo wy, ..., w, € R skalarokkal

> imo wiCln(u)’

alakban. Ezek a fliggvények is nemnegativak, normaltak és linearisan fiiggetlenek.

R (u) = € [0, 2] (11)
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4. Definicié (Racionalis ciklikus gorbe (Juhasz & Roth, 2010)). A (11)
fligguények segitségével

r(u) = Z R; ., (u)d;, u € 0,27]

alakban adott gorbét raciondlis ciklikus gorbének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a stlyok kiilénbozéek lehetnek, ezért a racionalis ciklikus
szemben, az elnevezésben a ciklikus sz6 csak az eredetre utal. A racionalis ciklikus
gorbékkel olyan ismert zart racionalis trigonometrikus goérbéket tudunk egzaktul
leirni, mint a Bernoulli-féle lemniszkata és a Zsukovszkij-féle szarnyprofil (lasd az 1.
abréat).

Az racionalis ciklikus gorbe tugy is felfoghatd, hogy az R térben a
[ w;d; w; ]" kontrollpontokkal adott

rﬂ@zi}%mﬁgfﬂ,uem%]

gorbét az origobol a w = 1 egyenletti d-dimenzios hipersikra vetitjik (feltételezve,
hogy az R4 tér utolsé koordinatajat w-vel jeloljiik). Az r¥ gorbét az r gorbe Gské-
pének nevezziik. Az r gorbe 6rokli az r* 6skép minden, centralis vetitéssel szemben
invarians tulajdonsagat. Ezek alapjan az alabbiakban ismertetett algoritmus alap-
jan tudunk racionéalis trigonometrikus gorbét egzaktul modellezni racionélis ciklikus
gorbével.

1. Algoritmus (Racionalis gérbék egzakt modellezése (Juhasz & Roth, 2010)).
A modellezendd raciondlis trigonometrikus gorbe hagyomdnyos paraméteres formd-
gabol indulunk ki, és a kovetkezd lépéseket tessziik meg:

1. a koordindtafiigguények szamldlojabol és kozos nevezdjébdl olyan gorbét szer-
kesztiink az dskép terében, amelyre a 6. tétel madr alkalmazhato;

2. az dskép terében kiszdmitjuk az dskép ciklikus reprezentdciojihoz sziikséges
kontrollpontokat;

3. a kontrollpontokat a w = 1 hipersikra vetitjik, amivel megkapjuk a raciondlis
reprezentdcio kontrollpontjait és sulyait.

A fenti algoritmussal nyilvan csak olyan gérbék modellezheték, melyekre az 1.
lépés elvégezhets. Az eljaras nem garantalja a sulyok pozitivitdsat, mivel az Gskép
terében valamely kontrollpont utolsé koordinataja negativ is lehet. A modellezendé
gorbénk azonban egyetlen zart gorbe, ezért az Gsképe nem metszheti az eltiinési sikot
(w = 0), azaz a gorbepontok w koordinatajanak ugyanaz az elGjele (ez nem feltét-
leniil teljesiil a kontrollpontokra). A rend névelésekor a kontrollpoligon a gorbéhez
konvergal (lasd a 3. tételt), ezért mindig létezik olyan minimalis rendszam, melyre
(és a nala nagyobbakra) méar minden sily pozitiv lesz.

9
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1. abra. Zsukovszkij-féle szarnyprofil egzakt modellezése méasodrendi racionalis cik-
likus gorbével

2.2. B-szplajn-gorbék alakjanak médositasa

A szamitogéppel segitett geometriai tervezésben kiemelt szerepet jatszanak a B-
szplajn-gorbék, melyeket tgy kapunk meg, hogy az (1) formulaban az F; fiiggvénye-
ket a normalizalt B-szplajn alapfiiggvényekkel helyettesitjiik.

5. Definicié (B-szplajn alapfiiggvény pl. (Hoschek & Lasser, 1993)). Az

1, haué€ uj,ujir)
1 _ ’ gy Wi+1)
Nj (w) _{ 0, egyébként,
I NF (u) + — N ()
Ujtk—1 — Uy Uitk — Uj+1

rekurzioval adott figguényt (k — 1)-edfoki (k-adrendd, k > 2), normalizdlt B-szpldjn
alapfiggvénynek nevezzik, az u; < ujr1 € R skaldrokat pedig csomoértékeknek.
Az esetlegesen eldforduld nulldval valo osztds eredményét definicio szerint nullanak
tekintyiik.

A normalizalt B-szplajn alapfiiggvényekkel hozzuk létre a B-szplajn-gorbét.

6. Definicié (B-szplajn-gorbe pl. (Hoschek & Lasser, 1993)). Az
S (U) = ZN]k (U) dj , U € [ukflaunJrl]
=0

kifejezéssel adott gorbét k-adrendd (vagy (k — 1)-edfoki), (1 < k < n+1) B-szpldjn-
gorbének nevezziik, a d; pontokat pedig kontroll-, vagy de Boor-pontoknak. N]’»€ (u) a
j-edik (k — 1)-edfoki normalizdlt B-szpldjn alapfiigguényt jeloli, melyek kiértékelésé-
hez az ug < uy < -+ < Upyp csomoértékek sziikségesek.

Annak érdekében, hogy az egyes kontrollpontok hatasat befolyasoljuk (néveljiik
vagy csokkentsiik), a kontrollpontokhoz (vagy az Gket szorzo fiiggvényekhez) sulyo-
kat rendeliink. Igy hozzuk létre a racionalis B-szplajn-gorbéket, melyeket NURBS
(Non-uniform Rational B-spline) gérbének is neveznek.

10
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7. Definici6 (NURBS gorbe pl. (Hoschek & Lasser, 1993)). Az R? térben
az

- w; NF (u)

S (u) - ; dl Z?:O ij]k (u) SRS [uk—la un-i—l] (12>
kifejezéssel adott gorbét (k — 1)-edfoku (k-adrendd), (1 < k <mn+ 1) raciondlis B-
szpldjn-, vagy NURBS gérbénck nevezziik, ahol NF (u) az i-edik (k — 1)-edfoki nor-
malizdlt B-szpldjn alapfiggvényt jeloli, mely értelmezéséhez a monoton novekvd
{ur}:ig csomdértékek sziikségesek. A d; € R? pontokat kontroll- vagy de Boor-
pontoknak, a wy,ws, ..., w, (w; > 0, Z?:o w; # 0) skaldrokat pedig siulyoknak ne-
vezzik.

A racionalis B-szpldjn-gérbék napjainkban a CAD rendszerek geometriai model-
lez6 magjanak de facto szabvanyaiva valtak. A (12) gorbével nyilt gorbék model-
lezhetsk, zart gorbék modellezésére az tn. periodikus B-szplajn-gérbét hasznaljuk,
amit gy kapunk, hogy a fokszam értékének megfelelGen periodikusan ismételjiik a
kontrollpontokat és a szomszédos csomoértékek kozotti tavolsagot.

8. Definicié (Periodikus B-szplajn-gérbe (Hoschek & Lasser, 1993)). A
dy,dq,...,d, kontrollpontokkal adott

n+k—1
1Y (U) = Z dlmod(n+1)le (U) , U € [uk,l, un+k>
=0

gorbét (k — 1)-edfoki (k-adrendi) periodikus (vagy zdrt) B-szplajn-gorbének nevez-
ziik. A hozzd sziikséges csomoértékeket az

Jj—1

Uj = Ug + Z Aimod(nt1), J >0 (13)

i=0
osszefiiggéssel adjuk meg, aholug € R, 0 < \; € R (i =0,1,...,n).

A kontrollpontokhoz rendelt sulyok segitségével racionélis periodikus B-szplajn-
gorbéket is értelmezhetjiik.

A B-szplajn-gorbék és feliiletek, valamint racionéalis valtozatuk atfogo targyalésat
megtalalhatjuk pl. a (Hoschek & Lasser, 1993), (Farin, 1995) és (Piegl & Tiller, 1995)
koényvekben.

A fenti definiciokbol lathato, hogy a racionalis B-szplajn-gorbéket kontrollpont-
jai, sulyai, csomoértékei és fokszéma hatérozzak meg. Ha ezek koziil barmelyiket
megvaltoztatjuk, a gorbe alakja is megvaltozik. A racionalis B-szplajn-gérbe pont-
jai altal, a gorbét meghatarozo kontrollpontok, sulyok vagy csoméértékek folytonos
valtoztatasa soran leirt gorbéket a tovabbiakban pdlyagorbéknek nevezziik.

Geometriai modellezés soran adott — tobbnyire geometriai — feltételeket kielégitd
alakvaltozasok végrehajtasara van sziikség. Ilyen példaul, hogy tugy valtoztassuk
meg a gorbe valamelyik (esetleg t6bb) meghatéarozo adatat, hogy a modositott gor-
be adott ponton menjen at, vagy adott egyenest érintsen. Az ilyen feltételeket

11
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geometriai kényszereknek is szoktak nevezni, az ezeket kielégits alakvaltozast pedig
kényszeres alakvaltoztatasnak.

Az alakvaltoztatéas leghatékonyabb eszkoze a kontrollpont eltolasa, ezzel érhetd
el a legdrasztikusabb véltozas. Ezeket (Piegl, 1989) kimeritGen targyalja. A suly
és a csomoérték segitségével kisebb mértékd, finomabb modositasok érhetsk el, az-
zal az elénnyel, hogy a valtoztatott gérbe mindig az eredeti kontrollpontok konvex
burkaban marad.

2.2.1. Fokszamnovelés

A definiciobol lathato, hogy a zart gérbe rendje tetszdélegesen névelhets tjabb kont-
rollpontok vagy csomoértékek megadasa nélkiil (a meglévsk ismételt megadéséval).
Ezzel folytonos alakvéltoztatas nem érhetd el, azonban a fokszamnoveléssel kapott
gorbék sorozatarol bebizonyitottuk (Juhasz & Bancsik, 2003), hogy a kontrollpontok
szamtani kozepéhez (racionélis esetben a silyozott szamtani kozéphez) tart.

8. Tétel (Konvergencia (Juhasz & Bancsik, 2003)). A doy,di,...,d, kont-
rollpontokkal €s wy,w, ..., w, (w; >0 >0 w; # 0) sulyokkal adott

N,
Z Wiy =y () ——, m=lmod (n+ 1)
1=0 Dlico Wimod(min) Ny (u)

zart raciondlis B-szpldajn-gorbébdl a k rend névelésével kapott gorbék sorozata a kont-
rollpontok silyozott szamtani kozepéhez tart.

2.2.2. Stly moédositasa

Ismert, hogy a NURBS gorbe valamely stlyanak noévelése a hozza tartozo kont-
rollpont felé huzza a gorbét, mely soran a péalyagoérbék egyenes szakaszok lesznek.
A (Piegl, 1989) cikk egy és két kontrollpont sulyanak véltoztatasaval elérhets kény-
szeres alakmodositasokra ad modszereket, (Au & Yuen, 1995) és (Sanchez Reyes,
1997) pedig kontrollpontok és stlyok egyidejii valtoztatasaval megvalosithato alak-
modositasokat targyal.

Mi egy ezektdl eltéré megkozelitést alkalmazunk, azt hasznaljuk ki, hogy a d-
dimenzios térbeli racionalis NURBS gorbe elgéllithato (d + 1)-dimenzios térbeli po-
linomialis B-szplajn-gorbe (6skép) centralis vetiileteként. Kivissziik a problémat az
Gskép terébe, ott oldjuk meg, majd az eredményt visszavetitjik (Juhasz, 1999). Az
alakmodositas célja az, hogy a (12) elgallitast s racionalis B-szplajn-gorbe alakjat
tgy modositsuk tobb stly egyideji valtoztatasaval, hogy a gorbe kivalasztott s (u)
pontja egy adott p pontba keriiljon. A p pont természetesen csak az s (u) pontot
tartalmazé ivet meghatarozé kontrollpontok konvex burkaban lehet. Ennek az el-
jarasnak az az elénye az eddigiekkel szemben, hogy a harom (ill. térgérbék esetén
négy) suly egyideji valtoztatésa egy 1j szabad paramétert eredményez, ami tovabbi
(pl. érintési) feltétel kielégitését, ezaltal valtozatosabb alakmodositéast tesz lehetd-
vé (lasd a 2. adbrat). Ennek az alakmodositési eljarasnak tervezérendszerbe vald
integralasat irja le a kovetkezd algoritmus.

12
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2. Algoritmus (Alakmoédositas harom sillyal (Juhasz, 1999)). A ter-
vezdrendszer €s a felhaszndlo kézotti interakcic a NURBS sikgorbe alakjinak
modositdsakor:

. a felhaszndlo kiwdlasztja a gorbe elmozditando pontjdt;

. a rendszer jelzi, hogy mely kontrollpontok jdtszanak szerepet ennek a pontnak

a kiszdmitdsakor;

. a felhaszndlo ezek kozil kivdlasztja azt a hdrmat, amelyek sulydnak mddositd-

saval akarja elérni a kivant hatdst;

. a rendszer megjeleniti azt a teriletet, melyen belil megadhato az 1y pozicio;

. a felhaszndlo a ezen teriileten belil megadja az elmozditando pont 1ij helyzetét

(a 2. abrdn a p pont);

. a rendszer megjeleniti az ebben a pontban lehetséges érintdk szélsd helyzeteit

(a 2. abrdn a puin, Pmax €gyenesek);

. a felhaszndlé megadja a kivant érintét ezen hatdrok kozott (a 2. dbrin a q

vektor).

2. abra. A dj, dg és d; kontrollpontok sulyéval elért olyan alakmoédositas, amikor a
kivalasztott s (@) pont 4j p helye mellett az érinté q iranya is elSirt (q & pmin €S Pmax
kozott lehet)

13
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2.2.3. Csomobérték modositasa

A csomoértékek modositasaval felléps alakvéltozast korabban nem vizsgaltak, ennek
geometriai tulajdonsagat mi irtuk le. El6bb egyszeres, majd tobbszoros multiplici-
tast csomoértékek, ezt kovetSen két csomoérték egyiittes valtoztatasanak hatasat
vizsgaltuk, végiil az elméleti eredmények gyakorlati alkalmazésara adtunk eljarast.
A (Juhész & Hoffmann, 2001), (Juhéasz & Hoffmann, 2003), (Juhéasz & Hoffmann,
2004), (Juhasz, 2001) cikkekben publikalt eredményeket foglaljuk ssze.

A csomoéértékek monotonitasanak megérzése érdekében a belsé u; csomoérték
csak az [u;_1,u;41] intervallumon valtozhat. Ha a B-szplajn-gorbe u; csomoértékeét
valtoztatjuk, akkor egy egyparaméteres gorbesereget kapunk. Masodfoki B-szplajn
gorbe esetén (k = 3) azt tapasztaljuk, hogy az egymashoz kapcsol6dé parabolaivek-
nek a kapcsolodasi pontban a kontrollpoligon megfelels oldala az érintGje, vagyis a
harmadrendd B-szpldjn-gorbét az ugyanazokkal a kontrollpontokkal adott elséfokii
B-szplajn-gorbe érinti. Tehat az wu; valtoztatasaval kapott gérbesereg burkoloja a
kontrollpoligon. Ennek a tulajdonsagnak egy altalanositasa a kovetkezs tétel.

9. Tétel (Burkologorbe; (Juhasz & Hoffmann, 2001)). Az egyszeres multip-
licitdsi u; csomoérték valtoztatdsdval kapott

g () =Y diNF (u,u5), w € [upoy, tnga], ui € [y, Uigr), k> 2
=0

gorbesereg elemeire és a

i—1
h(v) = Z AN (), v € v, vy
I=i—k+1

gorbére
dT’

k—1—1r d"
dor (v)

= D=0
v=u; k’ -1 durg(uju ) U=u; "

teljesiil, ahol
S T ha j <1
T Uj+1, ha .] Z i7

vagyis az u; csomoértékek kozil kihagyjuk az i-ediket.

Ez altalanosithato egynél magasabb multiplicitasti csomoértékre is. Sikeriilt be-
bizonyitani, hogy a k-adrendd B-szplajn-gorbe m multiplicitast u; csomoéértékének
valtoztatasakor kapott gorbesereg burkoldja az a (k — m)-edrendd B-szplajn-gorbe,
mely kontrollpontjai megegyeznek az eredeti gérbe kontrollpontjaival, csomoértékeit
pedig tgy kapjuk meg, hogy az eredeti csomoértékek koziil kihagyjuk w;-t.

10. Tétel (Burkologorbe,, (Juhasz & Hoffmann, 2003)). Az m multiplicitd-
st u; csomoérték vdltoztatdsdval kapott
g (u,u;) = Zlelk () s U € [Up—1,Uns1], Ui € (W1, Uipm), 0 <m <k, k>2

=0

14
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gorbesereg elemeire és a

h(v) = i lelk_m (v), v € [vi_1, v

l=i—k+m
gorbére
d’ ’ Tk—j—r
h - 7 s >0
dor (U) v=u, du’"g (UI7 Y ) uU=u; H k — ] "=

teljesiil, ahol
S 2 ha 7 <1,
T Ujtms haj > 1,

vagyis az m-szeres u; csomoértéket kihagyjuk.

A fenti eredmények racionalis B-szplajn-gorbékre is kiterjeszthetdk, felhasznalva,
hogy a racionélis B-szplajn-gorbék centralis vetitéssel szdrmaztathatok nemracioné-
lis B-szplajn-gorbékbdl.

A B-szplajn-gorbe valamely csomoértékének valtoztatasakor a gérbe pontjainak
palyagorbéi altalaban racionalis gorbék, melyek sajatos esetben egyenes szakassza
valhatnak. Ezek a sajatos esetek gyakorlati szempontbol érdekesek, mert ez egysze-
riibb kényszeres alakvaltoztatast tesz lehetGvé.

11. Tétel (Palyagorbe (u < ;) (Juhasz & Hoffmann, 2001)). Az u; csomo-
érték valtoztatasakor a

1—z
8i—- (U, u;) = Z le (U, wi) di, wi € [Ui1, Uit
l=i—2—k+1

palyagirbe u;-ben (k — z)-edfoki raciondlis gorbe Vu € [u;—,,u;—»41), 2=1,...,k—1
esetén.

Ez tehat azt jelenti, hogy az s;_; iv pontjainak palyagorbéi (k — 1)-edfoku, az
si_o (u) v pontjaié (k — 2)-edfoku racionélis gorbék, az s; jy; iv pontjainak palya-
gorbéi pedig mar egyenes szakaszok, melyek a d;_j,d; 1 kontrollpontokat Gssze-
kots egyenessel parhuzamosak.

12. Tétel (Palyagorbe (u > u;) (Juhasz & Hoffmann, 2001)). Az u; csomo-
érték valtoztatdasakor a

itz
8i+z (U, u;) = Z NF (U, us) i, wi € [uiy, 1]
I=itz—k+1

palyagorbe u;-ben (k — z — 1)-edfoki raciondlis gorbe Yu € [ujy,, Uirzry1), 2 =
0,...,k—2 esetén.

15



dc_1069 15

Tehat az s, o Iv pontjainak palyagérbéi a d;_1,d; kontrollpontokat Gsszekots
egyenessel parhuzamos szakaszok.

Vizsgalatunk kiterjedt az u; és u; 0,3 egyszeres csomoértékek szimmetrikus val-
toztatasakor kapott palyagorbékre is. Az u; és u; (i < j) csomoértékek szimmetrikus
elmozditédsédn az u; + A, u; — A\, A € R, tipusi valtoztatast értjikk. A csomoéértékek
monotonitasanak megérzése érdekében A\ € [—c, ¢, ¢ = min{w; —w;—1, uj11 — u;, uj —
Uj-1,Uj 1 = Uj}

A gorbe s; o (u) ive az, amelyre mind u;, mind u;, 2,3 hatéssal van,

13. Tétel (Szimmetrikus valtoztatas (Juhasz, 2001)). A g o(u,\),\ €
[—c, c] pdlyagdrbék akkor és csak akkor egyenes szakaszok, ha iy x—1—u; = Uipop—3—
Uirg—o teljesiil.

A (Juhasz, 2001) cikkiinkben ennek k = 3,4 eseteit vizsgaltuk részletesen.

A csomoérték valtoztatéasakor a modositott gorbeiv mindig az eredeti iv konvex
burkan beliil marad, ami biztositja, hogy a modosités soran a gérbe elég jol megérzi
alapvetd jellegét. A csomoértékkel valo alakmodositas legnagyobb nehézsége, hogy
a tervezérendszerek felhasznaldi nem sokat tudnak a csomoéértékekrdl, azok szere-
pérél. Ezért olyan modositasi eljarasokat kell kidolgozni, melyek hasznalata nem
igényli a csomoéértékek alaposabb ismeretét. Az a legjobb, ha szemléletes geomet-
riai feltételekkel adhaté meg az alakmodositas. Tovabbi probléma, hogy egyetlen
csomoéérték megvaltoztatasa altalaban csekély mértékben modositja a gérbe alakjat.
T6bb csomoérték egyidejd valtoztatasa azonban mar jelent&sebb alakvaltozast idéz
els. Harmadfokt nemracionalis B-szplajn-gorbéknek harom szomszédos csomoérték
modositasan alapuld, adott geometriai feltételeket kielégité alakmodositasaira dol-
goztunk ki eljarasokat. A modszer 1ényege, hogy a harmadfoku gorbével kapcsolatos
illeszkedési és érintési problémat a burkologorbe segitségével a sokkal hatékonyabban
kezelheté parabolaval kapcsolatos masodfoki feladatra vezetjiik vissza. Ez lehets-
vé teszi olyan felhasznaloi feliilet kialakitasat, amely nem igényli a felhasznal6tol a
csomobértékek behato ismeretét (lasd (Juhasz & Hoffmann, 2004)).

2.3. Kontrollponttal adott gorbék szingularitasa, konvexitasa

A geometriai modellezés soran gyakran van sziikség a gorbék szingularis pontjainak
(cstcs-, dbnmetszés-, nulla gorbiiletii vagy eltiing torzioju pontjainak) megtalalasara,
konvexitasuk eldontésére. A tervezdk altaldban szeretnék elkeriilni a szingulari-
tasokat, azonban specialis alkalmazasoknal elGfordulhat, hogy kifejezetten szingu-
laritasra torekednek. Harmadfoku paraméteres gorbék esetére szamos publikaciot
talalhatunk ebben a témaban, lasd pl. (Su & Liu, 1983), (Wang, 1981), (Stone &
de Rose, 1989), (Meek & Walton, 1990), (Kim, 1993), (Sakai, 1999). A problé-
mat tetszéleges fokszami polinomiélis és raciondlis paraméteres gorbékre vizsgalta
(Manocha & Canny, 1992), raciondlis Bézier-gorbékre (Monterde, 2001), altalanos
racionalis gorbékre pedig (i & Cripps, 1997).

Az elgbbiekben felsoroltakhoz képest a paraméteres gérbék szélesebb osztalyara,
az (1) alakban felirhato gorbékre vizsgaltuk a probléméat, mely valodi részhalmazként
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tartalmazza a fent idézett munkakban tanulményozott gorbéket is. Ez lehet sik-
vagy térgorbe, attol fliggden, hogy a d; kontrollpontok sik- vagy térbeliek. Az
F; kombinalo fiiggvényekre két megszoritast tesziink: legyenek elegendSen sokszor
folytonosan differencialhatoak és legyen hatasuk a gorbe alakjara a teljes értelmezési
tartoméanyon, azaz a gorbe legyen globalisan valtoztathato.

Az altalunk javasolt modszer lényege, hogy a tetszGlegesen kivalasztott d;,
i € {0,1,...,n} kontrollpont helyét valtoztatjuk, mikézben a t6bbit rogzitjik, és
keressiik a mozgatott d; kontrollpont azon helyzeteit, melyek az (1) gorbén szingu-
laritast eredményeznek. A vizsgalat a cstacspont (g (u) = 0), a nullagorbiiletd pont,
az Onmetszéspont és nulla torzioju pont detektalasara terjedt ki, tovabba a modszer
alkalmas a gorbe globalis konvexitasanak eldontésére is. Az eredmények a (Juhasz,
2006), (Juhasz, 2007) és (Juhasz, 2011) cikkekben jelentek meg.

A gorbék szingularitasainak vizsgalatakor hasznélatos diszkriminanst adaptaljuk
az (1) gorbékre.

9. Definici6 (Diszkriminansgérbe (Juhasz, 2006)). Az (1) gorbe i-edik diszk-
riminansgdrbéjén a

c,-(u):—..' )), u € [a,b],ie{0,1,...,n}

gorbét értjik, ahol

L= Y Fud,
Jj=0,j#i

és feltételezziik, hogy a nevezd nem tinik el.

Modszeriinkben ez a diszkriminansgorbe kozponti szerepet jatszik, segitségével
jol jellemezhetSk a gorbe szingularitasai. Az alabbiakban a kapott eredményeket
foglaljuk oOssze.

14. Tétel (Csticspont (Juhasz, 2006)). Az (1) girbe g (u), u € [a,b] pontja ak-
kor és csak akkor csucspont, ha a d; kontrollpont a diszkrimindnsgorbe c; (@) pontjdn
van.

Vagyis a d; kontrollpont azon helyzetei, melyek a gorbén cstucspontot eredmé-
nyeznek, maga a c; diszkriminans. Ezt szemlélteti a 3. abra egy 6todfoka Bézier-
gorbével. Az &bran a ¢y diszkriminans mellett a cstcspontok mértani helye (kék
gorbe) is lathato.

15. Tétel (Eltiing gorbiilet (Juhasz, 2006)). Az (1) gorbe g(u), u € [a,b]
pontbeli gorbilete F, (@) # 0 esetén akkor és csak akkor tinik el, ha a d; kont-
rollpont a c; diszkrimindns c; (1) pontbeli érintd egyenesén van, de nem esik egybe
a c; (u) ponttal. A d; kontrollpont azon helyzeteinek mértani helye, melyek az (1)
gorbén nullagorbiiletd pontot eredmeényeznek, a c; diszkrimindns érintd felilete.
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3. dbra. Otodfoku Bézier-gorbe (fekete), ¢ diszkriminansa (piros) és a csticspontok
altal leirt gorbe (kék)

16. Tétel (Onmetszéspont (Juhasz, 2006)). A d; kontrollpont azon helyzetei-
nek mértani helye, melyek dnmetszéspontot eredményeznek az (1) gorbén, az

ri(u+0) —r;(u)
Fy(u+96)—F;(u)’

1; (u,d) = — u € [a,b], 0 € (0,b—u (14)

feliilet.

17. Tétel (Eltiné torzié (Juhasz, 2007)). Az (1) gorbe g (u), u € [a,b] pont-
beli torzidja F; () # 0 esetén akkor és csak akkor tinik el, ha a d; kontrollpont a c;
diszkrimindns c; (u) pontbeli simuldsikjan van.

Ha az (1) gorbe kombinalé fliggvényeinek Osszege 1 (azaz a fiiggvényrendszer
normalizalt, ami a leggyakrabban hasznélt gorbeleirasoknal teljesiil), akkor tovabbi
informéciokat is tudunk mondani a szingularitdsokrol.

18. Tétel ((Juhasz, 2007)). Ha az (1) gorbe a kontrollpontjainak baricentrikus
kombindcidja, akkor a c; diszkrimindns a {do,dy,...,d,}\{d;} kontrollpontok ba-

ricentrikus kombindcioja.

Ennek két fontos kévetkezménye van.
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2. Kovetkezmény ((Juhasz, 2007)). Ha a kombindld figgvények normalizdltak,
akkor n = 3 esetén a diszkrimindns mindig sikgorbe és az dnmetszéspontok feliilete
siktartomdnnyd degenerdlodik, tehdt n = 3 esetén csak sikbeli (1) alakban adott
gorbének lehet csiucspontja, onmetszéspontja vagy nullagorbiiletid pontja.

3. Kovetkezmény ((Juhasz, 2007)). Ha a kombindlo figgvények normalizdltak,
akkorn = 3 esetén az (1) gorbének a torzidja vagy a gérbe minden pontjdaban eltinik,
vagy sehol sem.

A modszer lehetdséget ad a szingularitdsok vizsgalatan tul, sikgérbék globalis
konvexitasanak vizsgalatara is.

10. Definici6 (Konvex gorbe (Pottmann & Wallner, 2001)). Egy sikgorbét
konvexnek neveziink, ha az valamely sikbeli konvex tartomdny hatdrdn van.

19. Tétel (Konvexitasvizsgalat (Juhasz, 2011)). Az (1) sikgérbe pontosan ak-
kor konvex, ha az alabbi hdrom feltétel teljestil:

e a gorbének nincs csucs- vagy inflexids pontja;
e nem lehet érintdt hizni a d; kontrollpontbol az onmetszéspontok (14) feliileté-

nek
r; (b) —r; (u)

S R A )

u € [a,b) (15)
hatdrgorbéjéhez;

e nincs olyan

Qi (u) = (ri (u) — 13 (b)) F5 (b) + &3 (b) (£ (b) — Fi (u))

irdnyd egyenes, mely dthalad a d; kontrollponton és metszi a (15) gorbét.
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