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A dolgozat a szdmitdégépes geometriai tervezés (CAGD) alapveté kérdéseivel, a kontrollpontok
kombinalasaval, azaz a sulypont analégia felhaszndlasaval elGallitott parametrikus gorbék
tulajdonsagaival foglalkozik. Egy ilyen gorbét a sdlyoknak, azaz a baricentrikus koordinatdknak a
paramétert6l vald fliggése hataroz meg, igy a gorbe tulajdonsagai a sulyfliggvények vizsgdlatdval
hatdrozhatok meg, és megforditva, elGirt tulajdonsagu gorbék a sulyfliggvények megkonstrudlasaval
hozhatok létre. Annak ellenére, hogy ez a téma az 1960-as évek 6ta intenziven kutatott, a Jel6lt érdekes
és értékes Uj eredményekkel jarult hozza a terilethez.

A dolgozat egy tomor, lényegre torG, de az eredmények kérnyezetét mégis megfelel§ részletességgel
bemutatd bevezetével kezd6dik, majd az Uj eredmények harom fejezetben jelennek meg.

A masodik fejezet, azaz az 1. Tézis, a zart gorbék ciklikus bazisban vald leirasaval foglalkozik. A Jelolt az
inherensen zart gorbék szlikségességét a raciondlis bazissal szemben megfogalmazott, irodalombdl vett
kritikakkal indokolja. Kétségtelen, hogy a zartsdg automatikusan adddik, ha maguk a bazisfliggvények
periodikusak, mint pl. a szinusz/koszinusz alapu fuggvények esetében. Azonban, a raciondlis polinom
bazisu gorbék is képesek zart gorbék leirdsdra, igaz ehhez megfelelGen kell definidlni 6ket. A B-spline-nal,
Catmull-Rom spline-nal és tarsaival is lehet zart gorbét késziteni, ahol a gorbe ,kezdete-vége”
ugyanolyan tulajdonsagokkal bir, mint a tobbi kontrollpont. A gérbére a kontrollpontokon kivil a sulyok
és a csomobértékek is egyarant hatnak, amibdl a sulyokat a tervezéprogramok is engedik valtoztatni (pl.
Maya), és mind a sulyok, mind a csomdértékek algoritmikus optimalizalas céljai lehetnek, miként az a 2.
Tézis Uj eredményeiben is megtorténik. Vita targya lehet, hogy az a tény, hogy a ciklikus gorbéket a
vezérl6pontok egyértelmlien meghatarozzdk el6ny-e a raciondlis polinomokkal szemben, amelyeket a
kontrollpontokon kiviil a sulyokkal és csomdértékekkel is vezérelhetiink. Ezek ugyanis jarulékos
szabadsagot adhatnak a tervezének.

A trigonometrikus bazisfliggvények is tobb évtizedes multra tekintenek vissza, de féleg, a dolgozatban T,
fliggvényrendszernek nevezett bazisra épliltek az eredmények. Ezen a terilleten a Jel6lt Uj eredménye a
ciklikus, u.n. C, fuggvényrendszer (2.15, 2.16. egyenletek) bevezetése és a rendszer 6sszekapcsolasa a T,
rendszerrel. Lényeges eredményeket hozott a ciklikus rendszer vizsgalata, amelynek soran a Jel6lt
megmutatta, hogy azok linedrisan flggetlenek, a gorbe hulldmzascsokkentd tulajdonsagu, a
rendszammal pedig a kontrollpontok lokalis hatdsa szabalyozhatd. Ez utdbbira vonatkozd 2.3. tétel
szemléletesen is lathatd abbdl, hogy (1+cos(u))/2=cos’(u/2), a hatvanyozasnal pedig az 1-nél kisebb
értékek zérushoz tartanak. Ezekbdl a legfontosabbnak a hulldmzascsokkentés bizonyitasat és annak
megmutatdsat tartom, hogy olyan gorbék, amelyekre a koordinatdk véges Fourier sorral kifejezhet6k
(2.19 tipusuak), egzaktul modellezhet6k a javasolt modellel, és a kontrollpontok is zart alakban
meghatarozhatdk (szdmos nevezetes zart gorbe, pl. az ellipszis, Lissajous gorbe, stb. tartozik ebbe a
kategodridba). Az altaldnositas raciondlis ciklikus gorbékre azon alapul, hogy az elv homogén
koordinatdkra atvihetds, és a kdzéppontos vetités az eredetileg ciklikus gérbékbél racionalis gorbéket
eredményez. Ez analdg a NURBS gorbék konstrukcidjaval és kupszeleteket leird képességével.
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A Jelolt megmutatja, hogy a ciklikus gorbék interpolaciéra is hasznalhatdk. A kiinduldas megegyezik a B-
spline-ok interpolaciés alkalmazasaval, nevezetesen keressiik azokat a kontrollpontokat, amelyek altal
meghatdrozott gorbe szegmenshatarai éppen az interpolalandd pontsorozat. Az () eredmény
érdekessége, hogy szemben a B-spline-okkal, ahol a feladat egy linearis egyenletrendszer megoldasat
igényli, most az interpoldlé gorbe kontrollpontjai direkt mdédon kifejezheték és a Jelolt altal felismert
geometriai tartalommal birnak.

A harmadik fejezet, azaz a 2. Tézis, a B-spline gorbék vezérelhet6ségével foglalkozik. EI&szor a 3.1. tétel
azt mondja ki, hogy a fokszam novelésével a gorbe a kontrollpontok sulypontjahoz tart. Egyrészt fontos
hangsulyozni, hogy ez csak zart gorbékre igaz, mert nyilt gérbékre a fokszdmnovelést korlatozza a
kontrollpontok szdma, és maximdlis esetben a Bézier gorbét kapjuk vissza. Zart gorbéknél viszont a
kontrollpontokat Ujra lehet haszndlni, igy a fokszamndévelésnek nincs felsé hatara. A tétel a sulypont
analdgia és a Cox-deBoor konstrukcio (mindig két egymas kovetS bazisfliiggvényt linedris sulyozassal
O0sszemosunk) alapjan szemléletesen is lathatd. A sulyfiggvények konstans értékliek és ugyanolyanok
lesznek, és ekkor a leirt pont a kontrollpontok sulypontja.

A kényszeres alakvaltoztatas célja a gorbét leird informacidk (kontrollpontok, sulyok, csomdértékek)
automatikus valtoztatdsa annak érdekében, hogy annak egy kijelolt pontja adott helyre keriljon, illetve
egyéb geometriai kényszerek teljesiljenek. A 2. Algoritmus harom sulyt szabdlyoz egy pont atvitele
érdekében.

A Jel6lt és Hoffman Miklos kozos eredményei a csomdértékek felhasznalasa a geometriai kényszerek
kielégitésére. Az eljaras jelentGsége az, hogy a kontrollpontokkal és a sulyokkal szemben a csomadértékek
hatdsa a gorbére egydltaldn nem szemléletes és magatdl értet6d6. A cikkeik valdéban utt6ré
jelent6ségliek voltak a B-spline gorbék csomoértékeinek geometriai hatdsanak vizsgdlataban és
geometriai kényszert célzé felhasznalasban. Mdas gorbékre, pl. a Lagrange interpoldciés gorbére azonban
masok is javasoltak heurisztikus szabalyokat és numerikus mddszereket a hullamzascsokkentésre.

Az Uj eredmények megmutatjak, hogy a gorbe egy pontjanak palydja, amit a csomdértékek valtoztatasa
soran bejar, alacsonyabb fokd B-spline gbrbe. Kilondsen szép az a specidlis eset, amikor a pdlya a
kontrollpontok kozotti szakaszokkal parhuzamos szakasz (3.1. kovetkezmény). Az eredmények praktikus
felhasznalasat a 3.3.5. fejezet teremti meg, amely eljarast ad harmadfokd B-spline-okra, azaz a
gyakorlatban legfontosabb specidlis esetre, a kovetkezé geometriai kényszerek kielégitésére kizardlag
néhany csomdérték valtoztatasaval: a gorbe adott ponton dtmenjen; a gérbe adott egyenest érintsen; a
gorbe adott pontja adott helyre mozogjon.

A negyedik fejezet, azaz a 3. Tézis, a kontrollpontokkal adott paraméteres gorbék szingularitdsainak
(csucspont, azaz eltling els6 derivalt, azaz megallé mozgas; eltliind gorbilet és torzid, 6nmetszés, és
konvexitas) felismerésével és tulajdonsagaival foglalkozik. A szingularitdsokra egyenletek fogalmazhatdk
meg. Az Uj eredmények nem is ezt célozzak, hanem geometriai interpretdcidt adnak a megoldasok
seregére és megmutatjak, hogy ezeket hogyan lehet egyszerlien meghatdrozni.



A dolgozat jo stilusu, a tomor fogalmazds és nagyszamu képlet ellenére kifejezetten kénnyen olvashaté
és érthet6 mu. Hidnyérzetem elsGsorban a fizikai analdgidkat illetéen és a mérnoki alkalmazasokat
tekintve volt. A parametrikus gorbék természetes értelmezése a mozgds, a derivaltjanak a sebesség.
Masrészt a gorbe egy pontja a kontrolpontok kombinacidja, azaz egy mechanikai rendszer sulypontja.
Ezen analdgiak alkalmazasa ravildgithat a tulajdonsagokra, és egyes allitdsok a részletes bizonyitasok
nélkil is szemléltethet6k. A mérndki alkalmazdsokban, elsGsorban gépészeti és formatervezésben és
szamitégépes animdacidban a javasolt mddszerek nyilvan jol haszndlhatdk. Hidnyoltam ugyanakkor egy
attekintést, hogy a Jelolt melyik mddszerét milyen konkrét alkalmazasban ajanlana, és az adott
alkalmazas kovetelményei szerint ennek a megkozelitésnek mik az el6nyei és hatranyai mas
gorbetipusokkal szemben (pl. interpoldld spline-ok, mint a Catmull-Rom, Kochanek-Bartels, vagy Renner
spline, a subdivision gorbék, stb.). A Jelolt cikkeiben nem csupan goérbékkel, hanem parametrikus
fellletekkel is foglalkozott, amelyekre a dolgozat nem tért ki. Kérdésem, hogy a javasolt gorbékbdl
kapott felliletek milyen Uj problémakat vetnek fel, amelyek a gorbéknél nem jelentek meg.

A megfogalmazott harom tézis a szamitdégépes geometriai tervezés Uj eredményei, azokat a Jeldlt
megfelel6 szdmban és rangos helyeken publikalta. A publikacids helyek kozott a Computer Aided
Geometric Design (IF 1.09) és a Computer-Aided Design (IF 2.15) a téma legrangosabb férumaihoz
tartozik. A tézisekhez kapcsolédd publikdciok 6sszesen tobb szaz hivatkozast kaptak.

A téziseket elfogadom, a dolgozat nyilvanos vitara bocsatasat javaslom, az MTA doktora fokozat
odaitélését tamogatom.

Budapest, 2017. marcius 14.
Dr. Szirmay-Kalos Laszl6
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