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1. A kutatas el6zményei

Napjainkban a kompozit anyagok alkalmazasa és fejlesztése egyre nagyobb hangsilyt kap.
Az autoéipar jelentGs atalakulas el6tt all, ami nagymértékben a kompozit anyagok fejls-
désének koszonhetS. Az autdipar mellett a kerékparok, repiil6gépek, helikopterek, hajok,
tengeralattjarok, nyomastarté edények, iizemanyagtartalyok, védgsisakok, szélturbinala-
patok, illetve a sporteszkozok (pl. radugréas, nyilpuskak, tenisziiték, stb.) emlitheték
meg. A kompozit anyagok legfontosabb tulajdonsagai a relative nagy merevség és ezzel
egyidében a relative kis suly, valamint vegyi ellenalloképesség, zajcsokkentd hatés, ami a
felsorolt példak esetében a fémes anyagok elé helyezi 6ket. Masrészt azonban a kompozit
anyagok sokkal inkabb hajlamosak a tonkremenetelre, valamint lényegesen tobbféle tonk-
remeneteli mod 1étezik, mint a fémes anyagok esetében. A tonkremeneteli modok egyik
fajtdja a rétegek szétvalasa, vagy més néven delaminécio (Kiani et al. (2013); Marat-
Mendes and Freitas (2013); Zhou et al. (2013)). A rétegszétvalas a repedés egy specidlis
fajtaja, amely a rétegek kozott jelenik meg. Igy az izotrop anyagokra mar kifejlesztett
torésmechanikai modszerek kompozit anyagoknal is mikodnek (Adams et al. (2000); An-
derson (2005)). A linearisan rugalmas torésmechanika harom alapvetd torési modusa az
I-es, Il-es és I1I-as modusok (Anderson (2005); Cherepanov (1997); Hills et al. (1996)).
A rétegszétvalas kivalto okai lehetnek a kis sebességii iitkozés (Burlayenko and Sadowski
(2012); Christoforou et al. (2008); Ganapathy and Rao (1998); Rizov et al. (2005)), gyar-
tasi hibak (Zhang and Fox (2007); Zhou et al. (2013)) és a szabad perem hatéas (Ahn
et al. (2013); Sarvestani and Sarvestani (2012)).

A kompozit anyagok alkalmazasakor legtobbszor rud-, lemez- vagy héjalakia gyart-
manyrol van sz6. Ezek esetében nagy hatékonysaggal alkalmazhatok a mechanika vékony
és vastag fali szerkezeti modelljei. Rétegelt kompozit rudak, lemezek és héjak model-
lezésére szamos elmélet all a mérnokok rendelkezésére. Ezek koziil a leginkdbb ismert
a klasszikus rétegelt lemezelmélet (Classical Laminated Plate Theory - CLPT), amely a
Kirchhoff-féle hipotézisen alapszik és alapvetéen vékony lemezek modellezésére alkalmas
(Kollar and Springer (2003); Kumar and Lal (2012); Reddy (2004); Szekrényes (2012,
2013a) ). Ennek tovabbfejlesztett valtozata az elsérendii, vagy Mindlin-féle lemezelmélet
(Ovesy et al. (2015); Reddy (2004); Thai and Choi (2013)), amely figyelembe veszi a
transzverzalis nyiras hatésat, igy mar mérsékelten vastag lemezeket is nagy pontossaggal
le tud irni. A szakirodalomban az emlitett két elmélet mellett szintén jol ismert a Reddy-
féle harmadrendd elmélet, amely a transzverzalis nyiras hatasat agy veszi figyelembe, hogy
a fesziiltségmezdre vonatkozo dinamikai peremfeltételt is teljesiti (Reddy (2004)). Valoja-
ban az alapotlet Levinson 1980-ban megjelent munkajaban talalhaté meg izotr6p anyagra
(Levinson (1980)), amelyet Reddy alkalmazott elGszor rétegelt szerkezetre. Joval kevesebb
eredmény taladlhato a méasodrendd lemezelmélettel (Izadi and Tahani (2010); Szekrényes
(2013b, 2015)) kapcsolatban, amely a Mindlin-féle elmélethez képest csak kis 1épésnek te-
kinthet§. Mara mér rengeteg lemezelméletet kifejlesztettek, a lemezelméletek fejlesztése
napjaink egyik kedvelt kutatasi témaja. A felsorolt elméletek mindegyike kiegészithets a
transzverzalis elmozduldskomponens vastagsag menti fiiggésével, a leird modell mérete igy
jelentGsen megnd, viszont a klasszikus és Mindlin-féle megoldashoz képest kicsi a modell
pontossaganak javulasa. Mar Reddy is megallapitotta konyvében (Reddy (2004)), hogy a
rétegelt kompozit lemezeknél a legtobb esetben elegendd a klasszikus és az elsérendi el-
méletek alkalmazasa. Az emlitett elméletek az tn. egyenértékii rétegelmeléten alapulnak,
azaz a teljes lemezt fliggetleniil attol, hogy hany rétegbdl all, egy darab kozépfeliilettel
(vagy referenciasikkal) irjuk le. Meg kell emliteni még az tn. rétegenkénti modellezési
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technikat, illetve a rugalmassagtani megoldast, amelyek 3D-s megoldéasok és igy bar novel-
hetik a modell méretét, a rétegek kozotti fesziiltségek igy pontosabban meghatérozhatok.
(Batista (2012); Ferreira et al. (2011); Reddy (2004); Saeedi et al. (2012a,b)).

A felsorolt elméleteket (vagy azok igen nagy részét) viszont még nem alkalmaztak ré-
tegszétvalast tartalmazo lemezek modellezésére. Az olyan esetekben, amikor lemezalaku
a szerkezet és rétegszétvalast is tartalmaz, analitikus megoldas altalaban nem érhets el a
szakirodalomban. Ezért a feladatokat rendszerint végeselem-modszerrel oldjak meg, és a
repedésfeszits er6t pl. a J-integral (Rice (1968)) vagy a virtualis repedészarodas techni-
kija (Bonhomme et al. (2010)) alapjan numerikusan szamitjak ki. Ennek a modellezési
technikdnak a hatranya, hogy a rétegszétvalast tartalmazo szerkezetet 3D-s modellel kell
leirni, még akkor is, ha az vékony faltinak tekintheté. Bar vannak lemezelméleten alapulo
megoldasok erre a problémara, azok vagy til bonyolultak, vagy pedig nem elég pontosak
(Bruno et al. (2003, 2005); Davidson et al. (2000)).

2. A kutatas célkitiizésel

A kutatas célja a kiilonb6z6 (elsd-, masod- és harmadrendi) lemezelméletek alkalmazasa
rétegszétvalast tartalmazod lemezekre. Ezen a teriileten a legegyszertibb terhelési ese-
tekre taldlhatok megoldésok a szakirodalomban, ez a hizott-nyomott és csavart lemezek
esete. A szakirodalom jelentGs hianyossidga, hogy a klasszikus Lévy-féle peremfeltételek
esetére a rétegszétvalast tartalmazo lemezek legegyszeriibb hajlitasi feladatai sincsenek
megoldva. Ez azért fontos, mert ezen feladatok megoldésai jo alapot adhatnak hatéko-
nyabb lemez és héj végeselem tipusok kifejlesztésére és a 3D-s modellek helyettesitésére.
A hajlitott lemezek esetén szamos megoldatlan probléma létezik. A legfontosabb célok
a rétegszétvalast tartalmazo hajlitott lemezek mechanikai modelljeinek megalkotésa, a
leir6 egyensilyi egyenletek, a peremértékfeladatok megfogalmazasa. A rétegek szétvala-
sabol, azaz a repedéscsticsbol adodo perturbicié miatt a lemez vastagsaga mentén tobb
egyenértéki réteg egymasra helyezésével lehetséges egy az eddigieknél pontosabb modell
létrehozéasa. Az egyenértékii rétegek - amelyek leirhatok az els6-, mésod- és harmadrendii
elméletekkel - kozotti kapcsolosikokon meg kell fogalmazni a megfelel6 kinematikai felté-
teleket. Az analitikus megoldas esetén a rétegszétvalast tartalmazo és nem tartalmazéd
szakaszokat kiilon kell kezelni, és meg kell fogalmazni az egyes részek perem- és illesztési
feltételeit. Az igy adodo feladatok matematikai modszerekkel valé megoldasa és a kiilon-
b6z6 elméletek pontossiaganak és modellméretének Gsszehasonlitasa szintén fontos célok.
A modellek pontossagat gy lehet felmérni, hogy azok mechanikai mezdkre (elmozdulés,
alakvaltozas, fesziiltség) vonatkozo eredményeit végeselem-modszer eredményeivel hason-
litjuk Ossze. A repedésfeszitG erd szamitésat a J-integral segitségével célszerid elvégezni.
A J-integrél kifejezése harmadrendd delaminalt lemezek esetén nem volt eddig levezetve,
illetve a J-integral kiilonb6z6 modusainak repedési front menti eloszlasat sem hataroztak
meg ez idaig analitikus modszerrel. Meg kell jegyezni, hogy pl. az ANSYS végeselem
szoftverben a J-integral csak izotrop anyagi viselkedésti modellre alkalmazhato, igy az
analitikus szamitas eredményét a virtualis repedészarodas technikajaval kaphatd eredmé-
nyekkel célszeri Gsszevetni. A virtudalis repedészardodés technikija segitségével a repedési
front kornyezetében létrehozott végeselemekben kiszamithatd csomoéponti elmozdulésok
és erGk segitségével hatarozhatdo meg a repedésfeszits erG egyes komponensei.
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3. A kutatis modszere

A mechanikai modellek létrehozasdhoz a linearis rugalmassagtan és a rétegelt kompozit
szerkezetek alapelveit hasznaltam fel. Az els6-, masod- és harmadrendi lemezelméletek
esetén minden esetben egy feltételezett elmozdulasmez&bdl indultam ki. Tovabbi alkalma-
zando alapelvek az alakvaltozas-elmozdulés kapcsolata, a virtudlis munka elve, a linearisan
rugalmas, ortotrop testek anyagtorvénye, a merevségek fogalma és az igénybevételek de-
finicioja. A modellek pontossagat olyan példakon keresztiil mutattam meg, amelyek az
un. Lévy-féle megoldason alapulnak. A megoldés lényege, hogy téglalap alaki lemezek-
nél két szemben 16v6 peremnek egyszeriien alatamasztottnak kell lennie, a méasik ketténél
pedig tetszGleges feltétel adhatd meg. Az egyszerd alatmasztas azt jelenti, hogy az adott
peremen a kozépfeliiletre mergleges elmozdulas zérus, valamint a lemez pereme mentén
az azzal parhuzamos iranyta hajlit6 élnyomaték szintén zérus. Ilyen modon ugyan kor-
latozottak a lehetGségek, de igy is sok variacio lehetséges. A matematikai megoldéshoz
minden esetben allapottér modellt alkalmaztam, amely a matrixexponencialison alapszik
és igen hatékony modszer a differencidlegyenlet-rendszerek megoldésara. A torésmechani-
amely altalanos esetben harom egymastol fiiggetlen komponenst ad meg. A matemati-
kai modellt a MAPLE szoftverrel épitettem fel, amely hatékonyan alkalmazhat6é a nagy
modellméretek és a hosszu kifejezések esetén is. Az analitikus modellek eredményeinek
ellendrzésére az ANSYS szoftverben elkészitett térbeli (SOLID tipusi) linearis modellt
hoztam létre, amelynél a hagyomanyos eredmények mellett a repedésfeszits erck delami-
nacios front menti eloszlasat egy mér rendelkezésre allo6 MACRO segitségével szamitottam
ki.
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4. Uj tudomanyos eredmények
@ Tézis

Az alapgondolat az, hogy egy N; szamu réteghbdl felépiilé kompozit lemezt Ngg; szamu
egyenértékii réteggel modelleziink, valamint igaz, hogy Ngsrp < N;. Az egyenértékd ré-
tegek kozotti sikok a kapcsolo- vagy perturbacios sikok. A perturbacios sikok koziil az
egyiket a delamindcio sikjaban kell felvenni.

Megadtam az un. egzakt kinematikai feltételrendszert olyan, rétegszétvalast
tartalmaz6 kompozit lemezek modellezésére, amelyek Ngpg szamu, harmadrendi egyen-
értékd réteghdl épiilnek fel. Az egzakt kinematikai feltételrendszer a szemi-rétegmodell
egyenértéki rétegei kozott transzverzalis iranyban felirt kinematikai feltételek halmaza.
A feltételrendszer a kovetkez6 elemekbdl all:

T sz

e a sikbeli és transzverzalis elmozdulaskomponensek folytonossaga,
e a globalis membran elmozdulaskomponens megadéasa a referenciasikon,

e a transzverzalis fajlagos szogvaltozasok, azok elsé és masodik derivaltjainak folyto-
nossaga a kapcsolosikokon,

e a transzverzalis fajlagos szogvaltozast szabalyozo feltétel.

Az egzakt kinematikai feltételrendszer barmely lemezelmélet esetén alkalmazhaté. A nyi-
rési deforméciot magéban foglalo, de a vastagsag irdnyaban nem deformalhat6 lemezek
esetén az egzakt kinematikai feltételrendszer a sikbeli elmozdulaskomponensekre, illetve
azok lokalis vastagsag menti koordinatak szerinti elsG, masodik és harmadik derivaltjaira
megadott feltételek halmaza.

e A tézishez tartozé publikacidk: Szekrényes (2013b,c, 2016a).

@ Tézis

Megmutattam, hogy az egzakt kinematikai feltételrendszert teljesité elmozdulés-
mez6 egy szemi-rétegmodell i-edik egyenértéki rétegében a kovetkezéképpen adhaté meg:

e = uh + (Ki(]o) + KW20 4 kP02 4 k) [Zm]s) Yy = 0.5,
W) = W, 1= 1..k.

ahol a harmadrendd fiiggvényekben 1,); (p = = vagy y) az els6dleges paraméterek vek-
tora, K;; az elmozdulds-multiplikdtor matrix, valamint a kovetkez6k igazak a

nem delaminalt szakaszra (ug, vg) = (uo,v0), q=1, =k,
delaminalt szakasz, also lemezfélre =< (ug,v3) = (uop, vop) , q =1, s=h,
delaminéalt szakasz, felsé lemezfélre (ug, v3) = (uor,vor), g=h+1, s=k,

ahol k az egyenértéki rétegek szama, h pedig az egyenértékid rétegek szama az alsoé lemez-
felben. Az g, vo, Ugp, Vo, Uor €S Vo membran elmozdulaskomponensek és a w transzverza-
lis lehajlas tipikusan elsGdleges paraméterek. A tovabbi elsGdleges paramétereket gy kell

4
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kivalasztani, hogy az egzakt kinematikai feltételrendszer alkalmazasa sordn adodo algeb-
rai egyenletrendszer egymastol linearisan fiiggetlen egyenletekbdl épiiljon fel. A virtuélis
munka elve alapjan harmadrendi lemezek esetén levezettem az egyensilyi egyenletek in-
varians alakjat. Az egyensiilyi egyenleteket bemutattam arra az esetre, amikor a kettd és
négy darab egyenértéki réteg modszerét alkalmazzuk. Megmutattam, hogy az egyensilyi

egyenletek megfelel6 Osszegzése segitségével megadhatok az Gn. egyenértéki igénybevéte-
lek, mint 1Y egyenértékd nyomatékok, valamint egyenértékd L 65 PO igény-
bevételek. Az egyenértékii igénybevételek szerepe kulcsfontossagu a peremértékfeladatok

folytonossagi és peremfeltételeinek megadasakor.

e A tézishez tartozé publikacidk: Szekrényes (2014b, 2016a,b).

@ Tézis

Megmutattam, hogy az (1) jeld, rétegszétvalast tartalmazo és a (2) jeld, ré-
tegszétvalast nem tartalmazéd lemezrészek kozotti folytonossagi feltételek harmadrendd,
ortotrop, Lévy tipust kompozit lemezek esetén a kovetkezSképpen irhatok fel:

(1) (2)

Yo Ja

he ha

w = w N
Nea Ny

DPa =40 DPa z=—0

ahol g, egy paraméterhalmaz, amely tartalmazza lehajlasfiigggényt, annak derivaltjait az
alkalmazott elmélet szerint, és a v;,); vektor komponenseit, h, és m, az elmozdulasmez6
membranrészeit tartalmazo halmazok, n, az un. autokontinuitasi feltétel halmaza, végiil
Do €gy a hagyomanyos és egyenértéki igénybevételeket magaban foglalo paraméterhalmaz.

Meghataroztam az autokontinuitas tételét. Az autokontinuités tétele kimondja,
hogy harmadrendd, Lévy tipusi, ortotrop, kompozit lemezek rétegszétvalast tartalmazo
és nem tartalmazo6 lemezrészeinek kozos keresztmetszetében az elmozdulasmezdk teljes
folytonossaga a g, ha, M s p, halmazokon tilmenden |N; — N4 € N szamua paraméter
folytonossagi feltételének elGirdsaval biztosithato, ahol Ny és N4 a kikiiszobolt paramé-
terek szdma a rétegszétvalast tartalmazo és nem tartalmazéd lemezrészeken. Az elGbbi
paraméterek az autokontinuitdsi paraméterek, amelyek egyben elsddleges paraméterek is.
Az autokontinuitas csak akkor teljesiil, ha az egyenértéki rétegek kapcsolosikjai mentén
azonos feltételeket irunk el6 a rétegszétvalast tartalmazo és nem tartalmazo lemezrészekre.
A rétegszétvalas sikjaban eltérs feltételeket lehet elGirni. Megadtam az autokontinuités
tételének bizonyitasat abban az esetben, amikor harmadrendi lemezelméletet és a négy
darab egyenértékii réteg modszerét alkalmazzuk, valamint akkor, amikor a Reddy-féle
harmadrendii elmélet és a két darab egyenértékii réteg modszere keriil alkalmazasra. A
tétel kovetkezményét is megadtam, amely az elmozduldsmez6 membranrészeire vonatkozo
folytonossagi feltételek szamanak csokkenését eredményezte.

e A tézishez tartozé publikacidk: Szekrényes (2015, 2016a,b).

@ Tézis

Meghataroztam a haromdimenziés J-integral zart formaja kifejezését tetszéleges k
szamu harmadrendid egyenértéki rétegbdl felépiils, rétegszétvalast tartalmazé kompozit
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Lévy-tipusi lemezekre abban az esetben, amikor a lemezek terhelése II/11I-as modusi.
Megmutattam, hogy az altalanos kifejezés egyszeriisithets egy, a rétegszétvalasi cstcsot
tartalmazo, zérus értéki teriileten felvett zart atvonal alkalmazéasaval. Megmutattam to-
vabba, hogy a J-integralt a rétegszétvalast tartalmazo és nem tartalmazo lemezrészek ko-
z0s keresztmetszetében ébredé igénybevételek és alakvaltozasi mez6 komponensek felhasz-
nalasaval lehet kiszamitani. A teljes J-integralt szétvalasztottam egy J;; (II-es modusi)
és Jryr (IlI-as modusi) komponensre rétegszétvalast tartalmazo, ortotrop, Lévy-tipusi
lemezek esetén. Megmutattam, hogy a II-es modusu J-integral képletében az N,, N, (sik-
beli élersk), M,, M, (élnyomatékok), L,, L,, P, és P, (magasabb rendii) igénybevételek
jelennek meg, valamint, hogy a IIl-as modust J-integral tartalmazza az N, (sikbeli nyi-
roerd), M,, (csavar6 élnyomaték), L,, és P,, (magasabb rendi) igénybevételeket. Ez az
eredmény 6sszhangban van a szakirodalmban megtalalhato alapgondolattal. Megadtam az
un. konjugalt fajlagos szogvaltozast. A Jr; és Jrpr kifejezéseit egyszeriien aladtamasztott,
rétegszétvalast tartalmazo elsG-, masod- és harmadrendii rétegelt lemezekre alkalmaztam.

e A tézishez tartozé publikacidk: Szekrényes (2014a,c,d).

@ Tézis

A két darab egyenértékd réteg modszerét egyszertien alatdmasztott, ortotrép, a
teljes szélesség mentén végighalado rétegszétvalast tartalmazo kompozit lemezek hajlitasi
feladataira alkalmaztam. A megoldasokat az els6-, masodrendii valamint harmadrendii
Reddy-féle lemezelméletekkel allitottam el6. Meghataroztam a mechanikai mezGket egy-
szeriien alatdmasztott, eltérd geometriai felépitési, rétegszétvalast tartalmazo kompozit
lemezekben és az eredményeket 6sszehasonlitottam 3D-s végeselem modell eredményeivel.
Megmutattam, hogy harmadrendid Reddy-féle lemezeknél egyfajta merevits hatas kovet-
keztében a lehajlasfiiggvényt pontatlanul koveti a modell. A négy darab egyenértékii réteg
modszerét szintén alkalmaztam az el6bb emlitett feladatokra felhasznalva az elsG-, méasod-
és harmadrend( lemezelméleteket. Bemutattam, hogy az elsérend(i elmélet esetén szintén
merevitd hatas jelentkezik.

A ketts és négy darab egyenértékii réteg modszerével meghatarozott mechanikai
mez&kre és a J-integralra kapott eredmények alapjan elvégeztem az alkalmazott lemez-
elméletek rangsorolasat a pontossaguk alapjan. Az elsédleges szempont a transzverza-
lis irdnyu lehajlas és a J-integréal rétegszétvalasi front menti eloszlasanak végeselemmel
kiszamolt eredményekhez képesti egyezése volt. A sikbeli elmozdulasok és a fesziiltsé-
gek eloszlasanak egyezését mésodlagos szempontként vettem figyelembe. A rangsoroléds
alapjan azt a kovetkeztetést vontam le, hogy figyelembe véve a modellek pontossagat és
méretét a targyalt feladatok optimaélis megoldasara a masodrendi lemezelméletet érde-
mes alkalmazni, amely igy egy olyan lemez/héj végeselem tipus kifejlesztésének is alapjat
képezheti, amely alkalmas a rétegszétvalasok modellezésére rétegelt kompozitokban.

e A tézishez tartozd publikacidk: Szekrényes (2013b, 2014d, 2016a).

5. Az eredmények alkalmazasi lehet&ségei

Az értekezésben bemutatott eredmények egyarant alkalmazhatok a kisérleti és modellezési
teriileteken az alabbiak szerint.
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e A bemutatott modellek alapjan 1j rdad, lemez és héj tipusu végeselemek hozha-
tok létre, vagy a modellek az izogeometrikus modszer segitségével is megoldhatok,

L s v

pedéseket és rétegszétvalasokat tartalmazo vékony és vastag fali szerkezeteknél.

e A bemutatott modellek alkalmazhatok a torésmechanikaban hasznalatos lemez alaki
probatestekre (pl. az un. edge cracked torsion tipust probatestre (ECT, Marat-
Mendes and Freitas (2009)) vagy a négypontos lemezhajlito probatestre (4-point
bending plate - 4PBP, Mehrabadi (2014))), annak érdekében, hogy zart forméaju
megoldast kapjunk.

e A két és négy darab egyenértékii réteg modszere alkalmazhatd a rétegszétvalast
tartalmazo rudak, lemezek és héjak szabadrezgési feladatainak megoldasara. A be-
mutatott megoldasok jelentGsége az, hogy lehetévé teszi az igénybevételek also és
fels6 lemezekben kiilon-kiilon val6 meghatarozésat. Nem régiben sikeriilt kimu-
tatni, hogy a rétegszétvalast tartalmazo rudak (Szekrényes (2014, 2015)) és leme-
zek (Szekrényes (2015)) szabadrezgésekor az igénybevételek harmonikus mozgasbol
adodo periodikus valtozéasa a paraméteres gerjesztés forrasa. A modellek ugyancsak
alkalmazhatok a rétegszétvalast tartalmazo komporzit lemezek stabilitési feladataira.

e A modellek kiegészithetSk a vastagsag menti deformécié hatasaval a pontossag to-
vabbi novelése érdekében. A fajlagos szogvaltozasokkal szemben alkalmazott foly-
tonossagi feltétel helyett fesziiltségre vonatkozo feltétel is alkalmazhato.

e Az alapgondolat alkalmazhato a szendvics illetve gradiens anyagu rad-, lemez- és
héjszerkezetek modelljeire, amelyek rétegszétvalasokat és repedéseket tartalmaznak.
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