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I. A kittizott kutatasi feladat

A spektralis klaszterezés az 1990-es években elterjedt fogalom arra, hogy adatpontokat vagy egy graf csi-
csait osztalyozzuk egy megfelelen konstrualt métrix sajatértékei és sajatvektorai segitségével. A bevezetd
irodalomban (pl. [Lux]) azonban csak gyakorlati atmutatasok taldlhatok arra nézve, hogyan épitsiink hason-
16ségi méatrixot az adatokra vagy a gréfra, és heurisztikus algoritmusokat definidlnak. Nem mondanak sokat
a célhoz adaptalt méatrix vilasztasarol vagy a kapott optimalis klaszterezés minGségérdl, egyéltalan a klasz-
terek szamarol. Talan Ravi Kannan (Microsoft Research, India) videoel6adasa (Simons Institute, Berkeley,
2013. December 9.) vilagit ra legjobban az elérendd célra. Idemésolom Clustering — Does Theory Help?
cimi el6adasanak kivonatat: ,, Theoretical Computer Science has brought to bear powerful ideas to find nearly
optimal clusterings, while Statistics mixture models of data have been useful in understanding the structure
of data and in developing clustering algorithms. However, in practice many heuristics (e.g., dimension re-
duction and the k-means algorithm) are widely used. The talk will describe some aspects of the Theoretical
Computer Science and Statistics approaches, and attempt to answer the question: is there a happy marriage
of these approaches with practice?” Jelen dolgozatban mindkét megkozelitést hasznalom, és megprobalom
azokat Osszeegyeztetni a gyakorlati alkalmazok igényeivel. Mivel kutatési célom hossza id§ folyaméan alakult
ki és modosult is kdzben, elészor szeretnék révid attekintést adni a téméarol és kapcsolatomrol azzal.

Az 1980-as évek végén kandidatusi dolgozatom témavezet§jével, Tusnady Géaborral spektralis modsze-
reket hasznaltunk egy, a velesziiletett rendellenességek vizsgalata kapcsan felmeriilt binaris klaszterezési
probléma megoldéasara (Czeizel Endre akkori adatain). A SZTAKI-ban Prékopa Andras és Juhész Ferenc
felhivtak figyelmemet arra, hogy a vizsgalatainkban kulcsszerepet jatsz6 matrix az egyszerd grafokra jol
ismert Laplace-matrix természetes altalanositasa lehet hipergrafokra. Ezutan oszefiiggéseket allapitottunk
meg a Laplace-méatrix spektruma és a hipergraf klaszteresedését kifejezd vagasok mérdszamai kozt. KésSbb
belattam, hogy minden hipergrafhoz hozzarendelhets egy élsulyozott graf, melynek Laplace-méatrixa azonos
a hipergraféval. Bevezettiik a Laplace-métrix fokszamokkal normalt valtozatat is, melynek sajatértékei egy-
értelmiien megfeleltethet6k a bolyongasoknal vizsgit dtmenetvaloszintiség méatrix sajatértékeinek. Az ehhez
kothets spektralis rés (az atmenetvaldszintiség matrix trivialis 1 és masodik legnagyobb, vagy ami ezzel ek-
vivalens, a Laplace-méatrix 0 és méasodik legkisebb sajatértéke kozt) és az izoperimetrikus szam kapcsolatat
kifejez6 Cheeger-egyenlGtlenség mar régota ismert volt. Azonban a témakorhoz kapcsolodo cikkek egyértel-
miien az els6 nem-trivialis sajatértékre fokuszaltak, amelynek, ha nagy a trivialistol valo elvalasa, akkor a graf
jO expander, és hasonlo viselkedést mutat, mint az Erdés—Rényi tipusi véletlen graf (egyosztalyos eset, kvazi-
randomsag). Mindez megfogalmazhato a grafon az élstlyokkal ardnyos valoszintiségekkel torténd véletlen bo-
lyongas keverési és lefedési ideje, tovabba rezisztencia, konduktancia segitségével is, melyrsl attekintést nyajt
pl. [Lov93, Chu|. Ha az elvalas a trivilis sajatértékt6l nem nagy, hanem utana van a rés, akkor jon képbe a
Laplace-méatrix legkisebb pozitiv sajatértékéhez tartozo6 sajatvektor, az un. Fiedler-vektor, melynek koordi-
natai alapjan két, egymassal ,Jazan” Osszefliggs klaszter bontakozik ki, 1. [Fid72, Fid73, Hof72, Juh-Maly].
Mondhatnénk, hogy a cstcsok Fiedler-vektor alapjan torténd kettéosztasa folytathaté az osztalyokon beliil,
azonban engem ez nem elégitett ki. Szerettem volna a spektrum belsejében talalhatd rések alapjan k el-
valo sajatérték segitségével megtalalni a csiicsok optimalis k-particidjat, mely minimalizalja a klaszterparok
kozti sulyozott vagasok Osszegét. Ehhez az elvald sajatértékekhez tartozo sajatvektorok alapjan konstru-
alt in. csucs-reprezentansokat és azokra a k-k6zép algoritmust, ill. annak stlyozott valtozatat hasznéaltuk
[Bol93, Bol-Tus94|. Kozben a spektralis klaszterezés elterjedt, ekkor vezették be a fogalmat is, és rengeteg
cikk sziiletett a téméaban: sokan jra definialtak (partition cut, normalized cut néven) az altalunk mar beve-
zetett mennyiségeket, és hasonld vizsgéalatokat folytattak a spektrummal valo kapcsolatukkal, de vizsgalataik
néhany kivétellel (pl. [Ng-Jo-We]) csak a sajatértékekkel vald also becslésre terjedtek ki. A reprezentacios
technika, mint spektrdlis relaxdcic vonult be a koztudatba anélkiil, hogy a klaszterek szdmara vonatkozo
kritériumokat vagy a k-kozép algoritmus célfiiggvényének kapcsolatat a minimalizdland6 tébbszemponti
vagasokkal vizsgaltak volna. Igy az 1990-es évek végén célul tiztem ki, hogy altalanosabb optimalizalési
feladatokkal (pl. [Boletal98]) és matematikus hallgatok bevonasaval a tobbszempontu vagéasok fels6 becslé-
sével foglalkozom. Az ezredfordulon egyéb szempontbol is 0j lendiiletet vettek a dolgok, igy tjabb célok
fogalmazodtak meg bennem:
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A Word Wide Web rohamos béviilésével fizikusok a klasszikus Erdés—Rényi modelltsl [Erd-Reny] eltérs
modelleket fedeztek fel, melyekben a sajatértékek empirikus eloszlasa eltér a megszokott Wigner-féle
felkortsl. Egyéb sztochasztikus blokkmodellek is el6térbe keriiltek evolvalodo szocialis és biologiai ha-
lozatok leirasara, elsGsorban nem spektralis modszerekkel, 1. [Hol-Las-Lei, McSh|. Ezért véletlen per-
turbéciok hatésat kezdtem vizsgalni azzal a reménnyel, hogy amennyiben megértem néhany specialis
struktura sajatértékeinek és a hozzajuk tartozo sajataltereknek a viselkedését, akkor ilyen strukturakat
kénnyebben fedezhetek fel valos életbeli adatokban.

Ugyancsak fizikusok szocialis halozatok klasztereinek (naluk inkabb modul vagy community) feltara-
sara az un. Newman—Girvan modularitast [New-Gir, New| maximalizaltak, azonban nem &llapitottak
meg preciz Osszefiiggéseket a modularitas-matrix sajatértékei és a modularitast maximalizaloé tobb-
szempontt vagasok kozt. Célul tiiztem ki ennek vizsgalatat, illetve bevezettem a normdlt modularitds-
mdtrizot is, melynek nagy abszolut értékd, Gn. strukturdlis sajdtértékei alkalmasnak tiintek a klaszte-
reken beliili és klaszterparok kozotti diszkrepanciak becslésére.

Hatéassal volt ram Lovasz Léaszlonak és munkatarsainak tesztelhetd grafparaméterekkel kapcsolatos el-
mélte [Borgsetall, Borgsetal2]. Célul tiztem ki a minimalis tobbszemponta vagasok, tovabba a normalt
modularitas-méatrix strukturélis sajatértékinek és a hozzajuk tartozo sajatalterek tesztelhetségének
vizsgalatat. Ez lényegében azt jelenti, hogy bizonyos kiegyensulyozottsagi feltételek mellett a klaszte-
rek Un. k-variancidja konzisztensen becsiilhetd.

A huméan genom projekt eredményeként az ezredforduléon a genetikai vizsgalatok kozéppontjaba keriil-
tek a microarray-ek, melyek statisztikai szempontboél atskalazott kontingenciatablak (téglalap alaku,
nem-negativ elemi méatrixok), soraik a géneknek (ezek szdma nagyon nagy), oszlopaik a vizsgalati fel-
tételeknek (ezek szama sokkal kevesebb) felelnek meg, az egyes matrixelemek pedig megmutatjak, hogy
az adott sorbeli gén az oszlopbeli feltétel mellett milyen mértékben van kifejezve (ez egy nem-negativ
valos szam, binaris esetben 0 vagy 1). A biologusok célja altalaban a gének és feltételek jellegzetes kap-
csolodasi csoportjainak a megtalalasa gy, hogy az egy osztalyba tartozo gének hasonloan befolyéasoljak
az egy osztalyba tartozo feltételeket (pl. betegségeket), 1. [Klugetal]. Elhataroztam, hogy korrespon-
danciaanalizis technikdkat hasznalok a sorok és oszlopok alacsony dimenzios reprezentacidjahoz, és a
reprezentansok szimultan klaszterezésével nyerem ki a feltételeknek eleget tevs klaszterparokat. Ez
az an. spektrdlis biklaszterezés a grafokra kidolgozott eljarasok természetes altalanositasa, csak itt
spektralis felbontas helyett szingularis felbontast hasznalunk. Tervbe vettem a modszer kiterjesztését
iranyitott grafokra, akarcsak a konvergencia fogalmat kontingenciatablakra. Ugyancsak a microarray-
ek kapcsan meriilt fel bennem az igény kis diszkrepancidji (in. reguldris) klaszterek és klaszterpdrok
keresésére, melyek a kiugro szingularis értékekkel (nagy abszolut értékd sajatértékek) atvihetsk gra-
fokra is. A minimaélis és maximalis tObbszempontu vagasok specidlis esetként adédnak, amennyiben
a normalt modularitas-méatrix nagy abszolut értéki sajatértékei mind pozitivak (a fizikusok nyelvén
scommunity structure”) vagy negativak (,anticommunity structure”). A marginalisok szerint normalt
kontingenciatablara és a diszkrepancia vonatkozasédban a biklaszterezési problémara nem talaltam meg-
oldasokat az irodalomban.

A téglalap-, ill. szimmetrikus nem-negativ elemti, megfelel6en normalt méatrixok diszkrét egyiittes el-
oszldsok specialis eseteinek is tekinthetdk, a vizsgéilt norméalt modularitas-métrix és kontingenciatébla
pedig a feltételes vdrhatd érték vevés operatoraval hozhaté kapcsolatba. Igy altalanosan (nem csupan a
véges esetben) a Hilbert-terek kozti kompakt linearis operatorok elmélete hasznalhaté az alacsony rangt
reprezentacio hatékonysagat kifejezs célfiiggvény optimalizalasara. Kapcsolatot kerestem a Rényi-féle
mazimdlkorreldcid [Reny59a, Reny59b] és az altalunk vizsgalt szingularis értékek kozt. Ezzel valaszt
kivantam kapni arra, hogy adatpontok spektralis klaszterezésére hogyan hasznélhaté a reprodukald
magu Hilbert-terek elmélete. Ezt a technikat napjainkban a modern képfelismerd eljarasok intenzi-
ven hasznéljak. A Hilbert-teres megkozelitést a spektralis alterek tesztelhet&ségének bizonyitasara is
hasznalni fogom.
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e Az un. expander mixing lemmdt (pl. [Alon, Ho-Lin-Wid]) szerettem volna kiterjeszteni téglalap elren-
dezésekre és a csicsok ill. sorok/oszlopok legalabb kettd klaszterére. A lemma élsulyozott grafokra,
a fenti fogalmakkal elmondva, a cstcsok barmely két részhalmaza kozti diszkrepanciat becsli feliil-
r6l a normélt modularitds-méatrix spektralnormajaval. A spektrum, diszkrepancia és egyéb fokszam-
jellemzdk kozti ekvivalenciak képezik a régota vizsgalt tin. kvazirandom tulajdonsagok alapjait a k = 1
esetben, 1. [Thom87, Thom89, Bo| és [Chu-G-W, Chu-G]. Arra gondoltam, hogy ha sikeriil bizonyi-
tani az alkalmasan definialt t6bbrészes diszkrepancia és spektrum koézotti oda—vissza kapcsolatot, akkor
definialhatunk un. dltaldnositott kvdzirandom tulajdonsdgokat, melyek kozti implikidcok érvényesek
determinisztikus grafsorozatokra is, fiiggetleniil a sztochasztikus modellt6l. Ehhez az altaldnositott
kvéazirandom grafokat a grafkonvergencia fogalmaval definialo [Lov-Sos| cikk is motivaciot adott.

e Végss célom tetszbleges k pozitiv egészre vizsgalni a megfelel6 normalt matrix k£ legnagyobb abszolut
értéki sajatértéke és a hozzajuk tartozo sajataltér kapcsolatat a graf vagy tabla k-részes diszkrepan-
cidjaval, ami egy altaldnos kritérium a klaszterezés homogenitasanak mérésére. Ilyen moédon a koztes
esetet vizsgdlom a k = 1-nek megfelel6 expander mixing lemma és kvazirandomsag, tovabba a kis
diszkrepanciaja klaszterezést nagyon nagy (de univerzalis) k-val dltalanosan garantalo Szemerédi regu-
laritasi lemma [Szem| kozt. Spektralis modszerekkel k értékére és a klaszterek mibenlétére is valaszokat
adok.

e Ezzel parhuzamosan olyan paraméteres statisztikai keverékmodellek vizsgalatat is célul tliztem ki, ame-
lyekben a részgrafokra és a paros részgrafokra ismert logisztikus modellek alkalmazhatok (-8 modellek
és a Rasch modell [Csetall, Csetal2, Rasch]), a parhuzamos klaszterezésre és paraméterbecslésre pedig
az EM (Expectation-Maximization) algoritmus [De-La-Ru].

A fenti kérdésekre a III. részben felsorolt eredmények valaszt adnak, csak az altalanositott kvazirandom
tulajdonsagok kozti implikaciokat nem tudom maradéktalanul bizonyitani. Ezért sejtésként fogalmazom
meg azokat, kivéve a norméalt modularitas spektrum és tobbrészes diszkrepancia kozti oda-vissza allitasokat.
Osszefoglalva azt gondolom, hogy a spektrum mindkét végét kell nézni. Amennyiben a normalt modularités-
méatrix nagy pozitiv (a normalt Laplace-méatrix 0-hoz kozeli) sajatértékei dominalnak, akkor a spektralis
eszkozokkel kapott klasztereken beliil ,szoros”, a klaszterparok kozt pedig ,laza” a cstucsok kozotti kapcesolat.
Ellenkezs esetben, ha a norméalt modularitas-matrix nagy abszolut értéki negativ (a normalt Laplace-matrix
2-hoz kozeli) sajatértékei dominalnak, akkor a spektralis eszkozokkel kapott klasztereken beliil ,laza”; koztiik
pedig ,szoros” a cstucsok kozotti kapesolat. Ezeket Luca Trevisan és tarsszerzdi [Gh-Trev, Le-Gh-Trev, Trev]
utobbi 6-7 évben publikalt eredményei is alatamasztjak, melyek az un. magasabb rendi és duéalis Cheeger-
egyenlGtlenséget vezetik be a tébbosztéalyos eset és a spekrum masik végének vizsgélatara. Fontos, hogy nem
feltétleniil particickon optimalizélnak, a ritka vagy siird tSbbszempontu vagasokkal kapcsolatba hozhatd
klaszterek ui. naluk nem feltétleniil meritik ki a teljes csticshalmazt. Miutan én a spektrum mindkét végét
egyszerre tekintem, modszereimmel mindkét tipusa klaszterparok megjelenhetnek, a konkrét graftol fiigg,
hogy milyen aranyban.

Erdemesnek tartom megemliteni, hogy fenti céljaimat gyakorlati problémak is motivaltak. Az utobbi évti-
zedben tobb olyan projektben (NKFP, OTKA, TAMOP) vettem részt, mely grafok vagy kontingenciatablak
forméjaban megadott nagyméretii halozatok struktirajanak feltarasara irdnyult. A nagy méretek, folyama-
tosan valtozo6 adatok és az Gsszetett kérdések miatt a klasszikus statisztikai moédszerek kozvetlentil nem voltak
alkalmazhatok; viszont a klasszikus grafelmélet sem volt alkalmas olyan, a grafon értelmezett statisztikus
mérdszamok becslésére, mint a minimalis tobbszempontt vigasok vagy tobbrészes diszkrepancia, melyek
nem érzékenyek az élek vagy élsulyok kis valtozéasaira. Az altalam javasolt algoritmusok beprogramozasat
azonban az utébbi idékben didkjaim végezték, akik a dolgozatban taladlhato dbrakat is készitették. Jelenleg
is dolgozom szakértéként a VT'T Technical Research Centre of Finland STOMOGRAPH projektjében, és
meghivast kaptam kiils6 tanacsadoként a Ca’Foscari University (Venezia) egy bels6 projektjébe.
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II. Az alkalmazott modszerek

A disszertacioban sok helyen hasznalok linedris algebrai tételeket, a sajétértékekre és szingularis értékekre
vonatkozo egyszerd szeparacios tételektsl kezdve [Rao] komplikaltabbakat is, pl. Weyl-féle perturbacios elv
vagy Davis—Kahan tipusu tételek a spektralis alterek eltérésének becslésére [Bhat].

Az els6 fejezetben egységes jelolésrendszert és modszertant vezetek be azért, hogy hasonld becslések-
nél ne kelljen mindig a kezdetekig visszamenni, hanem ugyanarra a technikara, mint reprezetaciéra tudjak
hivatkozni. A reprezentdcids technika — mely stulyozatlan, silyozott grafokra és nem-negativ elemi téglalap-
maétrixokra is vonatkozik — lehet6vé teszi, hogy kiilonb6zd tobbszemponti vigasokra alsé becslést adjunk a
megfelel§ matrix (szomszédséagi, norméalt Laplace, modularitas, normalt kontingenciatébla) spektruma segit-
ségével. A lényeg az, hogy fix pozitiv (k) egészre ezen matrixok k legkisebb (vagy legnagyobb) sajatértékének
Osszege egy k-dimenzios in. kvadratikus elhelyezési probléma optimumat adja, mely optimum a hozzajuk
tartozo sajatvektorok alapjan legyartott k-dimenzios reprezentansokkal valosul meg (a reprezentansok a graf
csticsaihoz vagy a kontingenciatabla soraihoz és oszlopaihoz tartoznak). Ezutan belatjuk, hogy a kvadrati-
kus célfiiggvényt specialis reprezentansokkal kiértékelve a minimaélis tObbszemponta vagast kapjuk, igy ez
nagyobb, mint az abszolit minimum. Ebbdl egyszertien adodik egy als6 becslés. A specialis reprezentansok
a csucsok k-particioihoz tartoznak, és az ugyanazon osztalybeli csticsok reprezentansai megegyeznek. Azaz
egy k-lépcsén konstans vektorokbol allo altér helyettesiti a strukturalis sajatértékekhez tartozé sajatalteret
(ezt a tényt spektralis relaxacioként is szokds emlegetni). Fontos, hogy a két altér eltérése nem méas, mint
a reprezentansok tn. k-variancidje (az egy osztalyba tartozo optimalis reprezentédnsok belsd variancidinak
Osszege). Ez a tobbvaltozos statisztikabol ismert varianciaanalizisbeli tény megkonnyiti a szamolasokat.

A reprezentacios technikat kiterjesztem egyiittes eloszlasokra is, melyhez Hilbert-terek integrdloperdto-
rainak elméletét hasznalom és még nahany egyszerd funkcionalanalizisbeli tényt. A kontingenciatablak
és grafok az egyiittes eloszlasok specialis véges diszkrét esetei, a hozzajuk tartozoé matrixok szingularis és
spektralis felbontasa pedig a feltételes varhato érték képzés operdtoranak (mint integraloperatornak) Hil-
bert spektraltétele altal garantalt felbontasa. Az absztrakcié azonban nem 6nmagéért valo. Gyakran ui.
adatpontokbol indulunk ki, és azokra épitiink grafot. Az adatpontokat (kiilonosen, ha azok linearisan nem
jol szeparalhatok) leképezhetjiik egy (sokszor végtelen dimenzios) an. reprodukdlé magi Hilbert-térbe. Lé-
nyeges, hogy nem kell ezt a leképezést végrehajtani, hanem mivel tgyis csak egy hasonlésagi matrixra van
sziikségiink, elég az 1j magfiiggvénybe behelyettesiteni azokat. Ez az elmélet (pl. [Ar]), ami a tobb mint
széz éves Riesz—Fréchet-tétel kovetkezménye, napjainkban reneszanszat éli, pl. fiiggetlen komponens ana-
lizis (ICA) [Bach]. Ebben a kontextusban a Rényi-féle maximéalkorrelacio, a klasszikus faktoranalizis és
az 1970-es években elterjedt korrespondanciaanalizis technikija is egységesen targyalhato és alkalmazhato
optimalizalasi probléméainkban és a képfelismerésben is.

Az els6 fejezet masik irdnyu becsléseihez és a masodik fejezet perturbacios eredményeihez mar szofiszti-
kaltabb modon kell altéreltérési tételeket alkalmaznom. A mésodik fejezetben szintén hasznalom a Wigner-
tipusa véletlen mdtrizok elméletét, pl. Fiiredi-Komlos [Fii-Ko| eredményét a legnagyobb sajatérték nagy-
sagrendjére (1-hez tarto valoszintséggel) és Alon—Krivelevich-Vu [Al-Kr-Vu| nagy eltérés jellegi tételét a
sajatértékek medianjuktol vagy varhato értékiiktsl valo eltérésére. Ennek segitségével és a Borel-Cantelli
lemma alkalmazéasaval majdnem biztos allitasokat tudok bizonyitani a sajatértékek nagysagrendjére.

A harmadik fejezetben hasznalom Borgs és tarsszerzéi tesztelhets grafparaméterekkel kapcsolatos elmé-
letét [Borgsetall, Borgsetal2] és a Lovasz—Sos [Lov-Sos] altal bevezetett altalanositott kvazirandomség fogal-
méat. Az ugyancsak itt targyalt sztochasztikus blokkmodelleket keverékmodellnek tekintve, azok paraméte-
reinek becslésére és a csicsok szimultan klaszterezésére a klasszikus EM algoritmust [De-La-Ru| alkalmazom
grafalapu keverékmodellekre.

III. Az elért eredmények

Az eredményeket a disszertacié fejezetei szerint vezetem be. Az els§ részben az optimalizalasi problé-
mékat, a tobbrészes vagasok becslését, és a természetesen addodo grafalapi matrixokat targyalom a repre-
zentacios technikakkal egyiitt (altalanosan téglalapmatrixokra és egyiittes eloszlasokra is). Ehhez egységes,
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a [Bol13| konyvbeli jeloléseket hasznalok, és a kandidatusim 6ta bebizonyitott néhany kapesolédo eredményt
is itt sorolok fel. A legtobb 1j eredmény a masodik részben keriil kimondasra: altalanositott véletlen grafok
spektrumanak és spektralis altereinek jellemzése, spektrum és diszkrepancia kozti kapcsolatok. A harmadik
rész témaja néhany elméleti alkalmazas (tesztelhetGségi kérdések, altalanositott kvazirandom tulajdonsagok)
és paraméterbecslés grafokra felallitott keverékmodellekben. Nem sorolom fel az 6sszes disszertaciobeli tételt
és nem is feltétleniil ugyanabban a sorrendben, ahogyan ott taldlhatok, azonban a definicidk és a sajat ill.
tarsszerzGs tételek szamozasa és tartalma ugyanaz, mint a disszertacioban. Ezeknél a tételeknél zarojelben
megjegyzem, hogy hol lettek publikilva és bizonyitva eredetileg. Mivel a disszertacidban egységes jelolést
hasznalok, ami a hivatkozott cikkeknél altalaban nincsen igy, ezért a kimondott tételek jelolése (esetleg
szohasznalata) néha modosul az eredeti cikkekéhez képest.

1. Tobbszempontiu vagasok, reprezentacié és spektrum

El6szor bevezetek néhany jelolest és graf alapa maéatrixot. Legyen G = (V, W) élsulyozott grdf, ahol

V = {1,...,n} a cstcsok halmaza, az élsulyokat pedig az n X n-es szimmetrikus W maétrix tartalmazza,
melynek elemeire w;; = w;; > 0 (i # j) és w;; = 0 (i = 1,...,n) teljesiil. A gyakorlatban w;; az i és j
cstcsok kozti hasonlosag mérdszama, és egyszert grafok esetén W a szomszédsagi matrix. W sordsszegeit,
azaz a d; = Z?Zl w; (1 =1,...,n) szdmokat dltaldnositott fokszdmoknak nevezziik, melyeket néha a D =
diag(dy,...,d,) diagonalis fokszdm-mdtrizban vagy a d = (dy,...,d,)T fokszdim-vektorban gytjtiink 6ssze.
A vektorok alapvet&en oszlopvektorok.
Ezutan adott 1 < k < n egész esetén keressiik a csticsok k-dimenzios rq,...,r, € R* reprezentansait,
melyek minimalizaljak a
Qr =Y wyri — x> >0 (1)
i<j

célfiiggvényt kiilonbozs mellékfeltételek mellett (hasonld elven alapulnak a grafrajzolé programok is). Spe-
cialis reprezentansokkal Q) Un. k-részes vagasok felirasara lesz alkalmas. A feladat megoldasat ismertetd
reprezentacios tételek a mellékfeltételektdl fliggGen a kovetkez6 méatrixok spektralfelbontésat hasznaljak.

1. és 4. Definicié: Az L =D — W mdtrizot a G = (V, W) élsilyozott grif Laplace-mdtrizdnak, mig az
Lp=D LD Y2 =1, -D Y>*WD Y2 =1, - Wp

mdtrizot a graf normdlt Laplace-mdatrizanak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az Lp matrixot [Bol-Tus94]-ban stlyozott Laplace-méatrixnak neveztiik, a norméalt
Laplace elnevezés késgbb jelent meg az irodalomban. Mind L és Lp pozitiv szemidefinit, és a 0 sajatérték
multiplicitdsa megegyezik G Osszefiiggd komponensei (melyeket 0 stlyu élek kotnek Ossze) szamaval. G
Laplace-spektruma az 0sszefiiggé komponensek Laplace-spektrumainak unioja, igy a tovabbiakban feltessziik,
hogy G Osszefiiggs, vagy ami ezzel ekvivalens, W irreducibilis. Mivel Lp érzéketlen W skalazaséara, az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy S°r S0 wi; = 1, ezért a Vd := (Vdi,...,d,)T
vektor egységnormaji. Ezt a normalast hasznélja a kovetkezd definicio.

7. Definicié: Az M =W — dd” madtrizot G = (V, W) modularitds-mdtrizinak, az

Mp = D Y/2MD~/2 — D-Y2WD~/2 _ \/dvd' = Wp — vavd.

mdtrizot pedig G normadlt modularitds-mdtrizinak nevezzik.

A modularitas-matrixot fizikusok [New-Gir, New| vezették be, mig a normalt modularitas-méatrixot [Bolllc]-
ben definialtam. M sorainak dsszege 0, ezért 0 mindig sajatérték 1 := (1,...,1)7 sajatirannyal. Miutan
tr(M) < 0, M-nek mindig vannak negativ sajatértékei, és altalaban indefinit. Belattuk a kovetkezst.

8. Tétel ([Boletalld]): Egy egyszerd, dsszefiiggd graf modularitds- és normdlt modularitds-mdtriza pontosan
akkor negativ szemidefinit, ha a grdf teljes tibbrészes.

Megjegyezziik, hogy M és Mp inercidja megegyezik, és a teljes graf is teljes tobbrészes (szingleton osztalyok-
kal). Egy masik disszertaciobeli tétel (7. Tétel) egyik irdnyban hasonlé allitast fogalmaz meg élstlyozott
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grafokra (1. [Boletall5]). Mp kapcsolata Lp-vel a kovetkezs. Jelolje 0 = Ao < Ay < -+ < Ao < 2
az Lp matrix sajatértékeit az uy = \/H, uy,...,Uu,_1 ortonormalt sajatvektorokkal. Akkor az Mp maétrix
sajatértékei az 1 — \; szamok az u; sajatvektorokkal (i = 1,...,n — 1) és még a 0 a v/d sajatvektorral. Mp
spektruma [—1, 1]-beli; 1 nem lehet sajatérték, ha G osszefiiggs, —1 pedig paros G esetén lesz csak sajatérték.

Visszatérve az (1)-beli Qp célfiiggvény minimalizalasara, legyen X a reprezenténsokat soronként tartal-
maz6 n X k-as méatrix (oszlopvektorait jeldlje x,...,x; € R™). Ezzel Q) = tr(XTLX). Ebbdl adédik a
disszertaciobeli 1. Tetel ([Bol-Tus94], Reprezentacios tétel élstlyozott grafokra), melynek értelmében Qy
minimuma a ., r; r! = XTX = I, kényszerfeltétel mellett nem mas, mint L legkisebb k sajatértékének
Osszege, €és a hozzajuk tartozo sajatvektorok allnak az optimumot elérd X* oszlopaiban (a trivialis koordi-
natakat tartalmazo elsd oszlop el is hagyhato).

Ha a csicsokat is stlyozzuk az S = diag(sy,...,s,) diagonalis matrix pozitiv elemeivel, akkor @) mini-
mumaéat a 2?21 siririT = I, kényszerfeltétel mellett keressiik, és az Lg = S™1/2LS~1/2 matrix spektralfel-
bontasaval kapjuk. Fontos lesz szamunkra az S = D specialis eset, melyben a trivialis koordinataktol eleve
eltekintiink.

3. Tétel (|Bol-Tus94]) Reprezentacios tétel él- és specidlis cstcs-sulyozott grafokra: Legyen G = (V, W)
(')'sszefdggo” élsulyozott graf Lp normdalt Laplace-mdtrizszal, melynek sajatértékei 0 = Ao < A < --- < A1 a2

Ug, Uy, ..., Up_1 ortonormalt sajdtvektorokkal. Legyen a k < n pozitiv egész olyan hogy Ak—1 < . Akkor Qy
minimuma a Y ., div;vl =Ty és Zz 1 dir; = 0 kényszerfeltételek mellett S i1 ' \i. A minimum azokkal
az optimdlis (k — 1)- dzmenzzos ri, ..., r¥ reprezentdnsokkal éretik el, melyek az X* = D~V2(uy, ..., up_1)

matrixz sorvektorai.

Megjegyezziik, hogy mindez megfogalmazhaté Mp spektréalfelbontaséaval is.

A reprezentacios tételek segitségével néhany to6bbszemponti vagasra konnyen also becslés adhato a spekt-
rummal. Itt csak az Gn. normalt k-vagast targyalom.
5. Definicio: A G = (V, W) élsulyozott grif U, T C V csiucshalmazai kozti sulyozott vdgds w(U,T) =
Yicv 2ujer Wij- Az U CV esiicshalmaz térfogata Vol(U) = 3,y di (az eldzetes feltételek miatt Vol(V) =
1). Legyen P, = (V1,..., Vi) a csicsok valddi k-particidja, és jelolje Py az dsszes valddi k-particié halmazdt.
G normdlt k-vdgdsa a P, = (Vi,...,V}) particio tekintetében

k

- 1 1 va,v Va,V
(PG =3 Z <Vol(V)+Vol(Vb)> (Va, Vb) = Z )k Z Vol(V,) ’

a=1b=a+1 @ a=1

minimdlis normdlt k-vdgdsa pedig fr.(G) = minp, ep, f(Pi, G).

4. Tétel ([Bol-Mol02]): A fenti jelolésekkel fi(G) > Zf:ll Ai.  Tegyiik fel, hogy a csiucsok optimdlis
(k —1)-dimenzids reprezentdnsai a sulyozott k-kozép algoritmussal (mely a (3) célfiggvényt minimalizdlja) a
Vi, ..., Vi Klaszterekbe sorolhatdk gy, hogy a mazimdlis klaszterdtmérdre e < min{1/v/2k, /2 min; /Vol(V;)}
teljestil. Akkor fi.(G) < 2 Zf;ll i, ahol c =1 +¢ec /(V/2 —ec') és ¢ =1/ min; /Vol(V;).

fx(G) als6 becslése azon alapul, hogy f(Pk,G) specialis kiértékelése Qp-nak olyan X-el, melynek oszlop-
vektorai particidvektorok (Pj elemein szakaszonként konstansok a megfelels kényszerfeltételek mellett), a

fels6 becslés szofisztikaltabb. Konnyen lathato, hogy f2(G) az alabbi h(G) Cheeger-allandé szimmetrikus
valtozata és fa(G) < 2h(G).

6. Definicio: A fenti jelolésekkel a G = (V, W) élsilyozott graf Cheeger-dllanddja

o w(UD)
MG = mi o)
Vol(U)< 4

A Cheeger-allandora vonatkozo fels§ becslés élesitése élsilyozott grafra a kovetkezd.

6. Tétel (|[Bol-Mol04|): Legyen G dsszefiiggd élsilyozott grdf. G normdlt Laplace-mdtrizdnak legkisebb pozitiv
sajdtértékérdl tegyiik fel, hogy \y < 1. Akkor % <h(G) < VA2 = Aq).
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A Py feletti minimalizalas NP-nehéz. A spektralis technikak a cstuicsok szdmaban polinomialis idejtiek.
Azonban a spektralis relaxécié pontossaga attol fiigg, milyen kozel hozhaté a Laplace-méatrix k legkisebb
sajatértéke altal kifeszitett altér az un. particio-vektorokéhoz. Ezt a kozelséget éppen a k-kozép algoritmus
célfiiggvénye fejezi ki. Ennek mérésére bevezetek néhény tovabbi jelolést.

Legyen 1 < k < n egész. Az ry,...,r, € R’ pontrendszer k-variancidja
S2(rq,...,r,) = min SZ(P;rq,...,r min ri—c 2
k( 1, ) n) PLEPy k( kT, n) Po=(Vi,... Vk)azljg H J GH ) ()
ahol ¢, = lv—la‘ Zjeva r; az a-adik klaszter silypontja (a = 1,...,k). Most legyenek az ri,...,r, € R’

pontok a di, ..., d, pozitiv silyokkal ellatva, ahol 3 " ,d; = 1 és Vol(U) = > .., di, U C {1,...,n}. A
stlyozott pontrendszer sulyozott k-variancidjdt

S2(ry,....1,) = S2(Pyiry,....1)) = X:Z:dr—c2 3
k( 1 3 TL) PILDGIg;, k( ky L1, B n) Pie I‘T/lll’n Vk)a = || J a“ ()

definialja, ahol ¢, = m Zjeva d,r; az a-adik pontklaszter sulypontja (a =1,...,k).

5. Tétel (|[Bol-Tus94, Bol-Tus00]): Legyenek 0 = Ao < A1 < Ao az Lp mdtriz legkisebb sajdtértékei és
ri,...,r5 optimdlis (1-dimenzids) reprezentdnsok, melyek a D_1/2u1 vektor koordindtdi (uy a A1 sajdtérték-
hez tartozé egységnormdji sajdatvektor). Akkor S3(rt,...,r%) < Ai/Ag.

Az tn. Newman-Girvan modularitds [New-Gir, New]| és annak kiegyenstlyozott és normalt véltoza-
tai [Bolllc| szintén tobbszempontt vagasok, melyek Pr-n a kovetkez6t maximalizaljak: Osszegezziik az
azonos klaszterbe tartozo ¢,j cstcsparokra azok témyleges w;; és a fliggetlenség hipotézise melletti d;d;
kapesolatanak kiilonbségét. Azaz olyan klasztereket (modulokat) részesitiink el6nyben, melyeken beliil a
csucsok kozti Osszekottetések sokkal erGsebbek, mint azt véletlen kapcsolodas esetén remélnénk (,community
structure”). [Bolllc|-ben megmutattam, hogy e mérészamok maximalizdlasahoz ismét a spektralis relaxa-
ci6 technikaja hasznalhato, csak M és Mp spektralis felbontésa segitségével. Itt a k legnagyobb (pozitiv)
sajatértéket hasznajuk. Amennyiben a fenti mennyiségeket minimalizaljuk Pr-n, a k legkisebb (negativ)
sajatértéket hasznaljuk, és tn. ,anticommunity structure”™t kapunk. Persze Mp spektrumatol fiigg, hogy
milyen k-val mely struktira illeszkedik legjobban az adott grafra. A 2. részben Mp legnagyobb abszolut
értéki sajatértékeit fogom hasznalni un. kis diszkrepanciaju klaszterek keresésére.

Bevezettem kontingenciatdbldk (nem-negativ elemi téglalapmétrixok) sorainak és oszlopainak optimalis
alacsony-dimenziés reprezentaciojat és vizsgaltam annak kapcsolatat a normalt kontingenciatébla szingularis
felbontasaval és a kétszemponta vagasok mérdszaméaval. Legyen C m X n-es nem-negativ elemii matrix Row
és Col sor- és oszlop-halmazzal. Adott k < r := rang(C) pozitiv egész esetén keressiik a sorok és oszlopok
Row = RiU---URy és Col = Cy U---UCC valodi k-particioit ugy, hogy az R,, Cy klaszterparok kozt

’I’L

a matrixelemek a lehet§ leghomogénebb mintazatot mutassak (a,b = 1,...,k). Jeldlje dyow,; = 2?21 Cij
(i=1,....,m), 1l deorj = Y iv,cij (j =1,...,n) a kontingenciatabla sor-, ill. oszlop-dsszegeit, melyekrél

feltessziik, hogy pozitivak. Ennél valamivel tébbet is feltesziink, nevezetesen, hogy a C matrix nem degenerdlt
(CCT ill. CTC irreducibilis az m < n ill. m > n esetekben). A D,., = diag(drow1,-- - drowm) €8

Do = diag(deot,1; - - -, deot,n) jelolésekkel a C-hez tarozdé normdlt kontingenciatabldt a
CD = Dv"olu{ZCD_l/2 (4)

Osszefiiggés definidlja. Nyilvanvaloan Cp nem érzékeny C elemeinek skalazasara, ezért a tovabbiakban
feltessziik, hogy > ) 77, ¢ij = 1.

Sziikségilink lesz a Cp = Zz;é spvpul szingularis felbontasra, r = rang(C). A korrespondencia-
analizis elméletébsl kovetkezik, hogy s;-k val6jaban korrelacios egyiitthatok abszolut értékei, igy rajuk
1 =590 > 51 > -+ > 8.1 > 0 teljesiil. Tovabba, ha C nem degeneralt, akkor az 1 szingularis érték
multiplicitasa egy, és a hozza tartozé egységnormaja szingularis vektorpar: vy = (\/ Arow, 1+ s \/ drowm)T




dc_1249 16

és ug = (\/deot 1+ \/deot.n)” (trividlis korrespondancia-faktorok). Adott 1 < k < r egészhez itt is keres-

hetjiik a sorok ry,...,r,, € R* és az oszlopok qu,...,q, € RF reprezentansait, melyekre a
m n
2
Qk =YY cijlri —qyll ()
i=1 j=1

célfiiggvény minimalis a megfelel kényszerfeltételekkel.

9. Tétel ([Boll4b] Reprezentacios tétel kontingenciatablakra: A fenti jelolésekkel, amennyiben k < r =
rang(C) és sx_1 > sg, az (5) célfigguény minimuma a > .-, drowititl = 1), és Z?Zl dcohjqjqu =1,
kényszerfeltételek mellett 2k — Zf:_ol si, €s az ezt elérd optimalis sor- ill. oszlop-reprezentdnsok a

2 , 172 L .
Dmu/, (Vo, Vi, VE—1) Wl DCO/ (ug,uy,...,ux_1) mdtrizok sorvektorai.

11. Definicié: A C kontingenciatdbla normdlt kétszemponti k-részes vdgdsa a Prow = (R1,...,R), Peot =
(C1,...,Ck) particick és a o eldjelek tekintetében:

_ kot 1 1 20 4b0ab
i(Prow, Peot0) = 3 3 <V01(Ra) T Vol(cy) Vol(Ra)Vol(Cb)> e o) ©

ahol ¢(R,,Cy) = ZieRa Zjecb ¢ij (a,b=1,...,k), Vol(R,) = ZieR,,, drow,i €s Vol(Cp) = Zjer deot,j @
Klaszterek térfogatai, 04 a Kronecker-delta; tovdbbd a ogp eldjel az 1 vagy —1 értéket veheti fel (csak az
a = b esetben érdekes) és 0 = (011, ..,0kk) a relevdns eldjelek gydjteménye. A C kontingenciatdbla normdlt
kétszemponti k-részes vdgdsa vi(C) = minp,,, p..,.0 Vk(Prows Peol; 7).

10. Tétel (|Bolldbl|): A fenti jelolések mellett, amennyiben k < r és sx_1 > sk, a C kontingenciatdbla
normdlt kétszemponti k-részes vdgdsdra v (C) > 2k — Zf:_ol s; teljesil.

Megjegyezziik, hogy abban a speciélis esetben, melyben n = m és C szimmetrikus azonosan 0 diago-
nélissal, egy élsulyozott graf salymatrixat kapjuk, és a norméalt kontingenciatabla a trivialis faktorpartol
eltekintve a normalt modularitas-matrixszal azonos, szingularis értékei pedig a normalt modularitas-matrix
sajatértékeinek abszolut értékei. Azonban v nem viszonyithato kozvetleniil a minimalis normalt k-vagashoz,
kivéve a kovetkezd specialis eseteket:

e Amennyiben £ olyan, hogy a normalt modularitads-matrix & — 1 legnagyobb abszolut értéki sajatértéke
mind pozitiv, akkor v, a minimalis norméalt k-vagas kétszerese, és az optimaélis reprezentiaciéban a
megegyezd indexi sor- és oszlop-reprezentansok azonosak. Ezért a klasztereken beliili élek silyai nem
jatszanak szerepet, és az optimalis reprezentacio a klaszterek kozti ritka vagasoknak kedvez (,commu-
nity structure”).

e Amennyiben k olyan, hogy a norméalt modularitds-méatrix k — 1 legnagyobb abszolut értéki sajatértéke
mind negativ, akkor az optimélis reprezentaciéban a megegyez6 indext sor- és oszlop-reprezentéansok
egymas ellentettjei. Igy 1, minimalizalasaban a klasztereken beliili élek stlyai jatszanak fokozott
szerepet, és az optimélis reprezentacio a klasztereken beliili ritka élstirtiségnek, mig a klaszterek kozti
stirti vagasoknak kedvez (,anticommunity structure”).

Ezeket a strukturdkat altalanosabban vizsgalom a kdvetkezs részben, Gn. regularis vagasok kontextuséban.

A reprezentécios problémat altalanositottam egyiittes eloszlasokra, melyeknek az élsulyozott grafok és
kontingenciatablak specialis esetei. Az optimalis reprezentansokat itt altalanosabb Hilbert-terek elemeiként
definialtam és belattam, hogy egyben megoldjak a szekvencialis maximéalkorrelacio keresési feladatot, mely-
nek els6 lépése a Rényi-féle maximalkorrelacio [Reny59a] meghatarozasa; véges diszkrét esetben pedig a
korrespondanciaanalizis feladatat kapjuk. A felsoroland6 technikakkal nem csupan egységesen kezelhetSk az
el6z6 reprezentacios feladatok, de az absztrakci6é szintén segitségemre lesz a harmadik részben kimondott
tesztelhetGségi tételek bizonyitéasanal.

Legyen (&,n) valos értéki valoszintiségi valtozopar, mely az X x ) szorzattér felett van értelmezve.
Egyiittes eloszlasuk W, a P és Q marginalisokkal. Tegytik fel, hogy £ és n fligg6sége regularis, azaz W
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abszolut folytonos a Px Q szorzatmértékre, és jelolje w a Radon—Nikodym derivéaltat (Rényi Alfréd [Reny59b]
nomenklaturajaval). Breiman és Friedman [Bre-Fri] ACE (Alternating Conditional Expectation) algoritmust
leir6 cikkének jeloléseivel legyen H = L2(¢), ill. H' = L%(n) a &, ill. n valoszintségi véaltozok P, ill. Q
eloszlas szerinti 0 varhaté értékd, véges varianciaju fliggvényeinek tere, melyek Hilbert-teret alkotnak a
kovarianciaval, mint belsé szorzattal; és melyek természetes modon be vannak agyazva abba az L2-térbe,
amit hasonloan a W egyiittes eloszlas definial. A marginélisok kozti feltételes vdrhato érték képzés operatora
valdjaban integréloperator, melynek magfliggvénye w, azaz

Py:H —H, &=Pvé—E@6]), w(z)= /y w(z, y)é(y) Qdy)

és hasonloan értelmezhets Py : H — H' is, ami Py adjungaltja. Tegyiik fel, hogy
[ Jyw?(z,y)Q(dy)P(dx) < co. Ekkor Px és Py kompakt (teljesen folytonos) linearis operatorok és diszkrét
spektrumuk van; a szingularis felbontasnak megfelels felbontasuk:

oo o
P =) sil.o)m 6 Py=> si(,vi)ud: (7)
i=1 i=1
ahol a ,szingularis értékekre” 1 > s1 > s9 > --- > 0 teljesiil, és ha megszamlalhatéan végtelen sok van

beldliik, akkor 0-hoz torlédnak. Megjegyzem, hogy bar Py és Py ortogonalis projekcidk, nem a teljes teret
képezik le, csak egyik marginalist a masikra, azaz a H és a H' terekre vannak megszoritva. Ha 1y és ¢q
jelolné a konstans 1 valoszintségi valtozokat, akkor E(¢g|€) = 1 és E(vo|n) = ¢o; ezek mégsem alkotnak
fliggvénypart 1 szingularis értékkel, mert nem tartoznak a H ill. H' terekhez, ugyanis nem 0 varhato értékiiek
(anal6g modon a normalt modularitds-matrixnal mondottakhoz).

Amennyiben specialisan W szimmetrikus, akkor Py = P) o6nadjungalt linearis operator. Ekkor Py :
H’' — H Hilbert spektraltétele altal garantalt spektralfelbontasa Py = Y o) A (., ¢}) gr1;, ahol a sajatér-
tékekre |A;| < 1 teljesiil és a sajatérték—sajatfiggvény egyenlet a Py1), = A\;jip; alakot Olti (v, és 1] azonos
eloszlasuak, de altalaban nem fliggetlenek; egyiittes eloszlasuk W).

A mazimdlkorreldcio keresés feladata, melyet Gebelein és Rényi [Reny59a] kezdtek el vizsgalni még a
XX. szazad kozepén, a kovetkezd. Keressiik a ¢ € H, ¢ € H' part, melyek korrelacioja a W egylittes eloszlas
szerint maximélis. A megoldast a Py operator szinguléris felbontasa adja:

C 5 = C ) =
sl Qo 0) = o, Conwly: 9) =51

és a maximum a 1)1, ¢; paron éretik el. A korrespondenciaanalizis feladata a fentinek egyrészt specialis esete,
amennyiben véges, diszkrét eloszlasokrol van szd; masrészt altalanosabb a feladat, amennyiben egymas utan
kereslink maximaélkorrelaciokat bizonyos ortogonalitasi feltételek mellett. A szorzattér most egy m X n-es
kontingenciatabla az X = {1,...,m} sor- é&s J = {1,...,n} oszlop-halmazzal és w;; > 0 elemekkel. Py
és Py (7) felbontésa pedig a normalt kontingenciatdbla SVD-jével nyerhets. A korrelacié maximalizilasa
és a megfelel kvadratikus célfliggvény minimalizalasa kozti kapcsolat nyilvanvalo a kovetkezd, altalanosan
kimondott reprezentacios tételbdl.

12. Definicio: A fenti jelolésekkel legyen (X,Y) k-dimenzids véletlen vektorpdr, ahol X ill. Y koordindtdi
H- ill. H'-beliek. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) pdir a W egyiittes eloszlds k-dimenzids reprezentdcidjdt
valdsitia meg, ha EpXXT = Iy, ill. EQYYT = I teljesil (azaz X, ill. Y komponensei korreldlatlanok,
egységnyi variancidval), valamint X; és'Y; egyittes eloszldsa W. A reprezentdcid kéltsége

Qr(X,Y) =Ew||X - Y|

Az (X*,Y*) pdr optimdlis reprezentdns, ha a fenti kéltséget minimalizdlja.
11. Tétel ([Boll3] Reprezentacios tétel egylittes eloszlasokra): Legyen W egyiittes eloszlds a P és Q mar-

gindlisokkal. Tegyiik fel, hogy a Pr : H' — H feltételes vdrhatd érték vevés operdtordnak van legaldbb k
pozitiv szinguldris értéke, és jelolje 1 > s1 > so > -++ > s > 0 a legnagyobbakat. Akkor a fenti k-dimenzids
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reprezentdcid minimdlis kéltsége 22?21(1 — 8;) és a minimum az X* = (Y1,...,0,) €s Y* = (¢d1,..., k)
optimalis reprezentdnsokkal érhetd el, ahol ¢;, ¢; az s; szinguldris értékhez tartozd figgvénypdr (i = 1,...,k).

A szimmetrikus esetben is hasonlo allithato sajatértékek segitségével, errsl szol a disszertacié 13. Definicioja
és 12. Tétele. Véges esetben, szimmetrikus egytittes eloszlasunk (W) tekinthets egy élstlyozott graf sily-
maéatrixanak. Ekkor a fenti feltételes varhato érték vevés operatoranak sajatértékei a normélt modularitas-
maéatrix sajatértékei; a spektréal- és szinguléaris felbontasok pedig a marginalisokkal dtnormalt matrixokkal
kaphatok. Az is igaz, hogy ekkor M p legnagyobb sajatértéke az tn. szimmetrikus maximélkorrelécio:

p1 = max Corrw(¢,¢') = max Covw(t, '),
P, id. P, id.
Varpy=1

ahol D a szimmetrikus W eloszlas marginéalisa, v eloszlasa D, tovabba i.d. azonos eloszlasut jelent. Ezzel a
6. Tétel atfogalmazhato a kévetkezSképpen ([Bol-Mol02]):

1- _
B mi Pw( € Bl € B)<y/1—p2, ha r;>0.

n
2 ~ BCRBorel-halmaz
¥, id.
Pp(¢p€B)<1/2

Megjegyzem tovabbéa, hogy a fenti integraloperatorok magfiiggvénye valdjaban az egyiittes eloszlas volt,
tovabba, hogy a fenti spektralis és szinguléris felbontasokat az alkalmasan normélt maéatrixok felbontésa-
val kaptuk (ui. a numerikus algoritmusok euklideszi norméaban egységnyi sajatvektorokat adnak, amiket a
marginalisok szerint egységnyi varianciajuva kell atnorméalni). Ennél szofisztikdltabb magokkal is szamol-
hatunk, kiilonosen, ha adatainkban nem-linearitasok vannak, vagy olyan metrikus térbeli pontokat akarunk
klaszterezni, melyek linearisan nem jol szeparalhatok. Ilyenkor a rajuk épitett graf hasonlésédg-matrixéat
olyan médon transzformalhatjuk, hogy pozitiv definit magot kapjunk, és az 6j maggal dolgozunk. Ugy
is képzelhetjiik, hogy ezzel bizonyos absztrakt térbeli (reprodukalé magt Hilbert-tér) pontok hasonlosaga-
val dolgozunk, de magat a transzforméciot nem kell végrehajtanunk, csak az j magfiiggvényt megtalalni.
Igy ahelyett, hogy nem-linearis modszereket hasznalnank eredeti pontjaink klaszterezésére, valojaban linearis
modszereket hasznalunk az absztrakt térben (feature-space). Ezzel a tobbdimenzios normaélis eloszlasra épiils
klasszikus statisztikai modszerek atiiltethetGk absztraktabb adatrendszerekre, mely technikakat a fliggetlen
komponens analizis (ICA) [Bach| és képfelismerési eljarasok [Shi-Ma| intenziven hasznaljak.

2. Véletlenség kezelése nagy méretii halézatokban és klaszterezés kis diszkre-
panciaval

Vizsgaltam tn. felfajt, altalanos Wigner-zajjal terhelt matrixok sajatértékeinek és sajataltereinek aszimp-
totikus viselkedését (mind négyzetes és téglalap esetben), ha a matrix mérete tart a végtelenbe a blokkmeére-
tekre tett kiegyensulyozottsagi feltételek mellett. Mivel az altalanositott véletlen grafok szomszédsagi matrixa
egy specialis zajos matrixnak felel meg, a felsorolt tételek egyben az ilyen grafok spektralis karakterizaciojat
is adjak (ezeket a 3. részben foglalom Gssze, un. altalanositott kvazirandom tulajdonsagokkal egyiitt). Meg-
forditva, egy nagyméretii graf élsuly-matrixaban vagy egy kontingenciatablaban altalanos feltételek mellett
konstrukciot adtam a blokk-struktira feltarasara a spektralis klaszterezés modszereivel.

16. Definicié: Legyenek a w;; (1 < i < j < n) figgetlen, valds értéki valdszintségi vdltozok ugyanazon
a valdszindségi mezdn értelmezve, tovdbbd w;; = w;;, E(w;) = 0 (Vi,7), és w;;-k egyenletesen korldtosak
(n-tdl figgetlenil 3K > 0 valds szdm, hogy |w;;| < K, ¥i,j). Ekkor az n x n-es valds, szimmetrikus
W, = (wij)1<i,j<n mdtrizvot szimmetrikus Wigner-zajnak nevezzik.

Megjegyzem, hogy az egyenletes korlatossag helyett feltehetnénk, hogy a métrixelemek normélis eloszlasiak
vagy un. sub-Gauss momentumokkal rendelkeznek, a felsorolt eredmények akkor is érvényben maradnanak.
Az egyenletesen korlatos perturbacié azonban jobban megfelel az élsily-matrix perturbécidjara, és ugyancsak
e mellett a feltétel mellett bizonyitotta Firedi és Komlos [Fii-Ko|, hogy |[W,| = maxi<i<p |Mi(Wy)| <
20+/n + O(nl/ 3logn) 1-hez tarté valészintiséggel, ha n — oo, ahol o a w;; elemek szérasainak kozos felsé
korlatja.

10
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17. Definicié: Az n x n-es B,, mdtriz szimmetrikus felfijt mdtriz, ha van olyan k < n pozitiv egész és
P k x k-as, szimmetrikus un. valdszintiség-mdtriz 0 < p;; < 1 elemekkel, tovdbd nq,...,ny pozitiv egészek
(Zle n; = n), hogy a B,, mdtriz sorait és oszlopait ugyanigy permutdlva B,, egy k? blokkbdl dll6 blokkmdtriz
alakjdt olti, ahol az n; x nj-es (i,7) blokkban mindeniitt a p;; elemek szerepelnek (1 <i,j < k).

Most k-t rogzitve P-t egyre nagyobb méretii, n x n-es B,, blokkmaétrixsza fajjuk fel, és vizsgaljuk az
A,, = B,,+W,, zajos matrixsorozatot, amint ny,...,ng — oo (Zle n; = n) koriilbelil ,azonos sebességgel”.
Pontosabban feltessziik, hogy

i 1
i >c¢ valamely 0<c< z valos szammal. (8)
n

Ha W, elemeinek egyenletes korlatjarol még azt is feltessziik, hogy

K < min min i, 1 — ma » 9
- {me{l,...,ic}p”’ i,je{1,§.7k}p”}’ ©)

akkor A,, elemei [0,1]-beliek lesznek, és G,, = (V, A,,) névekvs véletlen grafsorozatot alkot. Alkalmas Wigner-
zajjal el tudom érni, hogy G,, Un. dltaldnositott véletlen grif legyen.

21. Definicié: Legyen n természetes szam és k < n egész. Gn(P,Py) dltaldnositott véletlen grif a P
valdszindség-mdtrizszal a csicsok Py = (Vi,..., Vi) valddi k-particiéjaban, ha V; és V; csicsai egymdstdl
figgetlendil, p;; valdsziniséggel vannak dsszekdtve (1 <i < j <k).

13. Tétel ([Bol05]): Legyen B, a k x k-as, k rangi szimmetrikus P valdsziniség-mdtriz felfijtja By, ..., Bk
nem-nulla sajdtértékekkel, W, pedig szimmetrikus Wigner-zaj. Akkor az A, = B, + W,, zajos mdtriznak
vannak A1, ..., A\, strukturdlis sajatértékei, melyekre

\i — Bi| < 20v/n+0OmY3logn), i=1,... .k

a maradék n — k sajdtértékre pedig |\;| < 20/n+ O(n*/3logn), j =k+1,...,n teljesiil majdnem biztosan,
han — oo a (8) feltétel mellett.

Mivel g; = O(n) (i = 1,...,k), n névekedésével egyre nagyobb spektralis rés alakul ki A,, strukturdlis

(A1,...,Ak) és tObbi sajatértéke kozt. Becsiilni tudom a tavolsagot B, és A,, megfelels sajatalterei kozt is,
majd alkalmazom az eredményt a G,, = (V, A,,) élsilyozott grafra a (9) feltétel mellett. Tekintem a csticsok
ri,...,r, € R* reprezentaciojat, melyek a strukturalis sajatértékekhez tartozo sajatvektorokkal kaphatok a

szokasos modon.

14. Tétel ([Bol05]): A (9) zajfeltétel mellett a G,, = (V, A,,) zajos véletlen grdf csicsainak fenti k-dimenzids
reprezentdcidjdara

SZ(ry,...,1t,) = O(=)

teljestil majdnem biztosan, ha n — oo a (8) feltétellel.

A fenti tipusu zajos grafok Laplace-matrixa kevésbé kezelhetd, viszont norméalt Laplace-méatrixuk és normaélt
modularitas-matrixuk spektruma jol karakterizalhato.

15. Tétel ([Bol08al): Legyen G, = (V, A,,) véletlen élsilyozott grif, A, = B,, + W, ahol a B,, mdtrix
a k-rangi P mdtriz felfijtia, W,, pedig a (9) feltételnek eleget tevd szimmetrikus Wigner-zaj. Akkor (n-tdl
fiiggetleniil) létezik 6 € (0,1) konstans gy, hogy tetszdleges 0 < T < 1/2 wdlasztdssal G, normdlt Laplace-
mdtrizdnak van pontosan k darab sajdtértéke, melyek a [0,1 — 0 +n~"] és [1 + 0 — n~7,2] intervallumok
unidjaban helyezkednek el, mig az dsszes tobbi sajdatérték (1—n~",1+n"")-beli majdnem biztosan, han — oo
a (8) feltétel mellett. Ekvivalens mdédon, a zajos grdf normdlt modularitds-mdtrizdnak van k — 1 sajdtértéke
legaldbb 6 — n~" abszolit értékkel, mig a tobbiek legfeljebb n~" abszolit értékiek, VO < T < 1/2.

Amennyiben a normélt modularitas-matrix k—1 strukturalis sajatértékéhez tartozo (fokszdm-matrixszal)
transzformalt sajatvektorai segitségével reprezentalunk, akkor a 16. Tétel (|[Bol08a]) azt allitja, hogy a
reprezentansok stlyozott k-variancidja majdnem biztosan O(n=27) a 15. Tételbeli feltételekkel (V0 < 7 <
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1/2). A 17. Tétel ([Bol04, Bol08b]) és a disszertacio 2.1 Tablazata egyéb blokkos struktirakrol nytjt
attekintést, mig [Bollla] a k = 2 specialis esetet vizsgélja részletesen.

Megforditva, szeretnénk felfedezni blokkstruktiarat egy nagyméretti matrixban, melynek elemeit esetleg
hibéval tudjuk megfigyelni.

18. Tétel ([Bol05]): Legyen (A,) n x n-es szimmetrikus mdtrizok sorozata, nem-negativ, egyenletesen kor-
ldtos elemekkel, n — oco. Tegyiik fel, hogy A,,-nek van legaldbb k darab, \/n-nél nagyobdb rendd sajdtértéke (k
rogzitett), és a G, = (V, A,,) grdf csicsainak van olyan k-particidja, melyben a (strukturdlis sajatértékekhez
tartozd sajatvektorokkal legydrtott) reprezentdinsok k-variancidja O(1/n). Akkor explicit konstrukcié adhato
olyan k? blokkbol dll6 szimmetrikus felfujt B, mdtrizra, mellyel ||A,, — B, || = O(/n).
A konstrukeio spektralis klaszterezassel és a klasztercentrumok alkalmas forgatasaval torténik (szinguléris
felbontasokon keresztiil). A 9. Allitasban ([Bol05]) megmutattam, hogy az elemekre tett egyenletes kor-
latossagi feltételek mellett egy n x n-es, nem-negativ elemii véletlen matrixnak nagyon altaldnos feltételek
mellett van legalabb egy /n-nél nagyobb rendd sajatértéke.

A fenti eredmények kiterjesztSk téglalapmatrixok perturbacioira is azzal a kiilonbséggel, hogy a normaélt
matrix esetében a sorok és oszlopok szaméanak végtelenbe tartasat enyhén szinkronizalni kell.

22. Definicié: Az m x n-es valds, véletlen W, ., mdtrizot Wigner-zajnak nevezziik, ha elemei fiiggetlen,
egyenletesen korldtos, 0 vdrhato értékd valdsziniségi vdltozdk.

Az egyenletes korlatossag azért fontos, mert e mellett a feltétel mellett terjesztette ki Achlioptas és McS-
herry [Ac-Mc| Fiiredi és Komlés [Fii-Ko| eredményét téglalapmatrixokra. Ennek értelmében a 22. Definicio-
ban szereplé W, x, Wigner-zaj spektralnormaja (legnagyobb szingularis értéke) v/m + n rendd 1-hez tarto
valoszintséggel, ha m,n — oo.

23. Definicio: Az m x n-es valés B madatriz felfujt mdtriz, ha van olyan a x b-es P valdszintség-mdatriz
0 < pi; < 1 elemekkel, tovdbbd my,...,mq (2?:1 m; =m) il ny,...,np (2?:1 n; = n) pozitiv egészek,
hogy sorainak €s oszlopainak alkalmas permutdldsdval B egy axb-es blokkmdtriz alakjdt 6lti, ahol az m; xn;-es
(1,7) blokkon belil az dsszes elem p;;-vel egyenls (1 <i<a,1<j<b).

Az a,b egészeket és P elemeit rogzitve, a valoszintiség-matrixot egyre nagyobb B, «, matrixsza fajjuk
fel, majd azt m x n-es Wigner-zajjal terheljik. Az A,,xn = Brixn + Winxn zajos méatrix és a bel6le nyert
normalt matrix szingularis felbontasdnak aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk, ha m,n — oo az alabbi
feltételek mellett (a masodik csak a normalt matrixhoz kell):

F1 Van olyan 0 < ¢ < é konstans, hogy "% > ¢ (i = 1,...,a) és olyan 0 < d < % konstans, hogy "—nj >d
(j=1,...,b).

F2 Vannak olyan C' > 1, D > 1 és Cy > 0, Dy > 0 konstansok és my, ng kiiszobindexek, hogy m < Con® és
n < DgmP, ham > mg és n > ng.

Amennyiben W, «,, elemeinek K egyenletes korlatjarol még azt is feltessziik, hogy

K <min{ min p;;,1— max p;;}, 10
- {ie{l ..... a}p] ie{l,..., a}p]} ( )
jell,....b} jef{l,...b}

akkor az A,,x, méatrix elemei [0,1]-beliek. Alkalmas Wigner-zajjal itt is el tudom érni, hogy A,,x, vé-
letlen binaris méatrix legyen: elemei az (i,j) blokkban fiiggetlen Bernoulli eloszlasuak p;; paraméterrel
(i=1,...,a;j =1,...,b), és a kiilonboz6 blokkok elemei is fiiggetlenek. (Ilyen modelleket gyakran hasz-
nalnak microarray analizisben.)

A perturbacios vizsgalatokban hasznaltam, hogy a 23. Definicibban szereplé B, x, méatrixnak van k
pozitiv si1,..., sy szingularis értéke, melyek ©(v/mn) rendiiek, ahol k = rang(B,, x») = rang(P).
19. Tétel ([Bol-Fr-Krl0]): A fenti jelolésekkel az Ayisn = Bmxn + Winxn mdtriznak vannak 21, ..., 2z
strukturdlis szinguldris értékei, melyekre

|z; —si| =O0O(m+n), i=1,...,k

12
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tobbi szinguldris értékére pedig z; = O(vVm+mn), j = k+1,...,min{m,n} teljesil majdnem biztosan, ha
m,n — oo a felfijt mdtrix blokkméreteire tett F1 feltétel mellett.

Legyenek az A, x, matrix sorainak és oszlopainak reprezenténsai az' Y = (y1,...,yx) ésaz X = (x1,...,Xg)
matrix sorvektorai, ahol y;,x; a z; strukturélis szinguléris értékhez tartozo6 szingularis vektorpér.

20. Tétel (|Bol-Fr-Krl0]): A fenti jelolések és a Wigner-zaj elemeire tett (10) feltételek mellett

ﬁon:0<m+”> és %og:o<m+">

mn mn

magjdnem biztosan, ha m,n — oo a felfujt madtriz blokkméreteire tett F1 feltétel mellett.

Az A, «,-b6l nyert normalt kontingenciatébla szinguléris értékeirdl is belattuk, hogy van kozottiik k struk-
turalis a [0,1] intervallum miniattr vilagaban, ha F2 is teljesiil.

21. Tétel ([Bol-Fr-Kr10]): A fenti jelolésekkel, van olyan § > 0 konstans (m-tél és n-tdl figgetlendil), hogy
tetszdleges 0 < 7 < 1/2 wdlasztdssal: az A, xn mdtrizhdl nyert normdlt mdtriz k legnagyobb szinguldris
értéke a [0 — max{n~ ", m "}, 1+ max{n~7,m"}] intervallumba esik, mig a tobbi szinguldris értéke legfel-
jebb max{n=",m~"} majdnem biztosan, ha m,n — oo a felfijt mdtriz blokkméreteire tett F1, és az m,n
viszonydra tett F2 feltétel mellett.

Megjegyzem, hogy a Wigner-zaj elemeinek egyenletes korlatjara tett (10) feltétel mellett a zajos mat-
rix nem=negativ elemi (igy kontingenciatébla), és a normalt kontingenciatabla strukturalis sajatértékei
[0 — max{n~",m~ "}, 1]-beliek lesznek (1 sziikségképpen szinglaris érték). Azt is belattuk (22. Tétel,
[Bol-Fr-Kr10]), hogy a korrespondencia-faktorokkal nyert (k — 1)-dimenzios sor- ill. oszlop-reprezentansok
(az 1 szingularis értékhez tartozo trivialis faktorpartol eltekintiink) stlyozott a- ill. b-variancidja majdnem
biztosan 0-hoz tart a fenti feltételek mellett.

Egy &ltalanos m x n-es véletlen matrixnak (az elemekre tett egyenletes korlatossagi feltételek mellett)
tipikusan szokott lenni v/m + n-nél nagyobb rendi szingularis értéke (hacsak nem egy Wigner-zaj, de még
annal sem zarja ki ezt a lehetdséget a Fiiredi és Komlos ill. Achlioptas és McSherry tételek gyenge, 1-hez
tarto valoszintiséggel teljesiils allitdsa). Ez esetben az alabbi tétel bizonyitasaban konstrukciot adtunk a
blokkstruktura feltarasara.

23. Tétel ([Bol-Fr-Kr10]): Legyen (A, xn) nem-negativ elemd mdtrizsorozat egyenletesen korldtos elemekkel,
m,n — oco. Tegyiik fel, hogy A, xn-nek van pontosan k darab v/m + n-nél nagyobb rendd szinguldris értéke
(k régzitett). Ha vannak olyan a >k és b > k egészek, hogy az optimdlis sor- és oszlop-reprezentdnsok a- és
b-variancidja (9(";}%") nagysdgrendd, akkor explicit konstrukcio adhato olyan By, ., felfijt mdtrizra (a X b

blokkal), melyre ||Amxn — Bmxnl = O(Vm +n).

Fontos, hogy a kiilonbség spektral-norméajanak nagysagrendje annyi, mint egy Wigner-zajé. Ezzel kvazi
zajtalanitottuk a métrixot. Ez azért is lényeges, mert a konstrukcio alapjat képzé szingularis felbontasok
nagy matrixokra csak véletlenitett algoritmusokkal, kozelitéen hatarozhatok meg. A véletlenités altaldban
egy alkalmas zaj-matrix hozzédadasat jelenti (ami ritkitja vagy digitalizalja a felbontand6 matrixot), viszont
ez a perturbacioé — mivel a tételben levéalasztott hibaval azonos nagysagrendi — nem befolyasolja a konstrukcio
eredményét.

Ezutan még altalanosabban, kis diszkrepancidji klasztereket és klaszterparokat keresek grafokban és
kontingenciatabldkban. Az alabbi tételek Otletet adnak adott élsulyozott graf vagy kontingenciatabla esetén
az optimélis klaszterszam és a klaszterek valasztdsdhoz tgy, hogy a klaszterparok kozti élstirtiség a lehetd
leghomogénebb legyen. Az eredményeket alkalmazom iranyitott grafok kimeneti és bemeneti klasztereinek
keresésére is, melyek kozti informacidaramlas a lehet leghomogénebb. A téglalapokkal kezdtem. ElGszoris
bevezetem a t&bbrészes diszkrepancia fogalmat.

25. Definiciéo: A C nem-negativ elemi téglalapmdtriz tobbrészes diszkrepancidja a sorok Ry, ..., Ry és
oszlopok C1, . .., Cy valddi k-particidjdban

X,Y) = p(Rq, Cy)Vol(X)Vol(Y
md(C; Ry,...,Ry,C1,...,C) =  max (X, Y) = p(Ba, C)VoI(X) Vol( I
1<a,b<k Vol(X)Vol(Y)
XCR,,YCCy
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ahol ¢(X,Y), Vol(X) és Vol(Y) definicidja a 1. részbeli, mig p(Rq,Cp) = % jeloli az R, és Cy
kézti relativ stiriséget. A C mdtrixz k-részes diszkrepancidja
mdi(C)= min md(C;Ry,..., R, C1,...,Ck).

(R1,...,R)
(C1,...,Cx)

Vegyiik észre, hogy a tobbrészes diszkrepancia érzéketlen C elemeinek skaldzaséra, igy > .-, Z;"Zl cij =1
nyugodtan feltehets. Megjegyezziik, hogy md(C; Ry, ..., Rg,C1,...,C%) az a legkisebb «, melyre minden
R,,Cy par és minden X C R,, Y C Cj, esetén

le(X,Y) — p(Rq, Cp)Vol(X)Vol(Y)| < a/ Vol(X) Vol(Y) (11)

teljesiil. Ez hasonlit a Szemerédi lemma e-regularis parjaihoz, de térfogattal szamossag helyett, és a particid
elemei nem azonos méretiiek. Az dtletet a expander mixing lemma (k = 1 eset) és Alon et al. [Aletal] térfogat-
regularis klaszterpar fogalma adta. Téglalapméatrixokra ez tigy hangzik, hogy az R,, Cy klaszterpar a-térfogat
requldris, ha azokra tetszdleges X C R,, Y C C esetén (11) teljesiil a jobb oldalon «+/Vol(R,)Vol(Cy)-vel.
Az alabbi tétel az expander mixing lemma megforditasat jelenti a k-osztélyos esetben; a k = 1 esetben
. [Bil-Lin, Bo-Nik, But|.

24. Tétel ([Boll6]): Legyen C nem-negativ elemd nem degenerdlt valds mdtriz és 1 < k < rang(C) egész.
Akkor a (4) -beli Cp mdtriz k-adik legnagyobb szinguldris értékére (a trividlis 1-t6l eltekintve)

sk < 9mdy (C)(k + 2 — 9k Inmd;(C)), (12)

teljesiil, ha 0 < mdy(C) < 1.

Megjegyezziik, hogy mdy(C) = 0, ha C blokkmatrix k sor- és oszlop-blokkal, amikoris s = 0; tovabba
mdg(C) < 1 nem szigori megszoritas, hiszen s < 1 miatt a fels§ becslés csak 1-nél joval kisebb mdg(C)
esetén érdekes. Pl. md;(C) < 1.866 x 1073, mdy(C) < 8.459 x 10~%, md3(C) < 5.329 x 1074, stb. A direkt
irdAnyban a kovetkezd mondhaté el.

25. Tétel ([Boll4b]): Legyen C nem degenerdlt mxn-es kontingenciatdbla dyow. 1, - - - s drow,m €5 deol,1s - - - » deol,n
sor- €s oszlopisszegekkel. Tegyiik fel, hogy > i, Z;n:l cij = 1 és nincsenek domindlt sorok és oszlopok:
drowi = @(%), i=1,...,m és deot; = @(%), j=1,....n, ha mn — oco. Cp szinguldris értékei:
l=s9p>81 > >81>€2>8,1>k. Az (Ry,...,Ri) sor- és (Cy,...,Cy) oszlop-particié olyan, hogy
minimalizdlja az optimdlis sor- és oszlopreprezentdnsok (8)-beli S3(X) és S2(Y) silyozott k-variancidjt.
Tegyiik fel, hogy léteznek 0 < K1, Ko < % konstansok, melyekkel |R;| > Kin és |C;] > Kom (i = 1,...,k).
Akkor az R;, C; pdrok O(V/2k(Sy(X)Sk(Y)) + ¢)-térfogat reguldrisak (i,5 = 1,...,k).
Ilyen modon a k-részes diszkrepanciara fels§ becslést kapunk si és a silyozott k-variancidk segitségével,
melyek ,kicsik”, ha nagy a rés sx_1 és sp kozt. A 24. és 25. Tétel egyiittes iizenete az, hogy a spektralis
klaszterezés modszereivel a gyakorlati alkalmazok igényeinek megfelelg kis diszkrepanciaju klaszterek és
klaszterparok kaphatok, ahol k valasztasdhoz a Cp matrix spektruméban vald tajékozodas segit. Az elmélet
aAtmegy iranyitott és iranyitatlan grafokra is.
28. Definicié: Az irdnyitatlan élsilyozott G = (V, W) grdf diszkrepancidja a csicsok Vi, ..., Vi wvalddi
k-particiojaban

(G Ve )~ YD = Vo VVOLCOVIY)|

1<a<b<k Vol (X)Vol(Y)
XCV,, YTV

G = (V, W) minimdlis k-részes diszkrepancidja pedig
Q(G) = min md(G; Vi, ..., Vi)
MAHG) = iy AV T
26. Tétel ([Boll6]): Legyen G = (V, W) irdnyitatlan élsulyozott grdf és 1 < k < rang(W) egész. Akkor
] < 9md(G) (b + 2 — Ok Inmdy (G)), (13)
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ha 0 < mdi(C) < 1, ahol py a G grdf normdlt modularitds-mdtrizdnak k-adik legnagyobb abszolit értékd
sajdtértéke.
Létezik a 25. Tétellel analog allitas is (27. Tétel), 1. [Bolllb, Boll4al.

Legyen most G = (V, W) irdnyitott, élsilyozott grdf, melynek n x n-es W élstly méatrixa (zér6 diagona-
lissal) a kovetkezs: w;; az i — j irdnyitott él sulya (i # j). Ekkor az altalanositott be- és kifokok:

n n
dm,j :Zwij (jzl,...,n) és dout,izzwzj (Z'ZL...,’I’L);
i=1 j=1

tovabba Dy, = diag(din1, .- ., dinn) €8 Doy = diag(dous1, - - ., dout,n) & be- €s kifok-mdtrizok.

29. Definicié: A G = (V, W) irdnyitott, élsilyozott grif diszkrepancidja a csicsok Vip1, ..., Vink bemeneti
€s Vout,15- - -5 Vout,k kimeneti klaszterezésében

md(G7 ‘/in,17 ) ‘/in,k,v Vout,la R Vout,k)
‘w(X7 Y) - p(Vout,a7 ‘/;n,b)VOIOut (X)VOI’LTI (Y)‘

- 1ok 1 1 ’
Vol VL)

ahol w(X,Y) az X — Y élek dsszsilya, mig Volout(X) = > ¢ x dout,i €5 Vol (V) = ZjeY din,;. G mini-
mdlis k-részes diszkrepancidja pedig

md;(G) = min md(G; Vinas - Vinks Vout1s - - - » Vout k)
‘/in,h“w‘/in.k)
(Vout,15++sVout, k)

28. Tétel (|Boll6]): Legyen G = (V, W) irdnyitott, élsilyozott grif és 1 < k < rang(W) egész. Akkor
sk < 9mdg (G)(k + 2 — 9k Inmd, (G)),

ha 0 < mdg(C) < 1, ahol s, a Wp = D;}t/QWD;ll/Q mdtriz k-adik legnagyobb szinguldris értéke (a trividlis
1-t61 eltekintve).

3. Elméleti alkalmazasok és tovabbi elképzelések

A Lovész Laszlo és tarsszerzdi altal részletesen targyalt [Borgsetall, Borgsetal2] grafkonvergencia és graf-
paraméter tesztelhetségi elméletet alkalmaztam cstcs- és élsilyozott grafokra, tovabbé kiterjesztettem azt
kontingenciatabléakra. A vagas-normaban vett tavolsagfogalom egyben alkalmas kiilonb6z6 méretd halozatok
(grafok vagy kontingenciatablak) ésszehasonlitasara.

A tesztelhets grafparaméterek a grafon, mint statisztikai mintan értelmezett olyan nemparaméteres sta-
tisztikak, melyek konzisztensen becsiilhet6k a nagy méreti grafbol torténd alkalmas mintavételezéssel (mas
megkozelitésben 1. [Bi-Ch]). A minimalis vagasok altaldban nem tesztelhetk, de [Bol-Ko-Kr12]-ben be-
lattuk, hogy a klaszterméretekre tett kiilonbo6z6 kiegyensulyozottsagi feltételek mellett bizonyos minimélis
tobbszempontu vagasstiriiségek tesztelhet6k. Mivel ezek rutin alkalmazasok, a disszertacidban nem foglalko-
zom veliik. Belattam azt is, hogy konvergens grafsorozatokra a normalt modularitds-spektrum konvergens,
és amennyiben a strukturalis sajatértékek szama (k) rogzitett, az azokhoz tartozd sajatvektorok altere is
konvergens, ezért a cstcsreprezentansok k-variancidja tesztelhets. Megmutattuk tovabba, hogy a 2. rész-
ben vizsgalt zajos graf- és kontingenciatébla-sorozatok a homomorfizmus-stirtiségekkel definialt értelemben
konvergalnak. A kovetkezGkben W,, a G, graf élsuly-matrixat jeloli, nem pedig Wigner-zajt.

29. Tétel ([Bolldal): Legyen G, = (V,,, W,,) egy konvergens silyozott grafsorozat dltalénos tagja [0,1]-beli
élsulyokkal, a csiucsok sulyai pedig legyenek az dltaldnositott fokszdmok. Tegyiik fel, hogy nincsenek domindns
csucsok. Jelolje W a (G,,) sorozat limit-grafonjdt,
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pedig G, mnormdlt modularitds-mdtrizdnak spektrumdt. Jeldlje tovdbbd p;(Pw) annak a Py : L?(¢) —
L2 (&) integrdloperdtornak az i-edik legnagyobb abszoliit értéki sajdtértékét, mely a W grafonnak megfelelé W
egytittes eloszlds szerint vesz feltételes vdrhato értéket, ahol & és £ azonos eloszldsi valdszintségi vdltozdk a
W szimmetrikus egytittes eloszlds margindlisaival (1. 1. rész). Akkor

Viz1l: g —m(Pa), ha n— .

A 29. Tétel implikilja, hogy tetszéleges pozitiv k egészre, a normalt modularitas-matrix & — 1 legnagyobb
abszolut értéki sajatértékeinek egyiittese tesztelhets. Hasonlot bizonyitottam a megfelels sajatalterekrdl is.

30. Tétel ([Bolldal): A fenti jelolésekkel tegyiik fel még azt is, hogy valamely 0 < e < 6 < 1 konstansokkal
G, normadlt modularitds-spektruma teljesiti a kévetkezdt:

1 Z |Mn,1‘ 2 Z |Mn,k:—1| Z ) >¢€ Z |Mn,k:| Z Z |Mn,n‘ 207

és jeldlje Uy 1,...,Un,n a fenti strukturdlis sajdtértékekhez tartozd ortonormdlt sajatvektorokat. Akkor fel-
téve, hogy G-nek nincsenek domindlt csicsai, a transzformadlt D;l/zunyl, .,,,D,_Ll/Qun,k_l vektorok dltal
kifeszitett (k — 1)-dimenzids altér konvergdl a Pw operdtor analdg alteréhez. Pontosabban, ha P, _1 jeloli
a Gy, grdf normdlt modularitds-mdtrizanaek k — 1 legnagyobb abszolut értéki sajatértékéhez tartozd transzfor-
malt sajdtvektorai dltal kifeszitett altérre valo vetitést, Py_1 pedig a Pw analdg alterére valo vetitést, akkor

IPr.x—1 — Pr_1|| = 0, ha n — co.

Mivel az alkalmas csics-reprezentansok k-variancidja ezen alterek folytonos fiiggvénye, a k-variancia
is tesztelhets. A bizonyitasban hasznéltam, hogy mind a modularitds-méatrix, mind a limit-grafon Hilbert-
Schmidt tipusi integraloporator magfliggvényének tekinthets (1. 1. rész), tovabba hasznaltam a vagas-norma
és a Schatten-4 norma kozti Gsszefiiggéseket. A fentiek {izenete az, hogy dominéns csticsok hianyaban a graf
kisebb, alkalmasan randomizalt része is alkalmas a klaszterstruktura felderitésére. Ennek kiilondsen jelen-
tGsége van nagyméreti hal6zatoknal, mikor annak egy kisebb részére kell csak polinomidlis idejii spektralis
klaszterezési algoritmusokat alkalmazni. Természetesen a spektrum énmagaban nem informativ, ezért hasz-
naljuk a sajatvektorokon alapulo reprezenténsokat is. A konvergencia és tesztelhetdség elméletét [Bol10]-ben
kiterjesztettem kontingenciatablékra is.

A W,, Wigner-zajrol belattuk, hogy az annak megfelel§ grafon-sorozat vagas-norméaban majdnem bizto-

san 0-hoz tart, ha n — oco. Ennek felhasznalasaval a 2. rész zajos grafsorozatai vagas-normaban is konver-
galnak.
17. Allitas ([Bol-Ko-Kr12]): Legyen A,, := B, + W,, a zajos (Ga,) grdfsorozat dltaldnos tagjinak él-
stly mdtriza, ahol By, a k X k-as szimmetrikus P = (p;;) valdszindség-mdtriz felfijtia az ni,...,ng — 00
blokkmeéretekkel, melyekre lim,, oo %0 =13 (i = 1,...,k), n = Zle n; teljesil; tovdbba a W,, Wigner-zaj
elemeinek egyenletes korldatjdardl (9)-et is feltesszik. Akkor a (Ga,) grdfsorozat majdnem biztosan konvergdl
vdgds-normdban. A hatdrérték a Wy szakaszonként konstans grafon, mely a H-val jelolt csics- és élsulyozott
grdafhoz van rendelve, ahol H cstcs- és élsulyai a kévetkezdk:

ai(H):ri (’L':L...,k), ﬁij(H):pij (Z7j:17,k)

A 2. részben lattuk, hogy specialis Wigner-zajjal a fenti (Ga,, ) altalanositott véletlen grafsorozatot definial
(21. Definici6). Az altalanositott kvazirandom grafokat Lovész és Sos [Lov-Sos| éppen a grafkonvergenciaval
definialtak.

31. Definicio: Legyen adva eqy H modell-grif k csicesal; a csicsok az ry,...,re pozitiv szamokkal vannak
stlyozva, mig az élsilyok a P = (puy) szimmetrikus valdszindség-mdtriz elemei. A (G,) grdfsorozat H -
kvdzirandom, ha n — oo esetén G, — Wy (a homomorfizmus strdségek értelmében).

A [Lov-Sos| cikkben a szerzok bizonyitottak, hogy a fenti altalanositott kvazirandom graf csiucshalmaza
a C1,...,Ck osztalyokra particionalhaté ugy, hogy % — 71y, (u=1,...,k), ha n — oco; tovabba a C,, altal
indukalt részgraf egy kvazirandom grafsorozat altalanos tagja p,.,-hoz tarto élstrtséggel (v = 1,..., k), mig
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a C, és C, kozti paros graf egy kvazirandom paros grafsorozat altalanos tagja p,-hez tartd élstirtiséggel
(u#v), han — oco.

Az altalanositott véletlen grafokra a 2. részben bizonyitott tulajdonsigok, tovabba a diszkrepancia és

spektrum kozti Osszefiiggések és a normalt modularitas-métrix spektrumanak és spektrélis altereinek kon-
vergencidja lehet6vé teszi, hogy olyan tulajdonsagokat definidljunk, melyek a sztochasztikus modelltsl fiig-
getleniil is teljesiilnek noévekvd grafsorozatokra. A k = 1 esetben a kvazirandomséagnak kiterjedt irodalma
van, pl. [Chu-G-W, Chu-G, Lov08, Sim-Sos].
Sejtés (altalanositott kvazirandom tulajdonsagok) ([Boll5, Bol-El16]): Legyen (G,) grdfsorozat, Gy,
csucshalmaza Vi, szomszédsdgi mdtriza A, = (CLE;L)) és normdlt modularitds-mdtriza Mp ,,. Legyen k régzi-
tett pozitiv egész és |V,,| = n — oo dgy, hogy nincsenek domindns csicsok. Akkor a kévetkezd tulajdonsdgok
ekvivalensek:

PO. van egy csics- és élsilyozott k csiucsi H grdf, hogy n — oo esetén G, — Wy a homomorfizmus
stiriiségek értelmében, ahol Wy a H-hoz tartozd lépcsds grafon.

PL. A, -nek van k strukturdlis A1 p,...,\rn sajdtértéke, melyek normdlva konvergdlnak: %|)\1n| — ¢,
ha n — oo (i = 1,...,k) valamely pozitiv qi,...,q, valds szamokkal, mig a tobbi sajdtérték o(n)
abszolut értékd; tovabbd az A, strukturdlis sajdtértékeihez tartozo sajdtvektorokkal definidlt k-dimenzids
reprezentansok (2)-beli S ,, k-variancidja o(1).

PII. Van olyan (n-tdl figgetlen) 0 < 6 < 1 konstans, hogy Mp ,-nek van k — 1 strukturdlis sajdtértéke
legaldbb 0 abszolut értékkel, mig a tobbi sajétérték o(1) rendd; tovdbbd az Mp ,, mdtriz strukturdlis
sajatértékeihez tartozo transzformdlt sajdtvektorokkal definidlt (k — 1)-dimenzids reprezentdnsok (3)-
beli S’%n stlyozott k-variancidja o(1).

PIIL. V,,-nek létezik olyan Py = (Cy,...,Cy) particidja és van olyan (n-tél figgetlen) 0 < 6 < 1 konstans,
hogy mdy (Gy,) > 0,...,md;_1(G,) > 0 és md(Gn;C1,...,Ck) = o(1).

PIV. V,-nek létezik olyan P, = (C4,...,Cy) particidja és van olyan (n-tdl figgetlen) k x k-as szimmetrikus
P = (puv) valdszindség-mdtriz, hogy tetszdleges 1 <u < v <k ési,j € Cy vdlasztdssal

Z az('?) = PuvTiy +0(n) és Z a; a = puvnv + o(n)

teCy teC,

teljesil, ahol n, = |Cy|, v=1,... k.

A PO<—>PIV ekvivalencia kovetkezik abbdl, hogy a Lovasz-Sos [Lov-Sos| cikkben konstrualt csticspartici-
6hoz tartozo részgrafokra és paros részgrafokra Thomason és Chung, Graham, Wilson [Thom87, Thom89,
Chu-G-W] eredményei alkalmazhatok. A normalt szomszédségi matrix spektruménak konvergenciaja kovet-
kezik a [Borgsetall] cikk eredményeibsl. Megforditva, a spektrum konvergenciaja altaldban nem implikilja a
grafsorozat konvergenciajat, de az altalanositott kvazirandom esetben igen, ha a strukturalis sajatértékekhez
tartozo sajatalterek konvergenciajat is figyelembe vessziik (a k-variancia forméjaban), 1. a 13-18. Tétel és a
29-30. Tétel a norméalt modularitas matrix spektrumanak és spektralis altereinek konvergenciajara. (Lehet,
hogy a spektralis rés onmagaban is lenyomja a k-varianciat és fontos szerepe van annak, hogy kiindulési
matrixunk nem-negativ elemt.) A PII<—>PIII ekvivalenciat a diszkrepancia és spektrum kozti osszefliggé-
sek garantaljak, 1. 26-27. Tétel. Specialisan az altaldnositott véletlen grafokra a sejtésbeli tulajdonsagokat
bizonyitani tudom: ezek a disszert¢ié 2. fejezetének fent emlitett tételeibdl kovetkeznek, és a disszertaciod
18. Allitasiban vannak 6sszefoglalva. Ebben az esetben valamivel t6bb is igaz: A, ill. Mp ,, nem struktu-
ralis sajatértékeinek nagysagrendje v/n ill. n=7 (0 < 7 < 1/2). Ennek oka az, hogy egy altalanositott véletlen
graf szomszédsagi matrixa elgallithat6 egy blokkos méatrix és egy Wigner-zaj 6sszegeként. A grafonra normalt
Wigner-zaj azonban nagy sebességgel konvergél az azonosan nulla grafonhoz. Az dltalanositott kvazirandom
esetben a konvergencia lehet sokkal lassabb, igy a spektrumbeli rés is kevésbé gyorsan tagul. Mindenesetre, a
PII<—>PIII ekvivalencia azt mutatja, hogy spektralis eszkozokkel kozelitsleg kis diszkrepancidju klasztereket
ill. klaszterparokat talalhatunk.
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Valoészind, hogy a PO->PIV—>PIIl->PII->PI->P0 iranyban koérbe lehet menni. Fentiek alapjan a
PIV—>PIII implikacié hianyzik csak, de itt latok esélyt arra, hogy [Thom87, Thom89] eredményei a rész-
grafokra és a paros részgrafokra atmennek a diszkrepancia és kozos szomszédok szamanak viszonylataban.

Az eddigi modszerek nemparaméteresek voltak. Ezen kiviil félparaméteres modelleket is vizsgéltam és a
Dempster, Laird és Rubin altal a [De-La-Ru| cikkben bevezetett EM algoritmust alkalmaztam egy homogén
és inhomogén sztochasztikus blokkmodellben a paraméterek becslésére és ezzel egyiitt a graf csiucsainak
klaszterezésére. Ezt az alkalmazést grafra, mint statisztikai mintara nem taléltam az irodalomban.

Legyen a statisztikai minta egy n csticson értelmezett egyszerid graf n x n-es, szimmetrikus szomszédsagi
matrixa, jelolje ezt A = (a;;). (Latszolag egyetlen mintank van, azonban a diagonalis feletti elemeket, mint
fiiggetlen valoszintségi valtozokat tekintjiik statisztikai mintanak.)

Homogén sztochasztikus blokkmodell:

e Adott k egészre (1 < k < n) a cstcsok fiiggetleniil tartoznak a C,, klaszterekbe 7, valoszintséggel,
u=1,...,k; Zﬁzlﬂ'u: 1.

e (, és (), csucsai egymastol fiiggetleniil,
P(i~jli € Cuj € Cy) =puv, 1<a,b<k
valoszintiséggel vannak Gsszekotve.

A modell paramétereit a # = (m1,...,7;) vektorban és a k x k-as, szimmetrikus P = (py,) méatrixban
foglaljuk Gssze.

Inhomogén sztochasztikus blokkmodell:

o Adott k egészre (1 < k < n) a cstcsok fiiggetleniil tartoznak a C,, klaszterekbe 7, valdszintséggel,
u=1,...,k; Zﬁzlﬂ'u =1.

o Az i e C, és j € (), cstcsok egymastol fliggetleniil, p;; valoszintséggel vannak dsszekdtve, ahol

I = B, + By, 1<u<v<kh
— Dij

A modell paraméterei most a m# = (my,...,7;) vektorban és az n x k-as B = (0;,) méatrixban vannak
Osszegytjtve. Ezt a logit tipust modellt V. Csiszar és tarsszerzdi [Csetal2| javasoltdk, ahol a modell épits-
elemei a [Ch-Dia-Sl, Csetall, Rin-Pe-Fi] cikkekben leirt o — 8 modellek ill. a péros részgrafokra adaptalt
Rasch-modell [Rasch].

Itt A hidnyos adatrendszer, mivel a cstucsok klaszterbe tartozasat (tagsagat) nem ismerjilk. Ezért az A
adatmaétrixot a csucsok Ag,..., A, un. tagsagi vektoraival egészitjiik ki, melyek fliggetlen, azonos eloszlasu
k-dimenzios Poly(1, ) véletlen vektorok. A keverékeloszlas alaku likelihood fiiggvényt maximalizaljuk az
EM algoritmus alternaldé E és M 1épéseiben. Kezdeti paraméterértékekbdl és klaszterezésbdl kiindulva ez a
kovetkezs:

E -lépés: kiszamoljuk A; feltételes varhato értékét az el6zd 1épésbeli modell-paraméterek és tagsagok
alapjan (feltételes varhato érték képzés és Bayes-tétel). Ezzel a cstucsok an. fuzzy klaszterezését
kapjuk, de az is lehet, hogy abba a klaszterbe soroljuk a csiicsot, amelybe a legnagyobb valdszintiséggel
tartozna. Ezzel egy 14j klaszterbesorolast kapunk.

M -lépés: az Osszes u, v klaszterparraparra (1 < u < v < k) kiilon-kiilon maximalizaljuk a likelihoodot a
paraméterekben, mellyel a paraméterek 1j becslését kapjuk. Ezekkel tériink vissza a E-lépésbe.

Mivel exponencialis eloszlascsaladban vagyunk, az algoritmus konvergenciaja (bizonyos feltételek mellett,
pl. a részgrafok nem dn. threshold-grafok) a likelihood-fiiggvény egy lokalis maximuméhoz garantalt, 1.
B-Elbanna [Bol-E115].
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Osszefoglalas

Roviden attekintjiik, hogy milyen eredményekre jutottunk és hogy jelen vizsgalatok mennyire jarulnak
hozzé a spektralis klaszterezés elméleti és gyakorlati kérdéseinek tisztazasahoz.

e A Laplace- és modularitds-matrix fogalmat kiterjesztettiik hipergrafokra és élsilyozott grafokra. Egy-
ségesen targyaltuk a graf és kontingencia tabla alapi probémékat az egyiittes eloszlasok és reprezen-
tacios technika nyelvén. Ez egyrészt lehetGséget ad a kiilonféle tobbszemponti vagasok becslésére,
méasrészt motivalja a modern (nem feltétleniil Gauss-eloszlas alapt) tobbvaltozos statisztikai modsze-
rek hasznalatat (ICA, reprodukalé magt Hilbert-terek). Rogzitett k pozitiv egész esetén bevezettiik és
kezeltiik egy graf csucsainak (ill. kontingenciatabla sorainak és oszlopainak) k-particioin értelmezett
mennyiségeket, pl. a k-részes diszkrepanciat.

e Jellemeztik az altalanositott véletlen grafok spektrumat, spektralis altereit, és a cstucsklasztereken
beliili és koztes diszkrepancidkat, amennyiben a cstcsok szama végtelenbe tart (bizonyos kiegyensilyo-
zottsagi feltételek mellett). Bevezettiik a tobbrészes diszkrepancia fogalmat és oda-vissza allitasokat
bizonyitottunk kozte és a graf spektralis jellemz&i kozt. Sejtjiik, hogy ezek a tulajdonsagok nagymeé-
rett novekvs grafsorozatokra a sztochasztikus modellts] fiiggetleniil is ekvivalensek. Igy bevezettiink
an. altalanositott kvazirandom tulajdonsidgokat. Ezzel a koztes helyzetet térképeztiik fel a k£ = 1
osztalyos eset (expander mixing lemma és megforditésai) és a Szemerédi regularitéasi lemma (a csticsok
szamatol fiiggetleniil maximalt nagy szamu klaszterrel tetszélegesen kis diszkrepancia elérhetd) esete
kozt. Azt a szerencsés koztes esetet vizsgaltuk, amelyben valamely k-ra a spektrum belsejében van rés
(k strukturalis sajatérték és a tobbi kozt), tovabba a strukturalis sajatértékekhez tartozd sajatvekto-
rokkal képzett reprezentansok jol klaszteresednek, mely esetben konstrukciét adtunk klaszterezésre kis
k-részes diszkrepanciaval.

e Bizonyos feltételek mellett belattuk a normalt modularitas-matrix strukturélis sajatértékeinek, sajatal-
tereinek és a reprezentéansok k-variancidinak tesztelhetGségét a homomorfizmus-stiriiségek értelmében a
Hilbert-teres megkozelités segitségével. Ez azt jelenti, hogy a spektralis klaszterek a nagymeéretii graf-
bol alkalmas mintavételezéssel kivalasztott kisebb részgraf alapjan konzisztensen becsiilhetSk; magat a
tesztelhetGséget pedig hasznalni lehet az altalanositott kvazirandom ekvivalencidk bizonyitasanal.

e Megmutattuk, hogyan hasznalhaté az EM-algoritmus gréafokra felallitott keverékmodellek paraméter-
becslésére. Valos életbeli adatokon akkor kaptunk jol értelmezhets eredményeket, mikor a kezd§ klasz-
terezést spektralis modszerekkel valasztottuk. Ilyen mdédon a spektralis klaszterezés finomhangolaséat
hajtjuk végre, mik6zben paramétereket is becsliink. Ez példa arra, hogy a spektralis és keverékfel-
bontasi modszerek sikeresen Osszehazasithatok a felhasznalok igényeivel (1. Ravi Kannan felvetése a
Tézisek 1. bekezdésében).

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom aspiréans témavezetémnek, Tusnady Gabornak a vele megkezdett hipergraf klaszte-
rezési k6zos munkaért és azért, hogy bevont ezzel kapcsolatos gyakorlati alkalmazasokba. K6szonom tarsszer-
z&imnek (elsGsorban Friedl Katalinnak, Kramli Andrasnak és Tusnady Gabornak) a kdzos munkat, tovabba
Lovéasz Laszlonak, Simonovits Miklosnak és T. S6s Veranak a t6liikk kapott hasznos tanécsokat. Koszo-
nom tanszék- és intézetvezetGimnek (Simon Karoly és Horvath Miklos), hogy szamomra fél év sabbaticalt
és kés6bb egy év jelentGsen csokkentett oktatasi terhelést biztositottak, amikor a legfontosabb eredménye-
ket (24-30. Tételek) sikeriilt bebizonyitanom. Sok més kolléganak és didknak mondok még koszonetet a
disszertacioban.
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