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Bolla Marianna értekezésének {6 témdja nagy grafok szerkezetének és spektralis
tulajdonsdgainak kapcsolatdnak megértése, valamint spektralis médszereket hasznéléd
algoritmusok épitése grafokkal kapcsolatos feladatok megoldadsdra. A nagyméret(i
hal6zatok témakore az utdbbi tizendt-hisz évben az alkalmazott matematika egyik
sokat kutatott tertiletévé valt, amit részben az informatikai halézatok (internet, ko-
z0sségi hdlozatok) kiépiilése motivalt. Ezeknek a grafoknak a globalis szerkezetének
feltarasaban az egyik fontos tényezd a stirtibben 6sszekotott részek, klaszterek megta-
lalasa — mind elméleti, mind gyakorlati, algoritmikus szempontbdl. A dolgozat ilyen
jellegti feladatokat old meg a graf Laplace-matrixanak, illetve modularitdsmatrixdnak

spektrumat vizsgélva.

Az els6 fejezet bevezeti az értekezésben hasznalt alapvetd fogalmakat, valamint
bemutatja a szerzd dimenzidcsokkentéssel kapcsolatos eredményeit. Itt tehat az a cél,
hogy egy n cstcsu grafot (melynek adjacenciamatrixa n x n méretti), n darab, de n-nél
joval kisebb dimenziés vektorral reprezentdljunk tgy, hogy az egymassal 6sszekotott
cstcsokhoz tartoz6 vektorok minél kozelebb keriiljenek egymdéshoz az alacsonyabb
dimenzids térben. Stulyozott graf esetén pedig minél nagyobb stlya van a két cstics
kozotti élnek, annal kozelebb kell, hogy keriiljenek, a megoldandé minimalizalasi
feladatban. A szerzd targyalja a stilyozott négyzetes matrixok, illetve a kontingencia-
tablazatok esetét, a f6komponens-analizishez hasonléan megmutatva, hogy kiilonféle,
a klasszikust6l eltérd (pl. a modularitdsméatrixsszal megfogalmazott) feladatokban ho-
gyan kaphat6 meg az optimadlis reprezentécié a sajatvektorokbdl. Ezek az altaldnosi-
tasok az alkalmazdsok szempontjabdl is figyelemre méltok lehetnek, hiszen példaul
biolégiai, genetikai feladatokban el6fordulhat, hogy két kiilonb6z6 halmaz kozotti
kapcsolatokat kell modellezni, illetve hogy nem csak a kapcsolat megléte, hanem
annak er&ssége is fontos jellemz8je a vizsgélt rendszernek. Ezen kiviil a szerz6 a
modularitds-matrixnak a graf szerkezetével val6é kapcsolatat (pl. fliggetlen halmazok)
is vizsgalja, tobbek kozott a Hoffmann-korlattal rokon éallitdsokat bizonyitva. A f6
eredményeket bizonyos Hilbert-tér érték{i operatorokra is altalanositja, megkeresve
a linedris algebraval, optimalitasi tételekkel megfogalmazott eredmények mélyebb,
funkciondlanalizis-beli hatterét. A fejezet f6bb eredményei tehét a klasszikus eredmé-
nyek modularitds-matrixokra vonatkozé analégiai koré csoportosulnak.

A maésodik fejezetben a szerzd bizonyos véletlen matrixok, a blokk-modell spekt-
rumaval kapcsolatos eredményeit ismerteti. Ez a véletlen graf az Erd6s—Rényi-grafnak
egy inhomogén éaltalanositdsa: a csticsokat csoportokra osztjuk, majd a csticsparokat
véletlentil, fliggetleniil kotjiik 0ssze, gy, hogy az egyes élek behtizasadnak valdszini-
sége csak attol fiigg, hogy a végpontok melyik csoportba tartoznak. Mivel erre tgy
is gondolhatunk, mint egy fix matrix perturbdcidja egy véletlen Wigner-matrixszal, a
(nagyobb) sajatérték elhelyezkedésére, tavolsagéara vonatkozo6 eredmények (13-17. té-
telek) a véletlen matrixok elméletének szempontjdbodl is érdekesek lehetnek. A szerzé
ebben az esetben sem csupan a négyzetes matrixokat, hanem a kontingenciatablaza-
tokat is vizsgalja, ahol a két dimenzi6 akar jelentdsen is eltérhet. Az altalanositdssal



véletlen grafoknak olyan tag, rugalmas csalddjat kapjuk, melyek alkalmasak lehetnek
tobbféle valos hal6zat modellezésére is. A szerz6 tobb egyenl6tlenséget bizonyit a
modularitdsmatrix sajatértékei és egy, a kontingenciatablazat diszkrepancidjat mérd
mennyiség kozott, amivel a spektrum és a kombinatorikai struktarak szerkezete ko-
zo6tt fenndll6 kapcsolatok jobb megértését segiti (ahogyan a Cheeger-egyenl6tlenség a

klasszikus esetben). Az ilyen jellegti allitdsok szintén hasznosak lehetnek valos hélo-
zatok modellezése soran is.

A harmadik fejezetben el6szor a modularitasi matrix spektruménak és a homo-
morfizmus-siirtiségen alapul6 gréflimesz-fogalomnak a viszonyét vizsgélja a szerzd,
tobbek kozott egy folytonossagi tételt bizonyitva. Ezutdn ugyenebben a témakorben
egy sejtést fogalmaz meg, mely a grafkonvergencidt karakterizdlnad tobbek kozott a
modularitdsi matrix spektrumanak, illetve az el6z6 fejezetben szerepl$ diszkrepancia
jellegi mennyiségeknek a segitségével (a sejtést a szerz6 egy, a disszertdcié megszii-
letése 6ta késziilt munkdjaban megcéfolta). Végiil egy EM-tipust algoritmust javasol
egy specidlis véletlengraf-modell paramétereinek becslésére, azaz egy statisztikai fel-
adatot old meg egy sokparaméteres, stirti grafban.

A dolgozat témavélasztdsa id6szer(, a nagy hdlézatok klaszterezettségével és spekt
rumdval kapcsolatos kérdéseket sokan vizsgéljak napjainkban. A dolgozatban a szerz6
(és néhol tarsszerzok) nevével jelzett tételeket Gj eredménynek fogadom el. Az érte-
kezés jol felépitett, és egységes képet ad a grafok és kontingenciatdblazatok spektru-
manak elméletérd], illetve a lehetséges alkalmazasokrél. A dolgozatban bemutatott
szdmos eredmény koziil sok olyan van (kiilondsen a masodik fejezetben), amely 6n-
magdban is érdekes lehet a grafok spektrélelméletében. Ezzel pdrhuzamosan a szerz6
folyamatosan szem el6tt tartja az alkalmazasok szempontjait, az eredmények tobbsé-
gét jol kortilirhatd, modellezési feladatokban el6fordulé eredmények motivaljak. A bi-
zonyitasok sordn alkalmazott médszerek helyenként inkdbb klasszikusak, esetleg mar
ismert tételekre épiilnek, mashol azonban tobb otletet, mélyebb modszereket, kifino-
multabb technikdkat is igényelnek. A b&séges irodalomjegyzék és rengeteg megfelel
hivatkozas ellenére a dolgozatban nem taldltam a szorosan kapcsolédé "community
detection" témakor véletlen blokk-modellre vonatkoz6 fontos 1j eredményeire vonat-
kozo emlitést (példdul [4]). A mdasodik fejezetben érdemes lett volna kitérni arra, hogy
az értekezésben ismertetett eredmények hogyan kapcsolédnak ehhez a friss kutatési
irdnyhoz. A harmadik fejezetben javasolt becslési eljardssal kapcsolatban jo lett volna
részletesebben latni a valos adatokon, valés hdlézatokon valé eredményeket (akér
azt is, hogy milyen méret(i, milyen jellemz&kkel rendelkez6 héalézatokon tortént az
ellendrzés), hiszen ezek lényeges informaciokat tartalmazhatnak az algoritmus alkal-
mazhatésdgarol — ami ebben az esetben a cél lenne.

Osszességében az értekezés eredményeit az akadémiai doktori fokozat kovetelmé-
nyeinek megfelel6nek tartom, és javaslom a nyilvdnos védés kittizését.

Kérdések.

1. Az els6 fejezetben javasolt eljarasok alkalmazdsat az értekezésben bemutatott
képszegmentdcios feladaton kiviil sikeriilt-e més feladatokban is megvaldsitani?
Ha igen, mik a megkozelités elényei az adott feladatban, és milyen nehézségek



addédnak a megval6sitds soran?

2. A 2.3. szakaszban szerepl6 , multiway discrepancy” mennyiségnek (25. defini-
ci6) van-e valamilyen kapcsolata a grafok vdgds-normdjaval, illetve a jumble nor-
maval (lasd [2])?

3. Van-e valamilyen kapcsolat az értekezés masodik fejezetében szerepl§, illetve
az [1] survey cikk 3.4., illetve 4.6. szakaszdban ismertetett eredmények kozott?
Az értekezésben szerepld eredményekbdl esetleg lehet-e kovetkeztetést levonni
a rekonstrudlhatosag kritikus értékére?

4. A harmadik fejezet harmadik részében szerepld a-modellhez hasonléan tekint-
hetnénk egy olyan véletlen grafot, melyet egy specidlis grafonbdl, egy 1épcsds
tiggvénybdl sorsolunk (a [3] cikkben definidlt értelemben). Modosithat6-e a
dolgozatban szereplé EM-algoritmus gy, hogy ennek a véletlen grafnak a pa-
ramétereinek becslésére adjon egy jo eljarast? Ha nem, mi lenne ennek a 6
akadalya?
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