Valasz Backhausz Agnes biralatara

Ko6sz6n6m a hasznos megjegyzéseket és észrevételeket. A konkrét kérdésekre adott valaszaim a kovetkezdk.

1. A modszereket generalt dltalanositott véletlen és konstrualt altalanositott kvazivéletlen grafokon,
tovabba valos éltbeli adatokon is kiprobaltuk, ezekrdl részletesebben a PhD didkommal kozos [Bol-
El15] és [Bol-El16] cikkekben irunk. Az EM-algoritmus alkalmazasa soran az eredmény nagy mérték-
ben filiggott a kezdd klaszterezéstdl, és gyorsan konvergalt, ha a spektralis klaszterekbdl indultunk
ki. Osszeségében azt tapasztaltuk, hogy a konstrualt altalanositott kazivéletlen grafsorozatokon
sokkal nagyobb n esetén volt latvanyos a spektralis rés kialakul4sa, mint az altalanositott véletlen
grafsorozatoknal; ez arra utalt, hogy el6bbinél a konvergencia lassabb, amit 3. fejezetbeli sza-
molasaim is aldtamasztanak. A valos életbeli grafoknal, ha n ‘nagy’ volt, akkor tényleg sikeriilt a
spektralis rés alapjan viszonylag kis diszkrepanciat elérni. Viszont, ha nincs sorozat, akkor a kis-
és nagy-ordoknak nincs sok értelme, egyedi grafbol nehéz messzemend kivetkeztetéseket levonni.

A nagyméretii grafokra vagy témbokre alkalmazott algoritmusok legidGigényesebb része az SVD.
Régebben, NKFP projektek kapcsan felmeriilt az SVD-algoritmus gyorsitasanak igénye. Erre az iro-
dalomban targyalt véletlenitett eljardsokat javasoltuk, melyek lényege, hogy alacsony rangi kozelités
esetén a kozelités hibajanal nem nagyobb nagysigrendd perturbaciok (melyek képesek ritkitani
vagy digitalizalni a méatrixot) alkalmazhatok, azaz az egyszeriibbnek tiing, de zajositott matrioxot
hasznaljuk. Erre a célra alkalmaztuk a disszertacidéban targyalt perturbacids becsléseket, de az
algoritmusok numerikus vonatkozasait a tovabbiakban nem vizsgaltam.

2. Az alalanositott kvazivéletlen tulajdonsagokkal kapcsolatos bizonyitasoknal fontos volt a grafsorozat
altaldnos tagjanak egy lépcsds grafontol vald eltérését becsiilni vagas-normaban. Ehhez hasznaltam
a vagas-norma tulajdonsagait és a biralatban idézett [3] cikk eredményeit. A nehézség inkabb az
volt, hogy a tobbrészes diszkrepancia csak a grafbél szamolodik, és nem tartalmaz konstansokat.
Igy magat a lépcsGs grafont is meg kellett konstrualni a klasztereken beliili és kozti élstirtségek
térfogatéval szintén normélok, kdnnyen lehet, hogy a jumble norma hasznalataval egyszertsitheték
a szamolésok. Ezt a normat sajnos a disszertacioé irasakor még nem ismertem.

3. A disszertécioban nem, de régebben irt Wiley konyvemben (2013) kitértem a sztochasztikus blokkmo-
dellekkel kapcsolatos konzisztencia eredményekre. A disszertacidbeli altalanositott véletlen graf
modellben a P un. valdszintiség-matrixot fixen tartom, és igy targyalom a sajatértékek, spektralis
klaszterek és k-részes diszkrepancia 1 valdszintiséggel teljesiilé tulajdonsagait, ha n — co. Néalam a
klaszterek mindig rekonstrualhatok, ha a P matrix rangja k.

Sok cikk, pl. a birdlatban idézett [1] és [4] is, P elemeit n-el skdlazza, és ilyen feltételek mel-
lett bizonyitanak konzisztenciat, azaz tn. rekonstrualhatoésagot. Errdl bévebben irok a hianyolt
hivatkozasoknal.

4. Ezt a kérdést Wiley konyvem utolso fejezetében targyaltam részletesen, és ott az EM algoritmus
teszteléséhez ténylegesen egy lépcsSs grafonbol generaltunk. A felirt likelihood-fiiggvény nagyon
hasonlit a [3] cikkbeli homomorfizmus-stiriséghez. Ezt az algoritmust a disszertécioban csak ro-
viden, mint homogén blokkmodelt targyaltam (egyes cikkek ezt is inhomogénnek tekintik, ha tobb
osztaly van), és inhomogén blokkmodell alatt az a-modell k-osztalyos vatozatara kifejlesztettet
értettem. Az a-modell méar egyosztilyos esetben is altalanosabb, mint az Erdds—Rényi véletlen
graf, ami akkor adodna, ha a csicsokhoz rendelt Gsszes «; paraméter ugyanaz lenne. FEzek az
exponencialis eloszlascsaladbeli modellek akkor alkalmazhatok jol, ha a fokszamsorozat elégséges
statisztika. Az inhomogén blokkmodellben csak a részgrafokra és a péaros részgrafokra kell ennek
teljesiilnie. Egyszoval, az EM-algoritmus barmilyen olyan szituaciéra modosithatd, amelyben van



egy alacsony rangu grafon. A grafon rangja k, ha a sztochasztikus blokkmodellt generaljuk beldle,
és részenként 2k, ha a k-osztalyos a-modellt (mindkét esetben a rang csak k-tol, és nem n-tdl fligg).

A hianyolt hivatkozasokat részben ismertem, de akkor vettem csak be azokat a disszertacié iro-
dalomjegyzékébe, ha a disszertacioban az azokban taladlhaté eredményeket kozvetleniil hasznaltam vagy
Osszevetettem sajat eredményeimmel. Ezt részletesebben a kovetekzGkben szeretném kifejteni.

e A [3] L. Lovasz, B. Szegedy 2006-os cikkra, akarcsak Lovasz Laszlo és tarsszerz6inek egyéb grafkon-
vergenciaval kapcsolatos cikkeire a Wiley-nal megjelent konyvebmen hivatkoztam, mert ott targyal-
tam a kiegyensilyozott miniméalis vagasok tesztelhetGségét, amihez hasznéaltam a grafkonvergencia
ekvivalens definici6it. Azonban ezt a tarsszerzkkel kozos eredményt nem vettem be a disszerta-
cioba, mivel a grafkonvergencia ekvivalencidk rutin alkalmazéasarol volt csak sz6. Ugyanakkor Lovasz
Laszl6 és tarsszerzéinek harom cikkére hivatkoztam a disszertacioban, a T. Sos Veraval kozos Al-
talanositott kvazirandom grafok cikk eredményeit pedig intenziven hasznaltam az altalanositott
kvazirandom tulajdonsagok ekvivalencidjanak bizonyitasdnal.

A [2] arXiv cikket azonban nem ismertem és koszonom a biralonak, hogy felhivta ra a figyelmemet.
Az ott definialt ‘jumble norm’ szamomra hasznos lehet a tobbrészes diszkrepancia becslésekben,
hiszen ott normalok a cstuics-részhalmazok térfogataval, hasonlé normalas a jumble-norménal is van.
A cikk szerz6i az elnevezésben a Thomason altal 1987-ben bevezetett ‘jumbled graphs’ fogalomra hi-
vatkoznak. Az eredeti definici6 szerint egy graf (p, a)-jumbled ha barmely indukalt H részgrafjaban
le(H) — p(‘§|)| < «o|H|. Ha p az élstriiség, akkor kellgen kis o az egyrészes diszkrepanciara em-
lékeztet. Thomason péaros grafokra altalanositott diszkrepancia fogalmat hasznalom is az ekvivalen-
ciak bizonyitasanal. Fontos, hogy az élsiirtiség nalam nem szerepel a diszkrepancia definiciojaban,
de az arra tett feltételek mellett be tudom vinni a becslésekbe, akarcsak a fokszam feltételek mellett
a részhalmazok szamossaga helyett a térfogatot. Szintén az ekvivalencidk bizonyitasanal intenziven
hasznalom a vigéas-norméat, de meggondolom, nem lehetne-e azt a jumble norméaval helyettesiteni.

e Az [1] arXiv cikk 2017-ben jelent meg (a disszertaciomat 2016 juliusaban adtam be), azonban az
ennek eredményeit nagyrészt tartalmazé cikk utolért engem (2016 &szén megkaptam AMS review-
ra):

E. Abbe, C. Sandon: Community detection in general stochastic block models: fundamental limits
and efficient algorithms for recovery, 2015 IEEE 56th Annual Symposium on FOCS.

A cikk a sztochasztikus blokkmodellt targyalja adott k osztaly esetén. F§ eredmény, hogy ameny-
iben egy graf ebbdsl a modellbdl jon, akkor algoritmusuk nagy valdszintiséggel felismeri az oszté-
lyokat. Amit 6k exact ill. almost exact recovery-nek neveznek, az valojaban a becslés erds ill.
gyenge konzisztencidja, amit valoszintiségszamitasi eszkozokkel lehet bizonyitani.

Mig én a k x k-as P él-valoszintiségmatrixot n névekedésével konstans modon tartom, addig 6k ezt
skalazzak a csicsok n szaméval. Pl. a P = Q/n vagy P = Inn Q/n eseteket vizsgaljak, ahol a Q
rogzitett k x k-as, nem-negativ elemi, szimetrikus matrix.

e A [4] cikk éppen az un. szimmetrikus blokkmodellt targyalja, ahol az osztalyokon beliili él-
valoszintiségek mind p , az osztalyok kozottiek pedig ¢. Ha p = ¢, akkor nyilvin nem kiilonithet6k
el az osztalyok: egy-osztélyos eset, Erdds—Rényi graf. A k=2, p= % ésq= % esetben a [4] cikk
bebizonyitja, hogy az osztélyok elkiilonitése lehetetlen az (a — b)% < 2(a + b) esetben és lehetséges,
ha (a — b)? > C(a + b) elég nagy C-vel. Ezekre az eredményekre [1] cikk is hivatkozik, de nem
tesz hozzajuk lényegesen tobbet. Ezzel kapcsolatos még az 1966-os Kesten—Stigum kiiszob, mely
statisztikus fizikai szempontbol fakra és tébbdimenzios Galton—Watson folyamatokra lett felallitva;
ugyancsak vannak informaciéelméleti vonatkozasok is, és [1] hivatkozik Csiszar Imre 1963-as cikkére.
Ezeket az eszk6zoket én nem hasznaltam.



Szintén foglalkozott a skalazott blokkos modellel Coja-Oghlan ‘planted partition model’ és Bollobas—
Janson—Riordan ‘inhomgeneous random graps’ cimen, ezek a cikkek kozelebb allnak az én megkoze-
litésemhez (elbbi foglalkozott a spektrummal is), igy ezekre a cikkekre hivatkoztam Wiley-nal
megjelent kényvemben, de kozvetleniil nem hasznéltam eredményeiket a disszertacioban, és ezt a
biralé sem hianyolta. A spektralis klaszterezés konzisztencidjarol szintén irt Lei és Rinaldo (Ann.
Stat, 2015). Naluk a konzisztencia azt jelenti, hogy amennyiben grafuk a blokkmodellbél jon (adott
k osztaly mellett), akkor a (spektralis) klaszterezéssel kapott hibas osztalybasorolasok szama oszt-
va n-el 0-hoz tart, ha n — oo (1 valoszintiséggel). Ehhez a (néha kozelits) k-kozép algoritmus
célfiiggvényének becslésére van sziikség, amire altalaban még sok méas paramétert is bevezetnek.
Valéjaban ilyen majdnem biztos allitdsokat fogalmaz meg a disszertaciomban az altaldnositott
véletlen grafokra kimondott Proposition 18, és latok arra esélyt, hogy az atfogalmazhat6 a konzisz-
tenciara.

A disszertaciomban altaldnositott véletlen grafnak nevezett objektum spektralis és diszkrepancia
tulajdonsagaira én akkor mondok ki tételeket, ha a P valészintiségmatrix fix és nem skalazodik n-
el. Ezek az allitdsok valdszintiségszamitéasi eszkozokkel viszonylag kénnyen kijonnek. Nehezebb
volt az &ltalanositott kvazirandom grafokra bizonyitani spektralis és diszkrepancia tulajdonsa-
gokat, valészintiségszamitasi eszk6zok nélkiil. Azonban tapasztaltam, hogy egyiranyd implikaciok
(pl. spektralis rés a k-adik sajatértéknél és a sajataltérnél kis k-részes diszkrepanciat okoz) a
sztochasztikus modelltsl fiiggetleniil is bizonyithato, és nagyméretd grafokra az erésebb grafkon-
vergencia és fokszamtulajdonsagok nélkiil is teljesiil. Ezzel a diszkrepancia minimalizal6 spektralis
klaszterezést szerettem volna megalapozni, pusztan az adott grafot, mint inputot figyelembe véve.

Szintén megjegyzem, hogy az [1], [4] cikkek a spektrummal keveset foglalkoznak, [1]-ben a 2-
osztalyos esetre targyaljak Gjra az ismert Fiedler-vektor szerepét és idézik az altalam is hasznalt
Weyl és Davis—Kahan tipust perturbéacios tételeket.

Osszefoglalva, Backhausz Agnes javaslatara tanulmanyozni fogom a jumble normat és annak alkal-
mazhatosagat a tobbrészes kvazirandom tulajdonsagok ekvivalencidjanak bizonyitédsanél. Szintén
tervezem a kiilonbozs feltételekkel skalazott blokkmodellek vizsgalatat konzisztencia szempontjabol,
illetve az altaldnositott véletlen grafokra kimondott tulajdonsagok atfogalmazasat a konzisztencia
és rekonstrualhatosig nyelvén.
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