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Az értekezés angol nyelven irodott, 114 oldal terjedelmi, Bevezetést, ha-
rom fejezetet, valamint Irodalomjegyzéket tartalmaz. A hozza tartozo ma-
gyar nyelvi tézisek (Grafok és kontingenciatablak klaszterezése spektralis
modszerekkel) 23 oldalas. A jelolt a kandidatusi értekezése utan publikalt 1
sajat konyvet és 23 sajat cikket sorol fel, ez utobbiak koziil 10 tarsszerzékkel
kozos. A sajat miiveken tul 102 egységet tartalmaz az irodalomjegyzék.

Az elsé fejezet a tobbszempontu vagasokat és a spektrummal kapcsolatos
reprezentaciokat tartalmazza. Ennek elsé alfejezete a grafokra koncentral.
Elstlyozott Gsszefiiggd grafok esetén a Laplace-métrix segitségével megadja
a k-dimenzios reprezentaciot. Erre taAmaszkodva alsé becslést ad a graf sulyo-
zott k-vagasaira. Ezutin él- és csiics-silyozott Osszefiiggd grafokat targyal.
Abban az esetben, amikor a cstucs-sulyok az altalanositott fokszamok, meg-
adja a k-dimenzids reprezentaciora és a k-vagasokra vonatkozo fenti tételek
megfelelGit. Ezekben a tételekben a normélt Laplace-matrix sajatértékei jat-
szanak szerepet. Az izoperimetrikus szamra (Cheeger-konstansra) vonatkozo
Cheeger-egyenlGtlenséget is megjavitja. A Laplace-méatrixon kiviil hasznélja
a (Newman-Girvan-féle) modularitasi matrixot is. Az sszefiiggd stlyozott
graf normalt modularitdsi matrixdnak sajatértékei és a fiiggetlen cstucshal-
mazok mérete, valamint a graf tobbrészes (multipartite) volta kozotti kap-
csolatokat leirja. Definidlja a Newman-Girvan-féle modularitast, amellyel a
graf csiicsainak klaszterein beliili kapcsolatoknak a véletlenszeriinél erésebb
(community structure), illetve gyengébb (anticommunity structure) volta jel-
lemezhetd.

A masodik alfejezetben kontingenciatablakat vizsgal. A korrespondencia
elemzés feladataval, azaz a két valtozd egyidejii osztalyozésaval foglalkozik,
eszkdzként szintén a korrespondencia elemzésben megszokott szingularis fel-
bontast hasznalja. A grafokra korabban igazolt tételeinek megfelel eredmé-
nyeit kozli. Nevezetesen egy reprezentacios tételt és egy tételt az osztalyzéast
jellemz6 mérdszam als6 korlatjarol.

A harmadik alfejezetben tovabb altaldnositja a targyalast. Nevezetesen,
egyiittes eloszlasok reprezentacioit vizsgalja. A feltételes varhato érték ope-
rator segitségével adja meg a minimalis koltségl k-dimenzios reprezentéciot.
Szintén ebben az alfejezetben targyalja a reprodukalé magi Hilbert-tereket.
Valdjaban azt — az alkalmazésokban fontos — dolgot magyarazza el, hogy
sok esetben a feladat egy magasabb dimenzios térbe (feature space) torténd
transzformalassal linearissé tehets. S6t a transzformécio helyett magfiiggveé-
nyekkel érdemes dolgozni. Ezt a modszert széles korben hasznaljak a neuralis



hélozatok esetén, kiilonosen a Vapnik-féle SVM-nél.

A méasodik fejezet ,Véletlenség kezelése nagymeéretii halézatokban és klasz-
terezés kis diszkrepanciaval”. Ennek els§ alfejezete szimmetrikus matrixokkal
foglalkozik. A kiindulas egy P szimmetrikus valosziniiségi matrix an. felftjt-
ja: B,. El6szor belatja, hogy B, sajatértékei n nagysigrendtiek. Ezutan
egy W, Wigner-zajjal perturbalja B,-et: A, = B, + W,,. A W,, spektral-
norméjara vonatkozo Fiiredi-Komlos-tétel és a Weyl-féle perturbécios tétel
segitségével A, és B, sajatértékeinek az eltérését becsiili meg. Ezutan az
A, élsilyokkal rendelkezG grafot vizsgalja. Az A, an. strukturalis sajat-
értékeihez tartozo sajatvektorokkal felirt reprezentacié esetén becsiili a graf
k-variancidjat. A graf normalt Laplace-méatrixanak a sajatértékei elhelyez-
kedését is leirja. Az A, matrixra kirott alkalmas feltételek esetén explicit
konstrukciot is ad az A,-et megkozelité B, felfijt matrix elGéllitasara.

A masodik fejezet masodik alfejezetében zajos kontingencia-tablakat vizs-
gal. A zaj nélkiili kontingencia-tablazat egy P (nem szimmetrikus) valoszi-
nliségi matrix felfajtja: B,,xn. A zajos kontingencia-tabla ennek egy Wigner-
zajjal valo perturbéltja: A,xn = Bmxn + Winxne Amxn €8 Bpxn szingularis
értékeinek az eltérését becsiili meg. A szingularis vektorok eltérését is vizsgal-
ja. A,xn normalizaltjdnak a szingularis értékeinek elhelyezkedését is leirja.

A harmadik alfejezetben a diszkrepancia és a spektrum kapcsolatat vizs-
galja. Egy kontingencia-tabla esetén a sorok és az oszlopok klaszterei kozotti
kapcsolatok ,homogén” voltdnak mérésére a k-részes diszkrepanciat vezeti
be. Ennek segitségével fels6 becslést ad a normalt kontingencia-tablazat k-
adik szingularis értékére. Megforditva, a szingularis értékek segitségével felss
becslést ad k-részes diszkrepancidra. Mindkét fenti eredmény megfelelgjét
belatja irdnyitott élsulyozott grafokra is.

A harmadik fejezet els§ alfejezetében grafparaméterek tesztelhetGségét
vizsgélja. Ez lényegében annyit jelent, hogy amikor a graf méreténél fog-
va nem megfigyelhetd, akkor annak egy viszonylag kicsi részébdl tudunk-e
kovetkeztetni az egész valamelyik paraméterére. Ennek érdekében belatja,
hogy amennyiben élsilyozott grafok egy sorozata konvergens, akkor normalt
modularitds matrixanak sajatértékei és sajatalterei konvergalnak a limesz
grafon megfelel§ objektumaikoz. A harmadik fejezet masodik alfejezetében a
Lovasz-Sos-féle altalanositott kvazirandom graf sorozatokat vizsgal. Egy sej-
tést allit fel arra vonatkozoan, hogy a kvazirandom tulajdonsag milyen més
tulajdonsagokkal (pl. a szomszédsagi méatrix, illetve a normalt modularités-
méatrix sajatértékeinek és sajatvektorainak tulajdonsagaival) ekvivalens. Ezt
a kérdéskort a disszertacido beadasa utan, a Bolla: ,Generalized quasirandom
properties of expanding graph sequences”, arXiv: 1508.04369v6, 2017, kéz-
iratdban tisztdzza: az emlitett tulajdonsagok pontositasa utdn belatta azok
ekvivalenciajat. A harmadik fejezet harmadik alfejezetében homogén, illetve
inhomogén blokkmodellben javasol EM-algoritmust a paraméterek becslésé-
re.

A doktori disszertacio Bolla Mariann munkassaganak jelentds részét, 1é-
nyegében a kandidatusi disszertaci6 utan sziiletett eredmények tobbségét mu-



tatja be. Kiemelends, hogy egymassal szoros Gsszefiiggésben 16v6, egymasra
épiils részekbdl allo, egységes miirél van sz6. A szerzd részletesen bemutatja
a szakirodalmi el6zményeket, a megoldand6 problémék fontossagat, az al-
kalmazott modszereket, tovabba elmagyarazza az eredményeket is. Ezek az
ismertetések nem egyszertien ,0sszekotd szovegek”, hanem élvezetes szakmai
utmutatok. A mi egységes jelolésrendszert és terminologiat hasznal.

A feldolgozott téma: grafok klaszterezése (és az ennek altalanositasaként
tekinthetd kontingencia tablak klaszterezése) aktuélis, jelentds, a kutatok fi-
gyelmének kozéppontjaban all6 teriilet. A nagyméretd grafok vizsgalata az
utobbi évtizedekben &altalaban a figyelem kozéppontjaban van a héalozatok
(gyakorlati) jelentGségének felismerése miatt. A kontingencia tablak elem-
zése pedig genetikai vizsgalatokhoz kapcsolodik. Bolla Marianna egyik 6
torekvése, hogy gyakorlati problémak megoldasdnak elméleti hatterét felde-
ritse. Vizsgalatai kapcsolodnak élvonalbeli kutatok (pl. N. Alon, M.E.J.
Newman, Lovasz Laszlo, T. Sos Vera,...) eredményeihez.

A szerz$ a matematika kiilonboz§ teriileteinek eszkozeit széles kortien al-
kalmazza a bizonyitasokban: rutinszertien hasznalja a linearis algebra klasszi-
kus modszereit, a valésziniliségszamitas és a statisztika szamos tételét is al-
kalmazza, tovabba jaratos a grafelmélet Gjabb eredményeinek hasznalataban
is.

A disszertacid hatalmas anyagot olel fel, a f6bb tételeket bizonyitja is,
a tObbinél a szerzd eredeti publikicioira utal. A bizonyitasoknak egy részét
részletesen ellendriztem, azokban hibat nem talaltam. A mtiben csak néhany
elirast talaltam, pl.:

20. oldal, 25. sor: gyokjelek hidnyoznak;

60. oldal, alulrol 2. sor: talan a ,,normalized noisy contingency table”
szinguléris értékeir6l van szo.

A doktori munka tudomanyos eredményeit elegendének tartom az MTA
doktori cim megszerzéséhez, a nyilvanos védés kitlizését javaslom. Javaslom
az MTA doktora cim odaitélését.
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