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1. Bevezetés

A disszertacioban targyalt diszkrét optimalizalasi feladatok bonyolultsdgelméleti szempont-
bol két csoportra oszthatok. Az elsé csoportban két feladattal foglalkozunk.

1.1. Feladat. Egydimenzids lddapakoldsi feladatndl adott egy n elemd L = {a1, a9, ..., an}
lista, ahol a;, i = 1,...,n, jeloli az elem méretét, és a; € (0,1]. Adva van legaldbb n darab
eqységnyi kapacitisi lida. A feladat az, hogy rendeljiik hozzd az elemeket a legkevesebb
szami ldddhoz gy, hogy az azonos ldddhoz rendelt targyak dsszmérete legfeljebb 1 lehet.

1.2. Feladat. Pdrhuzamos gépek iitemezése soran adott n munka, Jy1, ..., J,, és m azonos
(sebességii) gép, My, ..., My,. A J; munkdt pontosan p; idd alatt lehet elvégezni. A munkdk
barmilyen sorrendben végrehajthatok, de eqy megkezdett munka nem szakithato meg. Rendel-
jik a munkdkat a gépekhez gy, hogy minimalizdljuk a maximdlis befejezési iddt az ltemezett
munkdk halmazan.

Mindkét probléma N P-nehéz [36]. A szamitogépek kapacitasa az elmult évtizedekben
rohamosan bdéviilt, sebességiik is nagysagrendekkel javult, ezért ma méar viszonylag nagy-
méretd feladatok is megoldhatok egzakt algoritmusok segitségével. A polinomialis idGben
futé kozelité algoritmusok vizsgalata azonban tovabbra is a kutatds kdzéppontjaban ma-
radt. Ennek egyik oka az, hogy a kozelit6 algoritmusok vizsgalata hozzajarul ahhoz, hogy
egy probléma elméleti hatterét jobban megérthessiik.

A vizsgélt problémak masik csoportjaba tartozik a szoveg-tomoritési feladat. A disszerté-
ciéban a szotarakkal torténd szovegtomoritési problémara keresiink hatékony algoritmusokat.

1.3. Feladat. Legyen adott eqy szdtdr, amely (forrds-szd, kéd-szé) adatpdrokbol dll. Az
adatpdrok véges ABC-bdl kivdlasztott karaktersorozatokat tartalmaznak. A szétdar alapi to-
moritési eljdards sordn a forrds-szoveget olyan karaktersorozatokra bontjuk, amelyek mind-
eqyike megfelel eqy forrdis-szonak, és ezeket helyettesitjiik a szotdar megfeleld kiod-szavdval. A
cél az, hogy a forrds-szoveget a konyvtdr dltal meghatdrozhaté minimdlis hosszusdgi kod-
szoveggé kodoljuk.

Ez a probléma ekvivalens egy megfelelGen konstrualt silyozott graf élein alkalmazott
legrovidebb ut megkeresésével, és igy a probléma polinomiélis id6ben megoldhat6. Mégis,
sok esetben a kezelendd probléma mérete megkivanja a (online) kozelité megoldasok alkal-
mazasat.

Szamos olyan gyakorlati probléma van, amely modellezhet a disszerticioban targyalt fel-
adattal vagy annak valamely valtozataval, ezért a fenti feladatok vizsgédlata gyakorlati szem-
pontokbdl is jelentGsséggel bir. Fontos tudni, hogy a feladat polinomiélis id6ben megoldhatoé-
e, mert ez alapvet&en befolyasolja azt, hogy egzakt vagy kozelit6 algoritmusokat hasznalunk
a megoldashoz. Altaldban, ha egy probléma bonyolultsagat gyakorlati szempontbol vizsgal-
juk, akkor pusztén az a tény, hogy az polinomialis id6ben megoldhaté, nem feltétlen garancia
arra, hogy egy egzakt algoritmus elfogadhat6 idén beliil szolgéltat optimalis megoldéast. Az
altalunk vizsgélt feladatok azonban ebbdl a szempontbdl jol viselkednek.

A kozelits algoritmusok alkalmazhatosagat két tényezs befolyasolja: ismerniink kell a fel-
adat megoldasédhoz sziikséges id6t, és rendelkezniink kell egy hatékony mérgszammal, amely
megmondja, hogy a gyorsasag érdekében milyen mértékben tavolodunk el az optimalis meg-
oldastél. Egy gyorsabb, hatékonyabb algoritmus altalaban jobban alkalmazhaté a gyakor-
latban, de azt is érdemes leszdgezni, hogy egy algoritmus elméleti gyorsasdga semmiképpen



dc_1191 16

nem biztositék arra, hogy a valds életbdl vett feladatokon egy elméletileg lassabb algorit-
mus ne lenne jobban hasznalhaté. Ha vannak hatékony és gyors algoritmusaink, akkor egy
adott algoritmus-osztalyon beliil megtalalt optimalis algoritmus lezarhat kutatasi irdnyokat,
és biztositékokat nytajthat az alkalmazoknak.

A disszertaciéban azokat az — altalunk legfontosabbnak tartott — eredményeket mutatjuk
be, amelyeket a fenti feladatok vizsgéalata soran elértiink.

2. Algoritmusok versenyképessége

Egy kozelit6 algoritmus versenyképessége az algoritmus-elmélet egyik kézponti kérdése. Kii-
16nb6z6 moédszereket ismeriink a versenyképesség mérésére. Ezek koziil a versenyképességi
analizisekkel és a valoszintiségszamitasi mdodszerek alkalmazasaval végzett elemzésekkel fog-
lalkozunk.

Ha a versenyképességi elemzés mellett dontiink, akkor olyan hatékonysagi garanciakat
varunk el, amelyek érvényesek minden input esetén. Ehhez sziikséges az is, hogy olyan szél-
sGséges példakra is elemzziik az algoritmus viselkedését, amelyek a gyakorlati életben nagyon
ritkdn — vagy egyaltalan nem — fordulnak el§. Az ilyen “patologikus” példak vizsgalata mégis
nagyon fontos, mert, ezek felfedhetik az adott algoritmus leggyongébb pontjait. Legyen A
egy tetszGleges kozelit6 algoritmus, és legyen I egy, az adott problémahoz tartozé input.
A(I) és OPT(I) rendre jeldlje az A algoritmushoz, és az optimumhoz tartozé megoldasokat.
A leggyakrabban hasznalt mérészamok ezen a teriileten a kovetkezosk.

2.1. Definicidé. Az abszolit versenyképességi hanyados minimum feladatra a kovetkezd.

A(I)
Ra= —_.
A= P oPT(D)
Legyen C egy olyan valés konstans, amelyre R4 < C. Ekkor azt mondjuk, hogy az A
algoritmus abszolut C-versenyképes.

2.2. Definicié. Az aszimptotikus versenyképességi hdnyados Minimum feladatra a kovet-
kezé.

k—o0

R = limsup {mlax { Al(f)‘ OPT(I) = k}} .

Maximum feladatra a kivetkezSképpen adhatjuk meg a definiciot:

R = liminf {min { Al(f)‘ OPT(I) = k}} .

k—o0 I
Az aszimptotikus versenyképességi hanyadosra hasznéljak a kovetkezs definiciot is.

2.3. Definici6é. Egy minimum feladatra az A algoritmus aszimptotikusan C-versenyképes,
ha létezik olyan B valds konstans, amelyre A(T) < C-OPT(I)+ B teljesiil barmely I inputra.

Valoszinidségszamitdsi elemzéseket akkor tudunk végezni, ha a példainkhoz tartozé ada-
tok valoszintiségi eloszlasat ismerjiik. Valasszuk a feladathoz tartozé példa inputjait egymas-
tol fliggetleniil az adott valoszintségi eloszlasbol. Ekkor a valtozok viselkedése elemezhetd,
és mind az optimum, mind a feladat megoldasara hasznalt kozelits algoritmus altal szolgalta-
tott megoldas varhato értéke létezik. Ilyenkor az aszimptotikus versenyképességi hanyadosok
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3. A versenyképesség kiszamitasa

Az algoritmusok versenyképességének vizsgalatakor felmeriil az a kérdés, hogy egy adott
algoritmus-osztalyhoz tartozo algoritmusok versenyképessége meddig javithat6? A kovetke-
z6kben réviden bemutatjuk a kiilonbozd ladapakolési feladatok kozelité megoldasara hasz-
nélt algoritmusok versenyképességének vizsgalatanal hasznélt eszkozoket.

3.1. Konkatenalt listak

3.1. Definici6. Egy online algoritmus az input elemeit az érkezés sorrendjében pakolja el
ugy, hogy az elpakolt elemek tobbé nem mozdithatok. Az aktuélis elem elpakolasakor az
algoritmus semmit nem tud az utana kdvetkezs elemekrél, sem azok szdma, sem a méreteik
nem ismertek.

3.2. Definicié. Az Lq,..., Ly listdk konkatendcidjan értjik azt a listat, amelyben az L;
lista elemeit az L;;1 lista elemei kovetik, 1 < i < k — 1. A konkatenéalt listat (Lq ... Lg)-val
jelsljiik.

Online ladapakolési algoritmusok esetén az alsd korlatok keresése soran a leggyakrabban
alkalmazott modszer a kovetkezs: Valasszuk az L1, ..., L listadkat agy, hogy egy listan beliil
az elemek méretei legyenek azonosak. Hatarozzuk meg a minimalisan sziikséges ladak szamat
az (Ly...Lj), 1 < j < k, konkatenalt listadk elpakoldsa soran, és szamitsuk ki ugyanezen
listdkra az A algoritmus &ltal elhasznalt ladak szamat is. Ekkor a

, ALy, L) |

egy alsé korlat az adott algoritmus-osztalyon beliil.

3.2. Sylvester sorozat

Ladapakolasi algoritmusok esetén alsé korlat meghatarozasara hasznalt konstrukcidk hossza
idon keresztiil egy specidlis sorozatot hasznéltak. A sorozatot az r = 1 esetre elészor Syl-
vester alkalmazta 1880-ban egy szamelméleti probléma megoldéaséra [57]. Ezt a sorozatot
altalanositottam [28]-ban tetszéleges r > 1 egész értékekre.

3.3. Definicié. Legyenek adva k& > 1 és r > 1 egészek. Ekkor az altalanositott mf, ..., mj,
Sylvester sorozatot a kovetkezs rekurzié adja meg.

my=r+1, my=r+2, mi=mi_ (m;_;—-1)+1, j=3,... k.

A fenti rekurzié az r = 1 esetben a Sylvester sorozat elemeit definidlja.A disszertacidban
gyakran hasznaljuk a kévetkezd definiciot.

hoo(r) =14 !
1=2

p .
m; —1

heo (1) €ls6 néhany értéke: hoo(1) &~ 1.6910, hoo(2) &~ 1.4231, hoo(3) &~ 1.3023.
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3.3. Pakolasi mintak elemzése
A (1) meghatarozasahoz t6bbszor hasznaljuk a pakoldsi mintdkat.

3.4. Definicié. Tegyiik fel, hogy az L = (L; ... L) konkatenalt lista elemeit az A algorit-
mus Ggy pakolja ladakba, hogy az L; listabol p; elemet helyez el egy ladaban (1 < j < k).
Ekkor a p = (p1,pa, ..., pr) vektort pakoldsi mintdnak nevezziik, ha Z?:l pja; < 1.

Legyenek adva a c¢; >0, j =1,2,...,n, egészek. Egy adott n egészhez legyen n; = ¢;n,
ahol j =1,... k. Az L} részlista tartalmazzon n; azonos méretd térgyat. Jeloljiik P-vel az
Osszes pakolasi minta halmazat. Legyen

P={peP|p;>0,p;=0 haj<i},i=1,... k. (2)
Egy also korlat értékének kiszamitédsahoz tobb helyen is hasznaljuk a kovetkezd tételt.

3.3.1. Tétel (J. Balogh, J. Békési, G. Galambos, [4]). Legyenek a; és 5; 1 < j < k-
re olyan pozitiv egészek, amelyekre teljesil, hogy barmely p € P;, 1 = 1,2,... k, esetén

k k
> Bipi <) oy (3)
j=i j=i

Ekkor barmely A online algoritmusra

k
A(LPLE .. L? B
R%¥ > max limsup (LY L] J) N Z;—l 7 Cj

T issk onmeo OPT(LYLE ... L) = S8 oyl

3.4. Salyfiiggvények alkalmazéasa

Az A algoritmus altal felhasznalt ladak szamanak felsé becslésére a sulyfiiggvényt Johnson
[41] alkalmazta el@szor. Legyen L = {a1,as,...,a,} egy n elemi lista. Pakoljuk el az L lista
elemeit az A algoritmussal. Legyen W (z) : (0,1] — R egy olyan stlyfiiggvény, amelyre
barmely S C L esetén W(S) =>_, g W(a;). Ekkor, ha létezik olyan C konstans, amelyre

(i) W(L) < C-OPT(L), és
(ii) A(L)<W(L)+ B

teljesiil barmely L listara, és B < oo, akkor Ry < C.

4. A disszertacié eredményei

4.1. Egydimenziés online ladapakolas

A gyakorlati életben stiriin el6fordul, hogy az elhelyezend§ térgyak méretei sokkal kisebbek,
mint a laddk méretei. Az a tapasztalat, hogy az ilyen esetekben az algoritmusok verseny-
képessége szignifikansan javul. Erdemes tehat megvizsgalni az algoritmusokat a targyak
méretére tett korlatozasok mellett is.

4.1. Definicié. Az egydimenzios (1D) ladapakolasi probléméat r-parametrikusnak neveziink,
ha az elemek méretei a (0, %] intervallumba esnek, valamely r > 1 pozitiv egész értékre.
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4.1.1. Alkalmazas. Egy olyan egydimenzids daraboldsi feladat, amelyben nagyobb rudak-
bol megrendeléseket kell kivigni gy, hogy a nem felhaszndlhatd anyagmennyiség (selejt)
minimdlis legyen, dtfogalmazhaté egydimenzids lddapakoldsi feladattd. A hirdetési iddk el-
helyezése a rendelkezésre dllo iddkeretben szintén eqy ladapakoldsi feladattal irhatd le. Ez a
modell haszndlhato a banki dtutaldsok titemezésekor is, ha az egy napra ttemezhetd dtutald-
sok dsszege korldtozott.

Online algoritmusokra Yao [60] 3/2 als6 korlatot bizonyitott, majd Liang |46] javitott ezen
gy, hogy k > 4 listat vizsgéalt. Az altala bizonyitott alsé korlat 1.5364.... Felhasznalva
Lineéris programozasi modellre alapozva [58]-ben van Vliet bebizonyitotta, hogy minden A
online algoritmusra R% > 1.5401. ...

Sokaig ugy tiint, hogy van Vliet javitasa azért lehetséges, mert az LP modell pontosabb,
mint a tisztan kombinatorikus médszereken alapul6 bizonyitas. A disszertacio 2. fejezetében
elgszor megmutatjuk, hogy a sulyok helyes valasztasaval az [58]-ban megadott also korlatok
kombinatorikus eszkozokkel is elérhetdk.

Az a kérdés kozel 20 évig nyitva maradt, hogy adhato-e élesebb alsé korlat az online
algoritmusokra més sorozatok alkalmazasaval. A parametrikus esetet vizsgalva [3]-ban a
kovetkezs sorozatot definidltuk. Barmely r > 1 egész értékre legyenek

b17r Z’/‘+1, bgﬂa ZT'4+ 2,
ba, = bisba, +1, bir =07 4<j<k-—1,

3,7
k—3
bk,r = b1,7'b2,rb37r + 1.

A disszertacioban megmutatjuk, hogy az «; és a §; értékek vilaszthatdk gy, hogy a 3.3.1
Tétel feltételei teljesiiljenek, és a megadott értékek segitségével bebizonyithaté a kovetkezd
allitéas.

4.1.1. Tétel (J. Balogh, J. Békési, G. Galambos, [3])). Legyen r egy pozitiv egész,
és tekintsik a parametrikus feladatot. Ekkor bdrmely A online egy-dimenzids lddapakoldsi
algoritmusra
o o T8+ 8% +29r% + 6013 + 75r2 + 551 + 20
A= 6 75 £ 2204 1+ 4073 4 4572 4 33r + 13

(5)

Ez a korabbi korlatok javitasat eredményezi, és pl. az r = 1 esetben Ry > 1.5403.. ..

4.2. Egydimenziés félig-online lddapakolas

4.2. Definicié. Ha egy online algoritmus alkalmazasa soran azt feltételezziik, hogy az ele-
mek méreteik szerint rendezve érkeznek, vagy az elemek elpakolésa soran megengedett kor-
latos szamu lada tartalmanak atrendezése, vagy egy elem elpakolasa el6tt korlatozott szamu
elem atpakolhaté a nyitott ladak kozott, akkor félig-online algoritmusokrol beszéliink.

4.2.1. Rendezett listak pakolasa

Az mér elég koran kideriilt, hogy az online algoritmusok aszimptotikus versenyképessége
szignifikinsan javul, ha azt feltételezziik, hogy az elemek csokkend sorrendben érkeznek.
Ha az input lista elemeinek sorrendjére nem tesziink feltételeket, akkor a legjobb ismert
algoritmust Seiden publikalta ([53]). Az altala adott algoritmus aszimptotikus versenyké-
pességi hanyadosa Ry < 1.5889. Rendezett listdkra a legjobb ismert online algoritmus a
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Modified First Fit Decreasing [41], amelyre R{ppp = % = 1.1833.... Az ilyen, el6re rende-
zett listakat pakolo algoritmusokra hosszi ideig a legjobb alsé korlat % volt, amelyet [23]-ban
bizonyitottunk. A disszertacioban — a [3]-ban alkalmazott technika segitségével — egy javitast
adunk erre az als6 korlatra.

4.2.1. Tétel (J. Balogh, J. Békési, G. Galambos, [4]). Erkezzenek egy online pakold-
si feladatban a listdk elemei monoton csokkend sorrendben. Ekkor barmely A online algorit-
musra Ry > % =1.1489....

4.2.2. Atpakolas korlatozott szamn ladak kézott

4.3. Definicié. Amikor egy algoritmus egy ladaba elGszor pakol elemet, akkor azt mondjuk,
hogy a lada aektivvd (nyitottd) valik. A lada mindaddig aktiv marad, amig az algoritmus
nem dont annak bezardsarol. Az egyszer bezart lada az adott lista elemeinek elpakolasa
sordan nem aktivialhatoé tobbé.

4.4. Definicié. Egy ladapakolési algoritmust k-tdrkorldtosnak neveziink, ha minden a; elem
elpakolésakor maximum k aktiv lada koziil valaszthatunk.

4.2.1. Alkalmazas. Tdrkorldatos pakoldssal modellezhetd a kamionok rakoddsa eqy olyan
depo esetén, ahol t6bb berakodo hely van, és a kamionok kozotti dtpakolds a rakodds sordan
megengedett.

A k-tarkorlatos algoritmusokat széles korben elemezték. Lee és Lee [45] bebizonyitottak,
hogy barmely k-tarkorlatos online algoritmusra RY > hoo(1). [28]-ban bebizonyitottam,
hogy az &llitas igaz az r-parametrikus esetre is, Ry (1) > hoo(r). A cikkben megmutattam,
hogy létezik olyan k-korlatos algoritmus, amelyre ho(7), ha k — co.

Az nyitott kérdés volt, hogy véges sok aktiv ladaval el lehet-e érni a hoo(r) értékét. A
disszertacio 3.2. fejezetében megadunk egy harom aktiv ladat hasznalé algoritmust, amellyel
a fenti korlat az r = 1 esetben elérhets. Az algoritmust Repacking-3 algoritmusnak (REP3)
neveztilkk. Az algoritmus elemzésekor sulyfliggvény technikat alkalmazunk. Legyen z € L.
Ekkor

1 1 1 .
@ L for mi<x§mi_l,and1§z
H/ xT) =
mitl g for —L — <z <Lt and1<i.
m; m;y1—1 m;

A sulyfiiggvényrdl belathato, hogy egy L lista elpakolasakor barmilyen pako}és esetén az
egy ladaba keriils elemek stlyanak Osszege nem lehet nagyobb, mint ho(1). Igy W(L) <
heo(1) OPT(L). A REP; algoritmus a kovetkezs.

(1) Vegyiik az input lista kovetkezs x elemét, és rakjuk x-et egy iires aktiv ladéaba.

(2) Pakoljuk at a harom aktiv lada tartalmat tgy, hogy vagy keletkezzen egy tires lada,
vagy legyen legalabb egy olyan lada, amelyben az elemekhez tartozé silyok Gsszege
legalabb 1.

(3) Zarjunk be minden olyan ladat, amelyben az elemek stlyanak az Gsszege legalabb 1,
és nyissunk minden bezart lada helyett egy iires ladat. Goto (1).

Az algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosénak kiszamitasahoz a kévetkezd
tétel bizonyitasa sziikséges.
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4.2.2. Tétel (G. Galambos, G. J. Woeginger, [33]). Tegyik fel, hogy egy L lista ele-
meit a REP3 algoritmussal pakoljuk el. Legyen BIN, BINs, BIN3 a hdrom aktiv lida. Ekkor
lehetséges a hdarom aktiv lada tartalmdt datpakolni igy, hogy vagy keletkezzen egy dires ldda,
vagy legyen benne legaldbb egy lada, amelyben az elemek siulyinak osszege legaldbb 1.

A 4.2.2 Tétel allitasabol kovetkezik, hogy barmely L listara teljesiil, hogy REP3(L) <
W(L) + 3. Mivel W(L) < hoo(1) OPT(L), igy

REP3(L) — 3 < W(L) < hoo(1) OPT(L),

ami a [45]-ben adott als6 korldttal kombinalva szolgéltatja, hogy Rggp, = hoo(1).

Mivel k = 3-ra a REP3 optimaélis, ezért kézenfekvs volt a kérdés, hogy k = 2-re is létezik-e
optimalis algoritmus. A cikkben belattuk, hogy a REP3 algoritmusnél alkalmazott technika
a k = 2 esetre nem hasznalhat6. Mivel Csirik és Johnson [25]-ben vizsgalt egy olyan 2-
tarkorlatos algoritmust, amely nem hasznal dtpakolést és az aszimptotikus versenyképessége
17/10, a megmaradt eltérés nagyon kicsi. Ennek ellenére a probléma a mai napig nyitott.

4.2.3. Korlatozott szama elem atpakolasa

4.5. Definicié. Ha egy A félig-online algoritmus £ < co elem atpakolésat engedi meg min-
den lépésben, akkor A-t k-elemkorldtos algoritmusnak nevezzik.

A disszertacié 3.3. fejezetében egy HR-k-val jelolt algoritmust definidlunk. Az algorit-
musrél el6szor azt bizonyitjuk be, hogy egy lépésben maximum k elemet pakol at, majd
belatjuk azt, hogy az algoritmus id6-bonyolultsaga O(kn). Végezetiil bebizonyitjuk a kovet-
kez6 tételt.

4.2.3. Tétel. (J. Balogh, J. Békési, G. Galambos, G. Reinelt, [6]). Bdrmely rigzitett

ke N*t egészre
3 bk 1721)]C 3 bk
= < R%S < — .
(2 + 1—bk)<(1—bk)2> = MRk S 5 T Ty

A fels6 korlat bizonyitasdhoz sulyfiiggvényes technikat hasznalunk, mig az als6 korlatot
egy konstrukci6 segitségével latjuk be.

A k-elemkorlatos algoritmusok versenyképességére egy % alsoé korlatot adott Ivkovic és
Lloyd [40]-ben. Ezt javitottuk meg az [5] cikkben. Az ott publikalt eredmények a kovetkezs

tételben foglalhatok Gssze.

4.2.4. Tétel. (J. Balogh, J. Békési, G. Galambos, G. Reinelt, [5]). Bdrmely k-
elemkorldtos online algoritmusra

1

RY>1— ———————
R

~ 1.3871,

ahol W_1 () a Lambert W fiigguény W (x) < —1 dgdt jeléls.

A tétel bizonyitasa sordn kiilonb6z6 eszkozoket alkalmazunk: elészor egy LP modellt
allitunk fel, amelynek megoldasahoz a linearis algebra tételeit hasznéluk, és végiil egy nem-
linearis optimalizacios feladat megoldasaval kapjuk a keresett alsé korlatot.
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4.3. Kétdimenzids téglalap-pakolas

4.3.1. Feladat. Adoit eqy L = {a1,aq9,...,a,} n elemd lista, amelyben az elemek méreteit
a (w(a;), h(a;)) rendezett parok definidljik. Adva vannak téglalap alakd ldddk W és H mére-
tekkel. (Feltehetjiik, hogy W = H = 1, és w(a;) < 1, h(a;) < 1.) A cél az, hogy pakoljuk el a
kis téglalapokat minimdlis szami ldddba oly mddon, hogy a kis téglalapok oldalai maradjanak
pdrhuzamosak a laddk megfeleld oldalaival (a 90 elforgatds nem megengedett), és az elemek
a pakolds sordn nem fedhetik eqymdst.

4.3.1. Alkalmazas. Fhhez a feladathoz a butorlapok és az tivegtdbldk szabdsdt emlitik gya-
korlati alkalmazadsként. Erdemes azonban megjegyezni, hogy tivegtdablik esetében a — derék-
82091 — forgatds megengedett, ami eqy kissé bonyolitja a modellt.

A fenti feladat kozelité megoldésara az elsé — offline — algoritmust Chung, Garey és
Johnson elemezték [15]. Az altaluk vizsgalt Hybrid-First Fit (HFF) algoritmusra bebizonyi-
tottdk, hogy 52 < R < Xf. A Hybrid-Next Fit (HNF) tarkorldtos algoritmust [27]-ben
elemezve azt kaptuk, hogy Ry = 3.38.

Az online algoritmusokra az els¢ eredményt Coppersmith és Raghavan [18]-ban publi-
kaltdk. Az altaluk vizsgalt algoritmusokra R < 3.25. Késébb Csirik, Frenk és Labbé
bebizonyitotta ([22]), hogy a versenyképesség a kétdimenzios online algoritmusokra 3.1666-
ra javithato. A Harmonic Fit algoritmus kétdimenzios kiterjesztésével kapott tarkorlatos
algoritmusokat [47]-ben elemeztek, és RY = 2.86 aszimptotikus versenyképességet bizonyi-
tottak. A ma ismert legjobb felsg korlat 2.66013, lasd [54].

Az els6 — nem trivialis — also korlatot egy 4-listas konstrukcioval [30]-ban bizonyitottam.

4.3.1. Tétel (G. Galambos ([30]). Bdrmely A 2D online algoritmusra R > 1.6.

A tétel azt mutatta meg, hogy a 2D online algoritmusok nem lehetnek olyan jok, mint
az 1D online algoritmusok. Tovabbi javitast sikeriilt bizonyitani [32]-ben.

4.3.2. Tétel (G. Galambos, A. van Vliet [32]). Bdrmely 2D online algoritmusra

X .
Ak i
. =1 m;—1

RY > lim k =
koo 4370 -

mjfl -

—=1,8028....

Késobb, az LP-technika alkalmazisaval van Vliet bizonyitotta [59], hogy minden kétdi-
menziés online algoritmusra R > 1.851. ...

4.4. Val6szintliségszamitasi moédszerek alkalmazasa

A disszertacié 5. fejezetében azokat az eredményeket mutatjuk be, amelyeket a kiilonb6z6
ladapakolasi algoritmusok valészintiségszamitasi modszerekkel torténd elemzése sorén ér-
tiink el. A vizsgalataink soran azt feltételezziik, hogy az elemeket egymastol fiiggetleniil
véalasztjuk, és a méretek eloszlasfiiggvénye ismert. A disszertacidban mindig azt feltételez-
ziik, hogy a méretek egyenletes eloszlast kovetnek a (0,1] intervallumon. A korébbiaktol
eltéréen, ebben a fejezetben egy A algoritmus ill. egy optimalis pakolas altal felhasznalt

ladak szamat A(n) ill. OPT(n) jeloli. Az ismert tény, hogy egyenletes eloszlas esetén
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4.4.1. Az egydimenzios ladapakolasi feladat

4.4.1. Algoritmus. A Neat Fit Decreasing (NFD) algoritmus az L listéhoz tartozo ele-
meket eldszor datindexeli gy, hogy a1 > as > ... > ayn. Az igy kapott listdat ezutdn ebben
a sorrendben helyezi el liddikban. Uj liddt akkor nyit, ha az éppen nyitott liddban nincs
elég hely arra, hogy elhelyezze benne az aktudlis elemet. Eqy ij ldda megnyitdsakor az addig
nyitott laddt lezdrja.

Az NFD algoritmussal elpakolt listdk &altal felhasznalt 1ladak varhatod értékének becslé-
séhez az r-paraméterd Sliced NFD algoritmust hasznaljuk (SNFD,.). Legyen r > 2 egész.
Az algoritmus az NFD szabalyai szerint pakolja az elemeket mindaddig, amig a; > 1/r. A
maradék elemeket pedig r-es csoportonként rakja kiilon ladaba. Az vilagos, hogy

SNFD,.(n) > NFD(n), lim SNFD,(n) = NFD(n),

r—00

ahol r > 2 és n > 1. Felhasznalva azt, hogy az SNFD,. algoritmus val6szintiségszamitasi
eszkozokkel jobban elemezhetd, mint az NFD, a kovetkezé tételt bizonyitjuk be.

4.4.1. Tétel. (J. Csirik, J.B.G. Frenk, A. Frieze, G. Galambos, A.H.G. Rinnooy
Kan, [20]). Tekintsink egy L listdt, és legyenek az a; elemek figgetlen, a (0,1] intervallu-
mon egyenletes eloszldisvuak. Pakoljuk el az L lista elemeit az NFD algoritmussal. Ekkor

2
i EONED()) o (7% ) ogg
n— oo n/2 6

Az NFD pakolas altal felhasznélt 1adak szamanak a varhato értéktdl valo eltérésére érvényes
a kovetkezs becslés.

Pr{’NFD(n) —E(NFD(n))’ > nt} < 2exp (—2n<t - 713/3))

Az NFD algoritmus elemzését a kdvetkezs a kivetkezd centralis hatareloszlas tétellel zarjuk.

4.4.2. Tétel ([20]). Bdrmely x valds értékre

n— oo

— 2/6 — x
lim Pr NFD(n) —n(r?/6 — 1) <2\ 1 / 2y,
\/7’77,0'00 vV 2T —00

ahol 0%, = Y00 i3 + & — T = 0.14118... .

4.4.2. Kétdimenzios ladapakolasi feladat

A kétdimenzios téglalalap pakolasi feladatot fentebb definialtuk. [27]-ben elemeztiik a
Hybrid Next Fit (HNF) algoritmust. Az algoritmust a kévetkezSképpen irhatjuk le.
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(1) Legyen p az L lista egy eleme. Rendezziik az elemeket a h(p) magassaguk szerint
nemnovekvd sorrendbe. Vegyiik az els§ elemet a rendezett listabol, és helyezziik el
az els6 ladaban a bal als6 sarokban. Azt a h(p) magassag altal kialakitott téglalap
alaku teriiletet a ladan beliil, amelynek baloldali részét w(p) lefed, nevezziik a p altal
megnyitott blokknak.

(2) Vegyiik az L kovetkezd elemét, és az aktudlisan nyitott ldda utoljara megnyitott
blokkjaba probaljuk elhelyezni az elemet. Ha nem lehet elhelyezni, akkor nyissunk
egy 1j blokkot a ladan beliil. Ha ez sem lehetséges, akkor zarjuk le az aktuélis 1adat,
és nyissunk egy 1j, lires 1adat egy 1j, elsé blokkal.

(3) Ha van még elhelyezetlen elemiink, akkor ugorjunk a (2) pontra, kiilonben vége az
eljarasnak.

A [27] cikkben az algoritmus versenyképességi elemzése mellett vizsgaltuk annak visel-
kedését véletlen inputra is. Igaz a kovetkezd tétel.

4.4.3. Tétel (G. Galambos, J.G.B. Frenk, [27]).

E(HNF E(NF E(NFD
lim 7( (n) = lim (NF(n)) lim ( (n))
n—oo n n—oo n n—oo n
ivel 1 E(NF(n)) 2
. A : n —_—
nllI)I;OE(OPT(ﬂ)) =5 o 7}1—{20 — =3

(lasd [50]), ezért

o BONE@) 20 (72 N4 _s(w )
nh—>Hc10E(OPT(n))_ 3 5 1 e 1] =1.7153....

4.4.3. Az egydimenzios ladalefedési feladat

4.4.1. Feladat. A ldidalefedési feladatban adott egqy L = {a1,...,an} n elemd lista, ahol
(a; € (0,1), i =1,...,n). Rendeljik az elemeket mazimdlis szami egqységnyi kapacitdisi
laddhoz gy, hogy az azonos laddhoz rendelt elemek dsszmérete legaldbd 1.

4.4.1. Alkalmazas. Ezzel a feladattal modellezhetd a mélyhitott aruk csomagoldsa, ameny-
nyiben eldirt minimdlis sily tartozik a csomagolt termékhez. Ugyancsak ez a modell alkal-
mazhatd abban a gazdasdgi modellben, amely eqy recesszids iddszakban gy allokdl feladatokat
mazximdlis szami tzemhez, hogy a feladatok kumuldlt intenzitdsdnak izemenként el kell érnie
egy minimdlis szintet.

A problémat elGszor Assmann és munkatarsai vizsgaltak [2]. Az elemzéseik elsGsorban
a versenyképességi vizsgilatokra vonatkoztak. A disszertacio 5.3. fejezetében azokat az
eredményeket mutatjuk be, amelyeket a [19] és [21] cikkekben ismertettiink. Az els§ tétel
az optimalis pakolds varhaté értékére egy — a trivialisnal élesebb — felsé korlatot ad.

4.4.4. Tétel. (J. Csirik, J.B.G. Frenk, G. Galambos, A.H.G. Rinnooy Kan, [21].)
Tegyiik fel, hogy a lista elemei egymdstdl figgetlenil vannak vilasztva, és méreteik a (0, 1]
intervallumon egyenletes eloszlast kovetnek. Ekkor

E(OPT(n)) < 5 — /55—

10
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A disszertacio kovetkezo részében megmutatjuk, hogy a megadott fels6 korlat éles. Ennek
bizonyitasra definialjuk a Pdrositdsi Algoritmust (PA).

4.4.2. Algoritmus. A Pdrositisi Algoritmus eldszor rendezi az elemeket méretik szerint
nemnovekvd sorrendbe. Ezutdn a legnagyobb elemhez keresi meg azt a legkisebb elemet,
amellyel egyiitt lefednek eqy ldddt. Ha mincs ilyen elem, akkor a NF' szabdllyal pakolja el a
lista maradék részét.

4.4.5. Tétel ([21]). Tegyiik fel, hogy a lista elemei egymdstdl figgetlenil vannak vdlasztva,
és a méreteik a (0, 1] intervallumon egyenletes eloszlist kévetnek. Ekkor

1/2
E(PA()) = § - <2W> -,

ahol o egy valds konstans.

A disszertacioban tovabbi algoritmusokat is vizsgalunk. Az NF algoritmus elemzése sorén a
kovetkezg éllitast bizonyitjuk be.
E(NF 1
fim EOEM) 13600 (6)
e

n—00 n

A NFD algoritmusra belatjuk, hogy

E(NFD 2
im PP o T ey
Ez azt jelenti, hogy a ladalefedési feladat esetén az NF algoritmus hatékonysiganak varhato

értéke — egyenletes valoszintiségi eloszlas esetén — jobb, mint az NFD algoritmusé.

4.5. Parhuzamos gépek ilitemezése

4.5.1. Feladat. Pdrhuzamos gépek itemezése sordn adott n munka, Jy, ..., J,, €s m azo-
nos (sebesség) gép My, ..., M,,. A J; munkdt pontosan p; idd alatt lehet elvégezni. A
munkdk barmilyen sorrendben végrehajthatok, de eqy megkezdett munka nem szakithato meg.
Rendeljik a munkdkat a gépekhez gy, hogy minimalizdljuk a mazimdlis befejezési iddt az
itemezett munkdk halmazdn.

A disszertacio 6. fejezetében az online problémat vizsgédljuk: a munkik egyesével érkez-
nek, és azonnal el kell donteni, hogy melyik gépen hajtjuk azokat végre. Ha egy munkat egy
géphez rendeltiink, az tobbé nem "mozgathaté" at egy masik gépre.

1969-ben Graham [30] egy egyszert — List Scheduling (LS)— algoritmust javasolt az online
feladat megoldasara: Az LS algoritmus az aktuélis munkat ahhoz a géphez rendeli, amelyen a
munka végrehajtasa leghamarabb megkezdhets. Graham megmutatta, hogy az LS abszolut
versenyképességi hanyadosa 2 — 1/m. Faigle, Kern és Turan |26]-ban bebizonyitottak, hogy
az LS algoritmus az m = 2 és m = 3 esetre nem javithato, és az m > 4 esetre egy 1 +
V2/2 ~ 1.707 alsé korlatot szolgaltattak. Hosszu ideig tartotta magét az az elv, hogy
az LS algoritmus alapgondolata — minden lépésben a lehetd legegyenletesebben terheljiik
a gépeket — nem javithato, és az 0j algoritmusokat is ezen elv mentén konstruédltak. A
kisérletek eredménytelenek voltak, és tobb mint 20 évig nem publikiltak az LS-nél jobb
algoritmust.

11
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1993-ban a [34] cikkben egy 1j elv mentén kerestiink jobb algoritmust. Legyen m > 4,
és legyen adva két valos szam, a(m) és S(m), ahol 0 < a(m) < 1/3és 1 < B(m) < 5/4.
Azt is feltételezziik, hogy (B(m) + 1)/8(m)3 > a(m) + 1. (A disszetaciéban és itt is a(m)
és B(m) helyett az egyszertibb « és 3 jelolést kovetjiik.) Az z,y nemnegativ valos szamokra
definidljuk a kovetkezd szimmetrikus relaciot.

4.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy = hasonld y-hoz (x ~ y,) ha

%Szﬁﬂy-

Az S nemnegativ valds szamok halmaza akkor és csak akkor hasonld, ha S barmely két eleme
hasonl6. A hasonlé halmaz jelolése: ~ S.

Jelolje Ly, Lo, ..., L, a gépek terhelését, azaz azt az id6pontot, ameddig a gép foglalt.
Az altalunk vizsgalt — Refined List Scheduling, (RLS) — algoritmus a kovetkezd.

(1) Rendezziik 4t a gépeket tugy, hogy legyen Ly < Lo < ... < L,,, és legyen z a
kdvetkez6 munka.

(2) Ha 4 (L1 + x, Lo, Ls, ..., L,,) akkor rendeljiik z-t az M; géphez, és goto (1).
(3) Kiilonben, ha Ly > aL,, akkor iitemezziik z-t az My-hoz, és goto (1).
(4) Kiilonben, ha Ly < aL,, akkor

(4.1) Rendeljiik a-t az M; géphez.
(4.2) Mindaddig, amig L™" ~ LM% teoyiink minden @j munkat az M;-re.
(4.3) Goto (1).

Az algoritmus attol fiiggben, hogy az egyes gépek milyen mértékben vannak terhelve az aktu-
alis munka elpakolasakor, més-mas gépet valaszt a munka elhelyezésére. Jelolje C* az adott
munka elhelyezésekor az optimélis befejezési id6t. Az elemzés sordn « és § fliggvényében
fels6 korlatokat adunk meg az RLS(m)/C* aktualis értékeire. Ezek minimuma szolgaltatja
a keresett felsd korlatot az Rrpg abszolut versenyképességi hanyadosra. A disszertacidban
belatjuk, hogy a minimumot egy — a 8-ban negyedfoku — fiiggvény zérushelyeiben kaphatjuk
meg. Ennek segitségével belatjuk, hogy ha m > 4, akkor Rrrs < 2 — %, és a kiilonbséget
em-mel jeldljiik. Igy a kivetkezd tételt kapjuk.

4.5.1. Tétel (G. Galambos, G. Woeginger, [34]). Legyen m > 4. Ekkor Rrrs <
Qf%fsm, ahol g, > 0.

A fenti tételben ha m — oo, akkor ¢, — 0, azaz hatarértékben az RLS és az LS algo-
ritmusok abszolut versenyképessége megegyezik. A cikk eredménye tSbb kutatdt inspiralt.
Felhasznalva a cikkben definialt “hasonlésag” elvét, rovid idén belil t6bb javitast is publikal-
tak. Ezek koziil itt megemlitjiik a [7], [8], [14], [43] és [59] cikkeket. A legjobb algoritmusok
versenyképessége ma mar minden m > 4 értékre jobb az LS algoritmus versenyképességénél.

4.6. Egy open-shop feladat bonyolultsaga

4.6.1. Feladat. Legyen adva m gép, M, ..., M,,, és n munka, Jy, ...J,. A J; munkdnak
m mdvelete van, O;1,...,0mm, 1 =1,2,...,n. Az O;; miveletet az M; gépen kell végrehag-
tani, €s p;; ideig tart. A mdiveletek nem megszakithatok. Eqy gép egy iddben legfeljebb egy

12
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munkdt végezhet. Az azonos munkdhoz tartozé miveletek barmilyen sorrendben végrehajtha-
tok. A feladat az, hogy rendeljiik a gépeket a munkdkhoz gy, hogy a lequtoljira befejezett
mdvelet a legkordbban érjen véget. (Mds célfiigguény is lehetséges: ilyen példdul a mazimdlis
késések minimalizdldsa, a késé munkdk szdimdnak a minimalizdldsa.)

A feladat gyakorlati alkalmazhatoségat a kovetkezd példaval illusztralhatjuk (lasd [37]).

4.6.1. Alkalmazas. Tekintsink egy autdjavité mihelyt, ahol az egyes specidlis feladatokat
kiilonbozd épiiletekben végzik el. Egy beérkezd auton javitdsokat kell végrehajtani. Legye-
nek ezek a kovetkezdk: olajcsere, a gumik ellendrzése, karosszéria-munkdk, tuningolds. Ezek
egymdstol figgetlenil elvégezhetdk, de a miszerigényesség miatt mdas-mds épiiletben kell elvé-
gezni a miveleteket, ezért parhuzamosan nem hajthatok végre. Utemezzik a munkdkat igy,
hogy a javitdsra leadott gépkocsik a leggyorsabban elkésziljenek.

Az egységnyi hosszusagu végrehajtési idékkel (UET) rendelkezs open shop problémak a
fenti feladatok egy specialis esetét alkotjak. Ebben az esetben p;; = 1 minden 1 <7 < n
és 1 < j < m értékre. Néhany kivételtdl eltekintve a tetszéleges miiveleti id6vel rendelkezé
open shop probléméak NP-nehezek, ugyanakkor majdnem minden UET open shop probléma,
polinomidlis idében megoldhatd. Egy egységes modszert ismertettek [12]-ben arra, hogy
miként lehet polinomidlis algoritmusokat késziteni az open shop feladatokra. Egy olyan eset
volt, amelyet az altaluk javasolt modszerrel nem lehetett kezelni:

4.6.2. Feladat. Adoit m =2 gép. Minden J; munkdhoz tartozik eqy r; érkezési idd, egy d;
lejdrati 1dd, és eqy w; suly, + = 1,...,n. Egy munka akkor késik, ha az titemezéstiink olyan,
hogy azt a d; lejarati idé utdn fejezziik be. A cél az, hogy megtaldljuk azt az itemezést, amely
minimalizdlja a késd munkdk sulyozott dsszegét.

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: legyen U; = 1, ha az ¢. munka iitemezése késik, kiilénben
U; = 0. Ez a feladat a [39]-ben bevezetett jeloléssel O2|p;; = 1,7;| Y w;U; formaban irhato6
fel. A probléma bonyolultsidga nyitottként volt emlitve [12]-ben. (Egészen pontosan: mar a
w; = 1 stlyozatlan probléma bonyolultsiga is nyitott volt.)

A [35] cikkben a fenti nyitott problémara adtunk egy megoldast azzal, hogy bemutattunk
egy polinomialis algoritmust. A megoldas arra alapul, hogy a problémat transzforméljuk
egy megfelelGen konstrudlt él-sialyozott grafba, amelyben keresiink egy — kissé modositott —
teljes, minimélis sulyu 2-faktort. A polinom-idében toérténd megoldhatosagot a kovetkezd
tétel biztositja.

4.6.1. Propozicié. (Lovasz és Plummer, [48]). Egy G = (V, E) élsilyozott grifra a mini-
mdlis sulyi teljes 2-faktor kiszamithato O(|E|? log|V|) idében.

A fejezet {6 tételének bizonyitasahoz elGszor bevezetjik a kovetkez6 definiciot.

4.7. Definicié. Tekintsiink egy G = (V, E) grafot, amelynek V = V5, UV, legyen egy csics-
particioja. A G graf G’ = (V', E') részgrafja (2, x)-faktort alkot, ha deg’(v) = 2 ha v € Vs,
és deg’(v) < 2 ha v € Vi, ahol deg'(v) a G’-beli fok.

A feladathoz tartozé G grafhoz konstrualunk egy G = (V"', E") gréafot, amelyre [V | <
[Va|+16 V.| és |E”| < |E|+24 |V.|. Ezutdn megmutatjuk, hogy miként lehet transzformélni
egy G” grafban megtalalt 2-faktort egy G-beli (2,x)-faktorra, és leirunk egy eljarast az
ellenkezs iranyba is. A G és G grafok kozotti Osszefiiggések felhasznaldsaval bebizonyitjuk
a kovetkezd allitast.
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4.6.2. Tétel (G. Galambos, G. Woeginger, [35]). Tekintsik az

02|pi; = 1,74 szUL

munkdt tartalmazo UET open shop problémdt. Létezik olyan algoritmus, amely ezt a prob-
lémdt megoldja O(n*logn) idében.

4.7. Paros miveletek titemezése

4.7.1. Feladat. A pdros miuveletek titemezésének problémdjdindl adva van 1 gép és n mun-
ka, amelyek mindegyike két miveletet tartalmaz. A két mivelet sorrendje kotott, és koztik
pontosan meghatdrozott kivetési idének kell eltelni. Az i. munka egy (a;, L;,b;) szdamhdr-
massal irhato le, ahol a; és b; a két miavelet iddszikséglete, L; a kovetési idd. A kiovetési idd
alatt a gép iiresjdratban lenne, ebben az iddszakban mds munkdhoz tartozé mivelete(ke)t is
végezhet. A megkezdett miveletek nem megszakithatoak.

A feladat az, hogy az n miveletpdrt iitemezzik eqy gépen gy, hogy a miveletek nem
fedhetik egymdst, és a lequtoljdra itemezett munka a lehetd legkorabbban fejezddjon be. (Ezt
az iddpontot Cyax-al jeloljiik.)

4.7.1. Alkalmazas. Szdmos olyan gyakorlati feladat van, amelynek matematikai modellje
a pdros miveletek problémdjdval irhato le. A repilégép-anyahajok felszallopdlydjin a repii-
l6gépek fel- és leszdlldsdanak iitemezése, és a kamionok ki- és berakoddsa eqy kdézponti depondl
egyardnt erre a modellre vezethetd vissza.

Ezzel a problémaval elszor Shapiro foglalkozott [56]. Az &ltala bemutatott algoritmuso-
kat empirikusan vizsgalta, versenyképességiiket nem elemezte. Orman és Potts kimeritGen
tanulmanyozta a problémat bonyolultsag-elméleti szempontbol [51].

Egyetlen olyan probléma van, amelynek id6bonyolultsidga tisztazatlan maradt: az azonos
miiveletparok iitemezésének a problémaja. Ekkor a; = a, L; = L, b; =b, 1 =1,...,n. A
disszertacio 8. fejezetében [1] alapjan ezt a feladatot vizsgaljuk.

4.8. Definicié. Egy L hosszusagu 0-1 sorozatot P(a, L,b) mintanak neveziink, ha a minta
1-eseket csak b hossztusagu blokkokban tartalmaz, és minden ilyen blokkot egy legaldbb a —b
hosszusagu 0-kat tartalmazo6 blokk kovet.

4.9. Definici6. Legyen p egy P(a, L,b) minta, jelolje p[i] a p minta 7. elemét, és legyen 4,
1<i<L—a+1,olyan egész, amelyre teljesiil, hogy

Ekkor S(p,7) legyen egy olyan 0-1 sorozat, amelyre
pli+a) pli +a+1] ... p[L] 1° 0ite=0=1

ahol 1% (0%) egy k darab 1-kbél (0-kboél) 4ll6 sorozatot jeldl. Legyen tovabba w(p, S(p,i)) =
t+a—1.

El6szor belatjuk, hogy a P(a, L,b) mintdk szdma O(r’) nagysagrendii, ahol r < *~/a,
majd a fenti definiciok alapjan megkonstrudlunk egy olyan G silyozott, irdanyitott grafot,
amelynek cstucspontjai a lehetséges mintak, él akkor vezet két csicspont kozott, ha a vég-
ponthoz tartozé minta (S(p,i)) a kezd6ponthoz tartozé minta (p) kovetGje, és a (p, S(p, 1))
élhez tartozo saly w(p, S(p,i)) =i+ a — 1.
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Igy a paros miiveletek problémajat egy G grafban keresends n hosszisagi, miniméalis
Osszstulyu 1t keresésére vezetjiik vissza. A disszertacioban megadunk egy olyan algoritmust,
amely ezt az utat maximum O(nr?L) id6 alatt talalja meg. Az algoritmus n-ben lineéris, L-
ben azonban exponencialis. Ezért, ha a két mtivelet kozotti el6irt id6 nagyon hosszi, akkor az
algoritmus hasznalhatosaga kétséges lehet. Ugyanakkor az is igaz, hogy lim, o, *+Va =1,
ezért novekvs a értékekre az exponencidlis tag egyre kevésbé lesz dominans. A feladat
Osszesen négy adattal leirhato, ezért a bonyolultsagelméleti kérdés még nyitva maradt, de
az algoritmusunk jelenleg is a legjobb az azonos miiveletparok {itemezésére.

4.8. Szovegtomoritési feladat

A disszertacio 9. fejezetében a szotarak segitségével torténd szovegtomoritési eljarasokkal
foglalkozunk.

4.8.1. Feladat. Egy szétdir (forrds-szo, kiéd-szd) parokat tartalmaz, ahol a kédok egy-egy
ABC-b6l vdlasztott karakter-sorozatok. A szdétdron alapuld kodolds sordn a szétdr eleme-
inek megfelelden a forrds-széveget karaktersorozatokra bontva megfeleltetink mindegyiknek
eqy kod-szot, és ezzel helyettesitjik a kddolt szévegben. Ha a szétdrat a kddolds sordn nem
vdltoztathatjuk, akkor statikus szotarrdl beszélink.

Legyen D = {(w;,¢;) : i =1,...,k} egy statikus szotar. Legyen Bt az S forras-szoveg egy
karakterének hossza bitekben mérve, |w;| jelolje a w; forras-sz6 karaktereinek a szamét, és
lleill a ¢; kod-sz6 hosszat bitekben. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

- lmax(D) = max{|w;| i =1,...,k},
- cmin(D) = min{|l¢;|| i =1,...,k},
- cmax(D) = max{||¢| i=1,...,k}.

Legyen A egy tetszbleges tomorité algoritmus. A versenyképessége alapvetSen fiigg a
rendelkezésre allo szotar tulajdonsagaitol. Jeldlje az S forras-szoveg tomoritése sordn kapott
szovegeket A(D, S) ill. OPT(D, 5), és a tomoritett sz6vegek hossza legyen rendre ||A(D, S)||
és |OPT (D, S)||. Ekkor az aszimptotikus versenyképességi hanyados

(P — 1i [AD, S)|
R¥ (D) = llgsotip{mPTw’S)w € S(n)}

lesz, ahol S(n) az Gsszes n karaktert tartalmazo forras-szévegek halmazat jeloli. A ladapako-
lastol és az litemezéstdl eltérden, ahol legtdbbszor egy konstans adhaté meg egy algoritmus
aszimptotikus versenyképességére, az adattomorités esetében ez az érték az lmax, cmin, és
cmax értékek fiiggvénye.

4.10. Definicié. Amennyiben sem a forras-szavakra, sem a kod-szavakra nem tesziink ki-
kotéseket, akkor dltalanos szotdrrol beszéliink. Egy D Aaltalanos szotar

- egységes kddoldsi, ha minden kod-sz6 egyforma hosszu,
- nem-hosszabbito, ha egyetlen kod-sz6 sem hosszabb a hozza tartozé forras-szonal,

- suffir, ha minden w forras-szo6 esetén az Osszes hozza tartozo suffix is a szotarhoz
tartozik (ha w =wiwa - wqg € D = wpwpt1 - wg € D2 < h <yq),
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- prefir, ha minden w forras-sz6 esetén az Osszes hozza tartozé prefix is a szétarhoz
tartozik ( ha w = wiws - wy € D = wiwy -+ wp, € D1 <h<g-—1).

A fejezet els tétele az altalanos szotarakra ad egy felss korlatot.

4.8.1. Tétel (J. Békési, G. Galambos, U. Pferschy, G. Woeginger, [9]). Legyen D
eqy dltaldnos szotdr. Akkor birmely A szovegtémoritési algoritmusra

RX(D) < (Imax — 1)cmax
A - ...

cmin
4.8.1. Longest Matching (LM) algoritmus

4.8.1. Algoritmus. Az LM algoritmus a tomoritendd szoveget balrdl jobbra haladva ellen-

P

Az LM algoritmust Katajainen és Raita [44]-ben elemezték suffix, egységes-kodolasu és
nem-hosszabbité szotarakra. A prefix algoritmusokat [10]-ben vizsgaltuk. Eredményeinket
a kovetkezd tételekben foglalhatjuk dssze.

4.8.2. Tétel ([10]). Legyen D, egy prefix és Do egy prefix és egységes kidoldsi szdtdr.

FEkkor N D
o max — 1)cmax
(D) € —F——

és mindkét korldat éles.

(Do) <1 —1
cmin ’ £ (D2) < Imax —1,

4.8.3. Tétel (J. Békési, G. Galambos, U. Pferschy, G. Woeginger, [10]). Legyen
Dy egy prefix, nem-hosszabbito és Do egy prefiz, nem-hosszabbito és eqységes kddoldsi szotdr.

FEkkor
ImaxBt

cmin

R (D1) < R (D2) < lmax — 1,

és mindkét korldt éles.

4.8.2. Differential Greedy (DG) algoritmus

4.8.2. Algoritmus. A DG algoritmus az aktudlis poziciéban mindig azt a forrds-szit vd-
lasztja, amelyre a lokdlis tomorités mértéke (Jw;|Bt — ||c;||) mazimdlis.

Belathato, hogy a DG és az LM algoritmusok prefix szotarakra hasonléan viselkednek. Suffix
tipusu szotarakat hasznalo online algoritmusokat [10]-ben vizsgaltunk.

4.8.4. Tétel ([10]). Legyen D egy suffix szotdr, és legyen lmax > 3. Ekkor

2 — Bt
% ha cmax < % Bt
cmin

(2cmax + Bt)?

ha 2 Bt
R%OG(D) < 8Bt cmin a4 2 < cmax

< (Imax — 2)Bt

(Imax — 1)(2cmax — (Imax — 2)Bt)

lmax — £)B
Semin ha (lmax — 2)Bt

2

< cmax

és a megadott felsd korldtok élesek.
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Suffix, nem-hosszabbité szotarakra [44]-ben egy

min{lmaxBt, 2cmax — Bt}

X~ (D) <
DG( )< cmin

fels6 korlatot adtak. A disszertacidoban bebizonyitjuk, hogy a felsé korlat éles.

4.8.5. Tétel ([10]). Végtelen sok Bt, lmax, cmin és cmax pozitiv egészekbdl dllé szdam-
négyeshez (cmin < Bt, cmin < cmax, cmax < lmaxBt) létezik olyan nem-hosszabbitd, suffix
szotar, amelyre

- min{lmaxBt, 2cmax — Bt}
pa(D) = .

cmin

4.8.3. Fractional Greedy (FG) algoritmus

Egy korabbi cikkben ([44]) azt kérdezték, hogy definidlhaté-e a fenti algoritmusoktol el-
térs, jo aszimptotikus versenyképességgel rendelkezd, 4j algoritmus. [9]-ben definidltuk a
kovetkezs algoritmust, amelyrél bebizonyitottuk, hogy tobb szétartipus esetén jobb ver-
senyképességgel rendelkezik, mint a kordbban ismert algoritmusok.

4.8.3. Algoritmus. Az FG algoritmus az adott pozicicban azt a forrds-kédot vdlasztja,
amely ardnyaiban a legjobb témdoritést adja. Ha I jeléli a széveg adott pontjdban rendel-
kezésre dllo kod-pdrok indexeinek a halmazdt, akkor az FG algoritmus azt az iy indexet
valasztja, amelyre

A kovetkezd tételek azt mutatjak, hogy suffiz szétdrak esetében az FG algoritmus viselkedése
teljesen eltér a korabbi heurisztikdk viselkedésétsl.

4.8.6. Tétel ( [9])). Legyen D egy suffix szotdr. Ekkor

cmax(In(lmax — 1) + 1)
cmin

Rig(D) <

és megadhatd eqy olyan Dy suffix szotdr, amelyre

cmax(In(lmax — 1) + 1 —1n2)
cmin ’

R (Do) >
4.8.7. Tétel ([9]). Legyen D egy suffiz és nem-hosszabbité szétdr. Ekkor

min{Ilmax Bt, cmax (In (M) +3) — Bt}

cmax

re(D) <

cmin

Az als6 korlatra csak egy nagyon kozeli — de nem éles — allitast tudtunk bizonyitani.
4.8.8. Tétel ([9]). Létezik olyan D; suffix, nem-hosszabbité szétdr, amelyre

o cmax (In (ME2CB0) +1)
Rig(D1) = cmin '
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4.8.4. Iterated Longest Fragment (ILF) algoritmus

Az algoritmust Stauffer és Hirschberg ([55]) dogozta ki parhuzamos architekturaju gépekre.
Nagumo, Liu és Watson ([49]) bizonyitotta be, hogy az algoritmus adaptalhaté az egypro-
cesszoros kornyezetre is. Tekintsiink egy %(lmax — 1)(Imax — 2) + lmax hossztségua puffert.

(1) Mozditsuk el a puffer ablakdnak kezdépontjat az elsG olyan csucspontba, amelyhez
tartozik — nem eliminalt — (forras-sz6, k6d-sz6) par a szétarban.

(2) Valasszuk ki az els6 leghosszabb élet kodolasra a pufferteriileten beliil, és hagyjuk el
az Osszes 6t atfeds élt a grafbol. Ugorjunk az (1) pontra.

Az algoritmus versenyképességét nem vizsgaltak. A disszertacioban a [11] cikk alapjan
teljeskord elemzést adunk az ILF algoritmusrol, és valamennyi szotartipus kombinéciéra éles
aszimptotikus versenyképességi becslést bizonyitunk.

4.8.9. Tétel (J. Békési, G. Galambos, [11]). Legyen D egy dltaldnos szétar, és legyen

Ilmax > 3. Ekkor

. 2 (Imax — 1) cmax
Ry p(D) = ( )

3 cmin
Egységes kodolasu szétarra hasonld tétel mondhatd ki, ha figyelembe vessziik, hogy

cmax = cmin. Nem hosszabbité kodoldssal rendelkezs szotarra a kovetkezs allitas bizo-
nyithato6 be.

4.8.10. Tétel ([11]). Legyen D egy nem-hosszabbitd dltalénos szétdr, amelyre Bt < cmax.

Ekkor
(2lmax — 3) Bt + cmax

3cmin

Ripr(D) =

Egy korabbi cikkben ([44]) azt a sejtést fogalmaztak meg, hogy a prefix tipust szotarak
alkalmazésa altalaban nem nem javitja az algoritmusok versenyképességét. A disszertacio-
ban megmutatjuk, hogy ez a sejtés az ILF algoritmus esetén nem igaz. Belatjuk, hogy az ILF
algoritmus versenyképessége prefix tipusi szétarakra kozel kétszer olyan jé, mint az altala-
nos szotarak hasznélatakor. Azt is megmutatjuk, hogy a prefix és a suffix tipust szotarak
esetén az ILF algoritmus kozel azonos aszimptotikus versenyképességet eredményez.

4.8.11. Tétel ([11]). Legyen D egy prefiz, dltaldnos szétdr. Ekkor

o Imax + 1 cmax
rir(D) = ————

3 cmin

4.8.12. Kovetkezmény. Legyen D egy prefiz, nem-hosszabbitd dltaldnos
szotdr. Ekkor

(Imax—1)Bt+2cmax
3cmin

, ha Bt < cmax < (Imax — 2) Bt

o0 —
ILF(D) -
(2lmax—3) Bt+cmax
3cmin

, ha (lmax — 2) Bt < cmax

4.8.13. Kovetkezmény. Legyen D; prefix, eqységes-kidoldsi és Do prefix, egységes- kodo-
lasi és nem-hosszabbito dltaldnos szotdr. Ekkor

Imax + 1 .
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A disszertacié utolsé tétele suffix szétarakra vonatkozik.
4.8.14. Tétel ([11]). Legyen D suffix szotdr, és legyen lmax > 3. Ekkor

Imax cmax

1r(D) = .
rp(D) = —=

4.8.15. Kovetkezmény. Legyen D egy suffiz, nem-hosszabbité dltaldnos
szotdr. Ekkor

(max—2)Btfzemax  po Bt < cmax < (Imax — 1) Bt

3cmin
?%F(D) =
(zlmaxgigngtﬂmax, ha (Imax — 1) Bt < cmax
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