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Bevezetés, a kutatasok el6zménye

A komplex halozatok témakore egy koriilbeliil 15 éves miltra visszatekinté interdisz-
ciplinaris teriilet, mely egyarant kotodik a grafelmélethez, a statisztikus fizikdhoz,
a biol6gidhoz és a biokémidhoz, a szocioldgidhoz, a kozgazdasagtanhoz és az infor-
matikdhoz [2, 57, 96]. A halozatos megkozelités alapgondolata az, hogy a vizsgalt
rendszert bizonyos alegységek (pl. személyek, gének, fehérjék, routerek, cégek, stb.),
és ezen alegységek kozti kapcsolatok, kolcsonhatasok egyiitteseként reprezentéljuk,
mely egy grafként jelenik meg. Ennek révén a teriilet gyokerei a grafelmélethez nyul-
nak vissza, melynek alapjait Leonhard Euler fektette le még a XVIII. szazadban [25],
és mely a XX. szazad elejére mar egy fontos, 6nallo teriiletévé valt a diszkrét ma-
tematikanak [46]. A jelenleg is folyé halozatkutatasok szempontjabol a grafelmélet
egyik legfontosabb mérfoldkove a véletlen grafok bevezetése volt Erdds Péalnak és
Rényi Alfrédnak koszonhetSen az 1950-es évek végén [23, 24|. Az altaluk definialt
véletlen graf (melyre szokas klasszikus véletlen grafként is utalni), rogzitett szamu
csucsot tartalmaz, melyek kézott minden lehetséges part egymastol fiiggetleniil egy
adott valoszintiséggel 6sszekdtiink. Ez a modell a mai napig egy nagyon fontos refe-
renciapontot képez a valos rendszereket reprezentald halozatok vizsgalatanal, hiszen
megmutatja, hogy miként viselkedne egy halozat akkor, ha a kapcsolatok teljesen
homogén modon, véletlenszertien lennének szétosztva a cstcsok kozott.

Erdekes modon az 1990-es évek végén, illetve a 2000-es évek elején jelentés mér-
tékben pont az inditotta be a haldzatkutatas robbanasszeri fejlédését, hogy nagyon
lényeges eltérésekre deriilt fény a valos rendszereket leiré héalozatok és az Erdds—
Rényi-graf egyes tulajdonsigai kozott. A mésik fontos tényezd, ami kozrejatszott a
halozatos megkozelités elterjedésében az volt, hogy ekkortajt valtak elGszor széles
korben elérhetévé nagy adatbéazisok a legkiilonfélébb rendszerekrél, kezdve a mo-
lekuléaris biologiai adatbézisoktol [88, 60, 96|, tarsszerzéi [61, 62, 6], filmes [96] és
szociologiai adatbazisokon keresztiil [52]| az informatikai és egyéb technologiai adat-
béazisokig |27, 1, 48, 3, 71]. Nagy adatrendszerek kezelését, atlathatova tételét sok
esetben jelentGsen megkonnyiti a halézatos leirasmod mint ,elsé kozelités”. Emel-
lett sok esetben mér pusztan a hélozatszerkezet is érdekes, nemtrivialis statisztikus
tulajdonsagokkal rendelkezik, és fontos Osszefliggésekre vilagithat ra.

Az egyik érdekes eltérés a valodi rendszereket leiré halozatok és az Erdés—Rényi-
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modell kézott abban rejlik, hogy az elébbi rendszerek annak ellenére, hogy globali-
san altalaban ritkédk (azaz az atlagos fokszam messze elmarad a rendszermérettdl),
lokélisan mégis stirtiek, ha egy-egy véletlenszertien kivalasztott cstics kozvetlen szom-
szédai kozott talalhato élek valoszintiségét vizsgaljuk. Ennek jellemzésére vezették
be a klaszterezettségi egyiitthatot [40, 92, 96|, mely megadja egy csucs kozvetlen
szomszédai kozt talalhato élek relativ hanyadat a szomszédok kozt lehetséges élek
maximaélis szamahoz viszonyitva. A tapasztalatok szerint a klaszterezettségi egytitt-
hato altalaban jelentGsen nagyobb egy valds rendszert reprezentald halozat esetén,
mint egy azonos méretii és azonos atlagos élstirtiségi Erdés—Rényi-grafban.

A masik nagyon lényeges eltérés a valodi rendszereket leird haldzatok és a klasszi-
kus véletlen grafok kozott a csicsok fokszameloszlasaban jelentkezik: Az Erd&s—
Rényi-graf esetén ez egy binomiélis eloszlas (amit a gyakorlatban Poisson-eloszlassal
szokas kozeliteni), mig a valodi rendszerek esetén altalaban egy hatvanyszertd le-
csengés tapasztalhato az eloszlasban a nagy fokszamok tartoméanyan 72, 74, 27, 48,
3, b, 43, 88, 62, 52, 20]. A statisztikus fizikdban el6fordulo skalazo fiiggvények és
skaléazo eloszlasok mintajara az ilyen fokszameloszlassal rendelkezé rendszerekre a
,skalafiiggetlen halozat” elnevezés terjedt el.

A valodi rendszereket leir6 hélozatokban tapasztalt, az Erdés—Rényi-modelltsl
lényegesen eltérd univerzalis tulajdonsagok 1j véletlengraf-modellek bevezetését tet-
ték idGszertivé. Ezek koziil a két legfontosabb, melyeknek rendkiviil nagy hatasa volt
a teriilet fejlédésére a Watts-Strogatz-modell [96] és a Barabasi-Albert-modell [5].
A Duncan Watts és Steven Strogatz altal javasolt modell segitségével olyan véletlen
grafokat lehet elgallitani, melyeknek nagy a klaszterezettségi egytitthatoja, és fellép
benniik a kisvilag-effektus. Ez utobbi azt a jelenséget takarja, hogy a csicsok kozti
atlagos tavolsag! a rendszermérethez képest nagyon kicsi. Az Erdés—Rényi-graf ese-
tén példaul (extrém élbekotési valoszintiségektdl eltekintve), az atlagos tavolsag a
cstcsok szamanak logaritmusaval skalazik, illetve a valos rendszereket leird halozatok
is kisvildg-tulajdonsaguak.

A Watts—Strogatz-modell esetén egy szabélyos racshoz hasonld strukturabol in-
dulunk ki, melynek szerkezete gy van kialakitva, hogy biztositsa a magas klasz-
terezettségi egylitthatot. Azonban ez a struktira még nem ,kis vilag”, ugyanis a
szabalyos szerkezet miatt a tévolsag a rendszermérettel hatvanyszerten skélazik.
Annak érdekében, hogy a kisvilag-effektus is fellépjen, elég az élek egy kis hanyadat
véletlenszertien atkotni. Ezzel drasztikusan lecsokkenthetjiik az atlagos tavolsagot
anélkiil, hogy a klaszterezettség szamottevéen csokkenne.

A Barabasi Albert-Laszlo és Albert Réka altal bevezetett modell a klasztere-
zettség helyett a skalafiiggetlenségre koncentral [5]. A megkozelitésiik 1ényege, hogy
egy kezdeti kis maghoz lépésenként egy-egy 1j csticsot kotiink hozzéa (azaz a halozat
idében novekvs), és az 0j élek masik végéhez a fokszammal aranyos valoszintiség

LKét cstics tavolsaga alatt az ket Osszekots legrovidebb ut éleinek szamat értjiik.
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szerint véletlenszerten valasztunk egy-egy csicsot a mar meglévs cstucsok koziil; ez
az un. preferencialis kapcsolodési szabaly. A preferencialis kapcsolodasnak koszonhe-
tGen a mar sok kapcsolatot begytijts, nagy fokszamu cstcsoknak sokkal jobb esélye
lesz az 1j cstcsokkal érkezé 1j élek megszerzésére egy kis fokszamu csiicshoz viszo-
nyitva. Belathato, hogy ennek révén hosszutéavon egy hatvanyszertien lecsengs (azaz
skalafiiggetlen) fokszameloszlas alakul ki a névekvs halozatban.

A Watts—Strogatz-modell és a Barabasi—-Albert-modell bevezetése utan a 2000-
es évek elején a komplex halozatok témakore nagyon intenziv fejlédésnek indult,
és népszertisége a hozza kapcsolodd publikiciok éves szama alapjan még jelenleg is
toretleniil novekszik. (Példaul a Web of Science kb. tizezer olyan talalatot ad csak
a 2015-ben megjelent publikaciok kozott, melynél a cimben, vagy kivonatban, vagy
a kulcsszavak kozott szerepel a ,complex networks” kifejezés). Ez tobbek kozott
azzal is jart, hogy méra mér nagyon szerteagazova valt a teriilet, igy a kiilonbo6z6
problémakorokbdl itt csak azokat mutatjuk be, melyeket a disszertacioban targyalt
eredmények érintenek. Ezen részteriiletekben az a kozos, hogy mind nagyon erésen
kapcsolodnak a statisztikus fizikdhoz és a statisztikus fizikai moédszerekhez.

A statisztikus fizikdnak a kezdetektdl fogva igen jelent&s hatéasa volt a halozat-
kutatas fejlddésére. Ez részben annak kdszonhetd, hogy a vizsgélt valos rendszereket
leir6 halozatok altaldban nagyon sok cstucsbol allnak, és emiatt egy ,,mikroszkopikus”
leirasmod, melyben minden egyes csticsot és annak kapcsolatait kiilon vizsgéljuk,
kezelhetetlenné valik. Ezzel szemben kézenfekvs a statisztikus fizikiban megszokott
sokrészecskés rendszerekhez hasonléan az eloszlésok, atlagok és egyéb statisztikai
jellemzsk hasznalata. Ami igazan vonzova tette ezt a teriiletet a fizikusok szamara
az a (klaszterezettség és a skalafiiggetlenség kapcsan méar emlitett) nagy foka univer-
zalitas volt a feltart halozatok statisztikai jellemzGiben: Sok esetben olyan halozatok
is rendkiviil hasonl6 tulajdonsagokat mutattak, melyeknek egyébként semmi koziik
nem volt egymashoz (mint pl. az emlitett publikacios, filmes, vagy biologiai adatbé-
zisok). Ez arra utal, hogy nagyon altalanos térvények és mechanizmusok formaljak
a komplex halozatok strukturajat, melyek feltarasa, megértése egy nagy elérelépést
jelent abban, hogy egy atfogd képiink legyen egyszerre nagyon sok és sokféle rendszer
viselkedésérdl, szerkezetérdl.

Az egyik kutatasi teriilet, mellyel a disszertacio foglalkozik (és melynek kotsdését
a statisztikus fizikihoz nem kell kiilon hangstlyozni), a grafsokasagok és a topologi-
al fazisatalakulasok problémakore. A valos rendszereket leird halozatok strukturaja
altalaban idében valtozo, hiszen egyes kapcsolatok idGvel megsziinhetnek, illetve 1j
élek is létrejohetnek, valamint természetesen a csiicsok Osszetétele és teljes szama
is valtozhat. Egy halozat atrendezddése modellezhets egy allapottérben torténd bo-
lyongassal, ahol az egyes allapotokhoz bizonyos szabélyok szerint valoszintiségeket
rendeliink, és az allapotok kozti &tmeneti valoszintségek kielégitik a részletes egyen-
suly feltételét. Grafsokasag természetesen tobbféle modon is definialhato, példaul a
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kiilonb6z6 grafok valoszintiségét megfeleltethetjiik egy nulladimenzioés térelméletben
a Feymnman-diagramok stlyanak [17, 18], de természetesen hasznalhatunk klasszi-
kus hamiltoni rendszerekhez hasonlé formalizmust is [8].

A grafsokasagok esetén is megadhato egy, a hdmérsékletnek megfelels paraméter,
melynek szemléletes jelentése a halozat atrendezddését befolyasold zajszint : Nagyon
magas hémérsékleten az élek gyakorlatilag teljesen véletlenszertien kotGdnek at egyik
cstcsrol a masikra, mig alacsony hémérsékleten egyre inkabb a megadott Hamilton-
fiiggvény szempontjabol optimalis (alacsony energiaju) allapotok felé rendezédik at
a hélozat. Topologiai fazisatalakulasrol akkor beszélhetiink, ha a rendszer hitése
soran a halézat szerkezete egy drasztikus atalakuldson megy keresztiil, és az at-
alakulas kritikus pontjaban a particios fiiggvénybdl szarmaztatott termodinamikai
fiiggvények szingularissa valnak. A valds rendszereket leird halozatok esetén is megfi-
gyelhetSk esetenként jelentds szerkezetbeli atalakulasok, példaul bizonyos gazdasagi
halozatok szerkezete a bizonytalansag (varhatoé fluktuéciok) szintjétdl fiiggen egy
csillagszeri allapotbol atszervezédhet egy lokalisan stirtibben huzalozott, klikkszerd
strukturaba [82]. Emellett a grafsokasagok segitségével leirt élatrendezédési dinami-
ka egy természetes keretrendszert adhat olyan hélozattopologia-optimalizalasi kér-
dések targyalasahoz is, mint pl. a [38, 86| publikaciokban vazolt problémak. Ilyenkor
idealis esetben egy megfelel§ energiafiiggvény vélasztasaval pont az adott feladat
szempontjabol optimélis topolodgia all el6 a rendszer lehtitése soran.

A disszertacié egy mésik témakore, melynél szintén nyilvanvalo a statisztikus
fizikahoz valo er6s kotédés, a k-klikkperkolacio vizsgalata véletlen grafokban. A sza-
bélyos racsokon definialt perkoldciés modellek egy alapvetd eszkozt kinalnak egy
folyadék porozus anyagon torténd ataramlasanak, illetve magénak a pordzus anyag-
nak a leirasara [16, 34]. Természetesen a perkolacio jelenségét véletlen grafokon is
tanulmanyoztak, hiszen az egyik legels§ fontos eredmény az Erdds—Rényi-modellel
kapcsolatban a perkolacié kritikus pontjahoz tartozo élbekotési valoszintség leve-
zetése volt [24, 11]. A disszertacié ennek a problémanak egy olyan altalanositasat
targyalja, melynél élek helyett k-klikkek (k csticsbol allo teljesen Gsszekotott rész-
grafok) perkolaciojara koncentralunk. Ez egyfelsl egy elméleti szempontbol fontos
fejlemény, hiszen egy torténetileg hires eredményt helyez tdgabb kontextusba. Mas-
felsl a k-klikkperkolécié halozati csoportkeresé modszerként is hasznalhato, mely az
évek soran rendkiviil sikeresnek bizonyult, emiatt gyakorlati szempontbdl is nagy a
jelentGsége.

A halozati csoportok (méas néven modulok, csoportosulasok, klaszterek) stirt, ers-
sen Osszekotott részgrafoknak felelnek meg egy halozatban [79, 80, 26, 45, 32, 63, 77|,
mint pl. egy csalad vagy barati kor az emberi kapcsolatok halozataban |79, 95]. Ha-
sonlo egységek el6fordulnak fehérje-kolesonhatasi halozatokban (pl. fehérjefunkeios
csoportok) [73, 81|, pénziigyi illetve gazdasagi halozatokban (pl. ipari szektorok)
[68, 39], valamint jatékelméleti modellekben is [85, 87, 84]. A csoportok feltérképe-
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zése nagyban segitheti az emlitett halozatok szerkezetének, miikodésének alaposabb
megismerését, mélyebb megértését. (A teriiletrdl egy atfogo leirast ad Santo Fortu-
nato Osszefoglalo cikke [29].)

Bar a témakornek messzire nytlo gyokerei vannak a Keningham-Lin-algoritmus
[44], a spektralis biszekcio 7], a hierarchikus klaszterezés, illetve a k-kozépklasz-
terezés [55] révén, mégis az els atiité modszer, mely nagyon sikeressé valt és a
mai napig rendkiviil széles korben ismert, a Girvan—Newman-algoritmus volt [32]. A
javasolt megkozelités legfontosabb eredménye a modularitas bevezetése volt, mely le-
het6vé tette a csoportfelbontas mingségének kvantitativ mérését, pusztan a haldzati
topologia (és természetesen a csicsok csoportbesorolasa) alapjan [66]. A modula-
ritas hasznalata gyorsan nagyon nagy népszertiségre tett szert, és a mai napig a
legelfogadottabb csoportmingség mérésére szolgaldo mennyiségnek szamit. Bar a mo-
dularitas egzakt maximuménak megkeresése egy NP-teljes probléma [15], a széles
korben hasznalt csoportkeresd eljarasok egy része a modularitas maximalizélasan
alapszik, valamilyen heurisztikus modszert hasznalva mint példaul a szimulalt héke-
zelés [37], az extrém optimalizacio [21], a LOUVAIN-algoritmus [9], vagy a spektralis
optimalizacio [65, 64, 90, 76, 83].

A modularitdsmaximum keresésének egyik érdekessége, hogy ekvivalens egy o-
lyan spinrendszer alapallapotanak keresésével, melynél a spinek a halozat cstcsaihoz
tarsulnak, és az élek mentén hatnak kolcson egymaéssal a Potts-modellhez hasonléan
(és a szokasos ferromégneses kolcsonhatés mellett még megfelels tovabbi tagokat
vezetiink be a Hamilton-fiiggvényben) [75]. A modularitason alapulé csoportkere-
sésnek ugyanakkor hatranyai is vannak, melyek koziil az egyik a felbontasi hatar
problémaja [30], mely szerint egy Osszefiiggd halozatban a teljes élszam gyokénél
jelentGsen kevesebb élbdl all6 csoportokat nem tudunk feltarni ezzel a megkozelités-
sel. A mésik nagy hatrany az, hogy a csoportok kozti atfedések nem megengedettek
(legaldbbis a modularitas eredeti alakjan nyugvé modszereknél).

A disszertacioban bemutatott k-klikkperkolécios modszer egy természetes meg-
oldast jelent ezekre a problémékra. Ennél a megkozelitésnél nem 1ép fel a felbontési
hatar problémaja, és a legfontosabb djitasa az volt, hogy olyan hélézatokban is le-
het6vé tette a csoportok feltarasat, melyeknél nagyon jelentGsek a csoportatfedések.
Ennek egyik hozadéka, hogy megnyilik az Gt olyan, kordbban nem tanulmanyozott
statisztikak vizsgélata el6tt, melyek nem értelmesek (vagy trivialisak) akkor, ha csak
elvétve (vagy egyaltalan nem) fordulnak el csoportéatfedések.

A héalozati csoportkeresés egyik fontos alkalmazasi teriilete az emberi kapcso-
lathalokban talalhato kisebb-nagyobb csoportok feltdrasa. Az emberi kapcsolatok
vizsgalata hagyomanyosan a szociologia témakorébe tartozik, ahol mar az 1930-as
években is hasznaltak grafokat a tanulményozott kisebb emberi kézosségek kapcso-
lathalojanak megjelenitésére [97, 33, 92, 28|. Az ezredforduld koérnyékén az ilyen
iranyu kutatésok 1j lendiiletet kaptak kiilonféle automatikusan gytjtott, nagymé-
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retld adatbéazisok elterjedésével és hozzaférhetévé valasaval, melyek segitségével a
korabbi, kérdéives felméréseken alapuld vizsgalatokhoz képest tébb nagysagrend-
del nagyobb halézatokat lehetett tanulmanyozni [69, 70, 94|. Ezen ujfajta, nagy
skaldju vizsgalatok egyik els6, a szociologia szempontjabol is fontos eredménye a
Granovetter-hipotézis? igazolasa volt egy tébb, mint 4 milli6 felhasznalot tartalma-
z6 mobiltelefon-hivasi halozatban [69, 70]. A disszertéacio egyik fejezete ezen halozat
adataira tamaszkodva a halozati csoportok idéfejlédésének statisztikai tulajdonsé-
gait vizsgalja. Az idevagd kutatasokba bevontuk emellett a Cornell Egyetem konyv-
taranak internetes cikkarchivuman [91] alapulé tarsszerzdségi halozatot is. Pusztan
az emberi kapcsolathéalozatok idéfejlédését (csoportelemzés nélkiil) tobb adatbézis
alapjan is vizsgaltak mar korabban [52, 6, 41, 22, 89, 98, 67|, és néhany tanulmany
kiilon felhivta a figyelmet arra, hogy a csoportok idéfejlédésének tanulmanyozé-
sa nagyban segitheti a tarsadalom onszervez$ folyamatainak mélyebb megértését
[35, 42, 36, 51, 47].

Végiil az utolsd témakor, melyet a disszertacio érint, az a statisztikus fizikdban
jol ismert multifraktalok egy olyan alkalmazaséval foglalkozik, melynek révén egy
nagyon altaldnos véletlengraf-generald algoritmust lehet megalkotni. Korabban em-
litésre kertilt, hogy a komplex hélézatok teriiletének kezdeti népszertisége nagyban
koszonhets a Watts—Strogatz-modell és a Barabasi-Albert-modell sikerességének.
Természetesen idével szamos tovabbi véletlengraf-modell meriilt fel az irodalomban,
melyek tobbnyire vagy egy kiszemelt halozatjellemzére koncentraltak (mint pél-
daul skalafiiggetlen fokszameloszlas egy jol meghatarozott exponenssel), vagy egy
viszonylag jol behatarolt héalozattipust vizsgaltak (mint példaul az emberek kozti
kapcsolathélokat, vagy metabolikus halozatokat, stb.). Mivel az ilyen modellek ke-
retein beliil elGallithatd hélozatok tulajdonsagai csak viszonylag sztik tartomanyon
valtoztathatok, természetes modon meriilt fel az igény &ltalanosabb véletlengraf-
modellek megalkotasa irdnt, melyek egy szélesebb skalan teszik lehet6vé mesterséges
héalozatok generalasat a felmeriils 1ényeges tulajdonsagok (pl. fokszameloszlas, klasz-
terezettség) szempontjabol.

A legegyszertibb modell, melynek alapgondolata ebbe az iranyba mutat az dn.
konfiguracios modell, mely tetszéleges fokszameloszlasu véletlen halozat generalasat
teszi lehetdvé [58, 59]. Amennyiben egy valos rendszert leiré héalozatot szeretnénk ez-
zel a modszerrel modellezni, a gyakorlatban az eredeti halézat éleinek véletlenszert
atkotogetésével allitjuk el a mintakat (a fokszamok megtartasaval). Bar egy ilyen
megkozelités konnyen célra vezethet, nem igazéan segit feltarni az adott tulajdonsa-
gokkal rendelkez6 halozatok esetleges rejtett 0sszefliggéseit. Ennek révén van létjogo-
sultsdga az olyan generativ modszereknek, mint a rejtettparaméter-modell [19, 10],

2Mark Granovetter hipotézise szerint két ember kapcsolatdnak erdssége az egymasnak szentelt
id6, anyagi raforditas, érzelmi intenzitas, bizalom és kolesonos segitség/szivesség kombinacioja.
Tovabba a hipotézis szerint ez a kapcsolaterdsség monoton névekedd fiiggvénye a relativ atfedésnek,
mely a kozos ismerdsok szama osztva a két személy Osszes ismerGseinek szamaval.
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a dK-sorozatok modszere [56], az exponencialis véletlengraf-modell [31, 93, 78|, a
Parisi-matrixokon alapuldé modszer [4], vagy a Kronecker-grafokon alapuldé modszer
[49, 50]. A disszertacioban bemutatott, multifraktalokon alapul6 véletlengraf-modell
esetén a halozat struktirajat kodold objektum hierarchikus, mely egy rekurziv el-
jaras soran keletkezik, és ez altal énhasonl6é a szerkezete. Ugyanakkor a modszer
nagyon erésen tamaszkodik Lovasz Laszlo és munkatarsainak grafsorozatok konver-
genciajaval kapcsolatos korabbi eredményeire [54, 14, 53], illetve kozeli rokonségot
mutat a Bollobas Béla és munkatarsai altal bevezetett véletlengraf-generéld eljarés-
sal is [12, 13].

Célkitiizések

A kutatasok célkitiizése nagy vonalakban a komplex halézatok szerkezetének felta-
rasa és modellezése volt a statisztikus fizika eszkoztaranak segitségével. Ahogy mar
a bevezetésben is emlitésre keriilt, a disszertécié tobb témakort is érintett, melyek
egymashoz lazan kapcsolodnak.

A topoldgiai fazisatalakulasok vizsgalata soréan az egyik cél az volt, hogy megad-
junk egy statisztikus fizikai alapokon nyugvé altalanos keretrendszert éllandé mé-
retd, id6ben valtozo szerkezetti haldzatok modellezéséhez. A kutatasok soran kidol-
gozott, a kanonikus sokasagnak megfelel§ grafsokasagban olyan energiafiiggvényeket
kerestiink, melyek esetén a rendszer hiitése soran olyan drasztikus véaltozasok kévet-
keznek be a hélozatszerkezetben, melyek megfelelnek egy fazisatalakulasnak.

A k-klikkperkolacié tanulmanyozasa soran az egyik célkitiizés az volt, hogy az
Erdés—Rényi-modellben korabban jol ismert élperkolacios adtalakulést altalanositsuk
a k-klikkek esetére. Egy mésik, ugyan olyan fontos cél volt, hogy a k-klikkperkolacios
klaszterek segitségével adjunk egy olyan csoportdefiniciot, mely megengedi a csopor-
tok kozti atfedéseket és a gyakorlatban is hasznalhaté valds rendszereket reprezen-
tald halozatok klaszterezésére. Tovabba az altalunk bevezetett csoportkeresé mod-
szer lehet&vé tette tobb olyan csoportatfedésekkel kapcsolatos statisztika empirikus
vizsgalatat, melyeket a korabbi modszerek altal feltart csoportokon nem lehetett
tanulméanyozni.

A héloézati csoportkereséssel kapcsolatos kutatasok folytatasaként a k-klikkper-
kolacios csoportok idéfejlgdését tanulmanyoztuk nagyméreti, emberi kapcsolatokat
reprezentalé halézatokban. Ezeknél a vizsgalatoknal az egyik cél a nagy skalaju
csoportiddfejlsdés-elemzés modszertani kidolgozasa volt. A technikai részletek kidol-
gozéasa utan tudtunk nekilatni az idevonatkozo6 kutatasok lényegi céljanak megvalo-
sitasahoz, mely a csoportosszetétel idGbeli valtozasdnak statisztikai elemzése volt.

Végiil a multifraktal alapu véletlengraf-modellel kapcsolatos kutatasok célja egy
altalanos halozatgeneralo eljaras kifejlesztése volt, mely lehetévé teszi egymaéstol je-
lentGsen kiilonb6z6 tulajdonsagokkal rendelkezé véletlen grafok elgallitasat ugyan
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abban a keretrendszerben. A modell kidolgozéasanal (a természetiiknél fogva hierar-
chikus és 6nhasonlé) multifraktalokat kombinéltuk egy korabbi véletlengraf-generalo
eljarassal, mely a grafsorozatok konvergencidjanak vizsgalatanal keriilt bevezetésre.

Uj tudoméanyos eredmények (tézispontok)

1. Analitikus megfontolasok alapjan meghataroztam a szabadenergia fiiggését ve-
zetd rendben a g =dyax /M rendparamétertdl és az effektiv hémérséklettsl az
egyrészecskés energiafiiggvények altal meghatérozott kanonikus grafsokasagok-
ban [T1, T2|. (A rendparaméter képletében dp,.x a halozatban eléfordulé leg-
nagyobb fokszamot, M pedig az élek szamat jeloli). A szabadenergiara kapott
kifejezés a termodinamikai hataresetben jo kozelitést ad minden olyan esetben,
ahol a hélozat egyik csticsdhoz az élek tobb, mint fele hozzakapcsolodik, és az
energiafliiggvény alakja olyan, hogy a tobbi cstcs jaruléka emellett elhanya-
golhato. Ezen feltételeknek eleget tesz kellGen alacsony effektiv hémérsékleten
az B = — Zl]\il d? energiafiiggvény (ahol az Gsszegzés a csticsokra torténik, és
d; az i csucs fokszamat jeloli). Az ezen energiafiiggvény altal ,vezérelt” graf
dinamikéija ekvivalens az Ising-modellel egy olyan racson, melynek racspontjai
a halozat N cstcsa kozt lehetséges N (N —1)/2 él pozicidjanak felelnek meg.

Az analitikus szamitasok megmutattak, hogy ha az effektiv hémérséklet nul-
lahoz tart, akkor a szabadenergia minimuma ¢4 = 1-nél egy ,csillagszer” alla-
potban van, melynél a halozat egyik cstcsahoz az Gsszes él hozzakapcsolodik.
Ezzel szemben ha az effektiv hdmérséklet magasabb, mint M/In N, akkor a
szabadenergia minimuma ¢;=0-nal egy rendezetlen allapotban van, melynél a
legnagyobb fokszamu cstcshoz kapcsolodd élek szama M-hez képest elhanya-
golhaté a termodinamikai hataresetben. A koztes hémérsékleteken a szabad-
energianak két minimuma van ¢, fiiggvényében a [0,1] tartomanyon, melyek
az imént leirt két extrém allapotnak felelnek meg, és melyek koziil az egyik sta-
bil, a mésik metastabil. Az atalakulas a ,csillagszert” és a rendezetlen allapot
kozott ezek alapjan elsérendi |T1, T2.

Az analitikus szamitéasokat az egzakt leszamlalas modszerével numerikus tton
is ellendriztem kisméretd grafokon. Az egzakt leszamlalas eredményei teljes
mértékben alatamasztottak az analitikus megkozelités eredményeit, mely sze-
rint a szabadenergianak két minimuma van ¢q fliggvényében egy szélesebb
hémérséklet-tartomanyon. Ezen minimumok koziil a ,csillagszertd” allapot (a-
hol ¢4 = 1) valik stabill4, ha az effektiv hémérséklet nulldhoz tart, és ellen-
kez6leg a rendezetlen allapot (ahol ¢4 = 0) lesz stabil magas hémérsékleten
[T1].

2. Generatorfiiggvények segitségével meghataroztam a k-klikkperkolacio p.(k)
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kritikus élbekotési valoszintiségét az Erdds—Rényi-grafban [T3]. Amennyiben
az élbekotési valoszintség kisebb, mint p.(k), a legnagyobb k-klikkperkolacios
klaszter mérete a termodinamikai hataresetben elhanyagolhaté a rendszermeé-
rethez képest. Ezzel szemben ha az élek valosziniisége nagyobb, mint p.(k),
a legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter relativ mérete a termodinamikai ha-
taresetben nullanal nagyobb értékhez tart, azaz a graf tartalmaz egy ,0rids”
k-klikkperkolacios klasztert. A két allapot kozott az atalakulas folytonos, és a
k=2 esetben p.(k) visszaadja az Erdés—Rényi-graf perkolacios atalakulasanak
kritikus élbekotési valoszintiségét.

Az Erdés—Rényi-graf legnagyobb k-klikkperkolécios klaszterének varhatd mé-
retét numerikus szimulaciok segitségével is meghataroztam az élbekotési valo-
szintiség fliggvényében, az eredmények maximalisan alatamasztottak a kritikus
élbekotesi valoszintségre vonatkozo analitikus eredményeket [T4]. A szimula-
ciok soran két fajta rendparamétert vizsgaltam: ® a legnagyobb k-klikkper-
koléacios klaszter csticsainak relativ hanyadanak felelt meg a rendszermérethez
képest, ¥ pedig a legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter k-klikkjeinek relativ
hanyadat adta meg a graf osszes k-klikkjeihez képest. A szimuléciés eredmé-
nyek elemzése soran sikeriilt megmutatni, hogy rogzitett k£ esetén megfelels
skalédzassal a kiilonboz6 grafméretek és kiilonbo6z6 élbekotési valoszintiségek
mellett kapott ® értékek egy univerzalis gorbére ejtheték ossze [T4]. A ¥
rendparaméter kritikus pontban felvett értéke a numerikus eredményeim sze-
rint hatvanyszertien cseng le a rendszerméret fiiggvényében, k-tol fiiggs expo-
nenssel [T4].

. Részt vettem a k-klikkperkolacios csoportkeress algoritmus kidolgozasaban.

Az eljarast beprogramoztam és az elkésziilt program segitségével nagyméretii
tudomanyos tarsszerzéségi, fehérje-kolcsonhatasi és szoasszociacios halézatok
csoportszerkezetét tartam fel [T5]. A tanulmanyozott halozatokban kapott cso-
portok lokalis elemzése megmutatta, hogy a modszer képes az emberi intuici-
oval jol egyezs, egymassal atfeds csoportokat kinyerni a vizsgalt hélozatokbol
(pl. a tarsszerzoségi halozatban kivalasztott kutatd csoportjaiba a kornyeze-
tében talalhato tobbi kutatod a kiilonbo6z6 kutatasi teriiletek szerint lett beso-
rolva, a szbasszociacios halozatban kivalasztott sz6 csoportjai a sz6 kiilonb6zé
jelentéseinek feleltek meg, stb.).

A globalis csoportszerkezet jellemzésére harom, kordbban nem vizsgalt elosz-
last vezettem be, melyek mind a csoportok kozti atfedésekkel kapcsolatosak
|T5]. Ezek koziil a legfontosabb egy véletlenszertien valasztott csoporttal at-
feds tobbi csoport szamanak eloszlasa volt. Ez megegyezik azon hélozat fok-
szameloszlasaval, melyben a cstcsok az eredeti hélézat csoportjainak felel-
nek meg, és két ilyen csiics akkor van Osszekotve, ha az adott csoportpar at-



dc_1226 16

Uj tudomdnyos eredmények (tézispontok)

fed egymaéssal. Az igy kapott fokszameloszlas egy viszonylag Osszetett alakot
vett fel a vizsgalt rendszerekben: A kis és kozepes csoportfokszamok tarto-
manyan exponenciédlisan csokkent egy bizonyos hatarig, mig ezzel szemben
a nagy fokszamok tartomanyén egy hatvanyfiiggvényszert lecsengés volt ta-
pasztalhatd azokban a halézatokban, melyek mérete elég nagy volt ahhoz,
hogy viszonylag magas csoportfokszamok is el6fordulhassanak. Ez utobbi, a
nagy csoportfokszamok tartomanyan hatvanyszerid csokkenés nagyon hason-
lit a cstcsok kozti ,alaphalozat” fokszameloszlasanak viselkedésére. Azonban
a kisebb csoportfokszamoknél tapasztalt, exponencialis fiiggvényhez hasonlo
alak a csoportfokszam-eloszlés egyedi sajatossédga, mely jelent&sen eltér a csi-
csok kozti halozat fokszameloszlasatol. Ez a viselkedés jol illeszkedik a komplex
rendszereket leir6 olyan altalanos képbe, mely szerint egy nagyméret 6ssze-
tett rendszer kiilonbo6z6 szervezddési szintjei alapvet&en hasonlo strukturakat
mutatnak, megengedve ugyanakkor egyes szintspecifikus eltéréseket is.

. Analitikus uton meghataroztam az iranyitott k-klikkperkolacio kritikus élbe-

kotési valoszintiségét az irdnyitott Erdds-Reényi-grafban [T6]. Hasonléan az
irdnyitatlan esethez, ha az élbekotési valoszintiség alacsonyabb, mint a kri-
tikus érték, a legnagyobb iranyitott k-klikkperkolécios klaszter mérete elha-
nyagolhaté a rendszermérethez képest a termodinamikai hatéresetben, mig ha
az élbekotési valoszintiség meghaladja a kritikus értéket, a grafban felbukkan
egy oOriési (a rendszermérethez képest sem elhanyagolhaté méret) iranyitott
k-klikkperkoléacios klaszter.

Az irdnyitott k-klikkperkolacios klaszterek feltaraséra kidolgoztam és beprog-
ramoztam egy algoritmust, mely az irdnyitott maximalis klikkek megkeresésén
alapszik [T6]. Az iranyitott k-klikkperkolacios klaszterek egy olyan halézati
csoportdefiniciot kindlnak, mely egyfeldl figyelembe veszi az élek irdnyitott-
sdgat, méasfel6l megengedi a csoportok kozti atfedéseket. A modszer segit-
ségével feltartam tobb nagymérett, irdnyitott halozat csoportszerkezetét. A
kapott iranyitott csoportok esetén eléfordult, hogy bizonyos csoporttagok egy-
fajta ,forrasként”, mig masok ,nyel6ként” viselkedtek a csoporton beliil a tobbi
csoporttaghoz kapcsolodo éleik iranya alapjan. Ennek mérésére bevezettem a
csoporttagok (adott csoportra vonatkozo) relativ bejovs és relativ kimend fok-
szamat | T6]. Ezek a mutatok segitettek olyan csoportok kozt atvezetd hidak”
beazonositasaban, melyeknél az adott cstcs az egyik csoportban tilnyomo-
részt bejovs, mig a masikban méar f6ként kimend élekkel rendelkezett. Az ilyen
csucsok kiilénosen fontosak lehetnek olyan halézatokban, melyeknél az élek ira-
nya valamilyen aramlés, terjedés irdnyat jeloli ki (mint pl. informéacioaramlas,
metabolizmus, stb.), hiszen ilyenkor ezen cstcsok az egyik csoportbol ,,begytij-
tenek” a masikba meg ,tovabbitanak”.

10
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5. Kidolgoztam egy eljarast, melynek segitségével id6ben valtozo rendszerek id6-

lépésenként rogzitett eseményeibdl kiindulva egy olyan halozatot allithatunk
els, melynek élsilyai az id6ben folytonosan véltoznak [T7]|. Ez a megkozeli-
tés kiilonosen alkalmas emberi kapcsolathalok tanulmanyozasara olyan egyéb
célokra létrehozott adatbéazisok alapjan, melyekben rendszeres idékozonként
gytilnek kiilonféle felhasznéléi adatok; ilyenek példaul az interneten fellelhe-
t6 tudoméanyos cikkarchivumok, az online kozosségi halok vagy a kiilonb6z6
telekommunikacios rendszerek. Az emlitett modszer az élsulyok elGallitasanal
figyelembe veszi, hogy az adatbazisban rogzitett események hatasa a kapcsola-
tok erdsségére idben kiterjedt, hiszen egy esemény (pl. egy kézos publikacio,
egy telefonhivas, stb.) altal érintett személyek kozott a kapesolat sok esetben
feltehetGen mar az esemény el6tt is megvolt, illetve az esemény utén is fenn-
marad. Az élek erdssége ebben a megkozelitésben egyfelsl a hozzajuk tarsulo
események stlyatol és gyakorisagatol fiigg, és idében lecseng ha megsziinik a
felek kozott az interakeio.

A kidolgozott modszer segitségével két nagyméretti, emberi kapcsolatokat ab-
razolo halozat 1défejléds k-klikkperkoléacios csoportszerkezetét tartam fel [T7).
Ezek egyike egy tudoméanyos cikkarchivumban havi bontasban megjelené pub-
likaciok alapjan feltérképezett tarsszerzéségi halozat volt, a masik pedig egy
tobb milli6 felhasznaloval rendelkezd mobiltelefon-szolgéltato altal kéthetes pe-
riodusokra aggregalt anonimizalt hivaslistak alapjan el¢allo halozat. Az alap-
adatokbol elgallitott, idsfejléds élsilyok altal definialt hélozatokban elGszor
minden id6lépésnél megkerestem az aktualis allapotnak megfelels, ,pillanat-
felvételszer” statikus csoportokat, majd ezekbdl fliztem Ossze a dinamikus,
id6fejléds csoportokat [T7]. A mobiltelefon-hivasi halozat esetén a felhasz-
nalokrol rendelkezésre allo6 egyéb adatok csoportszintd elemzése azt mutatta,
hogy a statikus csoportok egy-egy tulajdonsag szerinti homogenitasa jelenté-
sen nagyobb, mint egy ugyanakkora, véletlenszertien osszevalogatott csoporté.
Ez arra utalt, hogy a k-klikkperkolaciés modszer vélhetSen ténylegesen létezd,
egymashoz kozel 4ll6 emberekbdl allo csoportokat tart fel [T7].

A dinamikus, id6fejl6dé csoportok esetén a tagdsszetétel idébeli valtozékonysa-
ganak jellemzésére bevezettem a stacionaritds mennyiségét, mely megegyezik
a szomszédos iddlépésekben tapasztalt csoportosszetételek relativ dtfedésének
atlagaval a csoport élete soran |T7]. A vizsgalt két nagymérett halozat idéfej-
16d& csoportjainak elemzése alapjan egy érdekes Osszefiiggést tartam fel a sta-
cionarités, a csoportméret és a csoport varhato élettartama kozott. (Ez utobbi
mennyiségre tekinthetiink gy, mint egy ,fitnesz” értékre: a fittebb csoportok
tovabb maradnak fenn, mig a kevésbé fitt csoportok hamar szétesnek, vagy
beolvadnak egy masik csoportba). Az eredmények szerint a maximalis atlagos
élettartam alacsonyabb stacionaritas értékeknél volt a nagyméretii csoportok
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esetén, mint a kisebb csoportoknél |T7|. Ez ugy interpretalhato, hogy a kis cso-
portok varhatéan akkor maradnak fenn sokéig, ha id6ben nem igazan véltozik
az Osszetételiik, mig ezzel szemben a nagyméretii csoportoknak allandéan meg
kell tjulniuk a fennmaradasért, ezért optimélis esetben az 0sszetételiik gyorsan
valtozik.

. Kidolgoztam a multifraktal alapi véletlengraf-modellben bevezetett altalanos

véletlengraf-generalo eljaras részleteit [T8]. A modszer lényege, hogy egy vi-
szonylag egyszerd, az egységnégyzeten definialt, cellanként konstans genera-
16 mértékbdl kiindulva egy rekurziv eljarés segitségével néhany iteracion ke-
resztil jutunk el egy 6nhasonlé strukturaval rendelkezé élbekotési mértékhez,
mely megadja a véletlen graf éleinek valoszintiségét. Az ezen eljaras segitsé-
gével elgallitott halozatok legfontosabb jellemzdit (mint pl. fokszameloszlas,
klaszterezettség) analitikus aton hatéroztam meg a paraméterek fliggvényeé-
ben, és az eredményeket numerikus szimulaciok segitségével ellendriztem |T§].
A multifraktal alapu grafgeneralas nagy elénye, hogy az ilyen tton elallitott
halozatok tulajdonsagai nagyon széles skilan valtozhatnak, a fokszameloszlas
lehet példaul skalafiiggetlen, vagy Poisson-eloszlasu.

Mivel elég nagy szabadsagunk van a generalé mérték megvalasztasaban, ha egy
elére megadott tulajdonsidgokkal rendelkezs véletlen grafot szeretnénk elGalli-
tani ezzel a modszerrel, akkor az adott célfeladathoz optimalis generéld mérték
megadésa egy nemtrivialis feladat. Erre a problémara kidolgoztam egy szimu-
1alt hokezelésen alapuldé megoldast [T8|, melynél egy véletlenszert cellakbol
allo generald mértékbdl kiindulva az eljaras soran a paramétereket hozzéil-
lesztjiik a célul megjelolt tulajdonsagokhoz (mint pl. kivant fokszameloszlas,
klaszterezettség, stb.). A numerikus szimulaciok megmutattak, hogy ennek ré-
vén egy igen flexibilis altaldnos véletlen grafgeneralé modszert kapunk, mely
képes egyméstol jelentGsen eltérs tulajdonsagokkal rendelkezé véletlen gréafok
elsallitasara ugyanazon keretrendszeren beliil [T8].
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