Valasz Elek Gabor opponensi véleményére

Ko6sz6nom, hogy az Opponens nem sajnélta a faradsagot a tudoményte-
riilettel kapcsolatos kritikdjanak kifejtésére és halds vagyok a végkicsengé-
sében pozitiv értékelésért.

Reakci6éim a teriilettel kapcsolatos kritikdkra (az opponensi véle-
mény 1. része):

Valéban igaz, hogy a komplex hal6zatokat ,automatikusan” skalafiigget-
lennek tekinteni egy tulzé egyszerlisités. Azzal is maximélisan egyetértek,
hogy a birdlatban emlitett, A. Clauset és munkatédrsai dltal kozolt pub-
likéaci6 egy nagyon fontos eredmény, melynek Google Scholar hivatkozottsaga
5500 felett jar a valasz irdsanak idején. Viszont szeretnék arra ravilagitani,
hogy a cikkben tanulményozott 24 adatsorbdl csak 7-et szokas a komp-
lex halézatokhoz sorolni; ezek a fehérjekolesonhatasi-hélézat, a metabolikus
hélézat, az Internet, a rendszertani torzsfa, az e-mail halézat, a hivatkozasi
halézat és a weblapok kozti hdlézat. A kozlemény 4-5. tablazata alapjan
a 7-bél 2 esetben a tiszta hatvanyfliggvény jol illeszkedik az adatokra tugy,
hogy kozben a lognormalis és a hatvanyfiiggvény exponencialis levagassal is
nagyjabdl ugyanolyan jé (vagy kicsit jobb) illesztést ad. Tovabbi 4 esetben
a hatvanyfliiggvény exponencidlis levagassal jobb illesztésnek bizonyult, mig
egy esetben (a metabolikus halézatnal) teljesen kizdrhaté volt a hatvany-
fliggvényszeri viselkedés.

Ha szigortian nézziik, az egyszerli preferencialis kapcsolédason alapuld
modellek és a ,scale-free paradigma’” tiszta hatvanyfiggvényt kovetd fok-
szameloszlast josolnak, és a hatvanyfliggvény exponencidlis levagassal ettol
valéban eltér. Egy fizikus szaméara azonban ez utébbi eloszlds még min-
dig kozelebb van a tiszta hatvanyfliggvényhez, mint az emlitett cikkben is
vizsgélt lognormalis eloszlds vagy nyujtott exponencidlis eloszlas. Tovabba
arra is szeretném felhivni a figyelmet, hogy az elmilt 10 évben szamos olyan
cikk jelent meg, mely a fent emlitett publikdcié ismeretében, s6t sok eset-
ben egyenesen az abban leirt moédszertan alapjan allapitotta meg tovabbi
halézatokrol azt, hogy a fokszameloszlasuk jél illeszthetd a hatvanyszer(
fliggvények valamelyikével. Ezekben vizsgaltak kiilonb6z6 online kozosségi
média platformokat mint pl. a Twitter [1, 2], Flickr [3, 4, 2], Youtube [3, 4, 2],
Livejournal [3], Delicious [2], tanulmanyoztak génreguldciés kapcsolatokat
[5], bitcoin tranzakcidkat [6], mobilhivasi kapcsolatokat [7], tudoményos
egylittmiikodéseket [8], wikipedia szerkeszték kozti egyiittmiikodéseket [9],



kereskedelmi kapcsolatokat [10] és a 1égi kozlekedést [11]. Ezek alapjin ha
a tiszta hatvanyfiiggvény mellett az eltolt hatvanyfiiggvényt és az exponen-
cialis levagassal rendelkez6 hatvanyfliggvényt is megengedjiik a skalafiigget-
lenség fogalman beliil, akkor azért szép szamban taldlunk halézatokat, me-
lyek adatai legalabb is konzisztensek ezzel a paradigméval.

Azt is fontosnak tartom megemliteni, hogy a fizikdaban és dltaldnosabban
a természettudomanyban gyakran el6fordul, hogy egy egyszerii modell altal
josolt egyszerli eloszlas altalanos esetben nem ad pontos illeszkedést a va-
l6sdgban megfigyelhet6 adatokra, csak bizonyos megkotésekkel, bizonyos
paramétertartomanyban, specialis koriilmények kozott. Ennek fényében
a halézatkutatok tobbségének nem okoz problémat az, hogy a Barabasi-
Albert-modell tiszta hatvanyfiggvényt josol, az adatok egy konkrét rendszer
vizsgalatanal ezzel szemben meg pl. eltolt vagy exponencialis levagassal ren-
delkez6 hatvanyfiggvényt mutatnak. Az igaz, hogy a tertilet induldsakor,
a 2000-es évek elején talan nagyobb felhajtds ovezte a skalafiiggetlenség
fogalmat mint amekkora az adatok preciz vizsgalata alapjan indokolt lett
volna, viszont a kutatasok fékusza késébb hamar attolédott mas fogalmak
felé, és egyre tobb és tobb 1j kutatasi irdny nyilt meg, melyek mentén mara
ez a tudomanyteriilet is fragmentdlédni latszik egymaédssal csak minimaélis
4tfedésben 1évé részteriiletekre. En agy latom, hogy a preferencialis kap-
csolédéson alapulé modellek illetve a ,scale-free” paradigma helye és szerepe
a hélézatkutatasban nagyjabol olyan, mint az idealis gazmodellé a termodi-
namikdban: nem gondoljuk azt, hogy végletekig preciz leirdst ad egy valédi
hélézat viselkedésérol, de ennek ellenére egy hasznos modellrendszer és refe-
renciapont, mely kell6en egyszerii és intuitiv ahhoz, hogy akar egy alapszinti
egyetemi oktatdas keretein belil is el lehessen mondani.

Vialaszaim az értekezés mdédszereivel kapcsolatos kritikdkra (az op-
ponensi vélemény 2. része):

Elfogadom, hogy a topoldgiai fazisatalakulasokra és a k-klikkperkolacios
kiiszobre vonatkozé eredményeink matematikai szempontbdl nehezen értel-
mezhet6k, hiszen nem egzakt bizonyitdsokon alapulnak. Ennek ellenére az
ilyen jellegli vizsgédlatoknak, levezetéseknek ezen a teriileten van létjogo-
sultsdga, hiszen ahogy az Opponens is rdmutatott, pl. a Barabasi—Albert-
modellel kapcsolatos elsé publikaciok eredményei sem tekinthetok matema-
tikai szempontbdl teljesen preciznek. A k-klikkperkolacié kritikus pontjét
taglalé publikdcidéinknak szerintem egy vitathatatlan érdeme, hogy felhivtak
a figyelmet egy olyan problémadra, melyet tisztdn matematikai szempontbol
is érdekes vizsgalni. Ezt aldtdmasztja az, hogy a kritikus pontra vonat-



koz6 eredményiink helyességét késobb matematikusok egzaktul is bebizonyi-
tottak, mint ahogy az a dolgozat fiiggelékében és az opponensi véleményben
is szerepelt.

A multifraktdl alapi véletlengraf-modell esetén a fokszameloszldst szem-
1életesen az egységnégyzeten definidlt multifraktal fliggbleges vagy vizszintes
vetiilete alapjan lehet kiszdmolni. Az izoldlt csiicsok probléméajanak ez
alapjan az a magyarazata, hogy az altalunk javasolt multifraktal szamara
a fliggbleges és vizszintes irdnyok kitiintetettek abbdl a szempontbdl, hogy
az ezen iranyok mentén kapott vetiiletek szintén multifraktdlok. Emiatt ha
végtelenhez tartunk az iterdcidk szamaval, akkor a vetiilet mentén véletlen-
szeriien leszért pontok egyhez tarté hanyada fog olyan szakaszra esni, mely-
hez tartozé élvaldszinliség nulldhoz tart. Ezen szemléletes kép alapjan az az
Otlet meriilt fel a probléma kikiiszobolésére, hogy valtoztassuk meg a multif-
raktalt ugy, hogy a fliggbleges és vizszintes irdanyok ne legyenek kitiintetettek,
és ez altal a fokszameloszlds szempontjabol fontos vetiiletek mar nem lesz-
nek multifraktalok. Egy kés6bbi, (a disszertaciéban csak mint kapcsol6dd
tovébbi publikdcidként felsorolt) cikkeben ezt a multifraktél elforgatdsaval
értiik el [12]. Természetesen ez a publikdcié sem bizonyit egzaktul semmit,
de otletfelvetésnek a fenti probléma megolddsara szerintem mindenképp el-
fogadhato.

Arrdl, hogy miért lehet egy szociolégus vagy biolégus szdmara érdekes
a multifraktal alapu véletlengraf-modell, én azt gondolom, hogy az inheren-
sen hierarchikus szerkezete miatt. A modell megalkotdsandl intuiciéink egy
része pont az olyan nagyobb szervezetek strukturajaval kapcsolatos tapasz-
talatokon alapult mint egy egyetem vagy egy multinaciondlis vallalat. Ezek
altalaban hierarchikusan szervezddnek, példaul az egyetemek altaldban ka-
rokbdl &llnak, a karok intézetekre vagy tanszékekre bonthatdk, sth. Hasonlé
bennfoglaldsi hierarchidkat a biolégidban is taldlunk, példaul egy soksejti
élolény esetén egy sejt altaldban sejtszervecskéket tartalmaz, maga a sejt
része egy szovetnek, ami része egy szervnek. A hierarchikusan szervezddé
intézmények példajanal maradva dltalaban a hierarchia legalsé szintjén 1évo
egységek belsé hélozata a legsiiribb (hiszen egy kutatécsoporton vagy tan-
széken beliil szinte mindenki ismer mindenkit), és ahogy megyiink felfelé a
hierarchidban, valik a hélézat egyre ritkabbéa. Emellett bizonyos foku énha-
sonlosdgot is mutat a rendszer, példaul a tanszékeknek és a karoknak is
van vezetOje, titkarsadga. A multifraktal alapu halézatmodelliink esetén az
egységnégyzeten definialt élvaldszinliségi mérték szerkezete erre emlékeztet,
hiszen a rekurzié révén a celldk egy onhasonlé bennfoglaldsi hierarchiat al-
kotnak.



Vilaszom az értekezéssel kapcsolatos kérdésre:

A dolgozatban érintett problémak koziil a k-klikkperkolacidval kapcso-
latban mar sziilettek matematikailag preciz eredmények Rath Balazs és Téth
Balint cikkének [13] valamint Bollobds Béla és Oliver Riordan munkassaga-
nak [14] koszonhet6en, ahogy az a disszertacié B. fliggelékében és az Oppo-
nens birdlatdban is szerepel. Emellett a multifraktal alapi véletlengraf-
modell esetén érzem azt, hogy sziilethetnek még matematikailag preciz,
érdekes eredmények. Ahogy az értekezés mddszereivel kapcsolatos kritikakra
adott valaszban kifejtettem, az iterdcidk illetve a rendszerméret fiiggvé-
nyében egyre nagyobb hanyadban izolal6dé csicsok problémaéja szerintem
az altalunk konkrétan megadott multifraktal ,hibdja”, mert szerencsétlen
modon a vizszintes és fliggdleges vetiiletei is szingularisak. A multifraktal
alapu grafsorozat generdlas ettél még miikodhet olyan multifraktal esetén,
melynek a vetiilete nem szingularis, és ez talan lehet érdekes matematikai
szempontbdl is.

A csoportok idoéfejlodésével kapcesolatos eredmények erésen adatvezérel-
tek, konkrét halézatok idofejlodésével kapcsolatos megfigyeléseken alapsza-
nak, ezért ezek esetében szerintem nem meril fel matematikailag egzakt
allitasok, bizonyitasok kidolgozédsa. A topolégiai fazisatalakuldsok kapcsan
nem Kkizéart, hogy lehetséges matematikailag precizebb allitasokat megfogal-
mazni mint amik a dolgozatban szerepelnek, viszont nem hiszem, hogy ezek
olyan érdemi tjdonsagot jelenthetnének, ami megéri a kidolgozasukba vetett
faradsagot.

2017. november 17.

Palla Gergely
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