dc_1226 16

Komplex hal6zatok szerkezetének és
dinamikajanak feltarasa és
modellezése
statisztikus fizikai mo6dszerekkel

Az MTA Doktora cim elnyeréséhez készitett disszertacio

Palla Gergely

MTA-ELTE Statisztikus és Bioldgiai Fizika Kutatécsoport

2016. marcius



dc_1226 16



dc_1226 16

Tartalomjegyzék

Bevezetés

A dolgozat tudomanyteriilete . . . . . . ... L
A dolgozatban targyalt kérdések . . . . . . . ... ... L

. Topologiai fazisatalakulasok

1.1. Haloézatok statisztikus sokasdga . . . . . . . . . ... L oL
1.2. Numerikus modszerek . . . . . . . . ... oL
1.2.1. Egzakt leszamlélas . . . . . . . ..o oo
1.2.2. Monte—Carlo-moédszer . . . . . . .. . ...
1.3. Egyrészecskés Hamilton-fliggvények . . . . . . . . . ... ... L.
1.3.1. Egy Ising-modellel ekvivalens energiafiiggvény . . . . . . . . . .. ..
1.3.2. Folytonos fazisatalakulas és skalafiiggetlen grafok . . . . . . . . . ..
1.3.3. A nagykanonikus sokasag . . . . .. ... ...

. k-klikkperkolacié véletlen grafokban

2.1. Definiciok . . . . . ..o
2.2. k-klikkperkolaci6 Erdés—Rényi-graftban . . . . . . .. .. ...
2.2.1. Generatorfiiggvény formalizmus . . . . . . ... ... ... ...
2.2.2. Numerikus szimulaciok . . . . . .. .. .o 0
2.3. Irényitott k-klikkperkolacio . . . . . . . . . . .. ...
2.3.1. Iranyitott k-klikkek . . . . . . . .. oo
2.3.2. Iranyitott k-klikkperkolacié az Erdés—Rényi-gratban . . . . . . . ..

. Halozati csoportkeresés k-klikkperkolacioval

3.1. A k-klikkperkolacié mint atfeds csoportkeresési modszer . . . . . . . . . ..
3.1.1. A csoportkeresési algoritmus . . . . . ... L
3.1.2. Az iranyitott csoportkeresési algoritmus . . . . . .. ... ...

3.2. Lokélis csoportszerkezet . . . . . . . . . . ...

3.3. Teljes csoportszerkezet . . . . . . . ... oL
3.3.1. A paraméterek optimalis beallitasa . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.2. Csoportstatisztikdk . . . . . . . . .. ...
3.3.3. A csoportok halozata . . . . . . . . ...

iii

11
14
14
16
16
18
22
26

27
29
31
31
35
38
38
42



dc_1226 16

4. Idofejléds csoportdinamika

4.1. A halozatok és a csoportok elgallitdsa . . . . . .. .. ... ... ...
4.1.1. Sulyozott, idéfejléds halozatok .. . . o 0 oo oo
4.1.2. A statikus csoportok . . . .. ... oL
4.1.3. A csoportok ellenérzése . . . . . . ... L.
4.1.4. 1défejléds csoportok .. oL oL oo

4.2. A csoport-idéfejlédés statisztikus tulajdonsagai . . . . . .. .. .. ..
4.2.1. Alapvet§ statisztikdk . . . .. ... o0
4.2.2. Stacionaritas és élettartam . . . . . . ... oL
4.2.3. A csoportmegsziinés joslasa . . . . . .. ...

5. Multifraktal alapt véletlengraf-modell

5.1. Grafsorozatok termodinamikai hataresete . . . . . ... .. ... ...
5.2. Véletlengraf-generalas multifraktallal . . . . . .. ... ... ... ...
5.3. Statisztikdk meghatarozasa analitikus aton. . . . . . . . . .. ... ..
5.3.1. Fokszameloszlas . . . . . . . ... oo
5.3.2. Klaszterezettségi egytitthato . . . . . . . ... ... ... ..
5.3.3. Szomszédok atlagos fokszama . . . . . . ... ...
5.3.4. Az izolalt csticsok probléméja . . . . . . .. ...
5.4. A grafgenerald optimalizalédsa . . . . . . . . .. ... L.

Osszefoglalas

Ko6szonetnyilvanitas

Fiiggelék

A Komponensszintii Hamilton-fliggvények

B Tovabbi eredmények a k-klikkperkolacioval kapcsolatban

C A csoportkereséssel kapcsolatos tovabbi eredmények

D A multifraktal alapu grafgeneral6é termodinamikai hataresete
Sajat publikaciok

Irodalomjegyzék

v

103

107

108

109

117

123

135

139

140



dc_1226 16

Bevezetés

A komplex halozatok témakore egy hagyomanyosan interdiszciplinaris kutatasi teriilet,
mely egyarant szorosan kotédik a grafelmélethez, a szociol6gidhoz, a biologidhoz, az infor-
matikahoz, a kdzgazdasidgtanhoz, és végiil, de nem utols6 sorban a statisztikus fizikdhoz. A
hélozatos megkozelités alapgondolata az, hogy egy vizsgalt rendszert bizonyos alapegységek
(pl. routerek, web-lapok, személyek, gének, fehérjék, vallalatok, stb.), és ezen alapegységek
kozti kapcsolatok, kolcsonhatasok egyiitteseként reprezentalunk, egy grafstrukturat hozva
létre. Ezt a leirasmodot sikeresen alkalmaztak gén- és fehérje-kolesonhatasok vizsgélaté-
tol, valamint biokémiai folyamatok tanulméanyozasatol kezdve, telekommunikacios, e-mail
és online kozosségi halozatokon keresztil az Internetig, kozlekedési, elektromos és egyéb
technikai halézatokig, illetve cégek, bankok és egyéb gazdaséigi szerepl6k kozti haldzatok
tanulmanyozasaig. A dolgozat e rendkiviil szerteagazo alkalmazési teriiletek kozos elméle-
ti hatterébdl valogat, olyan témakorokre koncentralva, melyek nagyon erdsen kétédnek a
statisztikus fizikdhoz.

A dolgozat tudomanyteriilete

A halozatkutatas gyokerei a grafelmélethez nytlnak vissza, mely Leonhard Euler munkéssé-
ga révén sziiletett meg 1735-ben, amikor a tudés a legendas konigsbergi hidak problémaja-
val kezdett foglalkozni [66]!. A nevezetes feladvany egy olyan bejarasat kereste Konigsberg
hidjainak, mely minden hidon pontosan egyszer halad at, az itvonal megszakitasa nélkiil.
Euler frappans médon bebizonyitotta, hogy ilyen bejaras nem adhato, és a bizonyitas so-
ran bevezette a csucsok (csomoépontok), és a cstucsokat Osszekots élek (vonalak) fogalmat,
egy természetes reprezentaciot kinalva Konigsberg varosrészei és az azokat 0sszekotd hidak
szamara a fenti probléméaban. Magét a ,graf’ kifejezést J. J. Sylvester hasznalta elGszor
1878-ban, a kémiaban a molekulak abrazolasara hasznalt diagramok mintéjara [198].

Az Euler uttér6 munkassaga révén kialakulo grafelmélet a XX. szézad elejére méar egy
fontos, kiilonallo teriiletévé valt a diszkrét matematikanak; az els§ grafelméleti kézikonyv
1936-ban jelent meg Konig Dénes szerzgsegével [112]. Ezen tertilet fejlédése soran a komp-
lex halozatok szempontjabol egy kiilondsen fontos mérfoldks volt a véletlen graf fogalmé-
nak bevezetése 1959-ben, mely Erdds Pal és Rényi Alfréd nevéhez kotddik (63, 64]. Az
altaluk definialt graf gy jon létre, hogy N cstcs k6zott minden lehetséges part véletlen-

LA probléma megoldasat elészor 1735-ben adta elé a Szentpétervari Akadémian, a publikacié viszont
csak 1741-ben jelent meg.
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szertien Osszekotiink egy adott p valoszintiséggel (paronként fiiggetleniil). Ezzel atlagosan
pN (N —1)/2 élt hozunk létre a grafban, melyek elhelyezkedése teljesen ,,homogén” és vélet-
lenszerd. (Természetesen egy maésik alternativa véletlen graf létrehozéaséara az, hogy nem az
élbekotés valoszintiségét adjuk meg, hanem direkt modon a véletlenszertien leosztott élek
szamat, ahogy azt Edgar N. Gilbert javasolta [80].)

Az Erdés—Rényi-graf egyik alapvetd tulajdonsaga, hogy a csicsok atlagos tavolsédga
(extrém élbekotési valoszintségektdl eltekintve) a csticsok szaménak logaritmusaval skala-
zik?. Ez egy nagyon fontos eltérés példaul egy szabélyos racshoz képest, ahol az atlagos
tavolsag a racspontok szaménak fliggvényében hatvanyszertien valtozik. Ezt a jelenséget
szokas ,kisvildg-effektusnak” hivni, illetve altaldnosabban az olyan héalozatokat, melyekben
az atlagos tavolsig nagyon kicsi a rendszermérethez képest, ,kisvilag-tulajdonsagunak”
nevezzik. Az régota sejthets volt, hogy példaul az emberi kapcsolatok héalozata kisvilag-
tulajdonsagu. ElsGként Karinthy Frigyes vetette fel az 1929-ben megjelent Lancszemek
cimd novellajaban [108] azt a feltételezést, hogy akar kiilonb6z6 kontinenseken véletlensze-
riien valasztott emberek kozott is meglepGen kevés ismerdson keresztiil vezet ut. Az elsé
mérés, mely alatamasztotta ezt a tulajdonsigot, Stanley Milgram amerikai szociologus
nevéhez fliz6dik 1967-ben [134]. Az altala vezetett kisérletben véletlenszertien vélasztott
onkénteseket kértek meg Nebraskaban és Kansasban, hogy juttassanak el egy levelezélapot
egy szamukra ismeretlen bostoni célszemélyhez személyes ismeretségek sorozatén keresz-
tiil. Erdekes modon a levelezSlapok egy része célba ért, és ezek atlagosan 5-6 lépést tettek
meg. Ez az eredmény a ,hat 1épés tavolsdg” néven valt hiressé, és nagy mértékben hozza-
jarult ahhoz, hogy az emberi kapcsolatok halozaténak kisvildg-tulajdonsiga széles korben
ismertté valjon.

A kisvilag-tulajdonsig, valamint a teljesen véletlenszertd élleosztas miatt az Erd&s—
Rényi-graf nagyon sokéig szinte ,,egyeduralkodd” elméleti modellje volt altalaban a komp-
lex rendszereket leird halozatoknak. Ebben donts szerepe volt annak is, hogy egészen az
1990-es évek végéig nem alltak rendelkezésre konnyen hozzaférhetd, részletes adatok az
ilyen halozatokrol. Az természetesen nyilvanvald volt, hogy példaul az emberi kapcsolatok
hélozata, vagy a kozlekedési haldzatok, a gazdasagi halézatok, stb., nem alkotnak olyan
szabalyos struktirat, mint egy kristalyracs, hiszen egyes kiragadott cstcsok lokalis kor-
nyezetét vizsgalva eltérések, rendezetlenség, latszolagos véletlenszertiségek voltak felfedez-
hetSek. (Pl. az egyes emberek kozvetlen ismerdseinek szama mas és maés, ezen ismerdsok
kozti kapcsolathalo is egyénenként valtozo, stb.) E rendezetlenségek és a nagy skalaja,
részletes adatok hianya miatt kézenfekvs volt Erdgs—Rényi-grafként modellezni ezeket a
halozatokat, melyben minden kapcsolat teljesen véletlenszertien jon létre.

Ez a kép gyodkeresen valtozott meg az ezredforduld koérnyékén, amikor az informatikai,
informaciotechnologiai fejlédésnek koszonhetGen hirtelen egyre tobb és tobb nagymeérett
halozatos adatbézis jott létre és valt széles korben hozzaférhetsvé |7, 130]. A tarsszerzoi
[145, 146, 15], tudoményos hivatkozasi [167, 176], internetes és webes |69, 2, 115, 8, 163],
kiilonféle biologiai [210, 138, 218], tarsas kapcsolati [123], nyelvi [43], valamint filmes ha-
lozatok [218] els6 elemzései hamar kimutattak, hogy az Erdés—Rényi-modell t&bb lényeges

2Keét cstcs tavolsaga alatt az Sket 6sszekdts legrovidebb ut éleinek szamat értjiik.



dc_1226 16

A dolgozat tudomdnyteriilete

ponton eltér a valds, komplex rendszereket reprezentalé halozatoktol®. Az egyik fontos
eltérés abban rejlik, hogy ez utébbi halézatok nagy mértékd tranzitivitast mutatnak a
kovetkezs értelemben: egy csiics kozvetlen szomszédai jo eséllyel egymasnak is kdzvetlen
szomszédai. Fzen tulajdonsag mérésére vezették be a csiicsok klaszterezettségi egyiittha-
tojat |97, 214, 218, mely megadja, hogy az adott csics szomszédai kozt lehetséges élek
mekkora hédnyada van ténylegesen jelen. E mutaté tiikrében a fent emlitett eltérés egy
valodi rendszert leird halézat és egy vele azonos szdmu csiicsot és élt tartalmazé Erdds—
Reényi-graf kozott az, hogy az atlagos klaszterezettségi egyiitthatd az Erdgs—Rényi-grafban
sokkal kisebb [218]. Az els6 alternativ véletlen graf modellt, mely a kisvilag-tulajdonsag
megtartdsa mellett relative nagy atlagos klaszterezettségi egytitthatdjia grafokat képes ge-
neralni, Duncan Watts és Steven Strogatz vezették be 1998-ban [218|.

Megkozelitésiik 1ényege, hogy egy szabalyos racshoz hasonlé struktaraboél kiindulva vé-
letlenszerten atkotjiik az élek egy bizonyos hanyadat. A kezdeti allapot kialakitasa olyan,
hogy biztositja a nagy klaszterezettségi egyiitthatot, am a szabalyos racshoz hasonld szer-
kezet miatt az atlagos tavolsidg a rendszermérettel hatvanyszertien skilazik, azaz a halézat
ezen a ponton még nem kisvilag-tulajdonsagi. Ezért van sziikség az élek kis hanyadéanak
véletlenszerd atkotésére: altaldban mar néhany véletlenszert, hossziatava” él is elég ahhoz,
hogy az atlagos tavolsag drasztikusan lecsdkkenjen és fellépjen a kisvilag-effektus. Ugyan-
akkor a magas klaszterezettségi egytitthatot az élek kis hanyadanak atkotése még nem
tudja lerontani. Ennek révén a Watts—Strogatz-modellben az atkotott élek hanyadanak
novelése soran egy viszonylag széles tartoményban a kapott halézat egyarant rendelkezik
a kisvilag-tulajdonsaggal és a nagy klaszterezettségi egyiitthatoval.

A maésik alapvetd eltérés a valds rendszereket leird halozatok és az Erdés—Rényi-modell
kozott az egyes cstcsokhoz kapcsolodo élek szaménak eloszlasaban rejlik. Egy adott cstcs
éleinek szamat a csics fokszaméanak hivjuk, ennek eloszlasa a fokszameloszlas. Az Erdds—
Rényi-grafban ez lényegében Poisson-eloszlést kovet, ezzel ellentétben a mérések nagy rela-
tiv szorasu, a nagy fokszamok tartomanyan hatvanyszertien lecsengé eloszlasokat mutattak
[167, 176, 69, 115, 8, 14, 105, 210, 146, 123, 43|. Az ilyen tulajdonsagu halozatokat ska-
lafiiggetlennek hivjuk. Az els6 véletlengraf-modell, mely skilafiiggetlen fokszameloszlasi
grafot general, Barabasi Albert-Laszlo és Albert Réka nevéhez kotédik [14].

Az altaluk 1999-ben javasolt megkozelités egyik sajatossaga, hogy a graf egy novekedési
folyamat révén all els, melyben a csticsokat egyesével adjuk hozzé a rendszerhez. A méasik
nagyon lényeges eleme a modellnek az tn. preferencialis kapcsolodasi szabaly?: az 4j csit-
csok bekotésénél a mar meglévs cstucsok koziil a fokszammal ardanyos valdsziniiség szerint
véalasztunk véletlenszertien. Ezaltal a mar sok kapcsolatot begytijt6, nagy fokszamu csticsok-

3Bar Derek J. de Solla Price mér 1965-ben felismerte, hogy a tudomanyos hivatkozasi halézatok fokszam-
eloszlasa az Erdgs—Rényi-modellts] eltéréen hatvanyszerden cseng le [167], eredményei szélesebb korben
csak a 2000-es évek elején valtak ismertté.

4A preferenciélis kapcsolodas gondolata egyéb teriileteken mar korabban is felvetsdott, mint példaul a
Polya-folyamat esetén [62] a matematikiaban, a Yule-folyamatnal [225] a biolégidban, a Gibrat-modellnél
[79] a kozgazdasagtanban, az un. Maté-effektusnal a szociologiaban [131], a vagyoneloszlas lassu lecsengé-
sének lehetséges magyarazatanal [229], a varosméret, a szogyakorisag és egy adott szerzg altal kozolt tudo-
méanyos publikiciok szamara vonatkozo eloszlasok hatvanyszerd lecsengésére vonatkozo Simon-modellnél
[191], valamint a tudoméanyos hivatkozottsag hatvanyszert lecsengésére vonatkozo Price-modellnél [168].
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nak sokkal jobb esélye lesz az 1j csticsokkal érkezé 1j élek megszerzésére egy kis fokszamiu
cstucshoz viszonyitva. Belathato, hogy ezen a ,gazdag még gazdagabba valik” effektus révén
hosszitavon egy hatvanyszerten lecsengé (azaz skalafiggetlen) fokszameloszlas alakul ki a
rendszerben.

A Watts—Strogatz-modell és a Barabasi—Albert-modell bevezetése robbanasszerii 16kést
adott a tertilet fejl6désének, és manapsag a modern halézat tudomany, vagy méas néven a
komplex halozatok témakorének kialakulasat sokan e két rendkiviil nagy hatasa eredmény
1998-as illetve 1999-es megjelenéséhez kapcsoljak. A teriilet kezdeti fejlédésének fontosabb
eredményeirdl nagyon j6 Osszefoglalot nytjt az Albert Réka és Barabasi Albert-Laszlo altal
ko6zolt 7] publikacio, valamint a José F. F. Mendes és Szergej N. Dorogovcev szerzoségével
megjelent konyv [130]. Egy koriilbeliil 5 évvel késsbbrsl nyuajt attekintést a Mark E. J.
Newman, Barabasi Albert-Laszld és Duncan J. Watts szerkesztése mellett kiadott kényv
[152]. Ezt kovette 2010-ben egy Osszefoglalo jellegti, akar tankonyvként is nagyon jol hasz-
nalhato konyv megjelenése, melynek szerzgje szintén Mark E. J. Newman volt [151]. Végiil,
de nem utols6 sorban egy nagyon alaposan kidolgozott oktatasi segédanyag egyetemista
és doktorandusz hallgatok szaméra a 2015-ben megjelend, online mar elérhet§ tankonyv
Barabasi Albert-Laszlo szerzdségével [13], mely nagy részletességgel targyalja a témakor
legfontosabb fejezeteit. A komplex halézatok matematikai hatterét a véletlengraf-elmélet
adja, melyhez egy nagyszeri bevezetést nyujt Bollobas Béla konyve [30]. Egy tovabbi na-
gyon érdekes olvasméanyt nyujt Csermely Péter konyve a gyenge élek szerepérdl a biokémiai
és biologiai halozatok, a tarsadalmi és emberi kapcsolathélok, valamint a gazdasagi halo-
zatok stabilitasdban, stabilizalasdban [53].

A témakor jelenlegi népszertiségét jelzi, hogy évente tobb ezer tudoményos publikacio
jelenik meg, melyek teljesen vagy részben a komplex halézatokhoz kéthetSk. Ennélfogva
a tertilet természetes modon tovabb bonthaté egymastoél néhol jobban, néhol kevésbé jol
elkiilontils részteriiletekre, mint példaul a halozati csoportkeresés (vagy méas néven halo-
zatklaszterezés) problémakore, az id6fejléds halozatok témakore, az emberi kapcesolatok
halozatanak vizsgélata és modellezése, a halozati topologian zajld kiilonbozd dinamikai
folyamatok vizsgalata, a tobbrétegti hélozatok teriilete, és végiil de nem utolsé sorban a
biologiai és bioinformatikai halozatok nagyon tag (és ugyanakkor rendkiviil fontos) témako-
re. A dolgozat ezen részteriiletek koziil tobbet is érint, azonban a mi esetiinkben a targyalt
kérdések kozos vonasa a statisztikus fizikahoz valo szoros kétédés.

A dolgozatban targyalt kérdések

A statisztikus fizikai megkozelités nagyon fontos eleme volt a modern haldézatkutatasnak
a kezdetektsl fogva. Ennek egyik oka abban rejlik, hogy a vizsgélt rendszerek &altalaban
nagyon sok alapegységet tartalmaznak, és emiatt egy ,mikroszkopikus” leirasméd, mely-
ben minden egyes egységet és annak kapcsolatait kiilon vizsgéaljuk, kezelhetetlenné valik.
Ehelyett altaldban, a statisztikus fizikiban megszokott sokrészecskés rendszerekhez hason-
loan, eloszlasokkal, atlagokkal és egyéb statisztikai jellemzdkkel dolgozunk. Ami a fizikusok
szamara nagyon érdekes a komplex halozatok statisztikus jellemzGiben az a nagy fokd uni-
verzalitas: annak ellenére, hogy a korabban felsorolt rendszereknek (mint pl. az Internet,
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a publikacios, filmes vagy biologiai adatbazisok, stb.) latszolag semmi koziik sincs egymas-
hoz, a bel6liik képzett haldzatok statisztikus tulajdonsagai mégis nagyon sok hasonlésagot
mutatnak. Ez azt sejteti, hogy nagyon altalanos torvények és mechanizmusok forméljak
a komplex halozatok struktiarajat, melyek feltdrasa, megértése egy nagy elérelépést jelent
abban, hogy egy atfogd képilink legyen egyszerre nagyon sok és sokféle rendszer viselkedé-
sérél, szerkezetérdl. Ennél fogva nagyon sok fizikus kapcsolodott be a hélozatkutatésba,
magukkal hozva a statisztikus fizikai szemléletmoddot, melynek révén szamos statisztikus
fizikabol szarmazo modszer, megkozelités, modell keriilt atiiltetésre a komplex halézatok
témakorébe.

A természet és a tarsadalom kiilonbo6zé alrendszereit leiré halozatok strukturaja idében
gyakran véltozo képet mutat. Vannak olyan rendszerek, amelyeknél a hélozat mérete fo-
lyamatosan novekszik (pl. az Internet), mas esetekben a rendszerméret nagyjabol allando,
viszont a csicsok kozti kapcesolatok erdsen idéfiiggbek, ami a halozati topologia folyama-
tos valtozasaval jar (pl. egy részvények kozti korrelacios halozat). Természetesen altalanos
esetben mindkét fajta valtozas, a novekedés és az adtrendezddés is el6fordulhat egy komplex
halozat idéfejlédése soran. A konstans méreti, id6ben atrendez6dé hélozatok természetes
modon modellezhetk grafsokasagokkal, melyek elemei az adott méretnél lehetséges grafto-
pologiak. Egy adott topoldgia elGfordulasi valdszintiségét altalaban egy strukturatol fiiggd
energia és egy hémérsékletnek megfeleltetheté paraméter hatarozza meg (ez utobbi tekint-
hetd gy is mint egy kiilss zaj). A hémérséklet valtoztatasaval bizonyos energiafiiggvények
esetén fazisatalakuldsokhoz hasonlé valtozésok figyelhetGk meg. Ezen topologiai fazisatala-
kuldsokat mutatja be a dolgozat 1. fejezete.

Szintén fazisatalakulassal foglalkozik a 2. fejezet is, azonban ott az emlitett grafsoka-
sagokon nyugvo keretrendszert elhagyva a statisztikus fizikan beliil jol ismert perkolacios
atalakulas egy specialis esetét tanulményozzuk véletlen grafokon. A perkolacios klaszte-
rek természetes megfelelGi egy hélozat esetén az Gsszefiiggd komponensek, melyeken beliil
barmely csticsboél eljuthatunk barmely maésik cstcsba élek sorozatéan keresztiil. Egy hélo-
zat ,perkolal”, ha van benne egy 6rias komponens, melynek mérete Osszevethets a teljes
rendszermérettel. A véletlen grafokkal kapcsolatos egyik els§ eredmény éppen a perkolacid
kritikus pontjanak levezetése volt Erdss Pal és Rényi Alfréd altal [64]. A 2. fejezetben a vé-
letlen graf élperkolacids problémajat altalanositjuk a k-klikkperkolacio fogalménak beveze-
tésével. A k-klikkek k darab csicsbol allo teljes részgrafoknak felelnek meg egy halozatban
(melyeken beliil minden cstcs minden masik csicesal 0ssze van kotve). Egy természetesen
adodo k-klikkszomszédsagi fogalom bevezetésével barmely halozat esetén felrajzolhatjuk
a k-klikkek grafjat is, melyben a csticsok az eredeti halézat k-klikkjeinek felelnek meg,
az élek pedig azt jelzik, hogy az adott k-klikkpéarok (a 2. fejezetben részletezett definicio
alapjan) szomszédosak. Az igy kapott k-klikkgraf perkoléacios atalakulasat tanulmanyozzuk
részletesen a 2. fejezetben az Erdgs—Rényi-modell esetén.

A k-klikkperkolacio gyakorlati jelentGségét az adja, hogy a k-klikkperkolacios klaszte-
rek nagyon természetes modon hasznéalhatok halozati csoportkeresésre. A természet és a
tarsadalom kiilonb6z6 alrendszereit leiré hélozatok nagy részénél a csoportok, vagy mas
néven modulok, klaszterek, csoportosulasok egy nagyon érdekes szervez§dési szintet képez-
nek az egyes csiicsok szintje folott és a teljes halozat szintje alatt. A halozati csoportok
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szemléltetésére kézenfekvs példat nyujtanak az emberi kapcsolatok haldzataiban fellelhetd
csaladok, barati korok, munkahelyi kozosségek, illetve a fehérje-kélesonhatasi halozatokban
jelen 1évs fehérjefunkcios csoportok és fehérjekomplexek. A csoportoknak nincs egy széles
korben elfogadott egységes definicidja, de altalaban olyan szerkezeti egységnek feleltetjiik
meg Gket, melyen beliil a kapcsolatok nagyon stirtiek, mig a csoportok kozott jelentGseb-
ben ritkdbbak. A csoportkereséssel kapcsolatos elméleti és gyakorlati probléméak vizsgalata
az egyik legintenzivebben kutatott teriilete a komplex haldézatok témakorének. A dolgo-
zat 3. fejezete mutatja be, hogy miként lehet a 2. fejezetben bevezetett k-klikkperkolacios
klasztereket csoportkeresésre hasznalni. Ezen megkozelités egyik nagyon nagy elénye, hogy
természetes moédon engedi meg a csoportok kozti atfedéseket.

Ezt kovetGen a 4. fejezet a k-klikkperkolacios csoportok idéfejlédését vizsgalja nagymé-
retii, emberi kapcsolatokat leirdé halozatokban empirikus adatok alapjan. A bemutatasra
keriilg elemzés egyfeldl egy tobb tizezer szerzét magaba foglaldé tudoményos téarsszerziségi
hélozatra, masfelsl egy kb. 4 milli6 anonimizalt felhasznalobol allo telefonhivéasi halézatra
terjedt ki. Bar a szomszédos id6lépéseknél kinyert csoportok dsszeillesztése egy nemtriviélis
feladat, mégis érdemes elvégezni, hiszen ezaltal tarul fel a csoportok életitja, mely nagyon
valtozatos képet mutat mindkét adatrendszer esetén. Egyes csoportok nagyfoki stabilitast
mutatnak az idében és szinte teljesen ,stacionariusok”, mig masok dinamikusan valtoznak,
novekednek vagy zsugorodnak, mas csoportokkal Gsszeolvadnak, vagy részekre bomlanak.
A csoportok autokorrelacidjan alapulo statisztikai vizsgalat egy érdekes Osszefiiggést muta-
tott ki a csoportok mérete, valtozékonysaga és varhato élettartama kozott, mely érvényes
mindkét hélézatban annak ellenére, hogy a két rendszer teljesen fliggetlen egymaéstol.

Végiil az 5. fejezetben elkanyarodunk a halozati csoportok témakorétsl, hogy egy mul-
tifraktal alapa altalanos halézatmodellt mutassunk be, mely ugyanazon keretrendszeren
beliil teszi lehetévé akar nagyon eltérd tulajdonsidgokkal rendelkezs véletlen grafok legyar-
tasat. Fraktalgeometria nagyon gyakran fordul el§ a természetben mind az élgvilagban (pl.
novényi gyokerek vagy lombozat, allati vagy emberi bels§ szervek, érhalozat stb.), mind a
geologiai képzddmények esetén (pl. folyok vizgytijté rendszere, szigetek partvonala stb.).
Fraktalgeometrian jatszodo fizikai folyamatok esetén a fizikai mennyiségek térbeli elosz-
lasa sokszor valik multifraktalla. Emellett a multifraktalok fontos szerepet toltenek be a
kdoszelméletben is. Az 5. fejezet a multifraktélok egy 1j alkalmazasat mutatja be, ahol
egy halozat éleit véletlenszertien kotjiik be, és az élbekotési valoszintiségeket egy multi-
fraktal segitségével adjuk meg. A multifraktal megfelel6 megvalasztasaval az igy legyartott
hélozat tulajdonsagai nagyon széles skalan valtozhatnak, példaul a fokszameloszlas lehet
skalafiiggetlen (mint a Barabasi-Albert-modell esetén), vagy Poisson-eloszlast (mint az
Erdés-Rényi-modellben).

A soron kovetkez6 fejezetek mindegyike ad egy részletesebb bevezetst is a fejezetben
targyalt témakorhoz, majd ezt koveti az adott teriileten elért eredmények ismertetése. A
sajat eredmények legtomorebb Osszefoglalasat a disszertaciohoz kapesoldodo tézisfiizet adja
meg. A disszertacioban az irodalmi hivatkozéasok esetén a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

- T elstagot kapnak (pl. [T1]) a tézisfiizetben felsorolt tézispontok alapjaul szolgald
sajat publikaciok. (Az egyszeriiség kedvéért ezen publikiciok szamozasa a disszerta-
cibban és a tézisfiizetben megegyezik).
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- S el6tagot kapnak (pl. [S1]) a dolgozathoz kapcsolodd tovabbi sajat publikaciok.

- el6tag nélkiil szerepelnek (pl. [1]) az altalanos irodalomjegyzék publikacioi.
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1. fejezet

Topologiai tazisatalakulasok

A valodi rendszereket reprezental6d haldzatok jelentds része idében valtozo szerkezetet mu-
tat. Egyes héldzatoknal a névekedés a legfontosabb jelenség, azaz a rendszerbe idGvel tjabb
és tjabb csiicsok csatlakoznak be 1j élekkel kapcsolédva hozza a haldézat mar kordbban 1é-
tez6 részéhez. Mas esetekben az élek atrendezGdését figyelhetjiik meg jelentds méretbeli
valtozas nélkiil. Ez utobbi folyamatot altaldnosan tugy képzelhetjiik el, mintha egy faj-
ta ,agensek” probalnanak egymassal kapcsolatokat létesiteni egy zajos kornyezetben. (Az
agensek megfelelhetnek embereknek, géneknek, vallalatoknak, stb.). Egy 1j kapcsolat 1ét-
rejottének, illetve egy méar létez6 kapcsolat megsziinésének valoszintisége igy fligeg mind a
zajtol, mind azon elénytsl vagy hatranytol, amit a kapcsolat 1étrejotte vagy megsziinése
okoz. A kornyezeti feltételek lehetnek olyanok, hogy az agensek ,nagy felfedezdkedvvel”
hozzak meg dontéseiket, és szinte vilogatas nélkiil kotddnek hozza véletlenszertien valasz-
tott masik dgensekhez. De természetesen a kornyezeti feltételek valtozéaséaval el6fordulhat,
hogy az dgensek szaméra a konzervativ, kockdzatkeriil§ magatartas valik preferaltta, és
ennek révén az Gket Osszekots halozat topologidja jelentdsen atalakulhat. Erre szolgéltat
egy érdekes példat a David Stark és Vedres Balazs altal kozolt publikacio [196], melynek
eredményei szerint a bizonytalansag (varhato fluktuéciok) szintjétsl fiiggden egyes gazda-
sagi halozatok szerkezete egy csillagszerii allapotbol atszervez&dhet egy lokélisan stirtibben
huzalozott, klikkszeri struktaraba.

A folyamatosan atrendez6d6 halozatok leirdsara, modellezésére kinél egy altalanos ke-
retrendszert a halézatok statisztikus sokasdga. Ebben a statisztikus fizikai ihletésti meg-
kozelitésben az élek atrendezédése az allapottérben vald bolyongésnak felel meg, ahol az
egyes allapotokhoz bizonyos szabalyok szerint jol definialt valoszintiségeket rendeliink, és
az allapotok kozti Atmeneti valoszintiségek kielégitik a részletes egyensuly feltételét. Mi-
el6tt ratérnénk az altalunk javasolt formalizmusra, roviden Gsszefoglaljuk az irodalomban
korabban megjelent grafsokasagok legfontosabb tulajdonsagait.

Zdzislaw Burda és munkatérsai egy nulladimenziés térelmélet Feynman-diagramjai a-
lapjan vezették be a sokasag elemeit, és a kiillonbozs grafok valoszintségét a megfeleld
Feynman-diagramok sulyanak feleltették meg [40, 41]. Az igy kapott sokaségot egy frak-
taldimenzio, illetve egy spektralis dimenzi6 jellemezte, és a vizsgdlatok f6ként a kapott
grafok topologidja és e két paraméter kozti Osszefiiggésekre koncentraltak. Az eredmények
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szerint a kétdimenziés paramétertérben jol elkiiloniil két fazis, melyek koziil az egyikben
viszonylag homogén a fokszdmeloszlas, mig a masikban a hélézat 6sszezuhan néhany nagy-
méreti ,csillagba”, melyek kozpontjaban egy-egy nagyon nagy fokszamiu cstcs talalhato,
melyet tilnyomoérészt 1 fokszami csticsok vesznek koriil. A két fazis kozti hatarvonalon
skalafliggetlen fokszameloszlasu grafok jelennek meg.

Egy alternativ, a klasszikus hamiltoni rendszerekhez hasonlé formalizmust javasolt a
grafsokasag particios fliggvényének bevezetésére Johannes Berg és Michael Lassig [20]. A
csucsok fokszamaitol fiiggd Hamilton-fliggvény mellett bevezettek egy [ paramétert is,
mely az inverz h&mérsékletnek felelt meg. A kiilonbozs graftopologiak valdszintiségét a
Hamilton-fiiggvény és ezen paraméter értékébdl lehetett meghatarozni, a klasszikus sta-
tisztikus fizikdban megszokott modon. A [20] publikici6 eredményei szerint ha a Hamilton-
fliggvény magasabb rendd tagokat is tartalmaz, az a magas [ tartoméanyban fokszam-
korrelaciok megjelenéséhez vezethet.

Egy hasonlé modell vizsgalatait mutatja be a [11] publikicio, mely esetben a Hamilton-
fiiggvény a szomszédos csiicsok fokszamainak aranyatol fliggott, és ezaltal az élatrendezsdé-
si dinamika a disszortativ! és magas klaszterezettségt allapotok felé hajtotta a rendszert.
Egy paramétertdl fiiggben a halozat lényegében a kévetkezd harom fazis valamelyikébe
rendez8dott be: exponencialis fokszdmeloszlast halozat, skalafliggetlen halézat, illetve a
csillagszert topologidk altal dominélt fazis. Azonban ebben a modellben az élek atkotésé-
nél nem egyenletes valdsziniiséggel valasztunk az élek koziil, ami miatt a részletes egyensily
feltétele nem teljestil.

Ebben a fejezetben a topologiai fazisatalakuldsok szemszogébdl vizsgaljuk meg a hé-
lozatok atrendezédését. Ennek megfeleléen az altalunk bevezetett grafsokasagok esetén
is megjelenik egy hémérsékletnek megfelel§ paraméter, mely az élatkotéseket befolyasold
zajszintnek feleltethetd meg. Ha nagyon magas a hémérséklet és ezzel egyiitt a zajszint,
akkor az élek gyakorlatilag teljesen véletlenszertien kotédnek at egyik csiicsrol a mésikra,
és a Hamilton-fliggvény konkrét formajatol fiiggetleniil a halozat egy Erdss—Rényi-grafra
hasonlit. Azonban ha csokkentjiikk a hémérsékletet (és ezzel egyiitt az élatkotéseknél a
zajszintet), akkor a halozat el6bb utébb olyan topologidk felé kezd el atrendezédni, me-
lyek elényosek a megadott Hamilton-fliggvény szempontjabol. Ilyenkor figyelhetiink meg
topologiai fazisatalakulast, melynek sorédn a halozat topologidja valamilyen drasztikus at-
alakuldson megy keresztiil.

Fontos leszogezni, hogy az altalunk tanulményozott jelenségek merében eltérnek azoktol
a vizsgalatoktol, melyeknél eredetileg szabalyos racson definialt statisztikus fizikai model-
leket iiltettek at kiilonbozs véletlen graf topologidkra [186, 110, 82|. Tovabba nem lehet a
topologiai fazisatalakuldsokat egy kalap ala vonni a névekedd halozat modellekben tapasz-
talt fazisatalakulasokkal [23, 201] vagy az tn. kvazi statikus halozatok atalakulasaival [139].
A topologiai fazisatalakulasokhoz egy jol definidlt rendparaméter tarsithato, és az atalaku-
las kritikus pontjaban a particios fiiggvénybdl szarmaztatott termodinamikai fiiggvények
szingularissa valnak. Az altalunk javasolt megkozelités alapjaiban hasonlit a J. Berg és M.
Lissig altal bevezetett, Hamilton-fiiggvényeken alapuld grafsokasaghoz [20]. Egy lényeges

'Egy halozat disszortativ ha a szomszédos csticsok fokszamai ,antikorrelalnak”, azaz a nagy fokszamu
cstcsok elGszeretettel kapcsolodnak kis fokszami csiicsokhoz és forditva.
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eltérés viszont az, hogy a mi esetiinkben nem csak (az egyes csicsok kozvetlen kornyeze-
tétdl fliggs) lokalis energiafiiggvények johetnek szoba, hanem az egyes cstcsok helyett az
energia fligghet barmilyen, a hélézatra jellemzd globélis tulajdonsagtol is. Egy altalanos
Hamilton-fiiggvény (és a hémérsékletet, vagy zajszintet megad6 paraméter) altal vezérelt
élatrendez6dési dinamika a topologiai fazisatalakulasok mellett egy természetes keretrend-
szert adhat héalozattopologia-optimalizalasi kérdések targyalasahoz is?. Idealis esetben egy
megfelel§ energiafliggvény valasztéasaval pont az adott feladat szempontjabol optimaélis to-
pologia all els a rendszer lehtitése soran.

A fejezetben bemutatésra keriil6 eredmények a Physical Review E folybiratban keriiltek
publikilasra a disszertéacio szerzGjének elss szerzoségével |T1|. Ezen feliil az eredményekbdl
sziiletett egy Physica A cikk |T2], és egy Osszefoglalo jellegli Lecture Notes in Physics pub-
likacio is [S1] (mindketts a disszertacio szerz@jének tarsszerzéségével). A topologiai fazisat-
alakulasok tanulméanyozéasat Vicsek Tamés javasolta elGszor, és az erre vonatkozo kutatasok
vezetése, koordinélasa is neki koszonhetd. A vizsgalatok soran a Monte—Carlo-szimuléciokat
Farkas Il1és végezte el, az egzakt leszamlalason alapuld megkozelitést a disszertacio szerzdje
dolgozta ki. Az analitikus szamitasoknél a komponensmérettdl fiiggs energiafiiggvényekre
vonatkoz6 eredményeket Derényi Imre adta meg, mig az egyrészecskés energiafiiggvények
esetét a disszertacio szerzdje vizsgalta.

1.1. HAlb6zatok statisztikus sokasaga

A fejezet tovabbi részében a rogzitett N szamu cstucsbol és M darab silyozatlan élbol allo
irdnyitatlan halozatok statisztikus sokaségéval foglalkozunk. A cstacsokrol feltessziik, hogy
egyedi azonositoval rendelkeznek (mint pl. egy index 1 és N kozott), és ez altal egymés-
tol megkiilonboztethetk; ezzel szemben az élek kozott csak a végpontjaik alapjan tudunk
kilonbséget tenni, és nem hordoznak magukon egy tovabbi egyedi azonositot. Az élatren-
dez6dési dinamika soréan csak egyszerd grafokat engediink meg, azaz egy cstcspar kozott
maximum 1 él huzodhat, és egy €l két végpontja nem tartozhat ugyanahhoz a csticshoz. Az
igy kapott sokasag a cstucsok és élek rogzitett szama révén a statisztikus fizikaban ismert ka-
nonikus sokasidgnak felel meg: ha bevezetiink egy T' hémérsékletnek megfelel6 paramétert,
a particios fiiggvény (a [20] publikicié formalizmuséval analog modon) a

Z(T)=> e BT (1.1)

{“a}

alakban irhato fel, ahol az 6sszes lehetséges IV csticsbol és M élbél allo ¥, egyszerti grafra
Osszegziink, és F, adja meg az adott graf energiajat.

A halozat éleinek atrendez6dését a kovetkezd modon képzelhetjiik el: az dtrendezédés
elemi 1épése lehet példaul egy véletlenszertien valasztott él egyik végének atkotése egy ma-
sik csticsra, vagy esetleg egy él teljes torlése és ezzel parhuzamosan egy Gjonnan vélasztott
csucspar Osszekotése. A lépés elfogadasi valoszintségeét a kezdeti {¢,} és {4} végallapot

?Tlyen jellegti problémakat mutattak be példaul a [92, 206] publikaciok, ahol tobbek kézt egy lokalis
keresési algoritmus szempontjabol keresték a legkedvez6bb halozatszerkezetet, az élek tulterheltségének
esetleges figyelembevételével.

11
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x4

1.1. 4bra. Az élatrendezédési dinamika és a Kawasaki-féle racsgaz kozotti megfeleltetés. Az
abra bal oldalan két kisméretd halozat lathato, melyekben az élek folytonos vonallal lettek
behtzva, a lehetséges tovabbi élhelyeket (melyek a jelenlegi allapotban tiresek), szaggatott
vonalak jelzik. Az dbra jobb oldalan az adott hal6zatoknak megfelel§ racsokat lathatjuk,
melyekben a racspontok a lehetséges éleket reprezentaljak. A fekete racspontok betoltottek,
azaz a nekik megfelel§ cstucspar kozott van él (a racspont két indexe mutatja, hogy melyik
két cstuesrol van sz0). Ezzel szemben a fehér racspontok iiresek, ugyanis a nekik megfeleld
csucsparok nincsenek Osszekotve. Két racspont akkor szomszédos, ha az egyik indexiik
kozos. Egy él egyik végének atkotése ezaltal egy részecske szomszédos racspontba vald
athelyezésének felel meg a racson. (Az abra forrasa a [T1| publikacio.)

energidjanak kiilonbsége, AE,, = B, — E, hatarozza meg a Metropolis—Hastings-algoritmus
szerint [132, 95]: amennyiben az 0j konfiguracio energidja alacsonyabb, a lépést automa-
tikusan elfogadjuk. Azonban ha az 1j energia magasabb, az adott élatkotési lépést csak
e 2Eu/T aloszintiséggel fogadjuk el. Ennck révén T — oo esetén a dinamika a teljesen
véletlenszert élathuzalozashoz tart (hiszen minden lépést elfogadunk, fliggetleniil az ener-
giakiilonbségtdl), ezért a halozat topologiaja (kell6en hosszi id6 utan) meg fog egyezni
egy Erdés—Rényi-graffal. Ezzel szemben alacsony hémérsékleten az alacsonyabb energiaju
topologiak el6fordulasi valoszintisége megnd.

A fenti dinamika teljesiti a részletes egyensuly feltételét és formalisan ekvivalens egy
Kawasaki-féle, allando részecskeszamu racsgazzal, melyben a részecskék egy specialis to-
pologiaju racson mozognak [29, 173]. A racspontok az Osszes lehetséges N(N —1)/2 él
pozicidnak felelnek meg a halézatban, a részecskék pedig az atrendezddd éleket reprezen-
taljak: egy él egyik végének atkotése az adott részecske elmozditasat jelenti egy szomszédos
racsponton, ahogy azt az 1.1. dbra szemlélteti.

Az (1.1) egyenletben megadott particios fiiggvény nagyon sok olyan tagot tartalmaz,
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sz v

sGsorban topologiai atalakulasokra vagyunk kivancsiak, a tovabbiakban feltessziik, hogy
az energiafliggvény csak a héalozat topologidjatol fligg, a csucsindexek konkrét leosztasatol
nem. Ha egy adott graftopologiat T,-val jeloliink, az (1.1) kifejezést atirhatjuk a topologi-
akra vald Osszegzéssé a
Z(T) =Y Noe FelT (1.2)
{Ta}

forméaban, ahol N, a T, topologiaval rendelkezd grafok szdma, mig E, az ehhez tartozo
energiat adja meg. Ennek a kifejezésnek egy masik ekvivalens forméja a

Z(T) _ Z efEa/TJrln/\/' _ Z efFa/T (1.3)

{Ta} {7a}

formula, melynek alapjan bevezethetjiik a 7, topolégidhoz tartozo F,, szabadenergiat,

F,=F,—TInN,=E,—TS,, (1.4)

S, =InMN,. (1.5)

fiiggvénybdl szarmaztatott termodinamikai fiiggvények szingularissa valhatnak. Egy ilyen
fazisatalakulas nyomon kovetéséhez célszert bevezetni egy rendparamétert, melynek érté-
kébdl megéllapithato, hogy a hélozat éppen melyik fazisban tartozkodik. Amikor példaul
az Erdds—Rényi-graf perkolacios atalakuldsahoz hasonlé fazisatalakulast fogjuk vizsgalni,
egy természetes valasztas a ¢ = pg = M1 /M rendparaméter, mely a halozat legnagyobb
Osszefiiggd komponensében taldlhato élek aranyat adja meg a halozat teljes élszamahoz
viszonyitva. Amikor azonban egy olyan topologiai fazisatalakulassal van dolgunk, melynél
az élek egy hatalmas ,csillagot” alakitanak ki azzal, hogy egyik végiikkel mind ugyanahhoz
a csticshoz kapesolodnak hozzé, célszertibb a ¢ = pg = dpax/M rendparaméterre valtani,
mely a haldzatban elGforduld legnagyobb dpa.x fokszam és az élek szaménak hanyadosa.
Az adott ¢ rendparaméterhez egy F'(p,T) feltételes szabadenergiat is tarsithatunk az

e F@D/T = 7(p,T) = Z e~ Ea/T (1.6)

{Yate

Osszefiiggés alapjan, ahol {¥,}, azon grafok részhalmaza, melyeknél a rendparaméter ér-
téke ¢. Egy fazisatalakulas sordan a rendparaméter értéke gyorsan valtozik, példaul egy
kezdeti ¢ = 0 értékrdl a kritikus pontban meredeken elkezd a nagyobb értékek felé nove-
kedni. Ilyenkor altalaban a F'(p,T') feltételes szabadenergia minimumbhelye is megvaltozik.
A minimumbhely fokozatos eltolodasa altalaban folytonos fazisatalakulasra, vagy cross-over
jelenségre utal, mig a minimumbhely ugrasszerti megvaltozasa, vagy tobb lokélis minimum
megjelenése elsérendi fazisatalakuldsra utal.
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1.2. Numerikus modszerek

------

Ebben az alfejezetben a topologiai fazisdtalakulasok vizsgéalatdnal hasznéalt numerikus mod-
szereket ismertetjiik. Az analitikus szamitésokat ezek utan a konkrétan vizsgalt Hamilton-
fiiggvényekkel egyiitt mutatjuk be az 1.3. alfejezetben. Numerikus szempontbol két, gyoke-
resen eltérd eljarast alkalmaztunk. Az egyik az egzakt leszamlalas modszere volt, melynek
elénye, hogy teljesen egzakt végeredményeket ad, viszont csak kis méretii hal6zatokra lehet
alkalmazni. A masik a Monte—Carlo-moddszeren alapuld megkozelités volt, mely ugyan csak
kozelité eredményeket szolgéiltat, viszont nagy rendszerek vizsgalatat is lehetévé teszi.

1.2.1. Egzakt leszamlalas

Az egzakt leszamlalas modszere egy sikeres megkozelitésnek szamit véletlen bolyongési
problémak, perkolacio, illetve polimerek tanulmanyozasaban [19, 100, 18, 55|. Ez altal mo-
tivalva kis halozatok esetén mi is kiszamoltuk az egzakt particios fliggvényt tgy, hogy el6bb
meghataroztuk az osszes lehetséges allapot valoszintségét egyesével. (A tovabbi alfejeze-
tekben ismertetett eredményekhez kapcsolodo egzakt leszamlalason alapuléd vizsgélatokat
a disszertéacio szerzGje végezte el).

Eljarasunk lényege, hogy egy adott M széamu élt tartalmazo6 sokasig esetén elGszor re-
kurzivan elgallitjuk az Gsszes Osszefiiggs, maximum M élet tartalmazo topologiat. Ilyenkor
az m+ 1 élbdl allo, Osszefiiges grafokat tgy kapjuk, hogy az Gsszes m élbsl allo Gssze-
fiiggs grathoz az Osszes lehetséges modon hozzakotiink 1 4j élt. Ezek utdn az Osszesen
M élt tartalmazo topoldgidk elGallithatok a kisebb, m < M élbél 4ll6 Gsszefiiggs grafok
,kombinaciojaként”, ahogy azt az 1.2. abra szemlélteti.

I a=1) a=2)
Q . ) )
a=3) oa=4) 0=5)
e /L@ NoA
1.2. abra. Az Osszesen M élt tartalmazo topologiak elGallitasa az egzakt leszamlalas mod-
szerénél. Az eljarast itt M = 3 esetén szemléltetjiik. El6szor rekurzivan megkonstrualjuk
az Osszes lehetséges Osszefiiggs, M < 3 élt tartalmazo grafot, ahogy az ébra bal oldalan

lathatjuk. Majd ezek 6sszes lehetséges kombinaciojabol allnak el6 az M = 3 élt tartalmazd
topologiak, amint azt az dbra jobb oldala mutatja. (Az abra forrasa a |T1| publikacio).

Természetesen az Osszefiiggs, m+1 élbdl allo grafok elGallitasa soran egy nagyon fontos
lépés, hogy egy potencialis 0j grafot gondosan Osszehasonlitsunk a méar kordbban megka-
pott m+1 élbdl allo grafokkal, hiszen egy adott m + 1 élbdl allo topologia tobb tton is
elallhat m élbdl allo grafokbol egy j él bekotésével. Ilyenkor két graf 6sszehasonlitasanal
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elGszor a fokszameloszlasokat vetjiikk Ossze, hiszen ha ezek eltérnek, a két graf nem lehet
izomorf. Ha a fokszdmeloszldsok megegyeznek, elGszor permutaljuk a csiics indexeket az
egyik grafban tgy, hogy a két grafban azonos fokszamu cstucsok azonos index részhalmaz-
zal rendelkezzenek. Ezek utdn végig megyiink az 6sszes csticson és megvizsgaljuk, hogy az
adott csiics szomszédainak index halmaza egyezik-e a két grafban. Ha nem, megprobaljuk
ugy permutalni a szomszédok indexeit (természetesen csak azonos fokszamu csicsok in-
dexei kozott cserélgetve), hogy a cserék utdn megegyezzen a két halmaz. Ha sikeriil ilyen
modon minden szomszédsagi viszonyt azonossa tenni a két grafban, akkor a két graf izo-
morf és nem egy 1j graffal van dolgunk. Ha a csiics indexek permutacidival nem lehetséges
a szomszédsagi viszonyokat azonossa tenni, az adott két graf topologidja eltérd.

Egy tovabbi fontos 1épés egy adott T, topologidhoz tartozé N, meghatarozasa. A-
mennyiben a topologianak nincs szimmetriaja, N, = N! /(N — N;)!, ahol Ny, a legalabb
egy éllel rendelkezd csticsok szama (ezek ,vesznek részt a topologiaban”), N — N, pedig az
izolalt csticsok szama. Az altalanos esetben a fenti N,-t még el kell osztani azon cstucsindex
permutéciok szamaval, melyek nem véltoztatjik meg a topologiat. Példaul ha a topologia
n azonos részgrafbol all (mint az 1.2. 4bran az o = l-es topologia, mely n = 3 azonos
részgrafbol tevidik ossze), akkor Ny-t el kell osztani nl-sal. Tovabba ha a topologia egyik
izolalt részgrafjan belil az indexek [ permutéiciéja 6nmagaba viszi at a részgrafot, az is
behoz egy 1/I-es faktort. Az 1.2. 4bran mutatott példaknal az a =1 és a=2 topologiaknal
minden részgrafnal [=2, mig az a=3 és a=>5 esetekben [=3!, végiil az a=4-es topoldgidnal
megint [ = 2. Ez alapjan az 1.2. 4bran mutatott topologidkhoz az

N! N!

— R — 1.

M (N—6)!233!’N2 (N —5)122’ (17)
N! N! N!
—_— - = ——--—-— = = 1.8
Ns (N—4ﬂ$’A& (N—»4)!2’N5 (N —3)!3! (18)
értékek tartoznak.
Ha meghataroztuk N,-t, ennek alapjan az adott topologia valoszintiségét a
Nae_Ea /T

Pa = 7 (19)

Osszefiiggésbol kapjuk. Ezek utan barmely Q termodinamikai mennyiség varhato értékét
meg tudjuk hatarozni a

(Q) =) QTa)pa (1.10)

{Ta}

formula segitségével. Az egzakt leszamlalas nagyon nagy elénye az, hogy a topologiak-
hoz tartozo N, értékeket elég egyszer meghatérozni, utana a fenti osszefiiggések alapjan
tetszdleges energiafiiggvény valasztias mellett viszonylag gyorsan meg tudjuk hatarozni a
vizsgalt termodinamikai fiiggvények viselkedését. Ezzel szemben viszont a Monte-Carlo-
modszernél a szimulaciokat minden egyes energiafiiggvény esetén elolrdl kell kezdeni. Az
egzakt leszamlalas modszerének hatranya viszont az, hogy a lehetséges topologidk széma
M-el exponencialisan ng, ezért ez a megkozelités csak kis M-ek esetén alkalmazhato.

15



dc_1226 16

1. FEJEZET: Topologiai fazisdtalakuldsok

1.2.2. Monte—Carlo-modszer

A Monte—Carlo-modszer egy széleskortien hasznalt megkozelités olyan problémak vizsgé-
latanal, melyeknél nehéz (vagy gyakorlatilag lehetetlen) a keresett eloszlasokat analitikus
formaban megadni. Lényege a nagyon sokszor ismételt véletlen mintavételezés, melynek
segitségével numerikusan egy kozelits eredményt kapunk a vizsgalt eloszlasrol. (A tovabbi
alfejezetekben ismertetett eredményekhez kapcsolodé Monte—Carlo-szimulaciokat Farkas
Illés végezte el).

A mi esetlinkben az 1.1. alfejezetben emlitett, a Metropolis—Hastings-algoritmust kove-
t6 élatrendezidés lett a szimulaciok alapja. (Mint emlitettiik, egy véletlenszertien valasztott
él egyik végének véletlenszert atkotésénél az 1j és a kiindulo allapot kozti energiakiilonbség,
illetve a hémérséklet szabja meg az atkotés elfogadési valoszintiségét). Azonban a legegy-
szertibb forméajaban ez az algoritmus nagyon lassuvé valhat, ha az energiaminimumnak
megfelel6 topologia nehezen elérhetd egyszerii véletlenszerd atkotogetések révén. Egy jo
példa erre egy olyan energiafiiggvény, melynek minimuma egy csillagszeri allapot, ahol
minden él egyik végével egyazon cstucshoz kapcsolodik. Ha N nagy, akkor nagyon sokaig
tart, mire minden él ,megtalalja” a csillag kozpontjat, pusztan véletlenszert atkotogetéssel.
Az 1.1. 4bran bemutatott racsgaz analogiabol is latszik, hogy a rendszer bizonyos esetekben
lassan relaxal: a racs specialis szerkezete miatt a részecskék kozotti kdlesonhatésok nagyon
stirtiek, hiszen egy racspontnak 2(N —2) elsé szomszédja van, ezen feliil N?/2—~5N/2+ 3
mésod szomszéddal rendelkezik, és két 1épésnél egy racspont sincs messzebb.

A gyorsabb relaxécié érdekében szamos esetben a parhuzamos lehtitésen alapul6 tech-
nikat [102] alkalmaztuk a késGbbi alfejezetekben bemutatésra keriil vizsgalatok soran. Ez
tekinthetd a szimulalt hiitéses megkozelités tovabbfejlesztett verzidjanak, melynél a vizsgalt
rendszer sok masolatat szimulaljuk parhuzamosan, eltérd hofiirdékben, adott hémérsékletii
héfiirdénként is tobb példanyban. Egy melegebb héfiird6ben szimulalt méasolat a fazistér
nagyobb részét képes bejarni, viszont nem térképezi fel részletesen a meglatogatott része-
ket. Ezzel szemben egy hidegebb hdéfiird6ben szimuldlt masolat csak a fazistér kis részén
mozog, azt viszont részletesen, nagy mélységig feltérképezi. Két, a hGmérséklet szempont-
jabol szomszédos héfiirds kozott idorsl idére megprobalunk egy-egy cserét végrehajtani.
Ilyenkor mindkét héfiird6bsl véletlenszertien kivalasztunk egy-egy masolatot, majd megal-
lapitjuk a csere elfogadasi valoszintiségét a Metropolis—Hastings-szabély szerint, végiil az
adott valoszintiséggel a cserét végre is hajtjuk. (Ha a magasabb hémérséklet hofiirdsbsl
vett masolat energiaja alacsonyabb, a csere valoszintisége 1, ha nem, akkor a AFE energia
kiilonbség és AT homérséklet kiilonbség alapjan a csere valoszintsége e~ 2F/ AT ) Ennek
révén egy adott héfiirdében az alacsonyabb energiaju masolatok nagyobb valoszintséggel
keriilnek at a szomszédos alacsonyabb hémeérsékletii héfiirdébe, mint a magasabb energiaju
maésolatok.

1.3. Egyrészecskés Hamilton-fiiggvények

Egy grafsokasig esetén a Hamilton-fliggvényt nagyon sokféle modon lehet megvalasztani.
Mint kordbban emlitettiik, az altalunk feltételezett, Metropolis—Hastings-algoritmust ko-
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csr

topologidkat favorizalja. Ahhoz, hogy topologiai fazisatalakulast tapasztalhassunk a hé-
mérséklet csokkentésével, ennek alapjan olyan energiafiiggvényt kell valasztanunk, melynek
minimuma alacsony entrépiajiu allapotnak felel meg. Azonban még ilyen tipusii energia-
fliggvénybdl is nagyon sokfélét lehet konstruédlni. Egy természetes Gtlet tn. egyrészecskés
energiat feltételezni, mely az egyes cstucsok fokszamait veszi figyelembe és az

N
E=Y"f(d) (1.11)
i=1

alakban all eld, ahol d; jeloli az ¢ cstcs fokszamét. Egy mésik lehetdség olyan energiafiigg-
vények vizsgalata, melyek a halozat szerkezetét egy magasabb szinten veszik figyelembe,
és példaul csak a komponensek méretétsl fiiggenek. Ez utobbi, a komponensektsl fiig-
g6 energiafiiggvényekhez kapcsolodo analitikus szémitédsokat Derényi Imre végezte el, a
Monte—Carlo-szimuléciokat pedig Farkas Illés implementalta, ezért az ezekkel kapcsolatos
eredményeket az A fiiggelékben foglaljuk 6ssze. A fejezet tovabbi részében az (1.11) kife-
jezéssel leirhato energiafiiggvényekre szoritkozunk. (Az egyrészecskés energiafiiggvényekkel
kapcsolatos analitikus szamitasokat és egzakt leszamlalast a disszertacio szerzGje végezte
el, a Monte—Carlo-szimulaciokat pedig Farkas Illés).

Az élatrendez6dési dinamika soran az egyik alapfeltevésiink az volt, hogy az élek szé-
ma idében allando. Ennek az (1.11) kifejezésre vonatkozo egyik egyszeri kovetkezmeénye
az, hogy amennyiben f(d;) a fokszamnak lineéris fiiggvénye, ugy az Gsszenergia a héalozat
strukturajatol fiiggetleniil allandova valik (hiszen a csicsok Osszesitett fokszama az élek
szaméanak kétszeresével egyenld). Annak érdekében, hogy a hémérséklet csokkentésével az
Erdés—Rényi-modellben ismert perkolacios atalakulashoz hasonld fazisatalakulédsokat ta-
pasztaljunk, melyek sorédn az élek kondenzalédnak egy 6rias komponensbe vagy egyéb, még
specialisabb strukturakba, az f(d;) fiiggvénynek a linearisnal gyorsabban kell csokkennie
a fokszam fiiggvényében.

Mivel az energiafiiggvény minden egyes cstcs fokszaméat figyelembe veszi, az ezzel jaro
élatrendezédési dinamikara tekinthetiink gy is, mint egy versengésre a cstucsok kozott, ahol
egy csucs fitneszét a kapcsolatai hatarozzak meg. Ezt a gondolatmenetet kovetve bevezet-
hetiink egy alternativ energiafiiggvényt is, melynél ugyan szintén a csticsokra Osszegziink,
viszont a jarulék a cstcs szomszédaitol jon az

N
E=Y "> g(dy) (1.12)
i-1

il

formaban, ahol i’ az i csicshoz kapesolodo cstcsokat jeloli. (Ezt az alternativ felirasmodot
Derényi Imre javasolta el6szor). Ilyenkor tehéat az i csics egy g(dy) jarulékot gytjt be
minden egyes szomszédjatol. Cserébe ezek a szomszédok, amikor rajuk keriil sor, mind egy
g(d;) jarulékot foknak begytjteni az i cstcstol. Ennek révén az i teljes hozzajarulasa az
energiahoz d;g(d;) alakban adhat6 meg (hiszen d; szomszédja van). Ez alapjan ha

f(di) = dig(d;), (1.13)
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akkor az (1.11) formaban megadott és az (1.12) alternativ alakban felirt energiafiiggvények
megegyeznek egymassal.

1.3.1. Egy Ising-modellel ekvivalens energiafiiggvény

Egy természetesen ad6do valasztas az energiafiiggvény alakjara az, amikor minden élpar-
hoz, melyek egyik végiikkel kozos csticshoz kotédnek, egy —J jarulékot rendeliink. Az
energiafiiggvény ilyenkor az

N N
_ INgd I IM
E= QZﬁm,n_ 2Z¥H-2 (1.14)

i=1

alakban 4ll el6, azaz f(d;) = —(J/2)d3, illetve g(d;) = —(J/2)d;. Mivel az élek szama
idében allando6, a méasodik, konstans tagot el lehet hagyni az (1.14) kifejezésben, hiszen
semmilyen hatasa nincs az élek atrendezédési dinamikijara. Talan még természetesebb ezt
az energiafliggvényt az 1.1. 4bran bemutatott racsgazképben felirni, hiszen a hélézatban
egy azonos csucshoz kapcsolodo élpar két szomszédos betdltott racspontnak felel meg a
racsgazban. Ez alapjan az (1.14) energiafiiggvény a racsgazképben az

E=-J ) babs (1.15)
()

alakot veszi fel, ahol az Osszegzés a szomszédos racspontokra torténik és b, = 1, ha az
adott racspont be van toltve, illetve b, =0 egyébként. A fenti energiafiiggvény megegyezik
a gazokban felléps nukleacios folyamatok tanulmanyozasanal hasznalt energiafiiggvénnyel
a szabalyos racson definialt racsgazok esetén. Két szomszédos részecske kozott ilyenkor
egy —J kotési energia 1ép fel, mely az altalunk tanulméanyozott héalozati élatrendezédési
dinamika esetén két ,szomszédos” él kotési energidjanak felel meg, ahol az élszomszédsig
alatt egy kozos végpontot értlink. Természetesen az energiat mérhetjik a J egységeiben
is, ezért az altalanossidg megszoritasa nélkiil a tovabbiakban feltessziik, hogy J =1, és a
formulakbol elhagyjuk J-t.

A racsgazképben felirt energiafiiggvényt at lehet alakitani tgy, hogy az eredmény az
Ising-modellel legyen ekvivalens, amennyiben a b, valtozorol attériink a z, = 2b, — 1 spin
jellegd valtozora. Ennek segitségével az energiafiiggvény az

1+2q 1425
E = —ZbabF—Z 2a 5=
(o8) (o8)
1 1N(N—1)/2 1
—4;%aﬂﬂ—2 2; 2a—gN(N=1)(N-2) (1.16)

alakban irhato fel, ahol kihasznaltuk, hogy a racsgazképben a racspontok szama N(N —
—1)/2, ami azzal jar, hogy osszesen N (N —1)(N —2)/2 szomszédos racspontpar fordul
el6 a rendszerben. Az igy nyert kifejezés megfelel egy Ising-modellben felirt Hamilton-
fliggvénynek kiils6 mégneses tér jelenlétében.
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A kovetkezGekben ratériink a feltételes szabadenergia meghatéarozasara. Az energiami-
nimumhoz tartozo topologia egy ,csillagnak” felel meg ahol minden él egy kozos cstcs-
hoz csatlakozik az egyik végével. Ennek megfelelGen a magas hémérsékleten tapasztalhatd
rendezetlen allapot és az alacsony hémérsékleten bekdvetkezs rendezédés kozti atalaku-
las nyomon kovetésére a ¢q = dmax/M rendparaméter tiinik a legalkalmasabbnak, mely a
hélozatban elGforduld legmagasabb fokszam és a teljes élszam hanyadosa.

Az ehhez tartozo feltételes szabadenergiat az aldbbi modon lehet megbecsiilni. Az egy-
szerliség kedvéért tegyiik fel, hogy van mar a rendszerben egy csiics mely az élek tobb,
mint a felét begytijtotte, azaz pq > 1/2. A termodinamikai hataresetben az ehhez tartozo
jarulék mellett a tobbi tagot el lehet hanyagolni az energiafiiggvényben. Az entropiaval
kapcsolatos tag megbecsléséhez a kovetkezs faktorokat kell figyelembe venni: a ,csillag”
kozéppontjat dsszesen N csucs koziil valaszthatjuk ki. Ha ezt fixaltuk, akkor a hozza kap-
¢s016d06 dpmax darab él masik végét a fennmaradd N —1 cstcs kozott kell kiosztani, ami egy
(évm;i) faktort eredményez. A maradék éleket barhogyan kioszthatjuk, minddssze annyi a
megszoritas, hogy a ,csillag”’ kézéppontjahoz nem kothetjiik Sket, aminek révén kapunk
még egy ((N ;})(é\r[ﬂ ;3)/ 2) faktort. Ezeket Gsszeszorozva megkapjuk a dmax fokszamau ,csilla-

got” tartalmazo grafok szamat a sokasagban,

s () () () (T) o

Ez alapjan, a Stirling-formula felhasznalasaval valamint az O(ln N) nagysagrendd tagok
elhanyagolasaval a feltételes szabadenergidban szerepet jatszo In Ny tényezé az

N. N N2 N2 N N
MmNy ~ M| —In— 4 In—— — [y ) In [ = —
nNesin LJHAT+M4HZM (N[(%>H<AT<M>

—pdaIngg—(1—¢q) In(1—¢q)

—<é\]§—1+g@d) In <;\;j—1+<pd> (1.18)
alakra hozhat6. Lathato, hogy a termodinamikai hataresetben a vezeté rendben
In NVegin & —paM In N, (1.19)
ahol a @4-t6l fiiggetlen tagokat elhagytuk. Ez alapjan a feltételes szabadenergia az
F(pa, T) ~ f(paM)+paMTIn N (1.20)

alakban irhaté fel. Ez a kifejezés a termodinamikai hatéresetben jo kozelitést ad minden
olyan esetben, amikor a halézat tartalmaz egy legalabb D > M /2 fokszamu ,csillagot”
és az energiafiiggvény alakja olyan, hogy ennek jaruléka mellett a tobbi cstcs jaruléka
elhanyagolhat6. Konkrétan az (1.14) alaku energiafiiggvény esetén az

F(pa,T) = M [—p3M + T In N (1.21)
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kifejezésre jutunk.

Az (1.21) formula altal megadott parabola maximuma ¢q=7"/M In N-nél van. Ha T'—0,
akkor ez a maximumbhely a nulldhoz tart, ami azt jelenti, hogy F(¢q,T") egy csokkend pa-
rabolat képez pq fiiggvényében a [0,1] intervallumban, azaz a szabadenergia minimuma a
wq = 1-nél lesz, ami a minden élt magaba gyiijté ,.csillag” topologianak felel meg. Ezzel
szemben ha a hdmérséklet a 77 = M/ In N spinodalis pont f6lé emelkedik, akkor a parabola
maximuma kimozdul a [0,1] intervallumon kiviilre, és a feltételes szabadenergia mar emel-
kedd tendenciat mutat a [0,1] intervallumon. Ennek megfelel6en F(pq4,7") minimumhelye
egy alacsony pq-nél lesz, ami egy rendezetlen allapotnak felel meg. A minimum pontos
helyét nem tudjuk megbecsiilni az (1.21) alapjan, hiszen az alkalmazott kozelités egyik
feltétele, hogy a pq > 1/2 tartoméanyban vizsgalodjunk. Mindenesetre koztes hémérsék-
leteken a parabola maximuma a [0,1] intervallumba esik, két jelentdsen eltérd topologiat
valasztva el egymastol: az egyik a nagyon magas fokszamn ,,csillag”, a mésik a rendezetlen
allapot, ahol minden cstcsnak kicsi a fokszama. Ilyenkor a két extrém &llapot koziil az
egyik stabil, a masik metastabil. A két allapot stabilitasat az (1.21) egyenlet alapjan olyan
homérsékleteken lehet vizsgalni, melyeknél a parabola maximuma a [1/2,1] intervallumba
esik.

A fentiek alapjan a ,csillagszerd” allapot kialakulasa a rendezetlen allapotbol hii-
tés soran egy elsérendii fazisatalakulasnak felel meg, hiszen egy bizonyos hémérséklet-
tartomanyon a feltételes szabadenergianak egy stabil és egy metastabil minimuma is van.
Ezt maximalisan alatamasztjik a numerikus szimulacidk eredményei is. A Monte—Carlo-

1.3. dbra. A Monte—Carlo-szimulaciok eredményei a ¢q = dmax/M rendparaméterre kiilon-
boz6 mérett, (d)=0.5 dtlagos fokszamu grafsokasdgokban az E=— . d? /2 energiafiiggvény
mellett. A folytonos vonalakkal jelolt eredmények esetén a szimulaciok a ,csillag” allapot-
bol indultak, mig a szaggatott vonalakkal jelolt esetekben egy Erdds—Rényi-grafbol. Az
adatpontok egyszeri futtatasok eredményeibdl szarmaznak, a rendparaméter értéke min-
den esetben a t = 100N és t = 200N kozti Monte—Carlo-1épések atlaganak felel meg. A
vastag folytonos vonal az analitikusan meghatarozott 77 = M /In N spinodat mutatja. (Az
abra forrasa a [T1| publikacio.)
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szimulaciok eredményeit az 1.3. Abra mutatja be, melynél valtozoé méretii halozatok esetén
vizsgaltuk meg a g rendparaméter hémérsékletfiiggését. Lathato, hogy nagyobb N-ek
esetén egy jelent@s hiszterézis alakul ki a ,csillagszerd” allapotbol inditott, valamint az
Erdgs—Rényi-grafbol inditott szimulaciok kozott.

Kisméreti rendszereken megvizsgaltuk a szabadenergia viselkedését az egzakt leszam-
lalas modszerével is. Az 1.4. dbran lathato, hogy alacsony hémérsékleten F'(pq.T) a ¢q

=20 T
T=0.4
-40 |
—60 r —— egzakt leszamlalas
- - - - analitikus kozelités
-80 !
-102 | ‘
T=1.7
F( -~ T) —— egze?lft Iesz?mlzfﬂ?s
- - - - analitikus kozelités
-110 | o
-118
~150 T : :
T=3.0
—o— egzakt leszamlalas
- - - - analitikus kozelités
-170 |-
-190 |-
0 02 0.4 0.6 0.8 1

#d

1.4. abra. Az F(pq,T) feltételes szabadenergia a ¢q fliggvényében harom kiilonb6z6 hé-
mérsékleten az f(d;)=—d? energiafiiggvény esetén. A folytonos vonallal 6sszekdtott pontok
az egzakt leszamlélas eredményeit mutatjak N =48 és M = 12 esetén. A szaggatott vonal
az (1.21) alapjan kapott analitikus kozelitést mutatja. (Az abra forrasa a [T1] publikacio.)

rendparaméter fiiggvényében csokkend tendenciat mutat az egész [0,1] intervallumon, ezért
a minimum a g = 1-nél van, ami a maximélis méreti ,csillag” topoldgianak felel meg. Fz-
zel szemben magas hémérsékleten F'(¢q4,7") minimuma egy viszonylag alacsony ¢4 értéknél
talalhato, ami egy rendezetlen allapotnak felel meg. A koztes hdmérsékleteken viszont van
egy tartomany, ahol F'(¢q,T)-nek maximuma van ¢q szerint a [0,1] intervallum kézépsd
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részén, ami azzal jar, hogy két versengé minimumbhely jelenik meg egyszerre, egyik a ¢oq=1-
nél, a masik alacsony g értéknél. Ez a viselkedés az els6rendii fazisatalakulasok jellemzGje
és egybeviag a Monte—Carlo-szimulacioknal 1atott hiszterézissel. Az 1.4. Abran az is szem-
beotls, hogy az (1.21) egyenleten alapuld analitikus kozelités nagyon jol reprodukalja az
egzakt eredményeket méar ilyen kis rendszerméreteknél is.

Az egzakt leszamlalas modszerével abrazoltuk a feltételes szabadenergia-fiiggvény spi-
nodalis gorbéjét is az 1.5. abran, mely az F(¢q,T) minimumhelyéhez tartozé p4-t mutatja
a T fliggvényében. Az 1.4. 4brahoz hasonlban itt is lathato, hogy alacsony illetve magas hé-
mérsékleteken a feltételes szabadenergianak csak egy minimumbhelye van, el6bbi esetben a
wcsillag” topoldgianak megfelels pq =1 értéknél, utobbi esetben pedig egy rendezetlen alla-
potnak megfelels alacsony g értéknél. Ezek mellett van egy kiterjedt koztes hGmérséklet-
tartomany is, ahol mindkét minimumhely megtalalhato. Ezen a tartomanyon feltiintettiik
az F(pq,T) maximumhelyét is, mely természetesen a két versengd minimumbhely kozott
helyezkedik el.

lp—8—-88 8 &5 8 g 8 o 8 g a5 ="
F(#g,T) minimuma
0.8f R
0.6. F(#g,T) maximuma i
#d
0.4} 1
0.2 I i i S
F(#g,T) minimuma
01 12 14 16 18

1.5. abra. Az F(pq,T) feltételes szabadenergia spinodélis gérbéje az E=— . d? energia-
fliggvény esetén, N = 48, M = 12 rendszerméret mellett az egzakt leszamlalasbol kapott
eredmények alapjan. A négyzetek az F(¢q,T) minimumhelyét mutatjak, a csillagok pedig
a maximumhelynek felelnek meg. (Az abra forrasa a [T1] publikacio.)

1.3.2. Folytonos fazisatalakulas és skalafiiggetlen grafok

Egy tovabbi energiafiiggvény, mely természetesen adodik az az f(d;) = —d;Ind;, illetve
ekvivalens modon a g(d;) = — Ind; fiiggvények altal definialt eset. Régota ismert, hogy a
biologiai érzékelésnél az élglények a kiilon fajta ingerek (pl. hang, fény, kémiai koncentracio,
stb.) intenzitas véltozasaira egy ,logaritmikus skalan” érzékenyek. Példaul ha vesszik a
leghalkabb hangot, amit még képesek vagyunk meghallani, illetve a leghangosabb hangot,
amit még képesek vagyunk elviselni, akkor ezek intenzitésa kézott sok nagységrend eltérés
van, és mi ezen a skalan tesziink kiilonbséget halk és hangosabb hangok kézott. Ennek révén
az altalunk érzékelt csekély mértékidl hangerd valtozas is altalaban tobbszoros tényleges
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intenzitasnovekedéssel jar. Az emlitett g(d;) = —Ind; energiafiiggvény ezt a viselkedést
modellezi a ,fokszamérzékelés” esetén: feltessziik, hogy a szomszédok fokszamai kozt 1évs
kiilonbségekre a cstucsok logaritmikus skaldn érzékenyek.

Ilyen esetben az energiaminimumhoz tartozo allapot egy klikknek felel meg, melyben
minden cstcs minden masik csticesal 6ssze van kapcsolva. Természetesen altalanos M esetén
nem feltétlen lehet a gyakorlatban megvaldsitani, hogy az élek egyetlen hatalmas klikkbe
rendezddjenek be, ilyenkor az alapallapoti topologia egy, az adott élszambol kialakithato
maximalis méretii klikkhez nagyon kozeli konfiguracionak felel meg. Az egyetlen hatalmas
wcsillagnak” megfelel§ topoldgia szintén nagyon kedvezs energetikailag, hiszen mind a ma-
ximalis klikk, mind a ,csillag” esetén az energia vezet§ rendben —M In M szerint skélazik az
élek szaméaval. A két topologia kozti energiakiilonbség dominéns tagja ehhez képest csupan
VM In+/M nagysagrendii.

Az 1.3.1. alfejezethez hasonloan itt is a ¢q = dpax/M rendparamétert hasznalhatjuk
a fazisdtalakulasok nyomon kovetésére, ahol dy,.x a hélézatban eléfordulé legnagyobb fok-
szam. Az emlitett két alacsony energiaju topoldgia esetén ¢q két jol megkiillonboztethetd
értéket vesz fel, hiszen diyax ~ vV2M a maximalis klikk esetén, mig dmax ~ M a ,csillag”
esetén. Az 1.6. Abran mutatjuk be az idevonatkoz6 Monte—Carlo-szimulaciok eredményeit.
Lathato, hogy ha magas hémérsékletrsl kezdjiik el hiiteni a rendszert, akkor a rendezetlen
fazisbol elGszor néhany nagyon nagy fokszamu csiics emelkedik ki, melyek szinte az Osszes
élt begytjtik, és nagyon hasonlitanak a fent emlitett ,csillagszerd” topoldgidra, majd a
legalacsonyabb energidnak megfelel klikkszerd allapot csak a legalacsonyabb hémérsék-
leten all be. Ennek magyarazata az, hogy a klikknek nem csak az energiaja kisebb, mint
a csillagé, hanem az entropidja is lényegesen alacsonyabb, ezért csak olyan hémeérsékleten
valhat uralkodovéa, ahol a szabadenergiaban az entropiaval kapcsolatos tagokat elnyomjak
az energiahoz kapcsolodo tagok. A legvaldsziniibb topologidkat kis rendszerméretek mellett
az egzakt leszdmlalds modszerével is vizsgaltuk, ennek eredményeit foglalja Ossze az 1.7.
abra. A T = 0.65-nél, illetve a T'= 0.3-nél kapott topologidk teljes 6sszhangban vannak a
Monte—Carlo-szimulacioknal latott eredményekkel.

Az 1.6. abran hiszterézist figyelhetiink meg a dyax gdrbében a klikkszerii topoldgia és
a ,csillagszert” topologia kozti atalakulasnal, ami els6rendii fazisdtalakulasra utal. Fzzel
szemben a mésik atalakuldsnél, mely a magas hémérsékleti rendezetlen allapot és a ,csil-
lagszerd” allapot kozott 1ép fel, nincs hiszterézis, és az atalakulast egy divergencia kiséri a
hékapacitasban is, ami azt mutatja, hogy ez egy folytonos atalakulds. Amennyiben ¢4 >
> 1/2, hasznalhatjuk az (1.20) analitikus kozelitést a feltételes szabadenergiara ebben az
esetben is, ami az f(—pgM) = —(paM)In(pqa M) helyettesitéssel az

F(pg, T)~= M(T —1)In(N)pq (1.22)

egyenletre vezet. A fentiekkel 6sszhangban ez alapjan azt kapjuk, hogy a ,csillagszerd”
topologia stabil T' < 1 esetén (az F'(¢q,1") minimuma a ¢4 = 1-nél van), mig 7' > 1 esetén
instabilla valik. Az (1.22) egyenlet joslata alapjan tovabba a T'= T, = 1-nél bekovetkezd
atalakulasnal ¢q 1épcsGszerten esik le nullara, hiszterézis nélkiil, ami egy folytonos fazis-
atalakulasnak felel meg, végtelen nagy kritikus exponenssel. (Az 1.6. 4bréan lathato eltérés
a kritikus hémérsékletben a Monte—Carlo-szimuléciok esetén nagy valoszintiség szerint a
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a)  1000f
dmax
100+
10+
b)

1.6. abra. A Monte-Carlo-szimulaciok eredményei az E = — 3 . d;Ind; energiafiiggvény
mellett egy N =10224 csucsbol és M = 2556 élbol allo grafsokasag esetén. a) A halozatban
eléforduld legnagyobb fokszam a hémérséklet fiiggvényében. Az adatpontok a t = 5000V
és t = 20000N Monte—Carlo-1épések kozott lettek kiatlagolva egyetlen futtatas sorén. b)
Tipikus topologidk a harom jol elkiilonithet6 hémérséklet-tartomanyban: egy rendezetlen,
Erdgés—Rényi-grathoz hasonlo allapot magas hémérsékleteken, ahol dpax = O(1), néhany
nagyon nagy fokszami csics, sok k6zos szomszéddal a kdztes hdmérsékleteken, ahol dpax =
= O(M) &s egy klikk az alacsony hémérsékleteken, ahol dpay = O(V/M). ¢) A fokszamok
kiegészits eloszlasfiiggvénye, P(d) a T = 0.8 hémérsékleten, a t = 600N Monte—-Carlo-
lépésnél. (Az abra forrasa a [T1| publikacio.)

véges méret effektusoknak koszonhetd.)

Egy kiilon érdekessége az E2 = — ), d;Ind; energiafiiggvény altal definialt grafsoka-
sadgoknak, hogy a rendezetlen allapotbdl a ,csillagszerd” allapotba valé atalakulas soran
skalafiiggetlen halozatok jelennek meg a kritikus pont kozelében. Ezt demonstralja az 1.6¢
abra, melyen a fokszamok kiegészité eloszlasat*, P(d)-t abrazoltuk a fokszam fiiggvényében.
Lathato, hogy ez hatvanyszertien csokken a magas fokszamok tartoményaban, nagyjabol
egy —2-es exponenssel. A fokszam striiségfiiggvény ezek alapjan szintén hatvanyszeriden
cseng le, p(d) ~d™7, ahol az exponens v =~ 3. Ez az érték megegyezik az Barabasi—Albert-
modell altal jésolt exponenssel, ami mint latni fogjuk, nem pusztan a véletlen miive.

A Monte—Carlo-dinamika sorén ha egy élt az ¢ csticshoz probalunk kétni, akkor az ener-
giavaltozast az f(d;)=—d;Ind; derivaltjaval, AE=1—In d;-vel becsiilhetjiik. A Metropolis—

1A kiegészits eloszlasfiiggvény definicidja szerint P(z) azt a valoszintiséget adja meg, hogy az adott
valtoz6 (mennyiség) nagyobb, mint x, azaz ha a hagyomanyos eloszlasfiiggvény F'(x), akkor a hozza tartozo
kiegészits eloszlas P(x) = 1— F(x).
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a) T=0.65
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1.7. abra. A legvaloszintibb topologidk az F = — ). d;Ind; energiafiiggvény altal definialt
grafsokasagban N = 48 csucs és M = 12 él esetén az egzakt leszamlalas alapjan. (Min-
den esetben csak a legnagyobb Osszefliggd komponenst mutatjuk) a) Ha 7= 0.65, akkor
a legvaldszintibb topologiak tartalmaznak egy, a tobbihez képest kimagaslo fokszamiu csi-
csot, melynek sokszor vannak kozos szomszédai a fokszam szerint utana kévetkezs egy-két
cstcesal. b) T'=0.3-nal méar egy klikkszert allapot a legvaloszintibb topologia, és a sorban
uténa kovetkezs néhany konfiguracio is lényegesen kiegyenstlyozottabb, mint az a) abréan.
(Az abra forrasa a [T1] publikacio.)
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Hastings-szabaly szerint az atkotés elfogadasi valoszintsége az e 2E/T faktorral aranyos,

ami T =T, = 1-nél egy d;-vel aranyos valoszintiséget eredményez. Ez alapjan a kritikus
pontnal az élatrendezddési dinamika a preferencialis csatolasi szabalyhoz hasonlé modon
rendezi at a héldzat struktirdjat, ami megmagyarazza, hogy miért alakul ki olyan fok-
szameloszlas, mint a Barabasi—Albert-modell esetén.

Egy tovabbi érdekesség, hogy a maximaélis klikknek illetve a ,csillagnak” megfelels topo-
logiak megegyeznek R. Guimera és munkatarsai altal a [92] publikacioban bemutatott két
alapvetd topologiaval, melyeket lokalis keresésre optimalizalt halozatoknal talaltak az eset-
legesen felléps csomagtorlodasok figyelembevételével. A koztes hémérséklet-tartoméanyon
latott néhany nagy ,csillag”, melyeknek sok k6zos szomszédjuk van, nagyon hasonlit a kis-
szamu parhuzamos keresések esetén optimalis topologidra, mig az alacsony hémeérsékleten
felbukkan6 klikk a nagyszamu pérhuzamos keresések esetén optimélis homogén topold-
gianak felel meg. Mivel a mi esetiinkben e két ,kozel optimalis” topologia teljesen ter-
mészetes modon, az élatrendez6dési dinamikanak koszonhetGen jelenik meg, felvetédik az
ilyen tipust modellek alkalmazasanak otlete egyéb halozatoptimalizalasi problémaknal is.
A megkozelités lényege, hogy az optimalis topologiat szimulélt hékezeléssel keressiik, egy

25



dc_1226 16

1. FEJEZET: Topologiai fazisdtalakuldsok

megfelelGen valasztott energiafiiggvény segitségével.

1.3.3. A nagykanonikus sokasag

Természetes modon vetddik fel az a kérdés, hogy vajon a nagykanonikus sokasagban is
lehet-e vizsgalni a fejezetben bemutatott topologiai fazisdtalakuldsokat. Ennek kapcsan
érdemes megjegyezni, hogy mindkét vizsgélt egyrészecskés energiafiiggvénynél alacsony
hémérsékleteken olyan allapotok jelennek meg, melyeknél a cstcsok egy része ,makrosz-
kopikus” széamu élt gyijt be. Emiatt a teljes rendszer energiaja mashogyan skalazik a
rendszermérettel alacsony és magas hémérsékleten. Magas hémérsékleten a halézat rende-
zetlen és nagyon sok pici izolalt komponensbdl all, melyek nagyjabol egyforma mérettiek.
Ennek révén a rendszerméret novelése itt csupén ezen kis izolalt komponensek szamanak
novekedésével jar, és a teljes rendszer Osszenergiaja N-nel aranyos lesz. Ezzel szemben az
alapallapoti energia példaul az f(d;) = — Y, d? esetén M?>-tel skdldzik, hiszen az alapal-
lapot egy minden élt begytijts ,csillag”, mig az f(d;) = —d;Ind; esetén az alapallapoti
energia ardnyos M In M-mel. Ez alapjan nem tudunk olyan csatolasi allandét megadni,
mely minden hémérsékleten extenzivvé tenné az energiat.

A fentiek alapjan a rendezetlen fazis, melynél a teljes halozat energiaja extenziv, ta-
nulméanyozhatd a nagykanonikus sokasagban is. Ilyenkor J. Berg és M. Léssig eredményei

alapjan a fokszam eloszlas a
e—J(d)/T—pd
p(d) = I (1.23)

alakban adhato meg [20], ahol ¢ egy normélési konstans és u felel meg a kémiai potencial-
nak, melynek segitségével példaul be lehet allitani a kivant atlagos fokszamot. Az altalunk
javasolt f(d) = —dInd energiafiiggvény esetén a fenti kifejezés a Stirling-formula segitsé-
gével a

e~ (n=1)d

p(d)=c N

azonossagra vezet. Ha T > 1, akkor a fenti eloszlas az exponencialisnal gyorsabban cseng
le, emiatt varhatéan minden csicsnak viszonylag alacsony fokszama lesz. Ezzel szemben
T < 1 esetén az eloszlas divergenssé valik a magas fokszamok tartomanyan, ami azt jelzi
hogy T'=T, = 1-nél egy fazisatalakulds kévetkezik be. A hirtelen megnévekedd valoszint-
séggel megjelend nagy fokszamu csicsok miatt azonban a T < 1 tartomanyon tobbé mér
nem extenziv az energia, ezért a nagykanonikus sokasag is érvényét veszti. Mindenesetre
ha a magas hémérsékletek fel§l kozelitjiik meg a kritikus pontot, akkor a kritikus pontra
tekinthetiink gy mint a nagykanonikus sokasag érvényességének hatarara. Ha egy fok-
kal altalanosabb energiafiiggvényt valasztunk az f(d) = —(d —~)Ind formaban és u =1
értéket allitunk be a kémiai potencialra, akkor ebben a T'= 1 pontban elérhetd, hogy a
fokszam stirtségfiggvény a p(d) ~ d~(rt1/2) alakot vegye fel, és a halozat skalafiiggetlenné
valjon. Azonban ez a viselkedés egyaltalan nem robusztus, pu > 1 esetén a fokszameloszlas
exponencidlisan lecseng, u < 1 esetén viszont divergél a nagy fokszamoknal.

d/T=1)d (1.24)
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2. fejezet

k-klikkperkolaci6 véletlen grafokban

A perkolacio jelensége széleskortien tanulméanyozott a statisztikus fizikaban, ahol folyadék
pordzus anyagon torténd dtaramlasat, illetve magat a pordzus anyagot a kdvetkezs egyszert
modellel irjuk le [37, 86| : Egy szabélyos racs csucsait (vagy éleit) egy adott p valoszintiséggel
véletlenszertien betoltjiik, a betoltott racshelyeket feleltetvén meg az anyagban véletlen-
szerlen elhelyezkedd iiregeknek. Kis p esetén természetesen a betoltott racshelyek ritkan
allnak Ossze nagyobb klaszterekké, ehelyett kismérett, izolalt klasztereket tapasztalunk.
Azonban egy kritikus p. betdltési valoszintiségnél egy folytonos fazisatalakulashoz hasonld
modon megjelenik a rendszerben egy oriési klaszter (perkolalo klaszter), melynek mérete
mar nem elenyész6 a teljes rendszermérethez viszonyitva, ezaltal lehetévé téve példaul a
folyadék ataramlasit az anyagban.

Természetesen a perkolacio jelenségét szabalyos racs helyett véletlen grafokon is lehet
vizsgalni. Ilyenkor a graf 6sszefiiggé komponenseit feleltetjiik meg a fent emlitett, szomszé-
dos betoltott racshelyekbdl 6sszeallo klasztereknek. Ahogy azt mér korabban emlitettiik, az
egyik legelss fontos eredmény az Erd§s—Rényi-modellel kapcsolatban a kritikus élbekotési
valoszintiség levezetése volt, mely szerint p=p. =1/N esetén megjelenik a halozatban egy
orias komponens, melynek relativ mérete még N — oo esetén sem tart nullahoz [64, 30].
Ezen , klasszikus” élperkolacios jelenség tobb moédositasat illetve altalanositaséat is vizsgal-
tak a komplexhalozat-kutatéas teriiletén az elmult 15 évben.

Az egyik nagy érdeklsdést kivaltdo problémakor a robbanésszerd perkolacié (angolul
explosive percolation) jelenségéhez kapcsolodik [1, 48, 171, 228, 172, 57, 9|, melynél egy
tires (éleket nem tartalmazo) grafbol indulva iteracionként mindig két lehetséges 0j élt
valasztunk véletlenszertien, melyek koziil azt kotjik be ténylegesen is a hal6zatba, mely-
nek végpontjaihoz kapcsolodo komponensek méretének szorzata kisebb. (Ezt a ,szorzatsza-
balyt” Bollobas Béla javasolta el6szor az atalakulas bekovetkezésének késleltetésére). Egy
ilyen folyamatnél az 6rias komponens egy lényegesen nagyobb kritikus bekotott élhanyad-
nél jelenik meg a teljesen véletlenszert élbekotési folyamathoz viszonyitva, ugyanakkor az
atalakulés sokkal drasztikusabb is, mint a ,hagyomanyos” esetben. Bar a numerikus szimu-
laciok kezdetben azt sejtették, hogy a rendparaméternek szakadésa van a kritikus pontban,
Rui A. da Costa és munkatarsainak egy késébbi munkaja [54], illetve Oliver Riordan és
Lutz Warnke eredményei [180, 181] még altalanosabb kereteken beliil megmutattak, hogy
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az atalakulés folytonos.

Egy mésik fontos kapcsolodo témakor az egyméstol kdlesonosen fiiggs halézatok perko-
lacios atalakulasanak vizsgalata [39, 162, 75, 76, 77|. Szamos olyan halozattal talalkozha-
tunk a mindennapokban, melynek mitikodését jelentGsen befolyasolhatja egy mésik halézat:
2003-ban példéul Olaszorszaghan néhény erémi leallasa kihatott a helyi internetszolgalta-
tasra, melynek révén tovabbi erémiivek alltak le, és a folyamat végeredménye egy orszagos
szint, jelentds aramsziinet lett [184]. Az ehhez hasonlo jelenségek miatt az egymastol fiig-
g6 hélozatok robusztussaganak illetve sériilékenységének vizsgalata gyakorlati szempontbol
kiilonosen fontos [39]. A véletlen meghibasodasok hatésat els kozelitésben egy véletlensze-
ri csucseltavolitasi folyamattal modellezhetjiik, mely a rendszer fragmentaciojahoz vezet,
ha elérjiik a kritikus pontot |39, 162, 75].

Ebben a fejezetben az Erd&s—Rényi-graf | klasszikus” élperkolacios atalakulasanak egy
olyan altalanositasarol lesz szo, melynél élek helyett k-klikkek (k csticsbol allo teljesen
osszekotott részgrafok) perkolaciojat vizsgaljuk. Ez egyfeldl egy elméleti szempontbol fon-
tos fejlemény, hiszen egy torténetileg hires eredményt helyez tagabb kontextusba. Masfelsl
a k-klikkperkolacié halézati csoportkeresé modszerként is hasznalhato, mely az évek soran
rendkiviil sikeresnek bizonyult, emiatt gyakorlati szempontbdl is nagy a jelent&sége. Ez
utobbi aspektus annyira fontos, hogy ezt kiilon fejtjiik ki a 3. fejezetben, mig a jelen feje-
zetben elsGsorban a k-klikkperkolécio kritikus pontjaval kapcsolatos elméleti eredményekre
koncentralunk.

Az itt bemutatéasra keriil§ eredmények tobb publikaciobol lettek dsszevalogatva. A 2.2.1.
alfejezetben bemutatasra keriils, generatorfiiggvényeken alapulé eredmények a Journal of
Statistical Physics-ben jelentek meg a disszertacio szerzdjének elss szerzdségével |T3|, mig
a k-klikkperkoléacio kritikus pontjaval kapcsolatos numerikus eredmények a Physical Re-
view Letters-ben keriiltek kozlésre a disszertacio szerzdjének tarsszerzéségével [T4]. Ezek
mellett fontos megemliteni a disszertaciod szerzdjének elsd szerzdségével publikalt Nature-
cikket is [T5], mely ugyan elsGsorban a csoportkeresésre koncentralt, viszont ugyanakkor
doéntd szerepe volt abban, hogy a k-klikkperkolacié széles korben ismertté valt. A 2.3.1.
alfejezet irdnyitott k-klikkperkolacioval kapcsolatos eredményei a New Journal of Physics-
ben jelentek meg |T6| (szintén a disszertacio szerzGjének elss szerzoségével). Egy attekints
jellegti, Osszefoglald irds a k-klikkperkolaciorél a Bollobas Béla, Kozma Robert és Miklos
Dezs altal szerkesztett konyv egyik fejezeteként jelent meg [S2] (ahol a fejezet elss szerzdje
megint csak a disszertacio szerzGje volt).

A k-klikkperkolacio otlete a [T5] publikacio szerzdi kozt zajlo diszkussziok soran me-
riilt fel Ggy, mint egy igéretes modszer halozati csoportkeresésre. A halézati csoport-
keresés probléméajanak vizsgalatat Vicsek Tamés javasolta. A k-klikkperkolaciorol azon-
ban hamar kideriilt, hogy a csoportkeresés mellett elméleti szempontbdél is nagyon érde-
kes. A k-klikkperkolacio definicioja a |T5| publikici6d szerzdinek kozos eredménye. A k-
klikkperkolacios klaszterek kinyerésére szolgalo algoritmust Derényi Imre és a disszertaciod
szerzGje kozosen dolgoztak ki, ez a 3.1.1. alfejezetben keriil ismertetésre, a csoportkeresés-
sel kapcsolatos eredményeknél. A modszert a disszertacio szerzéje implementalta, melynek
révén megnyilt az 4t a k-klikkperkolacié numerikus tanulméanyozéasa elétt az ErdGs—Rényi-
modellben (a vonatkoz6 numerikus szimulaciokat szintén a disszertécio szerzdje végezte el).
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2.1. Definicick

A kritikus pontot analitikus dton els6ként Derényi Imre vezette le egy heurisztikus meg-
kozelités segitségével, kés6bb a disszertacié szerzdje is megadott egy alternativ levezetést
generatorfiiggvények hasznalataval. Az iranyitott k-klikkperkoléci6 esetén a kritikus pontot
a disszertacioé szerzdje hatarozta meg analitikus tton, a kapcsolodd numerikus szimulacio-
kat Farkas Illés végezte el a disszertacid szerzGje altal készitett programok segitségével.

2.1. Definicidok

Elgszor felsorolunk néhény definiciot, melyek megalapozzék a k-klikkperkolacié fogalmat.
Hanggsulyozzuk, hogy a k-klikk fogalma régota ismert a halozatkutatasban [30, 67, 25,
24], viszont a k-klikkszomszédsagon alapulo k-klikkperkolacios klaszterek vizsgalata elGszor
a |T5h, T4] és | T3] cikkekben jelent meg. A k-klikkperkolacio tehat a kovetkezd definiciokon
alapszik:

— k-klikk: egy k csucsbol allo teljes részgraf (melyben minden csics ssze van kotve
minden masik csicesal).

— k-klikkszomszédsdg : két k-klikk szomszédos, ha k—1 csicsuk kozos (azaz csak egy-egy
cstcsban kiilonboznek egymastol).

— k-klikkldnc: k-klikkek sorozata, melyben minden k-klikk szomszédos az elGtte- és
uténa kovetkezs k-klikkel (természetesen az elsg és utolso k-klikk kivételével).

— k-klikkosszekotottség: két k-klikk Osszekotott, ha tagjai ugyanannak a k-klikk lanc-
nak.

— k-klikkperkoldcios klaszter: k-klikkek olyan maximélis halmaza, melyben minden k-
klikkpar osszekotott (azaz ezen beliil barmelyik k-klikkbdl eljuthatunk barmelyik
més k-klikkbe k-klikkszomszédsagok sorozatan keresztiil).

A k-klikkperkolaciot szemléletesen egy ,k-klikksablon” gorgetésével is elképzelhetjiik: A k-
klikksablon izomorf egy k-klikkel, és rahelyezhetjiik a hélozat barmely k-klikkjére. Ezutan
megprobalhatjuk gorgetni a sablont a hal6zaton a kdvetkezs egyszert szabaly alapjan: min-
dig csak szomszédos k-klikkre gordithetjiik tovabb. A halozat k-klikkperkolacios klaszterei
azon részgrafoknak felelnek meg, melyeket be tudunk jarni a k-klikksablon gorgetésével.
Altalanos esetben tobb ilyen tartomanyt is talalhatunk a halozatban, melyek kozott nem
lehetséges a sablon atgorgetése; ilyenkor természetesen tobb k-klikkperkolacios klaszterrel
allunk szemben. A sablon gordités szemléltetése lathatd a 2.1. dbran.

A k-klikkperkolécios klaszterek egyik érdekes tulajdonsaga, hogy egy csiics akar tobb k-
klikkperkolécios klaszternek is tagja lehet. (Erre legegyszertibb példa k=3 esetén két olyan
haromszog, melyeknek egy cstucsuk kozos.) Ennek révén a k-klikkperkolacio egy természetes
megkozelitést nyajt atfeds halozati csoportok kereséséhez, amint azt b&vebben is kifejtjiik
a 3. fejezetben.

Megjegyezziik, hogy a k-klikkperkolacié megfelel a hagyoményos élperkolacionak a hé-
lozathoz rendelhetd k-klikkszomszédsagi grafban: Ebben a grafban minden egyes cstucspont
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a)

2.1. abra. A ,k-klikksablon” gorgetése egy halozaton k=3 esetén. a) A sablon (z6ld szinnel
jelolve) izomorf egy k-klikkel, ezért rahelyezhetjiik a halozat barmelyik k-klikkjére. Ezutan
mindig egy szomszédos k-klikkbe gorditjiik tova a halézaton b) A sablon helyzete az els6
gordités utan. A mar bejart tartomanyt zoldre szinezziik a héalézaton. c¢) Ezen a ponton
mar nem tudjuk még meg nem latogatott k-klikkre gorgetni a sablont, ezért a zdlddel
jelolt k-klikkperkolacios klaszter feltérképezése véget ér. d) A halozat k-klikkperkolacios
klaszterei k = 3 esetén, zold, kék és lila szinekkel jel6lve, a klaszterek kozotti atfedésekben
1évE csticsokat pirossal jeloltiik.

a hélozat egy k-klikkjét reprezentalja, és két cstcspont akkor van Osszekotve, ha a meg-
felelg k-klikkek szomszédosak. A fent definialt k-klikkperkolacios klaszterek ezen haldzat
Osszefiiggd komponenseinek felelnek meg. A k-klikkszomszédsagi graf szemléltetését a 2.2
abran mutatjuk be.

2.2. dbra. A k-klikkszomszédsagi graf szemléltetése k = 3 esetén. Minden hal6zathoz hoz-
zarendelhetiink egy k-klikkszomszédsagi grafot, melyben a cstcsok az eredeti halozat k-
klikkjeinek felelnek meg, és két csiics akkor van 0sszekotve, ha az adott k-klikkek szomszé-
dosak. A jobb oldalon lathat6 halozathoz tartozé k-klikkszomszédségi grafot a bal oldalon
piros szinnel dbrazoltuk k=3 esetén (szaggatott vonallal még egyszer feltiintetve az eredeti
halozatot, a jobb atlathatosag kedveéért).
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2.2. k-klikkperkoldcio Erdds—Rényi-grafban

2.2. k-klikkperkolacié Erdés—Rényi-grafban

Els6ként az Erdds—Rényi-graf esetén vizsgaljuk meg a k-klikkperkolacio jelenségét. Ha a
modell extrém eseteit tekintjiik, a p = 0 élbekotési valoszintiség esetén egyaltalan nincs k-
klikkperkolécios klaszter a rendszerben (hiszen élek sincsenek), mig p=1 esetén barmilyen
k < N-re az egész graf egyetlen k-klikkperkolacios klaszternek felel meg (hiszen minden
lehetséges él be van kétve). A kérdés az, hogy ha elkezdjiikk novelni az élbekotési valo-
szintiséget, akkor milyen p esetén jelenik meg a rendszerben egy orias k-klikkperkolacios
klaszter. Elérevetitjiik, hogy hasonléan az érias komponens megjelenéséhez p. = %—nél, az
orias k-klikkperkolacios klaszter megjelenése egy k-tol fliggd p. (k) kritikus értéknél szintén
nagyon hasonlo egy fazisatalakulashoz. A p.(k) értékére elGszor Derényi Imre adott egy
heurisztikus levezetést, amit a B.1. fiiggelékben véazolunk. Itt a tovdbbiakban a disszer-
tacio szerzdje altal javasolt, generatorfiiggvényeken alapuld levezetést ismertetjiik a 2.2.1.
alfejezetben. Megjegyezziik, hogy a k-klikkperkolacio fogalmat bevezets, Vicsek Tamés al-
tal vezetett csoporttol teljesen fliggetlen forrasokbol is sziilettek analitikus eredmények
az atalakulés kritikus pontjaval kapcsolatban: Rath Balazs és Toth Balint egy parcialis
differencialegyenleteken alapuld megkozelitést javasoltak [174], melyet a B.2. fiiggelékben
vazolunk roéviden, mig Bollobas Béla és Oliver Riordan egzakt eredményeket vezettek le
[32], melyeket a B.3. fiiggelékben sorolunk fel.

2.2.1. Generatorfiiggvény formalizmus

Ebben az alfejezetben a k-klikkperkolacié kritikus pontjat hatarozzuk meg egy genera-
torfliggvényeken alapuld megkozelités segitségével. Az itt bemutatéasra keriils analitikus
szamitasokat a disszertacio szerzGje végezte el, az eredmények a [T3] cikkben keriiltek
publikalasra a disszertacio szerzdjének elsé szerzdségével.

Mielstt ratérnénk a k-klikkperkolacio kritikus pontjénak vizsgalatara, osszefoglaljuk
a generatorfiiggvények legfontosabb tulajdonsagait. Ha egy nemnegativ egész értékeket
felvevd ¢ valoszintisegi valtozo eloszlasa p(n) (azaz minden nemnegativ n esetén annak
valoszintisége, hogy £ =n megegyezik p(n)-nel), akkor az ehhez tartozo generatorfiiggvény

Gp(z) = <:L‘£> = ip(n)x” (2.1)
n=0

Egy megfelelen normalt valoszintiségi valtozd generatorfiiggvénye abszolat konvergens
|z| <1 esetén (ezért szingularitésai sincsenek ezen a tartomanyon). Az x =1 esetén egy-
szertien

Go(1) =3 p(n) = 1. (2.2)
n=0

A valoszintiségi valtozo eloszlasat és momentumait megadhatjuk a generatorfiiggvény se-
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gitségével a kovetkezs Osszefliggések alapjan:

p(n) = ilam22fx)x:0, (2.3)
<£l> — inlp(n):[<xjm)le(x) (2.4)
n=0 r=1

Végezetill, ha n =& +&+...+& ahol &1, &, ..., & fiiggetlen valoszintségi valtozok (melyek
nemnegativ egész értékeket vehetnek fel), akkor az n valtozohoz és annak o(n) eloszlasédhoz
tartozo generédtorfiiggvény a

Gole) = (o = (o oooaf) = (o0) (o) - (a¥) =

GPI (x)GPQ (%) e GPl (Z’) (2'5>

forméaban adhato meg. A generatorfiiggvényeken alapuld megkozelitést altalanos halozat-
elméleti problémakra M. E. J. Newman és munkatérsai javasoltak a [155] publikacioban.

A k-klikkperkolacié kritikus élbekotési valoszintiségét az N — oo hataresetben fogjuk
levezetni. Ehhez el6szor megadjuk egy véletlenszerdien valasztott k-klikkel szomszédos k-
klikkek szaménak u(n) eloszlasat. Az, hogy talalunk egy szomszédos k-klikket a véletlen-
szertien vélasztott k-klikkiinkhoz, ekvivalens azzal, hogy taldlunk egy cstucsot a k-klikken
kiviil, melybdl legalabb k—1 él mutat az adott k-klikkbe. Egy konkrét cstics esetén annak
valoszintisége, hogy k éle mutat az adott k-klikkbe, az élek fliggetlensége miatt egyszertien
p¥, mig annak valoszintisége, hogy csak k—1 éllel kapcsolodik a k-klikkhez k(1 — p)pF—!
(hiszen ilyenkor egy ,nemlétezs” élt is figyelembe kell venniink 1—p valészintiséggel). Ossze-
sen N —k cstcs esik az adott k-klikken kiviilre a halézatban, ezért N-ben vezets rendig a
szomszédos k-klikkek varhato széma:

(u) = (N =) [k(1=p)p~ 4 p*] = Nop 1, (2.6)

Az élek fliggetlenségébdl az is kovetkezik, hogy az u(n) Poisson-eloszlast fog kovetni, ami
ez alapjan az
(VEp" )"

n!

u(n) =exp (—Nk:p’“l) (2.7)

alakot Olti.

Tegyiik fel, hogy a perkolacié kritikus pontja alatt vagyunk, azaz a k-klikkek ritkak,
szomszédos k-klikkek pedig még ritkabbak, és a hurkok a k-klikkszomszédsagi grafban el-
hanyagolhatok, azaz a k-klikkszomszédsagi graf lokalisan faszerd. Ebben az esetben egy
k-klikkperkoléacios klaszter méretét az alabbi eldgazasi folyamat alapjan lehet meghata-
rozni. Az elsG lépésben kivalasztjuk a klaszter egy tetszéleges k-klikkjét, majd betoltjiik
az elsd szomszédait a k-klikkszomszédsagi grafban. Ezutan barmely betoltott k-klikk ese-
tén az ¢ szomszédainak betoltésével haladunk tovabb, kivéve azt a szomszédot, ahonnan
az adott k-klikk betoltése tortént. Az eredeti hélozatban ez ekvivalens a k-klikksablon
tovabbgorditésével, ahol eldgazésonként megtobbszorozziik a sablont, és nem gorgetiink
,,visszafelé”.
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Legyen I(n) annak valoszintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott k-klikkbél kiin-
dulva, a fenti folyamat alapjan egy n darab k-klikkbdl &llo perkolacios klasztert tudunk
felfedezni, beleszamolva magat a kiindulo k-klikket is. Tovabba jelélje H(n) annak valoszi-
ntiségét, hogy a fenti elagazasi folyamat sordn egy késébb sorra keriils k-klikkbél tovabb-
menve egy n méreti agat fedezziik fel az adott k-klikkperkolacios klaszternek. Ez ekvivalens
annak valoszintiségével, hogy egy véletlenszerten vélasztott k-klikkbdl az elagazési folya-
matot az egyik szomszéd irdnyaban letiltva a maradék szomszédok irdnyaban Osszesen egy
n darab k-klikkbdl allo klasztert fedeziink fel. Végezetiil jelolje H,,(n) annak valoszintsé-
gét, hogy ha m darab k-klikket valasztunk véletlenszertien, akkor ugyanezen korlatozott
elagazasi folyamat segitségével felfedezett agak Osszesen n darab k-klikket tartalmaznak.
Mivel a kritikus pont alatt vagyunk, a k-klikkszomszédsagi graf sok kis szétesé komponens-
bdl all, ezért N — oo esetén annak valoszintsége, hogy két (vagy tobb) k-klikk az m-bdl
ugyanahhoz a klaszterhez tartozik, elhanyagolhato. Ennek alapjan a (2.5) egyenlet szerint
a H(n) illetve Hy,(n) eloszlasokhoz tartozd Gy (x) és Gp,, (z) generatorfiiggvények kozott
a kovetkezG Osszefiiggést irhatjuk fel:

Gu,, (x) =[Gy (z)|™. (2.8)

A fenti generatorfiiggvények meghatarozasahoz elGszor bevezetjiik v(n)-et, ami annak
valoszintiségét adja meg, hogy egy véletlenszertien valasztott k-klikkbél n szomszédos k-
klikkbe tudunk atgordiilni azzal a megkotéssel, hogy az egyik ,iranyt” nem hasznalhat-
juk. A v(n) formulajat teljesen hasonlé gondolatmenettel lehet levezetni, mint az u(n)-et
megado (2.6-2.7) Osszefliggéseket, azzal a kiilonbséggel, hogy most csak k — 1-féle modon
valaszthatjuk ki, hogy az adott k-klikk melyik részhalmazahoz csatlakozik a kiils§ csics.
Ez alapjan
(N(k—1)p*—1)"

n!

v(n) = exp (—N(k:—l)pk_1> (2.9)

Mivel a k-klikkszomszédsagi grafot faszertinek tekintjiik, a H(n)-et felirhatjuk v(n) és
H,,(n) segitségével a

H(n)=v(0)Ho(n—1)+v(1)Hi(n—1)+v(2)Ha(n—1)+... (2.10)

forméaban. Mindkét oldal generatorfiiggvényét képezvén, felhasznalva a (2.3) és (2.8) Ossze-
fliggéseket az alabbi egyenletet irhatjuk fel:

Gula) = Y [z v(m)Hm(n—l)] -

n=0 [Lm=0

Sibs Loa! ml | g

= v(m) [Gg(x)]™ x = 2G, (GH(:E)), (2.11)

m=0

ahol G, (x) természetesen a v(n) eloszlas generatorfiiggvényét jeloli.
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A (2.10) egyenlethez nagyon hasonlo kifejezést irhatunk I(n)-re is, az u(n) eloszlas és
H,,(n) segitségével:

I(n) =u(0)Ho(n—1)+u(1)Hi(n—1)+u(2)Ha(n—1)+... (2.12)

Ismét mindkét oldal generatorfiiggvényét képezve a
Gi(x) = 2Gy(Gu(x)), (2.13)
egyenletre jutunk, ahol G, (x) az u(n) generatorfiiggvényét adja meg. A (2.4) és (2.13)

Osszefiiggések alapjan egy véletlenszertien valasztott k-klikkbdl induld elagazasi folyamat
révén feltérképezhetd k-klikkperkolacios klaszter varhaté mérete

(I)=G7(1) = Gu(Gu(1))+ G, (Gu(1))Gy (1) =1+ G, (1) Gy (1). (2.14)
A (2.11) segitségével felirhatjuk, hogy
Gy(l) = Gu(Gu(1)+G,(Gu(1)G (1) =14+G,(1)G(1), (2.15)

amibdl G4 (1) kifejezhets a kovetkezs alakban:

1
/ _
Gy(1)= =G ) (2.16)
Ezt visszahelyettesitve a (2.14) egyenletbe az
I)=1 - =1 2.1
) +1—G;(1) +1—<v> (2.17)

eredményre jutunk.

A perkolacio kritikus pontjaban egy véletlenszertien valasztott k-klikkhez kapcsolodo
k-klikkperkolacios klaszter varhato mérete, (I) divergal. A (2.17) kifejezés alapjan ez akkor
kovetkezik be, ha

Wy =N(k-1)p1=1. (2.18)
Ezt p.(k)-ra atrendezve a
pe(k) = % (2.19)
[(k—1)N]==1

végeredményre jutunk. A (2.19) kifejezés k = 2 esetén visszaadja a klasszikus, p. = %
élperkolécios kritikus pontot, ami megnyugtato, hiszen a k-klikkek k=2 esetén pusztan az
éleknek felelnek meg.
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2.2.2. Numerikus szimulaciok

Az Erdés—Rényi-grafon végzett numerikus szimulacidink teljes egyezést mutattak a k-
klikkperkolaciora vonatkozo, az el6z6 alfejezetben bemutatott analitikus eredményekkel.
A vonatkoz6 numerikus szimulécidkat a disszertacié szerzGje végezte el és értékelte ki, az
eredmények a [T4] publikicioban jelentek meg.

Az analitikus megfontoldsokkal 0sszhangban a numerikus tapasztalatok azt mutattak,
hogy az &atalakulés folytonos, melyet nemuniverzalis exponensek jellemeznek; ezek flig-
genek mind k-t6l, mind attél, hogy miként mérjiik az orids k-klikkperkolaciés klaszter
méretét. Erre tobb, nagyjabol egyforman természetes valasztési lehetség is adodik, az
egyik legegyszeritibb az, amikor pusztan a bennfoglalt csticsok szamét feleltetjiikk meg a k-
klikkperkolacios klaszter méretének. Ilyen esetben a rendparaméter az orias klaszter relativ
mérete,

& = Ny(k)/N, (2.20)

ahol N1 (k) az orias k-klikkperkolacios klaszter csiucsainak szama, N pedig a graf csticsainak
szama.

Egy mésik természetes valasztas a tartalmazott k-klikkek Ni(k) szamaban mérni az
orias k-klikkperkolacios klaszter méretét, hiszen ez felel meg a klaszterméretnek a k-
klikkszomszédsagi grafban. Az ennek megfelel§ rendparaméter

U = N (k) /N (k), (2.21)

ahol NV (k) a grafban talalhato Osszes k-klikkek szama (ami a k-klikkszomszédsagi graf
méretének felel meg). Az NV (k) varhato értéke

N _ Nk
(AKM):<k>pMk1V2g}dpMk1V{ (2.22)

hiszen k kiilonb6z6 cstcs Gsszesen (]]:,[ ) modon valaszthato, és ezek akkor formalnak egy
k-klikket ha a koztiik 1évé k(k—1)/2 él mind létezik (egymastol fiiggetleniil p valoszin-
séggel). Az Erdos—Rényi-graf klasszikus élperkolacios dtmenete a k = 2 esetnek felel meg,
ilyenkor a (2.21) egyenletben definialt ¥ rendparaméter az orids komponensben talalhato
élek relativ hanyadat adja meg. Természetesen altalanosan a tartalmazott I-klikkek N, 1(1) (k)
szamaban is mérhetnénk a k-klikkperkoléacios klaszterméretet 1 <[ <k esetén. Az egyszerti-
ség kedvéért itt a két szélsdértékre (N (k) = Nl(l) (k)-raés Ni(k) = /\/'l(k) (k)-ra) korlatozzuk
vizsgalatainkat.

A szamitogépes szimulaciok eredményei azt mutattidk, hogy az altalunk vizsgalt két
rendparaméter mésként viselkedik a kritikus pont kornyékén. Ezt illusztralja a 2.3. &bra,
melyen ®-t és W-t rajzoltuk fel a p(k)-val atskalazott élbekotési valoszintség, p/pe(k)
fiiggvényében k = 4 esetén, tobbféle rendszerméret (N) mellett. A ® rendparaméter egy
lépesstiiggvényhez tart k>3 esetén az N — oo hataresetben. Az, hogy a lépess a p/pe(k)=1
helyre esik, maximalisan alatamasztja a (2.19) egyenlet eredményét a kritikus élbekotési
valoszintiségre. A W rendparaméter mas viselkedést mutat k>2 esetén, mely nagyon hasonlo
a klasszikus élperkolacionél tapasztaltakhoz: egy olyan fliggvényhez tart, mely p/p.(k) <1
esetén nulla, és folytonosan novekszik fel egyhez ha p/p.(k)-t noveljiik egytsl végtelenig.
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2.3. abra. A k-klikkperkolacié numerikus vizsgalata Erdés-Rényi-grafban. a) A & rend-
paraméter az atskalazott p/p.(k) fiiggvényében (tobb futtatasra atlagolva, a statisztikai
hibak kisebbek a szimbolummeéreteknél). A @ egy lépcssfiiggvényhez tart az N — oo ha-
taresetben. b) A W rendparaméter a p/p.(k) fiiggvényében, ugyanazon szimulaciok esetén
mint az a) panelen. A ¥ egy olyan fiiggvényhez tart az N — oo hatéaresetben, mely nulla
ha p/pe(k) < 1 és folytonosan né fel egyhez a p/p.(k) novelésével. (Az abra forrasa a [T4]
publikacio).

1
p/Rk)

A 2.3b abrahoz hasonlo, folytonos atalakulasok esetén a rendparaméter vizsgalata mel-
lett a kritikus pont numerikus meghatarozasanak egyik legelterjedtebb modja a szuszcep-
tibilitas abrézolasa a kontrollparaméter fliggvényében. Esetiinkben a szuszceptibilitds a
legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter varhatdé méretnévekedésének felel meg, amennyi-
ben egy véletlenszeriien valasztott mésik k-klikkperkolacios klaszterrel olvasztjuk ossze, a
klaszterek kozott a mérettel ardnyos valoszintiséggel valasztva. Mivel a méretet itt a tartal-
mazott k-klikkek szamaban mérjiik, a J indexii k-klikkperkoléacios klaszter kivalasztasanak

valoszintsége Nj(k)/ > Nyi(k), és a szuszceptibilitas a
JZ1

N (k)]
x=:§£:£:{kgﬂk) (2.23)

TAL ji)

alakban irhato fel, ahol az 6sszegzésbdl a J=1 indexii, legnagyobb k-klikkperkolacios klasz-
tert természetesen kihagytuk. Folytonos fazisdtalakulédsok esetén véges rendszerméret mel-
lett a szuszceptibilitasnak éles maximuma van a kritikus pontnél, mely a termodinamikai
hatéresetben (végtelen rendszerméret esetén) divergal. Ennél fogva ha numerikusan szeret-
nénk meghatarozni egy atalakulas kritikus pontjat, célszert a szuszceptibilitast is megvizs-
galni, mely novekvs rendszerméret mellett altalaban egy egyre élesed6 maximumot mutat
a kritikus pont koézelében. Magarol a szuszceptibilitdsrol az iranyitott k-klikkperkoléacio
kritikus pontjanak vizsgalatanal mutatunk abrat a 2.3. alfejezetben.

A 2.3. abran lathato 1épcstk szélessége hatvanyszertien cseng le a rendszerméret fiigg-
vényében, egy bizonyos « exponenssel. Ha ®-t a [p/p.(k) —1]N® fliggvényében abrazoljuk,
azaz megnyujtjuk a vizszintes tengelyt egy N¢ faktorral, akkor a kiilonb6z6 N-ekhez tar-
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tozd eredmények Osszeesnek egyetlen gorbére, ahogy azt a 2.4a abran lathatjuk k& = 3, 4,
és b esetén. Az « exponensre 1/2-hez kozeli érték adodott a tanulméanyozott esetekben.

l§

1;

10'2

R 10‘2;

o 10’3%

- k=3;0=0.45 1
R -2 0 2 a 6 a7

[phk) -1N®

2.4. abra. A rendparaméterek skalazasa a kritikus pontnal. a) A 2.3a abra esetén a lépcsk
szélessége N fiiggvényében hatvanyszertien csokken, a kitevivel. Ez alapjan a kiilonb6zé
rendszerméretekhez tartozo gorbék Osszeejthetdk, amennyiben a vizszintes tengelyt atska-
lazzuk egy N¢ faktorral. Az igy kapott eredményeket mutatjuk k = 3,4 és 5 esetén. A
jobb lathatosag kedvéért a k = 4-hez és k = 5-hoz tartozo gorbéket fiiggSlegesen eltoltuk
0.4-el illetve 0.8-al. b) A ¥ rendparaméter kritikus pontban felvett értéke hatvanyszeriien
cseng le N fiiggvényében, jo egyezést mutatva a (2.25) kifejezéssel. (Az abra forrasa a [T4]
publikacio.)

A Kklasszikus véletlen graf élperkolacios atalakulasa kapcsan Erdds Pal és Rényi Alfréd
bebizonyitottdk, hogy az N — oo hataresetben a legnagyobb komponens cstucsainak sza-
ma, Nip, a kritikus p = p. = 1/N esetén N 2/3 szerint divergal, azaz a ® rendparaméter
N—1/3_a] skalazik [64]. Egy hasonlo jelenség figyelheté meg a k-klikkperkolacio kritikus
pontjanal is, amennyiben a W rendparaméter viselkedését vizsgaljuk. Ha feltessziik, hogy
a k-klikkszomszédsagi graf tgy viselkedik mint az Erd&s—Rényi-graf, akkor a legnagyobb
komponensében taldlhato k-klikkek szama p=p.(k) esetén [./\/'C(k)]z/ % szerint kell skalazod-
jon. Behelyettesitve a (2.19) egyenletbdl kapott p.(k)-t a (2.22) kifejezésbe és elhagyvan
az N-t6l fiiggetlen tagokat az Osszes k-klikkek szaméra az

No(k) ~ NF/2 (2.24)

kifejezést kapjuk a kritikus pontban. Ez alapjan a legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter
k-Klikkjeinek széma, Ni(k) vezets rendben [Nu(k)]¥? ~ N¥/3 és ennél fogva a kritikus
pontban azt véarjuk, hogy a W, rendparaméter [Ne(k))?/® /Ny(k) ~ N~#/6 szerint skélazik.

Ez a fajta skalazés azonban csak k < 3 esetén valosul meg. A k > 3 estén tapasztal-
hato eltérés oka a kdvetkezs: A fenti eredmény szerint a legnagyobb k-klikkperkolacios
klaszterben a k-klikkek szama [M(k)]2/ 3~ N¥/3 ami k > 3 esetén gyorsabban né, mint
N. Masfelsl viszont a k-klikkperkoléacié kritikus pontjaban a k-klikkszomszédsagi graf leg-
nagyobb komponense (ami egyben a legnagyobb k-klikkperkolacios klaszternek felel meg),
faszert, nagyon kevés hurokkal. Ez a faszeri szerkezet a gyakorlatban azt jelenti, hogy a
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k-klikkszomszédsagi graf legnagyobb komponensében majdnem minden cstcs (k-klikk) egy
kiilon csticsnak felel meg az eredeti grafban. Ennél fogva a k-klikkszomszédsagi graf legna-
gyobb komponensének mérete nem néhet N-nél gyorsabban, csak maximum agy, mint N.
Igy k>3 esetén N (k)~N, ami alapjan a (2.24) egyenlet szerint Wo=N (k) /Ne(k)~N1=F/2,
Osszegezve az elméleti eredményiink a ¥ rendparaméter skalazasara a k-klikkperkolacio
kritikus pontjanal a kovetkezd

—k/6 <
\IICN{ N ha £ <3 (2.25)

NI=K/2 hak>3

A 2.4b abran a W kritikus pontban felvett értékére vonatkoz6 numerikus eredményeket
mutatjuk be, melyek jo egyezést mutatnak a fenti kifejezésekkel.

2.3. Iranyitott k-klikkperkolacio

A valodi rendszereket leiré haldzatok szamos esetben irdnyitottak, azaz a cstcsok kozt a
kapcsolatok nem szimmetrikusak. Az adott rendszertdl fliggGen az élek iranya jelentheti
valamilyen aramlas iranyéat (informécio, energia, stb.), vagy jelolhet ala-folé rendeltségi
relaciot (pl. f6nok-beosztott viszonyt) a csticsok kozott. Az ilyen rendszerek esetén ter-
mészetes moédon mertil fel az a kérdés, hogy a hélozat csoportszerkezetének vizsgalata-
kor érdemesebb-e olyan csoportkeresési modszert valasztani, mely figyelembe veszi az élek
iranyat is a szokasos, iranyitatlan halézatokon definidlt modszerek helyett. E gyakorlati
szempont altal motivilva ebben az alfejezetben definidljuk az iranyitott k-klikkperkoléacid
fogalmat, mely lehet6vé teszi irdnyitott halozati csoportok keresését. A modszer gyakorlati
vonatkozasai a 3. fejezetben keriilnek kifejtésre, itt els6 sorban az elméleti oldalra koncent-

Az alfejezetben bemutatasra keriils eredmények a [T6] publikiacioban jelentek meg, a
disszertacio szerzéjének elss szerzéségével. Az iranyitott k-klikkek definicidja a cikk szerzsi
kozotti hosszas diszkussziok soran alakult ki. Az irdanyitott k-klikkperkolacios klaszterek
megkeresésére vonatkozo algoritmus kidolgozésa és implementélasa a disszertacié szerzé-
jének eredménye (ez a 3.1.2. alfejezetben keriil ismertetésre a csoportkeresésre vonatkozo
eredményeknél). Az iranyitott k-klikkperkolacio kritikus pontjéhoz tartozo élbekotési va-
loszintiséget az Erdds—Rényi-grafban szintén disszertacio szerzdje vezette le analitikusan,
a kapcsolodo numerikus szimulaciokat Farkas [llés végezte el és értékelte ki.

2.3.1. Iranyitott k-klikkek

Egy iranyitatlan halozatban két cstics (i és j) vagy Ossze van kotve, vagy nem, mig ezzel
szemben egy iranyitott halézatban tobbféle modon is kapcsolédhatnak egymashoz: egysze-
res éllel, igy mint i—j, vagy épp ellenkezé iranyban, gy mint i<—j, illetve ,dupla” éllel, gy
mint i=j. Az egyszertiség kedvéért ketténél tobb élt, illetve egyetlen cstuicshoz kapesolodd
hurkot nem engediink meg a halézatban.

Egy k cstcsbol allo teljes graf esetén a k(k—1)/2 kapcsolat dsszesen 3F( modon
lehet iranyitott. Mivel iranyitatlan esetben ezeket a lehet&ségeket mind egyként kezeltiik,

k—1)/2
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az él iranyok figyelembe vétele elvileg nagyon sokféle lehetGséget nyit meg az irdnyitott
k-klikkdefinicidk szémara. Mindazonéltal egy természetes kévetelmény, hogy az irdnyitott
k-klikkek megdrizzenek egyfajta iranyultsagot egy magasabb szinten is ahelyett, hogy pusz-
tan irdnyitott élek halmazanak feleljenek meg k csiics kozott. Ennélfogva az irdanyitott k-
klikkdefinicionk lényege, hogy egy iranyitott k-klikk csicsai sorba rendezhetsk ugy, hogy
minden cstcsbol mutat egy iranyitott él minden hozza képest hatrabb 1évé cstucsba, illetve
forditva, minden csiicsba mutat egy él minden hozzé képest elérébb 1évs csicsbol.

Mivel a dupla élek jelenléte tobbféle sorrendet is lehet&vé tesz, ami a fenti kitételnek
eleget tesz, eldszor koncentraljunk arra az esetre, amikor csak egyszeres élekbdl all a k-
klikk. Ilyenkor minél elrébb van az adott cstics a sorrendben, annél tobb kimend éllel kell
rendelkezzen a k-klikken beliil, és ezzel parhuzamosan minél hatrdbb van a sorrendben,
annal tobb bejovs éllel kell csatlakozzon a k-klikk tobbi tagjahoz. Ez alapjan bevezethetjiik
a lesziikitett ki-fokszamot, mely megadja, hogy hény él mutat az adott cstcsbol a k-klikk
tobbi tagjahoz, vagyis a lesziikitett ki-fokszam értéke mindig nulla és k — 1 kézott mozog.
Hasonl6 médon megadhatjuk a lesztikitett be-fokszamot is, mely a k-klikk tobbi tagjabol az
adott csticsba mutatoé élek szamanak felel meg. A csticsok sorrendje megegyezik a lesziikitett
fokszamok sorrendjével: a legkisebb lesziikitett be-fokszamu (és legnagyobb lesztikitett ki-
fokszamu) csics az elss, a legnagyobb be-fokszamu (és legkisebb lesziikitett ki-fokszamu)
cstcs az utolsd az iranyitott k-klikken belil.

A fentiek alapjan konnyt belatni, hogy egy pusztén egyszeres élekbdl 4ll6 k-klikk esetén
az imént bevezetett irdnyitott k-klikkdefiniciot mas formaban is meg lehet fogalmazni,
ugyanis a kovetkez6 harom feltétel ekvivalens egyméssal [T6]:

— Barmely él a k-klikken beliil egy sorrendben elérébb allo (magasabb lesztkitett ki-
fokszamu) csicsbol mutat egy sorrendben hatrabb 1évé csicsba.

— A k-klikkben nincs iranyitott hurok.
— A k-klikkben minden csticsnak més a lesziikitett ki-fokszama.

Elészor belatjuk, hogy a mésodik &llitdsbol kovetkezik a harmadik, azaz ha nincs a k-
klikkben iranyitott hurok, akkor a k-klikkben minden csticsnak més a lesztikitett ki-foksza-
ma. Amennyiben nincs hurok, kell lennie egy csticsnak, amibe csak bejovs élek csatlakoznak
a k-klikken beliilrél, hiszen ellenkezé esetben végtelen sokaig lépegethetnénk a cstcsrol
cstucsra a k-klikken beliil az élek iranyat kévetve. Ha egyszerre megforditjuk az Osszes él
iranyat a k-klikken beliil, akkor nem hozunk l1étre hurkot, viszont lesz egy csticsunk, aminek
csak kimend éle van a k-klikken beliil. Ez alapjan egy hurokmentes k-klikkben kell lennie
egy cstcsnak, melynek csak kimené élei vannak a k-klikken beliil, azaz a lesztikitett ki-
fokszdma k—1. Ha ezt a csticsot kivessziik a k-klikkbdl, akkor 1étrehozunk egy hurokmentes
k — 1-klikket. Teljesen hasonlé gondolatmenettel beldthato, hogy ebben viszont kell lennie
egy cstcsnak, melynek csak kimend élei vannak a k — 1-klikken beliil, azaz a lesziikitett
ki-fokszama k—2. Mivel az eredeti k-klikkben az elvett csticsboél egy bejovs él csatlakozott
ehhez a csiicshoz, a lesziikitett ki-fokszama az eredeti k-klikkben is kK —2. Ha ezt a csticsot
is elvessziik, akkor marad egy hurokmentes k — 2-klikkiink, melyre megint alkalmazhatjuk
a fenti gondolatmenetet. Igy szépen lépésrdl 1épésre belathatjuk, hogy ha nincs irdnyitott
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hurok a k-klikkben, akkor minden lesziikitett ki-fokszam el6fordul k£ — 1 és nulla kozott,
azaz minden cstucsnak mas a ki-fokszama.

Ez a gondolatmenet azt is megmutatta, hogy a masodik allitasbol az elsé is kovetkezik,
azaz ha nincs irdnyitott hurok a k-klikkben, akkor minden él egy magasabb lesziikitett
ki-fokszami csticsbol mutat egy alacsonyabb lesziikitett ki-fokszami csticsba. A cstcsok
képzeletbeli eltavolitdsat a legnagyobb lesziikitett ki-fokszamiu csiiccsal kezdtiik, e cstcs
Osszes élére teljesiil az allitas. Ezutan a méasodik legnagyobb ki-fokszamu cstccesal folytat-
tuk, az ezen a cstcson marado Osszes élre is igaz. Es igy tovabb, ahogy megyiink végig a
csticsokon a nagyobb lesziikitett ki-fokszamoktol az alacsonyabbak felé, minden élrél sorban
belathatjuk, hogy igaz ra az allitas.

Ezutan belatjuk, hogy a harmadik &llitdsbol kovetkezik a masodik, azaz ha minden
cstcsnak mas a lesziikitett ki-fokszama, akkor nem lehet irdnyitott hurok a k-klikkben. Ha
minden cstcsnak mas a lesziikitett ki-fokszama, akkor minden lehetséges értéknek nulla
és k—1 kozott eld kell fordulnia, hiszen Osszesen k darab cstucs van a k-klikkben. Ez azt
jelenti, hogy van egy cstics, melynek k —1 kimend éle van a tébbi csiicshoz, azaz mar
nem lehet bejove éle egy sem, hiszen dupla éleket egyelére nem engediink meg. Ezen cstcs
biztos nem lehet része egy iranyitott huroknak a k-klikken beliil. Hasonl6 médon, a k —
— 2 a leszikitett ki-fokszammal rendelkezd cstcsnak csak egy bejovs éle van, ez viszont
az imént targyalt, k — 1 lesziikitett ki-fokszamu csticstdl jon, ezért ez a cstcs sem lehet
része egy iranyitott huroknak a k-klikken beliil. Es igy tovabb, ahogy végig haladunk a
csicsokon csokkend lesziikitett ki-fokszém szerint, mindegyikrdl belathato, hogy a bejovs
élei a nagyobb lesztikitett ki-fokszamu cstucsoktol jonnek, melyek nem lehetnek benne egy
iranyitott hurokban, amibél az kovetkezik, hogy az adott csiics sem. Igy csticsrol csticsra
haladva a k-klikk 6sszes csticsdnal kizarhatjuk, hogy része lenne egy iranyitott huroknak a
k-klikken beliil, azaz a k-klikk nem tartalmazhat irdnyitott k-klikket.

Végiil nagyon egyszertien azt is belathatjuk, hogy az els6 allitasbol kovetkezik a har-
madik, azaz ha minden él egy magasabb lesztikitett ki-fokszamiu csticsbél mutat egy ala-
csonyabb lesztikitett ki-fokszdmu csiicsba, akkor minden csiicsnak mas a lesziikitett ki-
fokszama. Ez egyenesen kovetkezik abbol, hogy ha taldlnank két egyforma lesziikitett ki-
fokszamu cstucsot a k-klikken beliil, akkor a koztiik 1é6vé élre nem lenne igaz, hogy magasabb
lesztikitett ki-fokszamu cstcsbol mutat alacsonyabb lesziikitett ki-fokszami cstucsba.

A fenti definicioknak eleget tevd iranyitott k-klikkek ,magasabb szint@” iranyultsdga
természetes moédon koveti a csticsok sorrendjét a csokkend lesziikitett ki-fokszam szerint. Az
a csics, melynek csak kimend élei vannak a k-klikk tobbi csticsai felé egy fajta ,forrasnak”,
vagy ,.fels6” csticsnak tekinthets, mig a tobbi cstcstol csak bejovs éllel rendelkezd cstcs egy
fajta ,nyeld”, vagy ,alsd” csics. A tobbi csics e két hatareset kozott helyezkedik el, és ahogy
haladunk az els§ cstcstol az utolso felé, egyre kevésbé tekinthetSk a csiicsok forrésnak,
viszont egyre inkabb nyelévé valnak. Az iranyitott k-klikkdefinicionk szemléltetése a 2.5.
abran lathato.

Fontos még kitérniink a dupla élt is tartalmazé k-klikkek esetére is. Ilyenkor a fenti
harom feltétel egyike sem teljesiil: A hurok jelenléte a k-klikkben trivialis, hiszen maga
a dupla él egy két elemd hurok. Tovabba a dupla éllel 6sszekotott cstcsparok kozott az
egyik élre biztosan nem fog teljesiilni, hogy nagyobb lesztikitett ki-fokszamu csicsbol mu-
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2.5. abra. Az iranyitott k-klikk definicidja. a) Egy pusztan egyszeres élekbdl allo iranyitott
k-klikk k=4 esetén. b) Mivel az altalunk definialt iranyitott k-klikkek nem tartalmazhatnak
irdnyftott hurkot, ezt a k-klikket nem fogadjuk el iranyitott k-klikknek, hiszen a pirossal
jelolt élek egy hurkot képeznek. ¢) Egy dupla élt is tartalmazé iranyitott k-klikk k=4
esetén. (A dupla él egyik tagjat elvéve egy iranyitott hurkoktol mentes, egyszeres élekbdl
allo k-klikket kapunk.) d) Ebben a k-klikkben nem tudjuk tgy egyirdnyuva tenni a dupla
élt, hogy ne maradjon iranyitott hurok, ezért ez nem egy iranyitott k-klikk.

tat kisebb lesztikitett ki-fokszamu csiicsba. Ezen felill azt is belathatjuk, hogy dupla élt
tartalmazo k-klikk esetén nem lesz minden cstucs lesziikitett ki-fokszéma kiilonbozs. Egy
k-klikk Osszes éleinek m szamat felirhatjuk tgy mint

k—1
m=> lny, (2.26)
=0

ahol ¢ a lehetséges lesziikitett ki-fokszamokon fut végig, az ny pedig megadja, hogy hany
csucs rendelkezik az adott £ lesziikitett fokszammal a k-klikken beliil. Ha minden csticsnak
kiilonbozs a leszikitett ki-fokszéma, akkor ny = 1 minden f-re, és megkapjuk a csupan
egyszeres éleket tartalmazo k-klikkekre vonatkozo m = k(k—1)/2 értéket. Viszont dupla
élt is tartalmazo k-klikkek esetén m>k(k—1)/2, aminél fogva legalabb az egyik n, értékének
nagyobbnak kell lennie, mint 1 a (2.26) egyenletben, azaz vannak olyan csiicsok, melyeknek
egyforma a lesztikitett ki-fokszamuk.

Ezek alapjan a kérdés az, hogy miként moédositsuk a csupan egyszeres élekbdl allo k-
klikkeknél megadott iranyitott k-klikkdefiniciot igy, hogy az alkalmazhato legyen dupla élt
is tartalmazo esetekre is. Az altalunk valasztott megoldés teljesen természetes és egyszert:
Iranyitott k-klikknek fogadunk el minden olyan dupla éllel rendelkezé k-klikket, melybdl
valahany él eltavolitdsaval 1étre lehet hozni egy pusztan egyszeres élekbdl allo k-klikket,
melyre mar teljesiilnek a korabban lefektetett feltételek. (Ezt szemlélteti a 2.5¢-d abra).

A k-klikkszomszédsagot teljesen hasonloan definidljuk az iranyitatlan esethez: két ira-
nyitott k-klikk szomszédos, ha k—1 csticsuk kozos. Egy iranyitott k-klikkperkolacios klasz-
ter ez alapjan olyan iranyitott k-klikkek maximélis uni6janak felel meg, melyben bérmely
iranyitott k-klikkbél eljuthatunk barmely mas irdnyitott k-klikkbe k-klikkszomszédsagok
sorozatan keresztiil. A k-klikksablon gorgetés illusztracioként teljesen ugyantugy alkalmaz-
hatd ebben az esetben is, mint azt ahogy a 2.1. alfejezetben bemutattuk az iranyitatlan
k-klikkperkolacios klasztereken. Az iranyitott k-klikkperkolacios klaszterek egy kézenfekvd
irdnyitott hélozati csoportdefiniciot nyijtanak, megkozelitésiink ezen vonatkozasait béveb-
ben a 3.1.2. alfejezetben fejtjiik ki.
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2.3.2. Iranyitott k-klikkperkolacié az Erdés—Rényi-grafban

Az Erdés—Rényi-graf iranyitott verziojaban az N csics kozott osszesen N (N —1) kiilonbo6z6
él lehetséges, és ezek egymastol fliggetlentil egységesen p valdszintiséggel jonnek ténylegesen
létre, atlagosan M ~ N (N —1)p élt eredményezve a rendszerben. (Az eredeti iranyitatlan
Erdds—Rényi-grafban csak N (N —1)/2 kiilonb6z6 €l lehetséges, ezért ugyanolyan élbekotési
valoszintiség esetén ott atlagosan csak M ~ N(N —1)p/2 él jon létre). Az iranyitott k-
klikkperkolacio kritikus élbekotési valoszintiségét p¥ (k)-val jeloljiik. A piF (k) értéke novekvs
N esetén csokken, és az N — oo hataresetben nulldhoz tart, hasonléan mint a klasszikus
élperkolaciora vonatkozo p. = 1/N vagy az iranyitatlan k-klikkperkolacio esetén levezetett
(2.19) kifejezés.

Az egyszertiség kedvéért csak vezetd rendben hatarozzuk meg p*(k)-t, a nagy N ha-
taresetre koncentralva. Tegyiik fel, hogy a kritikus élbekotési valosziniiség alatt vagyunk,
azaz az iranyitott k-klikkek még nem allnak Ossze egy 6rias perkolacios klaszterbe, ehelyett
csak kismérett, izolalt klaszterekkel talalkozhatunk. A k-klikksablon gorditési képben ez
annak felel meg, hogy ha megprobaljuk bejarni a halézatot a sablon szomszédos irdnyitott
k-klikkek kozotti gorgetésével, akkor altalaban néhény gordités utan meg kell allnunk, mert
nem tudunk a még fel nem tart részek felé tovabbgordiilni.

Az irdnyitott k-klikkperkolacié kritikus pontjanéal azonban ebben egy valtozas all be:
a még fel nem fedezett szomszédos iranyitott k-klikkek atlagos szama eggyel valik egyen-
16vé, ami lehet&vé teszi, hogy sok lépésen keresztiil gorditsiik tova a k-klikksablont. Mivel
p¥(k)-t csak vezetd rendben kivanjuk meghatarozni, elhanyagolhatjuk azon eseteket, mikor
a tovabbgordiilés dupla élek hasznalataval torténik: Minimum k— 1 él jelenléte sziikséges
ahhoz, hogy az adott iranyitott k-klikkbdl tovabb tudjunk lépni a kévetkezs (szomszédos)
irdnyitott k-klikkbe. Mivel az élek egymaéstol fiiggetlenek, ennek valoszintisége aranyos
pF~1-nel. Bar alapvetGen nem tiltott, hogy ezen élek kozott legyenek dupla élek is, minden
egyes tovabbi él jelenléte egy tovabbi p szorzo faktort jelent. Ez alapjan annak valoszintisé-
ge, hogy egy dupla élt is felhasznalunk a tovabbgordiilés soréan p-szer kisebb, mint annak,
hogy pusztén egyszeres élek segitségével gordiiliink tovabb. Hasonlé médon, két dupla él
felhasznalasanak valoszintisége mar p’-szer kisebb, stb.

Tovabbgordiilés esetén a sablon k—1 cstcsat valaszthatjuk ki arra, hogy athelyezziik,
és durvan N cstucs johet szamitasba mint az athelyezés célpontja. Ha nem lenne semmilyen
megkotés az élek iranyara vonatkozoan, akkor ezen 1 cstcs és az aktualis iranyitott k-klikk
kozott hizodo k—1 él mindegyike tetszoleges iranyba mutathatna, osszesen 281 kiilonféle
modon. Azonban az irdnyitott k-klikk, melybe atgordiiliink, szintén eleget kell tegyen a
korabban lefektetett kritériumoknak, ami jelentésen cstkkenti a szdba jovs konfiguraciok
szaméat. Az 4j csucs (melybe a sablon kivalasztott cstiicsa atgordiil), k kiilonféle helyet
foglalhat el az 1j iranyitott k-klikk csicsainak sorrendjében (a leszikitett ki- vagy be-
fokszam szerint). Ezzel szemben a két szomszédos iranyitott k-klikk kozt kozos k—1 cstcs
sorrendjét mar rogzitette az el6zd iranyitott k-klikk (és ebbe a sorrendbe kell | beilleszteni”
az 1j cstcsot). Az 4j csucs sorrendben elfoglalt helyének rogzitése egyben rogziti az élek
irdnyat is, vagyis azt kaptuk, hogy tovabbgordiilés esetén csupan csak k-féle konfiguricioja
lehet az éliranyoknak. Az eddig szamba vett faktorokat Osszegyiijtve a kovetkezs egyenletre
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juthatunk [T6]:
e (k)N (k= 1)k =1, (2.27)

ami alapjan az iranyitott k-klikkperkolacié kritikus élbekotési valoszintisége vezets rendben
P (k) = [Nk(k = D)8 = pe (k) /1101, (2.28)

A k =2 hataresetben pif (k = 2) = p./2 (ahol itt p. a jobb oldalon a klasszikus élperkolacio
pe =1/N kritikus kiiszob értéke), ami teljesen konzisztens azzal a megallapitassal, hogy az
élek atlagos szdma kétszer annyi az irdnyitott Erdds—Rényi-graf esetében az iranyitatlan
esethez képest azonos élbekotési valoszintiség mellett.

Az iranyitatlan esethez hasonloan az atalakulas rendparaméterének a (2.20)-(2.21)
egyenletekben definialt ® vagy ¥ mennyiségeket valaszthatjuk. A 2.6a-b &dbréakon a nu-
merikus szimulaciokbol kapott @ illetve W értékeket mutatjuk p/p fiiggvényében k = 4
esetén, N =50 és N =1600 kozott valtozo rendszerméret mellett. Hasonldan az iranyitatlan
esethez, ® egy lépcstfiiggvényhez tart novekvs rendszerméret mellett, mig W ehelyett egy,
a kritikus plf felett nulla és egy kozott folytonosan névekvs fiiggvényhez konvergal. A 2.6c
abran a U rendparaméterhez tartozd y szuszceptibilitést tiintettiik fel, melyet az iranyi-
tatlan esethez hasonléan a (2.23) egyenlet definial. Lathato, hogy névekvd rendszermeéret
esetén y egy egyre élesedd maximumot mutat, mely ezzel parhuzamosan egyre kozelebb
keriil a p/pl =1 ponthoz. A x maximumhelyét kezelhetjiik tigy, mint a kritikus élbekotési
valoszintiségre vonatkozd numerikus eredményt. A 2.6d abra szerint a maximumbhelybdl ka-
pott p2"™ numerikus eredmény, illetve a (2.28) egyenletben levezetett elméleti pF novekve
rendszerméret esetén egymashoz tart, hiszen p2"™ /pll ~ 14 cN~*, ahol ¢ egy konstans és

k~1/2.
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2.6. dbra. Az iranyitott k-klikkperkolécié6 numerikus vizsgalata Erdés—Rényi-grafban. A
gbrbék minden esetben tobb szimulaciéra kapott atlagértékeket mutatnak, a szimulaci-
0k szama a rendszermérettdl fiiggen 4 és 100 kozott mozgott. a) A @ rendparaméter (a
legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter csticsainak szama osztva N-nel), a p/p.(k)™ fiiggveé-
nyében, ahol p.(k)*-t a (2.28) dsszefiiggés alapjan szamitottuk ki. b) A ¥ rendparaméter
(a legnagyobb k-klikkperkolacios klaszter k-klikkjeinek szama osztva az Osszes k-klikkek
szaméval), a p/p.(k)" fiiggvényében. ¢) A (2.23) egyenletben definialt szuszceptibilitds a
p/pe(k)T fiiggvényében. Ennek maximumbhelye tekinthetd a kritikus élbekotési valoszintiség
numerikus eredményének. d) A szuszceptibilitds maximumhelyébdl kapott numerikus p2™™
és a (2.28) egyenletben megadott elméleti p.(k)" hanyadosa az inverzrendszerméret, 1/N
fiiggvényében. Lathato, hogy nagy rendszermeéret esetén ez a hanyados 1-hez tart. (Az abra

forrasa a [T6] publikacio).
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3. fejezet

Halb6zati csoportkeresés
k-klikkperkolacioval

Amint azt a 2. fejezetben emlitettiik, a k-klikkperkoléacios klaszterek feltarasa egyben egy
természetes csoportkeresési modszert is nyujt halézatokban. Ennek a megkozelitésnek a
kiilonlegességét az adja, hogy a feltart csoportok egymassal at is fedhetnek. A haloza-
ti csoportok (mas néven modulok, csoportosulasok, klaszterek) strt, erésen Osszekotott
részgrafoknak felelnek meg egy halozatban [187, 190, 68, 111, 81, 147, 182, T5|, mint pél-
daul egy csalad vagy barati kor az emberi kapcsolatok héalozataban [187, 217, T7|, vagy
azonos témakorhoz tartozo weblapok siirtin egymasra linkkelt csoportja a Vilaghalon [T6].
Hasonlo egységek eléfordulnak fehérje-kolesonhatasi halozatokban (pl. fehérjefunkeios cso-
portok) [175, 195], pénziigyi illetve gazdasagi halozatokban (pl. ipari szektorok) [157, 96],
valamint jatékelméleti modellekben is [200, 209, 199]. A csoportok feltérképezése nagyban
segitheti az emlitett halozatok szerkezetének, miikodésének alaposabb megismerését, mé-
lyebb megértését. A fejezet bevezetéseként roviden attekintjitk a halozati csoportkeresés
legfontosabb korabbi eredményeit.

A halozati csoportok gyakorlati fontossaga miatt rendkiviil sokféle csoportkeresé mod-
szer sziiletett az utobbi egy évtizedben (egy részletes, atfogd leirasat a teriiletnek S. For-
tunato adta meg a [72] publikiciéban), és a csoportoknak a mai napig nincs egy altalano-
san elfogadott, egyértelmd matematikai definicidja. A témakornek messzire nyuld gyokerei
vannak a grafelméletben, hiszen példaul a klasszikus minimalis elvagd cstucshalmaz vagy el-
vago élhalmaz megtaldlasdnak problémaéja is tekinthetd egyfajta csoportkeresésnek. Ennél
a problémanal a cél azon minimaélis szamu csucs, illetve él megtalalasa, melyek elvételével
a graf szétesik két egyforma méreti izolalt komponensre. Talén a legismertebb gyakor-
lati modszerek erre a Kernigham-Lin-algoritmus [109] illetve a spektralis biszekcio [17],
melyeket példaul rekurzivan alkalmazva egyre kisebb és kisebb részekre lehet vagni egy
adott halézatot, minden egyes vagasnal torekedvén a lehetd legkevesebb él eltavolitasara.
Ezen algoritmusokat, melyek az 1970-es illetve 80-as években jelentek meg, olyan gyakor-
lati problémak is motivaltak, mint példaul az, hogy miként lehet egy sok Gsszetevibdl allo
nyomtatott aramkort szétosztani tobb lapra gy, hogy a lapok kozott a lehetd legkevesebb
vezeték hiazodjon.
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A halozati csoportkeresésre tekinthetiink tigy is mint az altalanos adatklaszterezés prob-
lémakor egyik specidlis esetére. Ebben a kontextusban természetesen felmeriilnek olyan
széles korben alkalmazott modszerek is, mint példaul a hierarchikus klaszterezés [94] vagy
a k-kozépklaszterezés [126]. E modszerek konnytiszerrel adaptalhatoak a halozati csoport-
keresés probléméjara, amennyiben definidlunk egy hasonlosag- vagy tévolsagmértéket a
csticsok kozott. Egy egyszerti megoldas erre példaul a szomszédsagi matrix! két megfe-
lel§ soranak koszinuszhasonlosagat vagy korrelacios egytitthatojat hasznalni. Azonban a
tapasztalatok szerint egy ilyen fajta megkozelités altalaban gyenge mindségi halézati cso-
portokat ad, példaul a hierarchikus klaszterezés esetén gyakran elGfordul, hogy két szom-
szédos csoport ,,belsé magja” hamarabb Osszeolvad egymassal, minthogy az egyes magokhoz
hozzékapcsolodnanak az adott csoportok periférikus tagjai.

Az els6 komoly attorés a halozati csoportkeresés teriiletén Michelle Girvan és Mark E.
J. Newman nevéhez kitddik [81]. Az altaluk bevezetett algoritmus egyik f6 motivacioja
pont a fent emlitett, tul korai csoportmag Gsszeolvadas kikiiszobolése volt. A megkozelités
lényege, hogy a csoportokat az élek sorozatos eltavolitasaval allitjuk el§ a halozatbol, ahol
az élek sorrendjét a koztesség? hatarozza meg. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
a vizsgalt halozat egyetlen Osszefiiggd komponensbdl all. Az emlitett, koztességen alapuld
éleltavolitési folyamat ezt el6bb-utdbb két izolalt részgrafra bontja, ilyenkor az eredményiil
kapott két komponensen kiilon-kiilon rekurzivan folytatjuk az élek eltavolitasat, mig a fo-
lyamat végén minden cstcs izolaltta nem valik. A hierarchikus klaszterezéshez hasonl6an
igy itt is elgall egy csoportdendrogram (melynek gyokere az egész hélozat, levelei pedig
az egyes csucsok), azonban jelen esetben ez feliilrsl lefelé” torténik. Az egyetlen nyitott
kérdés ezek utéan az, hogy a kapott dendrogram melyik szintje felel meg az optimalis cso-
portfelosztasnak?

Girvan és Newman egy nagyon frappans valasszal alltak el a modularitds mennyiségé-
nek bevezetésével [153]. A modularités egy adott csoportfelbontas mindségét hivatott kvan-
titativen megadni, pusztan a halozati topologia (és természetesen a cstcsok csoportbesoro-
lasa) alapjan. Lényege, hogy a csoportokon beliili élstirtiséget egy olyan referenciamodellnél
kaphaté csoporton beliili élstirtiséggel hasonlitjuk Ossze, melynél az éleket véletlenszertien
kotogetjiik at a halézatban a cstucsok fokszdmanak megtartasaval. A modularités képletét

e=F =3 j\j—[zz‘f\}] (3.1)

icJ

alakban lehet megadni, ahol J a csoportokon fut végig, @y a J csoport modularitasa, [y
a csoport belsd (csoporttagok kozt hiazodo) éleinek széma, d; az i csoporttag fokszédma,
M pedig a halozatban talalhato élek teljes szama. A Q mennyiséget (némileg méas forma-
ban, de ekvivalens médon) Girvan és Newman elséként arra javasoltak, hogy a koztességen
alapul6 éleltavolitas soran elgallo dendrogramban megkeressiik a legjobb csoportfelbontast
ado szintet, mely esetén () maximalis [153|. Néhany valos rendszert reprezentalé halozaton,

'Egy halézat vagy graf A szomszédsagi matrixa egy négyzetes métrix, melyben minden sor és oszlop
egy-egy csucsnak felel meg. A maétrixelemek a szomszédséagi viszonyokat tiikrozik, azaz A;; = 1, ha az i
csticsbol mutat egy él a j csicsba, és A;; = 0 egyébként.

2Egy él koztessége a rajta athalado legrovidebb utak szdméaval ardnyos.

46



dc_1226 16

valamint szamitoégéppel generalt véletlen grafokon végzett tesztek alapjan igy lényegesen
jobb csoportfelbontast kapunk, mint a hierarchikus klaszterezés révén. (A ,jobb csoport-
felbontas” alatt itt azt kell érteni, hogy a szamitdgépes halozatok esetén a generalasnal
,beplantalt” csoportokkal sokkal jobb egyezést mutattak a eredmények, valamint egyes va-
16s halézatok esetén szintén ismert volt a ,helyes” csoportfelbontas, melyekkel megint csak
jobb egyezést mutattak a Girvan-Newman-algoritmus eredményei).

A modularitis hasznélata gyorsan nagyon nagy népszertiségre tett szert, és a mai napig
a legelfogadottabb csoportmingség mérésére szolgalé mennyiségnek szamit. Ennek kapcsan
természetesen adodik az az Otlet, hogy lehetne csoportkeresést folytatni a modularitas di-
rekt maximalizalésaval is az éleltavolitason alapulé Girvan—Newman-algoritmus helyett. A
modularitas egzakt maximumanak megkeresése egy NP-teljes probléma (ennek bizonyitasa
Ulrik Brandes és munkatérsai nevéhez fizédik [36]), ezért a gyakorlatban csak heurisztikus
modszerek johetnek szoba, melyek célja egy viszonylag jo ,lokalis” maximum megtaléla-
sa lehet6leg minél gyorsabban. Erre szadmos alternativ megkdzelitést dolgoztak ki az évek
soran, itt csak a legismertebb modszereket soroljuk fel.

Az els6 modularitas maximalizalo algoritmus szintén Mark E. J. Newman nevéhez fi-
z6dik [148], mely egy egyszert ,moh¢” eljaras, ami viszonylag gyors, viszont meglehet&sen
pontatlan, az altala talalt lokdlis modularitdsmaximumoknél tobbnyire 1ényegesen jobbak
adddnak példaul szimulalt hékezelés utjan, melyet el§szor Roger Guimera és Luis A. Nunes
Amaral hasznéltak csoportkeresésre metabolikus halozatokban [91]. Tovabbi, mindenképp
emlitésre mélto modularitasmaximalizalé modszerek még a Jordi Duch és Alex Arenas altal
bevezetett extrém optimalizacio [58], a rendkiviil gyors (és ezaltal nagyon nagy halézatok
elemzését lehetévé tevs) LOUVAIN-algoritmus® [27], valamint a spektralis optimalizacio
[150, 149, 212, 179, 197|, ahol tobbnyire egy tn. modularitasméatrixra kell rekurzivan al-
kalmazni a spektralis biszekcié modszerét.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a modularitasmaximalizalas manapsag az egyik leg-
népszeriibb csoportkeresési megkozelités a halozatkutatasban. Azonban fontos leszdgezni
azt is, hogy ennek is megvannak a maga korlatai. Az egyik jelentés hatranya a modulari-
tasmaximalizald modszereknek az tn. felbontasi hatar problémajaban rejlik, melyre Santo
Fortunato és Marc Barthélemy hivtak fel a figyelmet [73]. Az effektus lényege, hogy egy
Osszefiiggs halozatban O(v/M)-nél kevesebb élbdl &llo csoportokat nem tudunk feltarni
(ahol M a teljes halozat élszama). A masik nagy hatranya a modularitds maximalizalasan
alapuld modszereknek, hogy csak izolalt csoportokat adnak és nem engedik meg a csopor-
tok kozti atfedéseket. Amint latni fogjuk, az altalunk javasolt k-klikkperkolacios csoportok
egy természetes megoldast jelentenek ezekre a problémakra.

A modularitasmaximalizalas fent emlitett hatuliitéi miatt szdmos alternativ csoport-
keresési modszer keriilt bevezetésre, melyek egyaltalan nem, vagy csak részben fiiggenek
a modularitastol. Ezek koziil kiemelkednek az INFOMAP [185] és az OSLOM [118] algo-
ritmusok: az el6bbi egy informacidelméleti megkozelitésen alapuldé modszer, mely képes

3Ennél a modszernél az egyes csoportok modularitasat lokalisan probaljuk névelni a kérnyezs cstacsok
véletlen sorrendben térténd hozzaadasaval vagy tagok elvételével, majd minden csoportot egy-egy csticcsal
helyettesitiink, és az igy kapott (sokkal kisebb méretti) halézatban rekurzivan folytatjuk a modularitas
lokalis maximalizalasat.
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akar hierarchikusan egymaéasba agyazott csoportokat is feltdrni, mig az utébbi egy lokalis
csoportfitnesz-maximalizalason alapuldé modszer. Egy tovabbi érdekes irdnyvonalat képvi-
selnek a sztochasztikus blokkmodellen alapulé modszerek [50, 161, 164, 165, 166, 4], melyek-
nél egy ,beliil” stirtd, és egymashoz csak gyengébben kapcsolodd blokkokbdl 4ll6 grafmodell
paramétereit illesztjiik a vizsgalt halézathoz, és a legjobb illesztés alapjan kovetkeztetiink
a halozat csoportszerkezetére.

Ezeken feliil fontos megemliteni az in. dinamikus modszereket is, melyeknél ¢ lehetséges
allapottal rendelkez6 spineket rendeliink hozzé a csticsokhoz, és a Potts-modelhez [221] ha-
sonlé dinamikat tételezve fel a szomszédok kozott a spinek rendezédése alapjan hataroljuk
be a csoportokat. Az elss, ebbe az iranyba mutaté modszer Marcelo Blatt és munkatarsai
nevéhez fiizédik [26], mely egy altalanos adatklaszterezs eljarasnak felel meg. A kifejezet-
ten a halozati csoportkeresés problémajara fokuszald dinamikus modszert Jorg Reichardt
és Stefan Bornholdt vezették be [177], a kovetkezd Hamilton-fliggvény segitségével:

q
S s 1
’H:—jZAij(S(O'Z‘,O'j)-i—’}/Zn(RQ), (32)
i,J s=1

ahol A;; a halozat szomszédsagi matrixa, o; az i-edik cstcson 1évs spin allapota, § a
Kronecker-delta, ngs az s-edik allapotban 1évG spinek szama, J a ferromagneses csatolas
ergssége a spinek kozott, v pedig egy tovabbi paraméter. A megkozelités lényege, hogy
a csoportokat a rendszer alapallapotaban az azonos irdnyba mutatd spinek altal kijelolt
csucsoknak feleltetjik meg. A 3.2 egyenletben megadott Hamilton-fliggvény elsd tagjanak
szempontjabol az a kedvezd, ha minél t6bb spin mutat ugyanabba az iranyba, mig a ma-
sodik tag ezzel ellentétesen a spinek egyenletes elosztasat preferdlja a lehetséges allapotok
kozott. Az, hogy az alapallapotban mekkora (és hany darab) csoportot talalunk, a héalozati
topologia mellett a J /v aranytol fiigg. Természetesen idével tobb eltérs Hamilton-fiiggvény
hasznalata is felmeriilt [103, 193], és egy késbbi cikkben Reichardt és Bornholdt azt is meg-
mutattak, hogy megfelel6 Hamilton-fliggvény valasztasaval a spinrendszer alapallapotanak
megkeresése ekvivalensé tehetd a modularitas maximalizalasaval [178].

A tovabbiakban az altalunk bevezetett, k-klikkperkolacion alapuld csoportkeresési mod-
szer részleteit és legfontosabb eredményeit mutatjuk be. Ennek a megkozelitésnek a leg-
fontosabb djitasa az volt, hogy olyan halézatokban is lehetévé tette a csoportok feltarasat,
melyeknél nagyon jelentések a csoportatfedések. Nem sokkal kordbban mar megjelent az
irodalomban a Girvan—Newman-algoritmus egy olyan moédositasa, mely esetenként meg-
engedi, hogy egy cstcs egyszerre tobb csoportnak is tagja legyen [220]. Azonban ez a
modszer csak akkor mitikodik megbizhatoéan, ha az ilyen csticsok ritkak, és a csoportok
dontd tobbsége izolalt. Ezzel szemben a k-klikkperkolacié olyankor is jé eredményeket ad,
ha a csoportok tulnyomo része atfed més csoportokkal, és a csiicsok jelentds része szere-
pel csoportatfedésben. Ennek egyik hozadéka, hogy megnyilik az it olyan, korabban nem
tanulmanyozott statisztikdk vizsgalata el6tt, melyek nem értelmesek (vagy trivialisak) ak-
kor, ha csak elvétve fordulnak el6 csoportatfedések. (Ezen statisztikak viselkedését valos
rendszereket reprezentald halozatok esetén a 3.3.2. alfejezetben mutatjuk be).

A k-klikkperkolacios modszer hamar nagy népszertiségre tett szert, és a mai napig az
egyik meghatarozo csoportkeresési modszernek szamit olyan esetekben, ahol atfedd csopor-
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tokra szeretnénk bontani a vizsgélt haldzatot. Természetesen idével t6bb tovabbi alternativ
modszer is megjelent az irodalomban, melyek szintén az atfedd csoportkeresés probléma-
jara keresték a megoldast. Az egyik kézenfekvs Otlet ezzel kapcsolatban a modularitis
altalanositasa atfeds csoportokra, amire tobb eltérs javaslat is sziiletett [156, 189, 46, 119].
Mindenesetre az igy bevezetett mennyiségek hasznalhatok atfeds csoportok keresésére a
modularitasmaximalizalas megkozelitésében. Egy maésik lehetéséget kinal a Y. Y. Ahn
és munkatarsai altal javasolt élklaszterezésen alapulo algoritmus [3], ahol a halozat éle-
it soroljuk be diszjunkt csoportokba, megengedvén, hogy a csticsok viszont egyszerre tobb
csoportban is részt vegyenek. Egy érdekes tovabbi alternativat nyijt a Csermely Péter
vezette csoport altal kifejlesztett ModuLand modszercsalad, melyeknél az atfedd csopor-
tok bizonyos centralitasfiiggvények* lokalis maximumhelyei koriil alakulnak ki [114, 202].
Ezek mellett fontos megemliteni, hogy az INFOMAP mddszernek is sziiletett atfedéseket
megengedd verzioja [65], az OSLOM modszer is képes a csoportatfedések kezelésére [118],
valamint a Nepusz Tamas és munkatérsai altal javasolt fuzzy-klaszterezs eljarasnal is meg-
engedett, hogy egy csics egyszerre tobb csoportban vegyen részt [142; 141]. Az atfeds
csoportok feltarasat megcélzd modszerekrdl egy attekintd jellegti publikaciot Jierui Xie és
munkatarsai jelentettek meg [223].

A fejezet a disszertacio szerzdjének elsé szerzéségével megjelent Nature és New Jour-
nal of Physics cikkeken alapszik [T5, T6|, illetve az anyag jelentds része szerepel a k-
klikkperkolacioval kapcsolatos eredményeket Osszegytijté konyvfejezetben is [S2|. Amint
mar a 2. fejezetben emlitettiik, a k-klikkperkolacio alapotlete a [T5| publikacio szerzsi
(Palla Gergely, Derényi Imre, Farkas Illés és Vicsek Taméas) kozt zajlo diszkussziok ered-
ménye, melyeken a halézati csoportkereséssel kapcsolatos alkalmazasok kezdetektsl fog-
va a legfontosabb szempontként szerepeltek. A kés6bb bevezetésre keriils, iranyitott k-
klikkperkolacios csoportok megalapozasiban a fent emlitett kutatok mellett mar Pollner
Péter is aktivan részt vett. A tobb szélon folyé kutatasokat Vicsek Tamas irdanyitotta és
koordinalta, magat a csoportkeresd (k-klikkperkolacios klaszterkinyerd) algoritmust iranyi-
tatlan esetre a disszertécid szerzGje és Derényi Imre kozosen dolgoztak ki. Az irdnyitott
k-klikkperkolaciéra vonatkozé csoportkeresd algoritmust a disszertacio szerzéje adta meg.
Az emlitett két modszer implementalasa, a vizsgalt halézatokon valo lefuttatasa, az ered-
mények kiértékelése és a kiilonboz8 csoportstatisztikik elkészitése szintén a disszertaciod
szerz@jének feladata volt. A vizsgalatokat megel6zGen a halézatos adatbézisokat Farkas
Illés készitette eld.

3.1. A k-klikkperkolacié mint AtfedS csoportkeresési moédszer

A fejezet bevezet@jében emlitettiik, hogy a halozati csoportokat altalaban siird, erdsen
Osszekotott részgrafoknak szokds megfeleltetni. Ezek megkereséséhez a maximalis klikkek
jo kiindulasi pontnak ttinnek, hiszen lokalisan annal stirtibb méar nem lehet egy hal6zat,
mint egy klikk belsejében. Természetesen ha csak egy bizonyos méret feletti maximaélis

4A centralitési jellemzok azt hivatottak mérni, hogy egy adott cstics mennyire tolt be kézponti szerepet
a halozatban. Az egyik legegyszeriibb centralitds maga a fokszam, de ilyen példaul a korabban emlitett
koztesség is.
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klikkekre szoritjuk le a csoportok fogalmét, az egy tul erés megkotésen alapuld definicid
lenne a legtobb valddi rendszert reprezentald halézat esetén.

Egy rugalmas és megenged&bb csoportdefiniciot kindlnak a k-klikkperkolacios klaszte-
rek (egy adott k érték mellett), melyeknél mar nem kell mindenkinek mindenkivel kézvetlen
Osszekottetésben lenni egy csoporton beliil, viszont tovabbra is ,garantalt” stirségd rész-
egységekbdl épiilnek fel a csoportok. Ennek a csoportdefiniciénak a legnagyobb elénye az,
hogy megengedi a csoportok kozotti atfedést, azaz egy csics egyszerre akir tobb csoport-
nak is tagja lehet. Ez az aspektus kiilonosen fontos az emberi kapcsolatok hélézatanak
elemzésekor, valamint biolégiai hal6zatok esetén, hiszen altalaban egy adott személy ese-
tén a csalad, barati kor, munkahelyi kozosség mind kiilon csoportot képeznek, és hasonléan
szamos olyan fehérje ismert, mely t6bb funkciés csoportban is szerepet jatszik. Egy tovabbi
elény az, hogy a csoportdefinicié lokalis®, emiatt példaul nem lépnek fel felbontasi hatar
problémak. Végezetiil amennyiben iranyitott halézatot kivanunk elemezni, attérhetiink az
irdnyitott k-klikkperkolacios klaszterekre, melyek atfeds, iranyitott csoportokat eredmé-
nyeznek.

3.1.1. A csoportkeresési algoritmus

A k-klikkkeresés egy grafban polinomiélis komplexitdst probléma, ezért egy algoritmus,
mely megkeresi a vizsgalt halozat Osszes k-klikkjét, majd azokbol felépiti a k-klikkperko-
lacios klasztereket szintén garantaltan polinomialis komplexitasi. Azonban ha a halozat
tartalmaz nagy méretti maximalis klikkeket, akkor azokban exponencialisan sok kis méretti
k-klikk talalhato, ezért a gyakorlatban az Gsszes k-klikk egyenkénti feltarasa, eltarolasa
sokszor nem kivitelezhetd reélis id6koralt- és tarolokapacités mellett. Szerencsére erre nincs
is feltétlen sziikség, hiszen amennyiben ismerjiik a maximalis klikkeket, azok alapjéan a k-
klikkperkolacios klaszterek egyszertien felépithetsk.

Ennek révén az altalunk a [T5] publikacio kiegészits anyagaban kozolt csoportkeresési
algoritmus a maximaélis klikkeken alapszik. (Az algoritmust Derényi Imre és a disszertéacio
szerzGje kozosen dolgoztak ki, a moédszer implementéalasat teljes egészében a disszertaciod
szerzGje végezte el). A maximalis klikkek megkeresése egy kozismerten NP-teljes prob-
léma, ennélfogva ez a megkozelités egy exponencialis komplexitasu algoritmust eredmé-
nyez, ami elsére nem tinik elényosnek gyakorlati szempontboél. Szerencsére a heurisztikus
maximalisklikk-keres§ eljarasok a legtobb valos haldzaton meglehetGsen gyorsak, ezért ez
ritkdn okoz tényleges problémat az alkalmazésok terén.

A k-klikkperkolacios csoportok feltarasanak elsé 1épése tehat az adott halozat Osszes
maximélis klikkjének megkeresése. Az altalunk erre hasznalt modszer 1ényegében a Bron—

c s

klikkeket, hanem azok egymaéssal vald atfedéseit is eltarolja. A csoportokat ezen atfedé-

SEgy lokalis csoportdefinicié pontosan elSirja, hogy egy adott részgraf milyen feltételek teljesiilése mellett
tekinthetd csoportnak. Ezzel szemben a globalis médszerek altalaban egy ,globélis” paramétert probalnak
optimalizalni, és amit az eljaras eredményeként kapunk, azok a csoportok (ilyen pl. a modularitasmaxima-
lizalas). Ennek hatranya, hogy a halozat kis lokalis perturbacioja (mint pl. egy él kivagasa), akar a zavar
kornyezetétsl nagyon tavol is megvaltoztathatja a csoportokat (ami egy lokalis modszer esetén viszont nem
fordulhat eld).
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sek révén lehet felépiteni a kovetkez6 modon: Adott k esetén minden legalabb k méreti
maximaélis klikk része egy (és csakis egy), k-klikkperkolacios klaszternek. Amennyiben két
maximélis klikk legalabb k—1 cstucsban atfed egymaéssal, ugy egyazon k-klikkperkolacios
klaszterhez tartoznak, hiszen az atfeds részen at tudunk ,gordiilni” az egyik maximalis
klikkbd&l a mésikba a k-klikkszomszédsag definicioja alapjan. Ennek alapjan a csoportokat
megkaphatjuk gy, hogy definidlunk egy halézatot a maximaélis klikkek kozott, melyben
akkor kot Ossze él két maximalis klikket, ha atfedésiik legalabb k—1 cstcsot tartalmaz. A
k-klikkperkoléacios klaszterek ezen halézat Osszefliggé komponenseinek felelnek meg.

[
3f2]1]3]1
af2]1 11
2032 1]2
123 0]1
110 42
1021 24

Hiiii:i
Mi1|1/0/0 1|0
CHRARRRE
W o|o|ofoo]o
Wo|olooolo — >
|1]0l0jo 10
mofolofol of1

3.1. abra. A k-klikkperkolacids csoportkeresési algoritmus szemléltetése. Az dbra bal felsd
részén lathato, 10 csticsbol allo hélozat csoportjainak feltardsat mutatjuk be k =4 esetén.
A halozat 6sszesen 6 maximalis klikket tartalmaz, melyeket a kiilonb6z6 szinek jellnek, a
maximalis klikkek atfedési matrixa az abra jobb felss részén lathatd. Ha toroljiik beldle a k=
=4-nél kisebb diagonalis, valamint a k—1=3-nal kisebb nemdiagonélis elemeket, megkapjuk
a k =4-hez tartozo csoportokat megadd maximalisklikk-graf szomszédsagi matrixat, ahogy
azt az abra bal als6 részen lathatjuk. Ennek Osszefiiggd komponensei adjak a keresett
csoportokat, ami alapjan két (egymassal atfedd) csoportot kapunk, amint azt az abra jobb
also része mutatja. (Az abra forrasa a [T5] publikacio kiegészits része.)

A fenti eljarast szemlélteti a 3.1. dbra, melyen egy kis méret halézatban tarjuk fel
a csoportokat k = 4 esetén. A halozatbol elGszor kinyerjiik a maximalis klikkek atfedési
matrixat, melyben a diagonalis elemek az adott maximalis klikk méretét adjak meg, a
nemdiagonélis elemek pedig a maximalis klikkek atfedésének méretét mutatjak. (Ennélfog-
va a matrix szimmetrikus). Ebbdl egy adott k-hoz tartozoé csoportokat tgy lehet megkapni,
hogy a k-nal kisebb diagonalis elemeket és a k—1-nél kisebb nemdiagonélis elemeket térol-
jik, majd a megmaradd elemeket 1-gyel helyettesitjiik, és elgall azon maximaélisklikk-graf
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szomszédsagi matrixa, melynek 6sszefiiged komponensei kiadjék a keresett csoportokat.

1 E |
107" ]
1073 E

t

1073 .

Cond. Matt. cikkarchivum a

Internet autonom rendszerei o
107 3.1077 pO!! 0 ]

1O_< N N M

10° 10* 10°
M

3.2. abra. A k-klikkperkolacios csoportkeresési algoritmus futési ideje. A futési idét érakban
mértilk és a vizsgalt halozat élszamanak fliggvényében abrazoltuk, az eredmények egy
2005-ben egy atlagosnak szamitéo PC-n sziilettek. A fehér négyzetek az Internet autoném
rendszerei kozotti halozaton kapott futtatasi iddket jelolik, mig a sotét haromszogek a
Cornell Egyetem konyvtaranak internetes Condensed Matter cikkarchivum tarszerzéségi
halozatara vonatkoznak. Ez utobbi rendszer esetén az eredményekre egy ¢ = aM®™(M)
alaku fiiggvényt illesztettiink (folytonos vonal), az illesztési paraméterckre a = 3-1077 és
b=0.11 adodtak. (Az abra forrasa a [T5| publikacio kiegészitd része).

A 3.2. dbréan lathatjuk a csoportkeresési algoritmus futasi idejét két valos halozatra ab-
ban az esetben, mikor a halézatban talalhato élek szdma fokozatosan noévekedett. Mind a
Cornell Egyetem konyvtaranak internetes Condensed Matter cikkarchivuman [213] alapulo
tarsszerzdségi halozat esetén, mind az Internet autoném rendszereit leird halozat® esetén
a novekvd élszam az adott rendszer idébeli fejlédésének kovetkezménye, azaz a kiilonbozd
adatpontok az adott rendszer altal kiillonb6z6 id6pontokban mutatott hélézatokon kapott
eredményeknek felelnek meg. A 3.2. dbran a k = 6-os k-klikkméret esetén tapasztalt futasi
id6ket mutatja 6raban mérve. Lathato, hogy a novekvs élszam névekvs futasi idét eredmeé-
nyez és az adatokra viszonylag jol illeszkedik a t=aM?™M) figgvény, ahol ¢ a futasi ids, M
az élek szdma, az a és b illesztési paraméterek. Megjegyezziik, hogy a teljes tarsszerzségi
halozatra (kb. 127 000 él) minden lehetséges k érték figyelembevételével kevesebb, mint 2
ora alatt lefutott az algoritmus egy 2005-ben atlagosnak szamité PC-n, illetve sziilettek
eredmények k-klikkperkolacios csoportokrol tobbmilliés méretd hélozatokban is, amint ezt
a 4. fejezetben bemutatjuk.

Erdemes megemliteni, hogy a kutatocsoport altal kozolt publikaciok nyoméan Jussi M.
Kumpula és munkatarsai egy alternativ, a k-klikkek direkt feltarasan alapuld eljarast ja-
vasoltak a k-klikkperkolacios csoportok megkeresésére [116]. Ennek a modszernek el6nye,

5Az Internet autoném rendszereit leir6 idéfejléds halozat adatait a
http://www.cosin.org/extra/data/internet/nlanr.html oldalrél toltottiik le.
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hogy konnytivé teszi a csoportok felépitéséhez hasznalhato k-klikkek sziirését valamilyen
kritérium (pl. élsuly) szerint. A hatranya viszont az (amint azt az alfejezet elején is emli-
tettiik), hogy a nagy maximaélis klikkek jelenléte a gyakorlati kivitelezést nagyon eréforras-
igényessé teheti.

3.1.2. Az iranyitott csoportkeresési algoritmus

Az iranyitott k-klikkperkolacios klaszterek feltarasa hasonlo elvek szerint zajlik, mint az
el6z6 alfejezetben vazolt iranyitatlan csoportok megkeresése. (Az algoritmust a disszertécio
szerzGje dolgozta ki és a [T6] publikacio fiiggelékében kertilt kozlésre.) Elsgként bevezetjiik
az iranyitott maximalis klikk fogalmét, mely egy olyan iranyitott k-klikknek felel meg,
mely nem részgrafja egy még nagyobb iranyitott k-klikknek. Az iranyitatlan esettel teljesen
anal6g moédon egy irdnyitott k-klikkperkolacios klaszter egy rogzitett k esetén elGall gy,
mint maximalis iranyitott klikkek unidja, melyek legaldbb k méretiek, és el lehet jutni
koztiik barmelyikbél barmelyikbe legalabb k —1 méretti atfedések sorozatén keresztiil.

A maximalis iranyitott k-klikkek feltardsat a kovetkezd iteracioé segitségével lehet elvé-
gezni:

1. Megkeressiik egy adott csics Osszes maximalis iranyitott klikkjét.
2. Az adott csucsot eltavolitjuk a halozatbol.

(Természetesen az iteracié addig fut, amig az 6sszes csics el nem fogy.) Egy adott i cstcs
maximélis iranyitott klikkjeinek feltdrasat egy visszalépéses algoritmus segitségével lehet
elvégezni, melyet a 3.3. dbran szemléltetiink. Eldszor 1étrehozunk egy rendezett tarolot,
mely a maximalis iranyitott klikk cstucsait fogja tartalmazni a megfelel6 sorrendben, a
kiindulé allapotban csak az i csticsot tartalmazza. Emellett tovabbi tarolokra is sziikség
van, melyekbdl lépésenként emeliink be egy-egy csticsot az iranyitott klikkbe. Ezen tarolok
esetén nyilvantartjuk, hogy a kialakuléban lévg klikk cstcsaihoz képest hol helyezkednek
el az élek iranya altal megszabott sorrendben. A kezdeti allapotban két ilyen tarolonk van:
az egyik az i elgdjeit (a bejovs élek kezdGpontjait), a masik az i utodjait (a kimend élek
végpontjait) tartalmazza, ahogy azt a 3.3b abran lathatjuk. (Amennyiben egy csics az i-
nek egyszerre elédje és utodja, tgy mind a két taroloban szerepel). Az el6doket tartalmazo
tarolo az ¢ elstt (vagy felett) van, hiszen ha innen emeliink be egy csicsot az irdnyitott
klikkbe, akkor az az i elé keriil a sorrendben, mig az utédokat tartalmazo tarold az ¢ moégott
(vagy alatt) van, mert ha egy innét szarmazo cstucesal bévitjiik az iranyitott klikket, akkor
az az i mogeé (vagy ala) kertil.

A rekurziv iteraciok soran minden 1épésnél egy csiicsot kivalasztunk valamelyik taro-
16bol, majd a taroldoban elfoglalt helyének sorszama alapjan beemeljiik az iranyitott klikk
cstcsait gytijtd taroldo megfelel§ helyére. Ezutan a potencialis klikktagokat tartalmazo té-
rolokat megsztirjiik, annak érdekében hogy az iranyitott klikk ezen 6j tagjara is teljesiiljon
a kovetkezs két feltétel:

- az adott csucs felett taldlhato tarolokban talalhato cstucsok mind az adott cstcs
elédjei,
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3.3. abra. Az iranyitott maximalis klikk keresési algoritmus szemléltetése. a) Az 1-es cstcs
lokalis kornyezete egy elképzelt iranyitott halozatban. b) Kiindulaskor az 1-es bekeriil egy
rendezett taroloba, melyben késébb az iranyitott klikk cstcsait fogjuk kigytjteni. Tovabbi
két tarolot is inicializalunk, egyet 1-es el6djeinek (a bejove élek kezdSpontjainak), mely az
1-es folé (elé) keriil, és egyet az 1l-es utddjainak (a kimend élek végpontjainak), mely az
1-es ala (mogé) kertil. ¢) A 2-es csticsot beemeljiik az iranyitott klikkbe, ahol az 1-es folé
(elé) keriil. A 4-es és 6-os cstcsok nem szomszédosak a 2-essel, ezért ezeket eltavolitjuk
a tarolokbol. Ezen felil egy 1j tarolot kell létrehoznunk az 5-6s szamara, hiszen 2-esnek
utodja, az 1-esnek viszont elédje. d) A 3-as csticsot is behelyezziik az iranyitott klikkbe,
ahol a 2-es folé (elé) keriil, ezaltal az 6 taroloja meg is sziinik. Az also6 tarolobol a 8-
as cstucsot tordlni kell, mert nem szomszédja 3-asnak. (Az abra eredeti verzidja a |T6]
publikicio fliggelékében jelent meg, itt aprobb modositasokkal mutatjuk be.)

- az adott cstcs alatt talalhato tarolokban talalhato csticsok mind az adott csics utod-
jai.

Ha sziikséges, 1j tarolokat is létrehozunk, példaul a 3.3c abran lathato esetben a 2-es csiics
valasztasaval az 5-0s cstucsot (mely a 2-esnek utodja, az 1-esnek elédje) egy 10 taroloba kell
helyezni, mely a 2-es és az 1-es kozé kertil. Ennek révén barmely cstcsot is valasztjuk majd
a kovetkez§ iteracioban a tarolokbol, mindig teljesiilni fog, hogy az adott cstics pozicidja
az iranyitott klikken belil megegyezik a térold pozicidjaval, melybdl kivalasztottuk.

A fenti eljarast addig folytatjuk amig az Osszes tarold ki nem firiil, és igy megkapjuk
az ¢ csucs egy maximaélis irdnyitott klikkjét. Ezutan kovetkezik a visszatérés az algoritmus
egy olyan pontjahoz, ahol tébb potencialis 4j klikktag koziil is valaszthattunk és az Osszes
lehet&séget még nem probaltuk ki. A lehetséges elagazasokat sorban végigkovetve egymés
utan megkapjuk ¢ 6sszes maximalis iranyitott klikkjét.

Amennyiben az Osszes csics Osszes maximalis iranyitott klikkjét sikeriilt feltarni, az
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iranyitott k-klikkperkolacids csoportok megadasa teljesen hasonldé moédon zajlik, mint az
irdnyitatlan esetben. Itt is a maximalis iranyitott klikkek atfedési matrixabol indulunk ki,
melybdl adott k valasztésa esetén a k — 1-nél kisebb atfedéseket és a k-nal kisebb maxi-
malis klikkeket toroljik. A visszamaradd matrixban a nullatoél kiillonb6z6 nemdiagonalis
elemeket 1-el helyettesitjiikk, majd egy hagyomanyos klaszterezd eljarassal megkeressiik a
maximalis irdnyitott klikkek Osszefiiggé komponenseit, melyek mar a keresett iranyitott
k-klikkperkolacios klasztereknek felelnek meg.

3.2. Lokalis csoportszerkezet

Mivel a k-klikkperkolacios klasztereket eredetileg stilyozatlan haldzaton definidltuk a 2.1.
alfejezetben, elsG ranézésre tgy tlinhet, hogy az imént vazolt csoportkeresési modszer csak
stulyozatlan héalozatokra alkalmazhat6. Ellenben minden stlyozott hélozat konnytiszerrel
atalakithato silyozatlanra, egyszertien az élsiulyok elhagyéasaval. S6t, altalanos gyakorlat,
hogy egy valés haldzat vizsgalatdnal elGszor egy adott w* stulykiiszobnél gyengébb éleket
kisztirjiik és eltavolitjuk a rendszerbdl, majd a kapott sziirt halozatot méar sulyozatlanként
kezeljiik. Egy ilyen jellegii sztirés mindenféleképp indokolt ha meglehetdsen zajos az adat-
forras (mint pl. biologiai rendszerek esetén), és a gyenge kapcsolatok jo eséllyel csak mérési
hibék miatt jelennek meg.

A fentiek alapjan két paramétert kell megvalasztanunk, ha egy silyozott halézatban
szeretnénk csoportokat keresni a k-klikkperkolacio segitségével: egyfeldl a k-klikkméretet,
maésrészt az élek sziiréséhez hasznalt w* sulykiiszobot. A kovetkezdekben koriiljarjuk, hogy
miként érdemes ezeket a paramétereket beallitani ahhoz, hogy a feltart csoportszerkezet a
szamunkra legoptimalisabb legyen. A részletek ismertetése eltt megemlitjiik, hogy az idék
sordn a k-klikkperkolacios modszernek sziiletett egy olyan verzidja is, melynél az egyes
élek helyett a k-klikkeket szirjiik meg az élsilyok alapjan [S3]. Ennél a megkozelitésnél
azon k-klikkeket vessziik figyelembe a csoportok felépitésénél, melyekben az élek mértani
kozepe elér egy altalunk megszabott kiiszobot. Mivel az erre vonatkozo eredmények elss-
sorban Farkas Illés és Abel Daniel munkajat dicsérik, itt nem keriilnek bemutatéasra, és a
tovabbiakban olyan esetekre koncentralunk, ahol elGszor megsziirjiik az éleket egy w* suly-
kiiszob alapjan, majd a kapott halozatra alkalmazzuk vagy az eredeti, vagy az irdnyitott
k-klikkperkolaciés modszert.

A w* és k paraméterek valtoztatésa tavolrél hasonlit egy mikroszkop felbontésanak
beallitasahoz. Ha viszonylag magas stlykiiszobot hasznélunk, csak a legerdsebb, és ezal-
tal valoszintleg legfontosabb, ,legrobusztusabb” élek maradnak meg a héalozatban, ezért
a feltart csoportok kisebbek lesznek ugyanolyan k méret mellett egy alacsonyabb silykii-
szObhoz viszonyitva. Hasonlé6 médon, ha noveljik a k-klikkméretet rogzitett silykiiszob
mellett, egy egyre erdsebb feltételt szabunk meg a csoportok szdmara, hiszen az egyre na-
gyobb k-klikkek egyre ritkibban fordulnak el§ egy halézatban. Ennélfogva a viszonylag
nagy k-klikkméret megkovetelése is azzal jar, hogy a talalt csoportok lényegesen kisebbek
lesznek egy alacsony k értékhez viszonyitva (ugyanolyan stlykiiszob mellett). Osszességé-
ben azt mondhatjuk, hogy a magas sulykiiszob és k-klikkméret kicsi, viszont nagyon erds
csoportokat eredményez, melyeket stulyos élek haléznak be nagyon stri modon.
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Ezzel szemben ha elkezdjiik csokkenteni a silykiiszobot, a halézatban egyre tobb és
tobb élt fogunk meghagyni, igy egy rogzitett k paraméter mellett varhatdéan egyre nagyobb
csoportokat fogunk talalni (hiszen a gyengébb élekbgl allo részek sorban ,hozzaépiilnek”
az erGs csoportmaghoz). Hasonlo effektussal jar a k-klikkméret csokkentése is, hiszen ez-
altal gyengitjiik a csoportok alap-épitGelemeivel szemben tdmasztott kritériumot, melynek
révén egyre tobb és tobb k-klikk kapcsolodik be a csoportokba. Alacsony sulykiiszob és
k-klikkméret mellett gyakran eléfordul, hogy a legnagyobb csoport mérete mar az egész
hélozat méretével Osszevethets, azaz egy perkolalo klaszternek felel meg, ami a rendszer
jelentds részére kiterjed.

Amennyiben egy adott csics kozvetlen kornyezetében taladlhato csoportokra vagyunk
kivancsiak, gy érdemes tobb w* és k paraméter beallitast is kiprobalni, hogy a kapott ered-
mények koziil ki lehessen valasztani a legérdekesebb csoportokat. Erre mutat példakat a 3.4.
abra, mely a [T5] publikacioban leirt, tarsszerzségi, szoasszociacios és fehérje-kolesonhatasi
halozatokon végzet vizsgalataink soran kapott csoportok koziil Abrézol néhanyat. A 3.4a
abran Giorgio Parisi csoportjait lathatjuk, melyeket a Cornell Egyetem konyvtaranak in-
ternetes Condensed Matter cikkarchivuma [213] alapjan felépitett (30 739 cstcsbol 4llo)
tarsszerzéségi halozatban talaltunk a k-klikkperkolacio segitségével. (Az adatokat Farkas
Illés gytjtotte és dolgozta fel; a csoportkeresést, csoportelemzést és az abrakészitést a
disszertacio szerzdje végezte el). A halozat élsulyait a kovetkezd modon definialtuk: min-
den n szerz6s cikk 1/(n—1)-el noveli a szerzdi kozti kapesolatok erdsségét. E mogott az
a megfontolas all, hogy mig példaul egy kétszerzés cikk esetén egy szoros egyiittmiikodés
tételezhets fel a szerzéparos kozott, addig egy tobb tucat vagy akar tobb széz szerzével
rendelkezd publikacionél a paronkénti kapcsolatok erdssége valoszintileg joval kisebb.

A 3.4a abran Giorgio Parisi csoportjait k =4 és w* = 0.75 paraméter értékek mellett
mutatjuk be. A csoportokat a kiilonb6zd szinek jelolik, a csoportok kozti atfedések pirosak.
A csticsok mérete (,térfogata”) azon csoportok szamaval aranyos, melyeknek az adott cstcs
tagja. (Természetesen az abran Giorgio Parisit leszamitva a tobbi csics egyéb csoportjai
nem latszanak). Az élekhez tartozo publikaciok cime és kivonata alapjan sikeriilt megal-
lapitani, hogy a csoportok jol megfeleltethetSk egy-egy kutatési témanak Giorgio Parisi
széles érdeklddési korébdl, melyeken tobbnyire mas és mas tarsszerzékkel dolgozott egyiitt.

A 3.4b abran a South Florida Free Association Norms List [140] alapjan kapott szo-
asszociacios halozatban talalt csoportok koziil a ,BRIGHT” sz6 csoportjainak részgrafjat
tiintettiik fel. A nyers adatok ennél a rendszernél egyetemistakkal kitoltetett tirlapokon
alapultak, ahol a lapon talalhato hivoszavak mellé oda kellett irniuk az els§ szot, ami az
adott hivoszorol esziikbe jutott. A kapott valaszok mint Gj hivoszavak szerepeltek a késébbi
tirlapokon, igy az adatbazisban szerepl§ szavak szama az adatgytijtésben résztvevs egye-
temistak szaméval fokozatosan emelkedett. Az eredmény egy 10 617 szobol allo sulyozott,
iranyitott hélozat lett, melyben az élek irdnya a hivoszobdol mutat a kapott vélasz felé,
mig az élstly az adott szdasszociacid gyakorisdgara utal. Mi az egyszertiség kedvéeért itt
figyelmen kiviil hagytuk az élek irdnyitottsdgat és Osszeadtuk a két élsulyt egy adott szo-
paros esetén, ha a kapcsolat mindkét iranyban megvolt. A 3.4b abranal egy w* = 0.025-6s
stulykiiszobot és k = 4-es k-klikkméretet hasznaltunk. (Az adatokat Farkas Illés gytjtotte
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3.4. abra. Atfeds csoportok egy adott cstics kirnyezetében. A kiilonbozé csoportokat kiilon-
bo6z6 szinekkel jeloltiik, az atfedések pirossal vannak kiemelve, a csiicsok térfogata az adott
csucs csoportjainak szdméval aranyos. Mindharom esetben k=4-es k-klikkméretet hasznal-
tunk. a) Giorgio Parisi csoportjai a Cornell Egyetem konyvtaranak internetes Condensed
Matter cikkarchivuma alapjan késziilt tarsszerzéségi halozatban (w* =0.75 silykiiszobnél).
A csoportok kiilonb6z6 témakoroknek, kutatasi teriileteknek felelnek meg. b) A, BRIGHT”
sz6 csoportjai a South Florida Free Association Norms List alapjan késziilt szoasszociéci-
6s halozatban (w* = 0.025 sulykiiszob mellett). A csoportok a szo kiilonbozs jelentéseivel
kapcsolatos egyéb szavakbol allnak 6ssze. ¢) A ZDS1 fehérje csoportjai az élesztd (S. cerevi-
siae) fehérje-kolesonhatasi halozataban a Database of Interacting Proteins adatai alapjan.
A kiilénb6z6 csoportok itt kiilonb6zd fehérjefunkcioknak felelnek meg. (Az ébra forrasa
a |T5| publikacio).

ossze, a csoportkeresést és csoportelemzést a disszertacio szerzGje végezte el). A csoportok
lathato modon a ,BRIGHT” sz6 négyféle jelentése koriil szervezddnek, példaul a lila szint
csoportban intelligenciaval kapcsolatos szavakat talalunk, a zold a csillagaszathoz kotédik,

stb.



dc_1226 16

3. FEJEZET: Hdlozati csoportkeresés k-klikkperkoldcioval

Végiil a 3.4c abran a ZDS1 fehérje csoportjait mutatja az éleszts (S. cerevisiae) fehérje-
kolesonhatési halozatdban, mely a Database of Interacting Proteins [222] adatain alapult.
Ez egy iranyitatlan és sulyozatlan halozat, melyben két cstcs kozti kapcsolat azt jelzi,
hogy az adott fehérjeparra vonatkozodan olyan konkrét kisérleti vagy egyéb viszonylag erds
kozvetett eredmények ismertek, melyek arra utalnak, hogy képesek egymassal kélcsonhat-
ni (pl. 6sszekapcsolodni). A masik két halozathoz hasonloan itt is k = 4 esetén mutatjuk
a csoportokat, melyek a ZDS1 fehérje kiilonféle funkcidinak felelnek meg: Vizsgélataink
szerint a talalt csoportok jelentds részénél talalhato egy fehérjefunkcio, mellyel az adott
csoporton beliil a fehérjék tulnyomo része rendelkezik, és ezéltal az adott funkcio jol jel-
lemzi a csoportban résztvevs fehérjék biologiai szerepét. (A csoportkeresést a disszertéacio
szerzGje végezte el, mig az adatgytijtés, a csoportok elemzése és a fehérjefunkciok beazo-
nositasa Farkas Illés érdeme). A csoportokhoz a legjellemzsbb funkcié hozzarendelése a
Gene Ontology Term Finder [35] segitségével tortént. Ez a program az adott funkciohoz
egy szignifikancia szintet is képes rendelni, mely megmutatja, hogy mennyi a valoszintisége,
hogy ha véletlenszertien véilasztanank ki a csoport méretével megegyez szamu fehérjét az
adatbéazisbol, akkor azok kozott pont annyi rendelkezne a kérdéses funkcioval, mint ahény
fehérje esetén a feltart csoportban tapasztaltuk.

A 3.4b abran bemutatott szbasszociacids halozatot késébb tjra megvizsgaltuk az ira-
nyitott k-klikkperkolacio segitségével is, hiszen ez a halozat eredenddGen irdnyitott. Az élek
irAnyitottsaga révén az eredményiil kapott csoportokban kiilonbséget tudunk tenni a cso-
porthoz f6leg kimend élekkel kapcsolodd csoporttagok és a csoporthoz f6leg bejovs éllel
kot6ds tagok kozott. Az elss fajta csoporttag egy fajta ,forrast” képez a csoportban, mig a
maésik inkabb a ,nyel§” szerepét tolti be. Természetesen a csoporttagok tobbsége altalaban
valahol a két véglet kozott helyezkedik el.

Mindenesetre ezen tulajdonsdg mérésére bevezethetjiikk az ¢ cstics J csoportra vonat-
koztatott relativ bejovs fokszamat és a relativ ki-fokszamat [T6],

e = _dive (3.3)
i,be ) .
Ao +df
- d/
&y = (3.4)
. Ao+

ahol dZ be €S dil i @z ¢ cstcs J csoportban talalhato elédjeinek illetve utodjainak szamat

adjak meg. Természetesen de és dJ ki mindig 0 és 1 koze¢ esnek, valamint Osszegiik 1-et
ad. Sulyozott halézatok esetén a (3. 3 3.4) természetes modon altalanosithatok a

J

AJ wi,be
Wipe = —F 75 (3.5)
W5 pe T W5 1
J
o) Wy ki
Wi = —5—— 5, (3.6)
Wi he T W7

alakban, ahol w;]be és w;]ki az ¢ csucs J csoportban talalhato el6djeihez illetve utodjaihoz

o8



dc_1226 16

3.2. Lokdlis csoportszerkezet

kapcsolodo éleinek osszsulyat adjak meg. (A (3.3-3.6) egyenletekben definialt mutatok
bevezetését a disszertacio szerzdje javasolta).

PRESTIGE (1.0)
o

SUCCEED (1.0
SUCCESS (0.46) () (1.9

BRONZE FAME

(0.89)0 0.
(0.95), MEDAL (0.54) RICH/(0.31) © PROSPER (0.84)
BRASS O S
; \ALTH (0.60) P%,ERTY 1.0)
P ////
/,///
TARNISH & P (0:28) ~  LUXURY (0.91)
(0.93) ‘, P © MANSION (1.0)
/
% O
COPPER 0.0),(0.06)  LIMOUSINE (1.0)
(0.63) BRACELET \
(0.80) -80)
R EXPENSIVE (0.14)
NECKLACE ¢ WBL
(0.55) 43 RICELESS (0.93)
SO Wiki
o N O JEWEL (0.67) 1
o Ny
: & “@STONE (0.0) 06
PEARL
(0.81) P, 8':
o ~_\Z .
SAPPHIRE GEN 0
(1.0 ©0.71)

O EMERALD (0.86)

RUBY (0.60)

3.5. abra. Atfeds iranyitott csoportok a ,,GOLD” sz6 kérnyezetében a szoasszociacios ha-
lozatban. Ezuttal figyelembe vettiik az élek iranyitasat is a South Florida Free Associati-
on Norms List alapjan késziilt szoasszociacios halozatban. Az iranyitott k-klikkperkolacio
segitségével talalt csoportokat lathatjuk w* = 0.023-as silykiiszob és k = 4-es irdnyitott
k-klikkméret esetén. A cstucsok mérete a csoportjaik szaméval aranyos. A cstucsok mellett
feltiintettitk a hozzajuk tartozo @{ki = w;{ki/(w%{be+w;{ki) értéket is, ami a cstics szinar-
nyalatdban is megjelenik. A magas @7, értékkel rendelkezs csticsok (pl. ,SAPPHIRE”)
altalaban kiilonleges, ritkan hasznélt ézavak, mig az alacsony kifelé mutaté sillyal ren-
delkezs csucsok (pl. ,MONEY”) tébbnyire altalanos, gyakran hasznalt szavak. (Az ébra
forrasa a [T6] publikacio.)

A 3.5. abran a ,,GOLD” sz6 kdzvetlen kérnyezetében mutatjuk be az irdnyitott és atfeds
csoportokat w*=0.023-as silykiiszéb és k=4-es iranyitott k-klikkméret valasztas mellett. A
sarga csoport az olimpiai érmekkel kapcsolatos, a lila fémeket tartalmaz, a zold ékszerekhez
kotsdik, mig a kék a sikerrel és gazdagsaggal kapcsolatos szavakbol all. A csiicsok mellett
feltiintettiik az adott csoportra vonatkozo @1{1 értéket is, amit vizualisan a csiics arnyalata
is megjelenit. A képen latszik, hogy a specialis, ritkan hasznélt szavak (pl. ,SAPPHIRE”)
tobbnyire nagy relativ kimend sullyal rendelkeznek, hiszen rajuk ritkiAbban asszocidlunk.
Ezzel szemben az altalanos, gyakran hasznalt szavak (pl. ,MONEY”) alacsony relativ kime-
nd sulyt kapnak, mert rajuk gyakran asszocialunk és ezért az élek inkabb feléjiik mutatnak,
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mint hogy t6liikk induljanak.

Azonban érdekes megfigyelni azt, hogy példaul a ,GOLD” szénak 0 a relativ kimend
stlya a sarga csoportban (azaz 1 a relativ bejove silya), tehat ott ,nyels”, mig példaul a kék
szind csoportban mar egy viszonylag magas, {01‘{]1 = (.73-as kimeng stllyal rendelkezik. Ez
azt mutatja, hogy egy fontos hid szerepet tolt be a két csoport kozott, mintegy atvezetve az
asszociaciok fonalat az olimpiai érmekrdl a siker, és tagabb értelemben a gazdagsag felé. Ez
az egyszerd példa ravilagit arra, hogy az imént bevezetett csoportra vonatkoztatott relativ
kimeng illetve bejovs sily (vagy fokszam) hasznos eszkoz lehet arra, hogy megtalaljuk a
csoportok kozotti informéacidaramlasért felelGs csticsokat egy altalanos iranyitott haldzat
esetén.

Tovabbi példakat a lokélis szerkezet feltarasara a C.1. fiiggelékben adunk meg. Ezeknél
egyrészt a szdasszocidcios haldzatban vizsgaljuk meg tovabbi, tobb jelentéssel bird szavak
kozvetlen kornyezetét, masrészt egy informatikahoz kapcsolodd halozat lokalis csoportszer-
kezetét mutatjuk be.

3.3. Teljes csoportszerkezet

3.3.1. A paraméterek optimalis beallitasa

A 3.4-3.5 abréakon bemutatott csoportok jol illusztraljak, hogy a k-klikkperkolacios mod-
szerrel értelmes csoportok tarhatok fel a legkiilonfélébb halozatokban. Azonban még tisz-
taznunk kell azt a kérdést, hogy ha példaul nem egy adott cstics kdzvetlen kornyezetében
vagyunk kivancsiak a csoportokra, hanem a teljes halozat csoportszerkezetét fel szeretnénk
tarni, akkor miként érdemes a paramétereket beallitani. Ehhez azt érdemes végiggondolni,
hogy mi torténik a csoportszerkezettel nagy vonalakban akkor, ha egy rogzitett k paramé-
ter mellett kiindulunk egy minden élsilynal magasabb w* stulykiiszobbdl, majd w* értékét
fokozatosan nullara csokkentjiik. Kezdetben (az élek hianya miatt) egyaltalan nincsenek
csoportok, majd a leger&sebb élek megjelenésével elGszor kicsi, tobbnyire izolalt csoportok
keletkeznek. A folyamat soran aztan a figyelembe vett élek szamanak névekedésével a cso-
portok mérete is ng, és iddvel csoport-Osszeolvadasok is el6fordulhatnak. Amennyiben k
nem tul magas, a végéillapotban kénnyen eléfordulhat, hogy kialakul egy perkolalo orias
csoport, mely a folyamat soran a korabbi csoportok nagy részét sorra magaba olvasztotta.

A kérdés az, hogy egy ilyen folyamatnél mi jeloli ki az optimélis stulykiiszobot altala-
nos esetben? Természetesen a cél az, hogy a csoportfelbontas lehet6leg minél gazdagabb
struktirat mutasson, hiszen ha a csoportokat hasznéljuk késébb valamely vizsgalat beme-
né adataként, akkor varhatéan igy nyerhetd ki bel6liik a legtobb informécié. Ennélfogva
a tul magas w*, melynél még csak elvétve taldlunk csoportokat biztosan nem optimalis.
Ha viszont olyan alacsonyra allitjuk a stlykiiszobot, hogy megjelenik a perkolalé k-klikk-
klaszter, akkor a kapott csoportfelbontas szintén nem hordoz til sok informaciot. Ezek
alapjan az optimaélis w* valasztés adott k paraméter érték mellett a k-klikkperkolacié kri-
tikus élsulykiiszobénél egy picit magasabb érték [T5]: igy egyfelsl biztositjuk a lehetsleg
minél gazdagabb csoportszerkezet 1étrejottét, masfelsl meggatoljuk, hogy megjelenjen egy
perkolalo k-klikk-klaszter (egy orids csoport), mely bekebelezné a t6bbi kisebb csoport
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jelent6s részét. (Elscként Vicsek Tamas javasolta ezt a modszert az optiméalis paraméter-
értékek kivalasztasara.)

Elsfordulhatnak olyan rendszerek, ahol egy adott (altalaban nem tul nagy) k esetén
el lehet ugyan érni a k-klikkperkolaci6 kritikus pontjat feliilrsl egy alkalmasan magas w*
valasztaséval, ez viszont az élek jelentGs hanyadanak kidobasaval jar. Ezért célszert az él-
salykiiszobrdl attérni a figyelembe vett élek hanyadéra: Az éleket elGszor suly szerint sorba
rendezziik, majd a k-klikkperkolacios atalakulashoz a leggyengébb élektél kezdve sorban
vessziik ki az éleket a hélozatbol, kozben nyilvantartva a bennmaradé élek r hanyadét.
Természetesen igy is pontosan annyi élet fogunk elhanyagolni a kritikus pontnal, mint az
élsulykiiszobos modszernél, viszont ha azt tapasztaljuk, hogy kritikus pontban mért r* ha-
nyada a figyelembe vett éleknek til alacsony, akkor érdemes egy magasabb k értékre attérni
és annal a k értéknél ajra megkeresni a kritikus pontot. Az altalunk hasznélt kritérium a
még elfogadhatd r* élhanyadra az volt, hogy vegyiik figyelembe legalabb az élek felét, azaz
r* legyen legalabb r* = 0.5.

A fenti kritériumok alapjan példaul a 3.4a abran bemutatott térsszerzsi halozat esetén
a teljes csoportszerkezet feltarasanak szempontjabol optimalis paraméter beallitas a k=6 és
r*=0.93 értékeknek felel meg. Hasonlé modon, a 3.4b abran szerepld tarsszerzéi halozatnal
a k=4 ésr*=0.67 értékek adodtak optimalisnak, mig a 3.4c abran szerepld silyozatlan
fehérje-kolcsonhatasi halozatnal a k = 4-es k-klikkméret-valasztas a legkedvez6bb.

3.3.2. Csoportstatisztikiak

Amint korabban mar jeleztiik, a k-klikkperkolacios megkozelités legfontosabb wjitasa a
korabbi moédszerekhez képest az volt, hogy nagy skalan tette lehetévé a csoportszerkezet
feltarasat olyan esetekben is, amikor a csoportok kozti dtfedések nagyon gyakoriak, tobb-
szoros atfedések is eléfordulnak, és az atfedd régiok kiterjedtebbek is lehetnek (azaz nem
pusztan egy-egy cstcsban fed at két vagy akar tobb csoport). Ennek révén lehetGség ado-
dott olyan, kordbban nem vizsgalt statisztikdk vizsgalatara, melyeknek nincs értelme vagy
trivialis eredményt adnak teljesen izolalt, vagy csak ritkdn és kevéssé atfedd csoportok
esetén.

Az egyik ilyen statisztika annak eloszlasa, hogy egy adott csoport hany mésik csoport-
tal van atfedésben. Ez egyben annak a halozatnak a fokszameloszlasa, melynek csticsai
az eredeti halozat csoportjainak felelnek meg, és két csucs akkor szomszédos, ha az adott
csoportok atfednek egymassal. Természetesen a csoportok kozt tigy is lehet halézatot defi-
nialni, hogy elegend&nek tekintjiik két csoport 0sszekotottségéhez azt, ha van legalabb egy
él az eredeti halozatban az egyik csoportbol a masikba. Az altalunk hasznalt, atfedéseken
alapul6 definicidja a csoportok kozti halozatnak egy sokkal erdsebb kévetelményen alapszik.
Ennek elénye, hogy valészintsithetGen tényleg csak azok a csoportok kapcsolodnak Gssze
a csoporthalozatban, melyek kozott 1ényegi, erés kapcsolat all fent a kdzos tagok révén. A
csoporthalozat fokszameloszlasaval kapcsolatos legérdekesebb kérdés az, hogy vajon ez is
skalafiiggetlen-e, mint a csticsok fokszameloszlasa?

Két tovabbi, az atfedéseken alapuld statisztika, melyet érdekes megvizsgélni az atfe-
dések méreteloszlasa, valamint az egyes csicsok csoportszamanak eloszlasa, ahol a cso-
portszam megadja, hogy az adott csics hany csoportnak tagja parhuzamosan. (A felsorolt
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harom csoportatfedésen alapuléd statisztika bevezetését a disszertacio szerzdje javasolta.)
A toviabbiakban megvizsgéaljuk, hogy milyen eredményeket mutatnak ezek a statisztikak
a 3.4. Abran mar bemutatott tarsszerzGségi, szoasszociacios és fehérje-kolcsonhatasi halo-
zatok esetén. Az elemzésbe bevonjuk a csoportok méreteloszlasat is, mivel ez egy olyan
alapvets csoportstatisztika melyet széles korben szokas vizsgalni még a nematfeds csoport-
keres6 modszerek esetén is.

A hérom halozat csoportszerkezetére vonatkozo statisztikikat a 3.6. dbran lathatjuk.
Mind a négy vizsgalt mennyiség esetén a kiegészits eloszlasfliiggvényt abrazoltuk. (A statisz-
tikdkat és magat az abrat annak idején disszertacio szerzdje készitette el a [T5| publikacio-
hoz). A 3.6a abran a csoportok méreteloszlasa lathato. Mivel a minimélis csoportméret k, az
eloszlasokat az s— (k—1) fiiggvényében abrazoltuk, ahol s a csoportméret. (Emiatt a mini-
maélis méret csoportok a vizszintes tengelyen az 1-es értékhez keriilnek mindharom halézat
esetén). Az abra tantsaga szerint a csoportok méreteloszlasa hatvanyszertien cseng le. A
tarsszerzGségi halozat (fehér haromszogek) és a szoasszociacios halozat (sziirke négyzetek)
esetén egy —1-es illetve egy —1.6-0s kitevivel rendelkezd hatvanyfiiggvény illesztést latha-
tunk folytonos vonallal feltiintetve az adatpontok mellett. Nemétfeds csoportok esetén mar
korabban is ismert volt, hogy a csoportméret-eloszlas lehet hatvanyszert [170, 148|. Atfeds
csoportokrol viszont a [T5] publikacioban jelent meg elGszor ilyen eredmény. Természete-
sen ez szorosan Osszefligg azzal a feltétellel, mely szerint az optimaélis paraméterbeallitas
a k-klikkperkolacio kritikus pontjanal van: A kritikus ponttol tavol a perkolacios klasz-
terek (csoportok) méreteloszlasa az orias klasztert nem szamitva gyorsan levag. Azonban
a kritikus pontnal, ahol épp azon a hataron van a legnagyobb klaszter, hogy ,kivaljon” a
tobbi klaszter eloszlasabol és oriasiva novekedjen, a klaszterméret- (csoportméret-) eloszlas
sziikségszerten egy lassan lecsengd, ,vastag farki” alakot kell felvegyen.

A 3.6b abran a csoportok fokszameloszlasat lathatjuk (ahol egy adott csoport des fok-
szama a vele atfedd csoportok szaméat adja meg). A tarsszerziségi és a szoasszociacios ha-
lozatok esetén az eloszlds nemtrivialis alakot vesz fel, mely két részbdl tevédik Gssze: egy
bizonyos rendszerfiiggs értékig exponenciélisan cseng le, P(dcs) o< exp(—dcs/dp), majd ezt
koveti egy hatvanyszertien lecsengd rész, ahol P(dcs) o< (des) Y. Ez utébbi, a nagy dcs tar-
tomanyra érvényes skalafiiggetlen viselkedés szemléletes magyarazatot nyer, ha feltessziik,
hogy egy csoporton beliil minden cstcsnak egymaéstol fiiggetleniil nagyjabol egyforma esé-
lye van arra, hogy egy masik csoportnak is tagja legyen és ezaltal egy csoportatfedés j6jjon
létre. Ennek révén a nagyméretd csoportokndal a csoport fokszamat jol becsiilhetjiik a cso-
port méretének, s-nek és egy § aranyossagi tényezének a szorzataval, des >~ s9.

A 3.6b abra szerint ez valéban teljesiil, ugyanis a tarsszerz6ségi és a szoasszociacios halo-
zatok esetén a csoportok fokszdmeloszlésara a nagy fokszdmok tartoméanyaban ugyanolyan
kitevével rendelkezd hatvanyfiiggvényt lehet illeszteni, mint a csoportmeéret-eloszlasra. (Az
adatpontok melletti egyenes vonalak ezeket az illesztett hatvanyfiiggvényeket mutatjak).
Egy kicsit mas a helyzet a kisméretti csoportok esetén: a minimélis, £ méretti csoportokbol,
illetve az ennél csak néhany cstccsal nagyobb csoportokbdl van a legtébb a rendszerben,
ezért a csoportok fokszameloszlasaban megjelenik egy karakterisztikus dg >~ k¢ skéla, és az
eloszlasban a k¢ érték korili fluktuaciok hatésat latjuk megjelenni egy exponencialis lecsen-
gésként. (Az adatpontok melletti gorbiilt vonalak egy exponenciélisan lecsengé fliggvény
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3.6. abra. A k-klikkperkolacios csoportok statisztikai a 3.4. abran bemutatott halozatok
esetén. A kiegészit§ eloszlasfliggvényeket a k=6 és r* =0.93 értékek mellett lathatjuk
a tarsszerz6i halozatnal (fehér haromszogek), k=4 és r* = 0.67 esetén a szbasszociacios
halozatnal (sziirke négyzetek), és k = 4-nél a fehérje-kolesonhatési halozatnal (fekete ko-
rok). a) A csoportméret-eloszlas. b) A csoportok fokszameloszlasa. ¢) A csoportatfedések
méreteloszlasa. d) Az egyes cstcsok csoportszamanak eloszlasa. (Az abra forrasa a [T5]
publikacio.)

illesztését mutatjak).
A 3.6¢ abran a csoportatfedések méreteloszlasat lathatjuk, ahol sg ¢ az adott csopor-
tok kozOs csticsainak szamat adja meg. Bar egy adott ponton két csoport maximum egy
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(k —2)-klikkben fedhet at, elvileg semmi sem tiltja, hogy csoportok tobb helyen is atfed-
jenek egymassal, és ezaltal az Osszesitett atfedésiik nagy értéket vegyen fel. Az dbran az
eloszlasok messze nem olyan szélesek, mint a csoportméret vagy a csoportfokszam eseté-
ben, de nem jelenik meg egy karakterisztikus skilaja a csoportatfedéseknek, az adatpontok
a dupla logaritmikus abrazoldson durvin egyeneseket kovetnek. Végil megvizsgalhatjuk
azt is, hogy az egyes csiicsok egyszerre hany csoportban vesznek részt, ennek eloszlésat
a 3.6d abran mutatjuk be (itt n.y egy adott csics esetén azt adja meg, hogy Osszesen hany
csoportban szamit tagnak). Ezek az adatpontok is nagyjabol egy-egy egyenest kovetnek
dupla logaritmikus dbrazolasnal a tarsszerzdségi és a szbasszociacids haldzat esetén. Ezért
itt sem beszélhetiink egy tipikus skalarol, ami megadja, hogy egy cstics nagyjabol hany
csoporthoz fog tartozni. A fehérje-kdlecsonhatasi hélozat ez esetben némileg kilog a sorbdl,
hiszen esetében a legtobb csoportban felbukkand csiics is csak 4 csoportban vesz részt. Ez
Osszecseng azzal, hogy méar a csoportok fokszémeloszlasa is jelentGsen keskenyebb volt a
maésik két rendszerhez viszonyitva.

Az atfedéseken alapulé csoporthalozatokrol tovabbi attekintd jellegti statisztikakat gytj-
tottiink 6ssze a 3.1 tablazatban. Ezek koziil kiemelnénk a viszonylag magas klaszterezettsé-
gi egylitthato értékeket, melyek azt mutatjak, hogy ha egy csoport atfed két méasik csoport-
tal, akkor jo eséllyel az a masik két csoport is atfed egymassal. Erdekes tovabba a tablazat
utolso oszlopa is, mely ravilagit arra, hogy a vizsgalt rendszerekben nagyon fontos a cso-
portok kozti atfedések szerepe, hiszen a csoporttagok jelentds hanyada (a tarsszerzéségi és
szOasszociacios halozatnal tobb, mint a fele) vesz részt legalabb egy maésik csoporttal valo
atfedésben.

Alap halozat | Nes | (des) | (Kes) (0)
tarsszerzéségi | 2450 | 12.10 | 0.44 | 58%
szbasszociacios | 670 | 11.33 | 0.56 | 72%
fehérje-kolecsonhatési 82 | 1.54 | 0.17 | 26%

3.1. tablazat. A csoporthalozatok alapvetd statisztikai. A csoportok szamét Neg adja meg,
(des) az atlagos csoportfokszamnak felel meg, (Kc) a csoporthalozat atlagos klaszterezett-
ségi egytitthatoja. Végiil (o) az utolso oszlopban azt adja meg, hogy atlagosan egy csoport
mekkora hanyada vesz részt valamely masik csoporttal valo atfedésben. (A tablazat forrasa
a [T5| publikacio.)

A csoportstatisztikiakkal kapcsolatos tovabbi eredményeink megtalalhatok a C.2. fiigge-
lékben. Itt tobbek kozott megvizsgaljuk, hogy miként valtoznak meg a statisztikak akkor,
ha a vizsgalt halozat éleit véletlenszertien atkotogetjlik a cstcsok fokszamanak megtar-
tasaval. Ezen feliil két tovabbi hélozatra terjesztjik ki az elemzéseket, melyek kozil az
egyik egy informatikahoz kapcsolodd halozat, melyben a csticsok egy program valtozbinak
felelnek meg, a méasik pedig egy magyar nyelvii szinonima hal6zat.
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3.3.3. A csoportok halézata

A csoportok kozti hdlozatra tekinthetiink dgy, mintha egy kis felbontast, durva kép tarulna
elénk a halozatrol, melyben a rendszert egy magasabb szervezédési szinten vizsgalhatjuk.
Ennek elénye, hogy sokkal nagyobb részét tudjuk attekinteni a haloézatnak, mint amikor
minden egyes csucsot kiilon abrazolunk. Ezt illusztralja a 3.7. abra, ahol az élesztére (S.
cervisiae) vonatkozo, a Database of Interacting Proteins [222] adatbazisa alapjan felépi-
tett fehérje-kdlcsonhatéasi halozatot dbrazoltuk ilyen modon. A halozat relative kis mérete
megengedi, hogy a teljes csoporthalozat elférjen egy dbran. A csoportok egy részének belsd
szerkezete teljes részletességgel is lathato az abra also felében. Amint a 3.4¢ abranal mar
emlitettiik, ennél a rendszernél a talalt k-klikkcsoportok tébbnyire fehérje-komplexeknek,
vagy fehérjefunkcids csoportoknak felelnek meg. Az adott csoportokhoz tarsithaté fehérje-
komplexek vagy fehérjefunkciok beazonositasa a GO-TermFinder programcsomaggal [35],
illetve a Saccharomyces Genome Database [47| online eszkozeivel tortént.

A csoportstatisztikak vizsgalatanal bemutattuk, hogy a csoporthalozat fokszameloszla-
sa hatvanyfiiggvényszeriien esik nagy csoportfokszamok esetén, hasonlé moédon az alaphalo-
zat skilafliggetlen viselkedéséhez. Azonban az alacsonyabb csoportfokszémok tartomanyé-
ban a csoportfokszam-eloszlas egy exponencialis eloszldsba megy at. Ez a viselkedés kon-
zisztens a tObbszint komplex rendszerekrél alkotott altaldnos képpel, mely szerint egy-két
alap szervez@dési szabaly a rendszer minden szintjén azonos modon fellelhets, megengedve
emellett néhany egyéb, szintenként specifikus tulajdonsag kialakulasat.

Ahogy a Bevezetésben méar emlitettiik, a skalafiiggetlen fokszameloszlas kialakuléasanak
egyik egyszeri és plauzibilis magyarazata a cstcsok szintjén a preferencialis kapcsolodasi
szabaly, mely szerint a rendszer névekedése soran az 1j cstcsok becsatlakozésakor a ré-
gi csticsok a mar meglévs fokszamukkal ardnyos valoszintiséggel kotddnek az 0 csticshoz
[14, 7, 130]. A preferencialis kapcsolodasi szabaly jelenlétét tobb olyan valodi rendszert rep-
rezentalod halozaton is ellendrizték, melyek id6fejlédésérs] rendelkezésre allt elegends adat
[15, 104, 143]. Egy érdekes kérdés ehhez kapcsolodoan, hogy vajon a csoportok szintjén is
megjelenik-e a preferencialis csatolodas, azaz vajon a csoporthalézat fejlédése is hasonld
elvek alapjan zajlik, mint azt a cstcsok szintjén lattuk ? Ezt a probléméat vizsgaltuk az [S4]
publikaciéban a 3.4. és 3.6. 4brakon bemutatott tarsszerzdségi halozatban. Az eredmények
szerint (melyek elsgsorban Pollner Péter munkajanak koszonhetsk), a csoporthélozat kiala-
kulésat a nagy csoportfokszamok tartomanyan olyan folyamatok vezérlik, melyek nagyon
hasonlitanak a csticsok hélozatdnak névekedésénél feltart jelenségekhez.

A fejezet zarasaként megemlitjiik, hogy a k-klikkperkolacion alapuld csoportkeresési
modszer az idSk soran jelentSs népszertiségre tett szert, példaul a [T5| publikicio 2016
maérciusaig tobb mint 2000 fliggetlen hivatkozéast kapott. Ez tobbek kozott annak is ko-
szonhetd, hogy kutatési célra szabadon elérhetd az interneten a CFinder programcsomag’,
mely nemcsak megkeresi egy adott hélozat k-klikkperkolécios klasztereit, hanem képes az
eredmények vizualizalasara is. (A CFinder-hez a csoportkeress programkodot a disszerté-
ci6 szerzGje irta, a megjelenitésért felelés részt Adamcsek Balazs és Abel Daniel). A C.3.
fliggelékben néhany érdekes példat mutatunk be olyan kutatasi eredményekbdl, melyeknél

"http ://www.cfinder.org
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3.7. abra. A k-klikkperkolacios csoportok hélozata az éleszts (S. cerevisiae) fehérje-
kolesonhatési halozataban. Az adatok a Database of Interacting Proteins adatbézisabol
szarmagztak, a csoportokat a k = 4-es k-klikkméret mellett tartuk fel. Az csticsok mérete a
csoportmérettel ardnyos. Az abra als6 részében kinagyitottunk néhéany csoportot, melyek-
nek igy a belsd szerkezete is lathatova valik. (A csoportokat eltérd szinekkel, az atfedéseket
pirossal jeloltiik). Itt az egyes csticsok mérete az adott csiics csoportjainak szaméaval ara-
nyos. (Az abra forrasa a [T5] publikacio.)

a k-klikkperkolacios modszert alkalmazték kiilonféle rendszerekben a molekuléris biologiai
hélozatoktol kezdve szocioldgiai haldzatokon keresztiil a pénziigyi halézatokig.
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4. fejezet

Id6fejl6dd csoportdinamika

Az 1. fejezetben a topologikus fazisatalakulasok targyalasanal méar emlitésre keriilt, hogy
a valodi halézatok idében valtozoak. Ez kiilondsen igaz az emberi kapcsolatok halozatara,
hisz élete soran mindenkivel elfordul, hogy 1j ismeretségeket kot, illetve, hogy valamely ré-
gebbi ismerdsével idGvel megsziinik a kapcsolata. E folyamatoknak koszonhetSen az emberi
kapcsolatok haldzata egy dinamikus, folyamatosan atstrukturdlédé rendszer, melyben 4j
csucsok és élek jelennek meg, és ezzel parhuzamosan mar létezs cstucsok és élek tiinhetnek
el. Ebben a fejezetben két, viszonylag nagy mérettel rendelkezd emberi kapcsolathélozatban
vizsgaljuk a halozati topologia id6fejlddésével egyiitt jard valtozasokat a k-klikkperkolacios
csoportokban.

Ez a kutatas szorosan kapcsolédik a szociolégia azon 1j teriiletéhez, melynél az em-
beri kapcsolatok halézatat olyan adatbézisok révén vizsgéljdk, melyeket eredetileg nem
kifejezetten szocioldgiai kutatédsok céljabol hoztak létre. A szociologidban hagyomanyosan
ergs gyokerei vannak a halozatos megkozelitésnek, hiszen mér az 1930-as évektsl kezd-
ve tanulmanyoztak emberek kisméretii kapcsolathaloit, és alapvets felismeréseket tettek
[219, 85, 214]. (Itt fontos megemliteni a vilaghirt Mérei Ferenc nevét [70].) Ezek a vizsgala-
tok kérddgives felméréseken alapultak, melynek nagy elénye, hogy a kapcsolatokrol nagyon
részletes informéciokat lehet kapni: honnan van az ismeretség, milyen erds a kapcsolat,
mennyire kolcsonos, érzelmileg hogyan viszonyulnak egyméshoz a vizsgalt személyek, stb.
FEzzel szemben viszont nagy héatrany, hogy az ilyen médon tanulmanyozhaté minta mérete
erGsen korlatozott, tovabbé a valaszokbol a szubjektivitast nem lehet teljesen kisztirni.

Az ezredfordulé kérnyékén nagy valtozasok alltak be az emberi kapcsolatokat leird ha-
lozatok elemzésében, amikor is elkezdték a kiilonféle nagyméretii, automatizaltan gytjtott
adatbazisok hasznalatat a vizsgalt halozatok rekonstrualasara [158, 159, 216]. J6 példa erre
kiilonféle tudomanyos téarsszerzoségi halozatok vizsgalata |88, 87, 144, 15|, e-mailhalozatok
vizsgalata |60, 61, 56|, vagy mobiltelefon-hivési halozatok vizsgalata [5, 158, 159]|. Termé-
szetesen ezek az adatrendszerek csak nagyon korldtozott informéciot szolgaltatnak a kap-
csolatok természetérdl egy kérdsives felméréshez képest, de egyrészt tobb nagységrenddel
nagyobb halozatok elemzését teszik lehet&vé, masrészt esetenként lehetGség nyilik a kapcso-
latok erdsségének objektivebb mérésére (pl. két személy kozott a telefonhivasok szamanak
segitségével).
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Az egyik elsd, a szocioldgia szempontjabol is fontos 4j eredmény, amit ezek a nagy
skalaju vizsgélatok hoztak, a Granovetter-hipotézis igazolasa volt egy t6bb, mint 4 millio
felhasznalot tartalmazo mobiltelefon-hivasi halozatban [158, 159]. Mark Granovetter, ame-
rikai szociologus még az 1970-es években fogalmazta meg a kovetkezd, hires hipotézist : Két
ember kapcsolatanak erGssége az egymaéasnak szentelt id6, anyagi raforditas, érzelmi intenzi-
tas, bizalom és kolesonos segitség /szivesség kombinécidja, és ez a kapcsolaterdsség monoton
novekedd fiiggvénye a két ember relativ atfedésének (mely a kozos ismerdsok szama osztva
a két személy Osszes ismerGseinek szamaval). A fent emlitett, Kertész Janos tarsszerzdsé-
gével megjelentetett publikiciokban egyrészt a telefonhiviasok szaméat, masrészt a hiviasok
Osszesitett hosszat hasznaltak élsulyként két személy kozott. Az eredmények egy, az élek
95%-4aig hatarozottan emelkedd relativ atfedési gorbét mutattak az élsily fliggvényében,
azaz a hipotézis beigazolodott [158, 159]. Ezen feliil a halozat perkolacios tulajdonsagainak
vizsgalata erGsen alatdmasztotta Granovetter egy masik hires hipotézisét, az in. gyengeél-
hipotézist. Ennek lényege, hogy az emberikapcsolat-haléban az erds és gyenge élek jol
elkiiloniils szerepet jatszanak, mely szerint az erds élek leginkdbb csoportok, kézosségek
belsejében taldlhatok, és ezeket hivatottak egyben tartani, szemben a gyenge élekkel, me-
lyek els6 sorban a kiilonb6z6 csoportok kozott teremtenek kapcsolatot, és az egész halozat
Osszetartasaért felelGsek.

A fejezetben elemzésre keriilg két halozat egyike megegyezik a fent emlitett [158, 159]
publikiciokban vizsgalt mobiltelefon-hivasi hélézattal. A vizsgalatokba bevontunk ezen
feliil a Cornell Egyetem konyvtardnak internetes cikkgytijteményén alapulé tarsszerzGségi
halozatot is, melyet a 3. fejezetben méar bemutattunk. A kutatés a két halozatban feltarhato
k-klikkperkolécioés csoportok idéfejlédésére fokuszalt. Pusztéan az emberi kapcsolatokat leird
halozatok idsfejlédését (csoportelemzés nélkiil) méar tobb adatbazis alapjan is vizsgaltak
korabban [123, 15, 99, 59, 211, 224, 154|, és néhany tanulmany kiilon felhivta a figyelmet
arra, hogy a csoportok id&fejlédésének tanulméanyozasa nagyban segitheti a tarsadalom
onszervezo folyamatainak mélyebb megértését [89, 101, 90, 122, 113|. Ennek fényében az itt
bemutatasra keriil eredmények fontossagat az adja, hogy az irodalomban ezek nyujtottak
az els§ példat idsfejléds csoportok szisztematikus elGallitdsara és statisztikus elemzésére
nagymérett emberikapcsolat-halézatokban.

A fejezet alapjaul a disszertacio szerzdéjének els6 szerzéségével kozolt [T7] publikacio
szolgalt, mely a Nature-ben jelent meg. Az eredményekbdl késébb sziiletett még két cikk
[S5, S6], és szerves részét képezik egy konyvfejezetnek is [S7|. Magyar nyelven a Természet
Vildgdban jelent meg egy ezen kutatasokkal foglalkozo népszertsit cikk [S8], valamint a Fi-
zikai Szemlében is szerepelt egy kozlemény [S9|, mely az emlitett mobilhivéasi halozat esetén
egylitt mutatta be a [158, 159] cikkek valamint a [T7] publikacio legfontosabb eredményeit.

A mobiltelefon-hivasi halézat nyers adataihoz Barabasi Albert-Laszlonak koszonheté-
en fértiink hozza; ezek alapfeldolgozasat Szabd Géabor végezte el. A tarsszerzGségi halozat
esetén a 3. fejezetben bemutatott vizsgalatoknal hasznélt adatokra tdamaszkodtunk, me-
lyeket Farkas Illés gytijtott Ossze. A kiinduld adatbézisokbol az idéfiiggs élsulyok és az
idé6fejlsdd halozatok elallitasanak modszerét a disszertacié szerzdje dolgozta ki. Ennek
segitségével idGlépésenként feltarta a tanulményozott halézatok csoportszerkezetét, majd
az igy kinyert, pillanatfelvételhez hasonld statikus csoportokat Gsszeftizte dinamikus, id6-
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ben valtozé csoportokka. Ezt kovette az id6fejl6dd csoportok statisztikai elemzése, mely
szintén a disszertacio szerzdjének feladata volt. Ennek soran bevezette a csoportok idébe-
li valtozékonysagara jellemzd6 stacionaritést, valamint egy érdekes Osszefiiggést tart fel a
stacionarités, a csoportméret és a csoport varhato élettartama kozt. A csoportmegsziinés
joslasara vonatkozo vizsgalatok Otletét Barabasi Albert-Laszlo vetette fel, az erre vonatko-
z6 elemzéseket megint csak a disszertacio szerzéje végezte el. A kutatasokat Vicsek Taméas
irdnyitotta és koordinalta.

4.1. A halézatok és a csoportok elGallitasa

4.1.1. Sulyozott, idéfejldds halézatok

Amint azt a 3.2. alfejezetben mar emlitettiik, az altalunk vizsgalt tarsszerz&ségi halozat
esetén a kiindulasi adatbéazist a Cornell Egyetem konyvtaranak internetes cikkgytjtemé-
nyében havi bontasban megjelend, szilardtestfizikdhoz sorolt cikkek képezték (angol névén
ez a cond-mat arXiv) [213|. Ez 6sszesen tobb, mint 30 ezer szerzd altal kozolt publikaciok
adatait tartalmazta, melyek 142 honapnyi idStartamot toltottek ki. A mobiltelefon-hivasi
halozat esetén egy tobb, mint 4 milli6 ligyféllel rendelkezs szolgaltatod altal lebonyolitott
hivasok szamaét, idejét és koltségét Osszegezték kéthetes periddusokban, Gsszesen 52 héten
at [158, 159|. (Adatvédelmi okok miatt természetesen a felhasznalokat anonimizalak az
eljaras soran). Annak érdekében, hogy a nememberi felhasznalokat, call-centereket, stb.
kisztirjiik, csak azokat a hivasokat vettiik figyelembe a feldolgozas sordn, melyeknél a két
fél kozott mindkét iranyban volt hivas az adatbéazisban.

Egy kozosen publikalt cikk, illetve egy telefonhivas azt mutatjak, hogy az érintett sze-
mélyek kozott valamilyen kapcsolat alakult ki, és halozatos szempontboél az ilyen kap-
csolatokat id6fliggs élekkel reprezentalhatjuk. Mindkét rendszer esetén feltettiik, hogy az
emberek kozti interakciok, ismeretségek mar az emlitett, adatbézisban rogzitett események
bekovetkezése el6tt elkezdddtek, és hasonlé moédon, az események bekovetkezte utan is
egy ideig még fennmaradtak. (Pl. egy cikk megirasa altalaban intenziv egytittmiikodést és
kommunikaciot kivan a cikk szerzéi kozott, ami sokszor a cikk befejezése utan is megmarad
egy darabig).

Természetesen ugyanazon személyek egymés utan tobbszor is publikidlhatnak egytitt,
vagy hivhatjak egymast telefonon, és joggal tehetjiik fel azt, hogy minél gyakrabban fordul-
nak el§ ezek az események, annal erésebb az érintett személyek kozti kapcsolat. Emellett
azt is érdemes figyelembe venni, hogy az egyes publikidciokhoz és telefonhiviasokhoz is le-
het sulyt rendelni, hiszen egy sokszerzés cikk esetén feltehetjiik, hogy paronként kevesebb
egylittmiikodés volt a szerzék kozott, mint egy néhény szerzés cikknél. Erre egy termé-
szetes megoldas a 3.2. alfejezetben bevezetett silyozas, melynél egy n szerzgs cikk egy
1/(n —1)-es stlynak felel meg minden szerzépar esetén a szerzélistaban. Ezzel parhuza-
mosan a telefonhivasok esetén az egyes hivasok koltségét kezeltiik ugy, mint az adott ¢
esemény w; sulyat.

A kovetkezs fontos kérdés az, hogy miként vegyiik figyelembe a rendszer id&fejl§dését az
egyes kapcsolatok szintjén? Egy egyszert otletnek tiinik bevezetni egy rogzitett szélességii
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idGablakot, és egy adott idGpillanatban kizarni azon eseményeket az élstuly kiszamitéasabol,
melyek az idGpillanatra illesztett idGablakon kiviil esnek. Ezzel az a probléma, hogy igy az
események fontossaganak (sulyanak) nincs befolyasa arra, hogy idében milyen hosszan tart
az esemény ,hatasa”, ami szembe megy az emberi intuicioval. Példaul egy kétszerzss cikk
megjelentetése utan valoszintisithetGen joval hosszabb ideig tartjak egymassal a kapcsolatot
a szerzGk, mint egy 100 szerzds cikk esetén. Ennél fogva idGablakok alkalmazésa helyett
olyan élstulyokat vezettiink be, melyek az eseményektél idében tavolodva exponencidlisan
lecsengenek, és a lecsengés exponense fligg az adott esemény sulyatol. Ezek alapjan az
élsilyt a kovetkezd modon definidltuk egy t id6pontban valamely a és b csticsok kozott :

wmﬂﬂ::E:zmema(—AH;:A>, (4.1)

ahol az 6sszegzés azon eseményeken (cikkeken illetve telefonhivasokon) fut végig, melyekben
a és b érintettek, t; jeloli az ¢ esemény bekovetkezésének id6pontjat, w; pedig az esemény
salyat. A (4.1) egyenletben bevezetésre keriilt A paraméter segitségével lehetdség nyilik az
élsulylecsengést lassitani vagy gyorsitani az egész halézatban. Erre olyankor lehet sziikség,
ha példaul atskalazzuk az eseménysilyokat (pl. a telefonhivasok koltségét mas pénznemben
kezdjiik mérni) és a tal nagy (vagy tul kicsi) w; értékek tul gyors (vagy til lasst) lecsengést
okoznak altalanosan. Tovabba az is lathato a (4.1) kifejezésben, hogy a w; eseménystlyok
nem csak az exponensben szerepelnek, hanem emellett szorzofaktorként is megjelennek.
Erre azért van sziikség, hogy a t = t; specidlis esetben is legyen kiilonbség a fontos (nagy
sulyt) eseményekbdl szarmazo és a kis sulyu eseményekbdl szarmazo élek kozott.

A fenti megkozelitésben a halozat idéfejlédése az élsulyok folytonos valtozasaban ma-
nifesztalodik. Azonban egy sulykiiszob alkalmazasaval, torolvén azokat az éleket, melyek
gyengébbek, mint egy rogzitett w* érték, egy valoban atstrukturalodéd halozat tarul elénk,
melyben az élek eltiinnek, ha mar egy ideje nem tortént publikacios vagy telefonhivasi ese-
mény az adott csicsok kozott, de ugyanakkor késébb djra megjelenhetnek, ha ismét van
kozos publikicié vagy telefonhivas a vonatkozd személyek részvételével. Ezt demonstral-
ja a 4.1. dbra, melyen a mobiltelefon-hivasi halozat egy véletlenszertien valasztott élének
idofejlsdését lathatjuk. (A (4.1) egyenleten alapuld modszert a sulyozott halozat idéfejls-
désének figyelembe vételére a disszertéacio szerzGje dolgozta ki).

4.1.2. A statikus csoportok

Miutan elgallitottuk az id6fejléds halozatokat a 4.1.1. alfejezetben vézolt moédon, minden
idslépésnél megkerestiik benniik a k-klikkperkolacios csoportokat. (Bar a (4.1) egyenletben
definialt, id6ben folytonos élsilyok megengedik, hogy akar két idslépés kdzott is megvizs-
galjuk a hélozatot, egy természetes valasztas volt az, hogy az adatbazisokban rogzitett
események altal megadott id6lépéseknél elemezziik a két rendszert). A csoportkeresésnél
a k-klikkek mérete k = 3, az élstlykiiszob w* = 0.1 voltak a tarsszerzGségi halozat esetén,
illetve k=4 valamint w*=1.0 a mobiltelefon-hivasi halozat esetén. (A paramétereket a 3.3.
alfejezetben bemutatott modon allitottuk be).

A 4.2. dbran a lokalis csoportszerkezetet mutatjuk be egy adott idGlépésnél, egy-egy
véletlenszertien valasztott cstics néhany lépéses kornyezetében a két halozat esetén. Az
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2 T T
mobiltelefon-hivasok

4.1. abra. Az élsuly idofejlédése két véletlenszertien valasztott felhasznald kozott a
mobiltelefon-hivasi halézatban. Ha bevezetiink egy w* = 1 nagysagu sulykiiszobot, ez az
él csak a satirozott idGszakokban lesz jelen. (Az abra forrasa a |T7] publikacio kiegészitd
része).

eltérd csoportokat kiilonbozs szinek jelolik, ahol a piros szin a csoportok kozti atfedéseknek
van fenntartva. A feketével jelolt csicsok és élek nem keriiltek bele egyik csoportba sem.
Az abran is mutatott, adott id6lépésnél kinyert csoportokra tekinthetiink gy, mint a
csoportszerkezet allo pillanatfelvételére. Késébb a 4.1.4. alfejezetben mutatjuk be, hogy
miként lehet ezeket a statikus alloképeket egymés utan flizni ahhoz, hogy elGalljanak az
id6fejléds csoportok.

A 4.2. 4bran az lathato, hogy a két halozat elég eltérd lokalis szerkezetet mutat. A tars-
szerzGségi halozatra tekinthetiink ugy is, mint egy paros graf! vetiiletére. Emiatt érthetd,
hogy ez egy lokalisan elég strt halozat, melyben gyakran fordulnak els kisebb-nagyobb
klikkek (hiszen minden cikk az Osszes szerzGjét osszekoti egymassal). A kapott csoportok
lefedik a halozat jelentds részét és nagyon gyakran fednek at egymaéssal. Ezzel szemben a
mobiltelefon-hivasi halozat egy jelentGsen ritkdbb képet mutat, melyben a csoportok job-
ban elkiiloniilnek egymastol, ritkabbak az atfedések, és joval tobb a csoportokon kiviili
csucs, illetve a csoportok kozott huzodo él.

Ezen eltérések kialakuldsaban vélhet&en szerepe van a kapcsolatok eltérd természetének
a két halozat esetén. A telefonhivéasok pillanatszerd eseményeknek tiinnek, ha mondjuk egy
tudomaéanyos publikicié megirasanak folyamatiahoz hasonlitjuk 6ket. Noha ezeket a pillanat-
szerl, gyors eseményeket kéthetes periodusokra aggregaltak, még igy is valdszintisithetd,
hogy id&ben szorosabban kovetik az emberi kapcsolatok valtozésait, mint a térsszerzd-
ségi halozat, hiszen egy cikk megirasa altaldban tobb hoénapos, vagy akar egy-két éves
egylittmiikodést is megkivanhat. Ezen feliil, a tarsszerzségi halozatnal a cikkek tilnyomd
részénél nem igazi paros interakcidkat latunk, hanem nagyobb csoportok k6zos munkajanak

'Ez a péros graf a szerzdk és a cikkek kozott fesziil ki, ahol az élek csak eltérd ,tipusi” cstcsok kozott
huzodhatnak. Ezt ugy vetithetjiik ra egy mér pusztéan szerzékbdl allo grafra, hogy minden olyan szerzé
parost Osszekotiink akiknek van kézos szomszédja a cikkek kozott a paros grafban.
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4.2. abra. a) A lokalis csoportszerkezet egy véletlenszertien valasztott cstcs sziik kornye-
zetében a tarszerzGségi héldzat esetén. A kiindulasul valasztott cstcsot egy piros keretbe
foglaltuk. A kiilonb6z8 csoportokat az eltérd szinek jelolik, a csoportok kozti atfedéseket
pirossal emeltiik ki. b) Ugyanaz az dbra a mobiltelefon-hivasi héalozat esetén. (Az abra
forrasa a [T7] publikacio).

eredményét. Ezzel szemben a telefonhivasi halézatnal az élek ilyen szempontbol fliggetle-
nek egymastol, és minden esetben az adott két személy kozott lezajlott paros interakcidok
eredményének tekinthetdsk.

4.1.3. A csoportok ellenérzése

Miel6tt nekilatnank osszeftizni az id6lépésenként kinyert statikus csoportokat idéfejlgdd
csoportokké, célszerd megvizsgalni, hogy vajon a statikus csoportok mutatnak-e olyan je-
leket, melyek alatamasztjak azt a feltételezésiinket, hogy ezek jelentds részben ténylegesen
létez emberi kozosségek lenyomatai. Az egyik egyszerd vizsgalat, amit elvégeztiink, az a
csoportokon beliili élek atlagos sulyanak Osszehasonlitasa volt a csoportok kozott huzo-
do élek atlagos sulyaval. A két mennyiség ardnyara 2.9 adodott a tarsszerz@ségi halozat
esetén, és 5.9 a mobiltelefon hivasi halozat esetén. Ez azt jelenti, hogy a csoportokon
beliili egyiittmiikodés illetve kommunikacioé lényegesen intenzivebb a csoportokon kiviili
kapcsolatokhoz viszonyitva. (Ez az eredmény szintén szépen egybevag a Granovetter-féle
gyengeél-hipotézissel).

A mobiltelefon-hivasi halozat esetén néhany kiegészité informécié mint példaul az ira-
nyitoszam és az életkor is rendelkezésre allt a (més szempontbol teljesen anonim) fel-
hasznélokrol. E két adattipus segitségével megvizsgéilhatjuk, hogy mennyire homogének az
altalunk feltart csoportok. Ennek érdekében minden csoportnal megkerestiik a tagok legna-
gyobb olyan részhalmazat, melyen beliil az iranyitoszamok megegyeznek. Osszehasonlitas-
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ként megcsinaltuk ugyanezt a csoportokkal megegyezs méretii, véletlenszertien 6sszeviloga-
tott halmazokra is. A 4.3a dbra a csoportok legnagyobb, iranyitdszam alapjan homogénnek
tekinthetd részhalmazénak (nyom) atlagos méretét mutatja az s csoportméret fiiggvényé-
ben, a véletlenszert halmazokra kapott (n.y) atlagértékkel leosztva. A k-klikkperkolacios
csoportok esetén kapott jelentGsen nagyobb értékek azt mutatjik, hogy ezek a csoportok
tobbnyire olyan személyekbdl tevédnek Ossze, akik viszonylag kozel laknak egymashoz.
A 4.3a abran mutatott gérbének maximuma van nagyjabol az s ~ 35-0s csoportméret-
nél, ami alapjan elsére tgy tiinhet, mintha az ilyen méretd csoportok lennének foldrajzi
értelemben a leghomogénebbek.

Azonban ennél Osszetettebb a helyzet, ahogy azt a 4.3b abra mutatja, melyen az
(nhom) /s aranyt abrazoltuk a csoportméret fiiggvényében. Ennek alapjan a kisebb cso-
portok a leghomogénebbek, bar tovabbra is észlelhets egy kisebb csiics az s ~30—35 tarto-
ményban. A 4.3. &bran az iranyit6szam mellett az életkorra kapott hasonlé eredményeket is
feltiintettiik, ahol (nyom) a legnagyobb, egy haroméves idGablakon beliil azonos életkoru fel-
hasznalokbol all6 részhalmaz atlagos méretének felel meg adott méreti csoportokon beliil,
mig (nyp) a csoportokkal megegyezs méretii véletlenszert halmazokban kapott atlagérték.
Az, hogy (npom) / (nyn) > 1 azt mutatja, hogy a csoportok nagyobb eséllyel tartalmaznak
azonos generaciohoz tartozo személyeket, mint a véletlenszert halmazok. A 4.3b dbran az
is latszik, hogy életkor alapjén is a kisebb csoportok mutatnak nagyobb homogenitast a
nagyobb csoportokhoz képest.

a b
) T T T T T ) 0.6
14+ 7
iranyitdszam —e— 0.5 iranyitdszam —e—
életkor - —-- életkor - -
041 o .
%
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4.3. abra. a) A teli szimbolumok a csoportok legnagyobb, azonos iranyitoszammal rendel-
kez6 részhalmazanak (npom,) atlagos méretét mutatjak az s csoportméret fiiggvényében,
ahol a telefonhaldzat csoportjaira kapott eredményt leosztottuk az ugyanolyan méreti,
véletlenszertien valasztott felhasznalokbol allé halmazokra kapott (n.y) értékkel. Hasonlo
modon, az iires szimbolumok a csoportok legnagyobb, egy harom éves id&ablakon beliil
azonos életkorral rendelkezd részhalmazanak atlagos méretét mutatjak a véletlenszertien
Osszerakott, ugyanolyan méret halmazokra kapott eredménnyel leosztva, szintén s fiigg-
vényében. Az als6 hibahatar (npom) /((nyn) +0ovn), a felsé pedig (npom) /((nyn) —owh), ahol
oy a véletlenszerten dsszerakott halmazokra kapott szoras. b) Az (nyea1) /s az s csoportmé-
ret fliggvényében az iranyitoszam (fekete szimbolumok) és az életkor (fehér szimbolumok)
esetén. (Az abra forrasa a |T7| publikacio).

Ezen felill a 4.3. abrabol az is leszlirhets, hogy a csoportok nagyobb homogenitast
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mutatnak az irdanyitészam szempontjabol az életkorhoz hasonlitva. Egy kézenfekvs ma-
gyarazat erre az, hogy a sziil6k és gyerekeik kozott altalaban a gyerekek felngtté valasa
utan is megmarad az erGs kapcsolat, melynek révén egyes csoportok konnyen tartalmaz-
hatnak eltérd generaciokhoz tartozo felhasznalokat. Ezt aldtamasztja a 4.4a abra, melyen a
csoporttagok életkorkiilonbségének eloszlasat mutatjuk be. Az empirikus strtségfiiggvény
maximuma nulldnal van, viszont megjelenik egy jol lathato kisebb maximum is 25 évnél,
ami nagyjabol megfelel egy tipikus sziil6-gyerek életkorkiilonbségnek.

a) b)
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4.4. abra. a) A csoporttagok életkorbeli kiilonbségének empirikus stirtségfiiggvénye, p, a
mobiltelefon hivasi halozatban. A két legtobbszor eléfordulo érték a 0 és a 25. Ez azt je-
lenti, hogy ha vesziink két felhasznalot egyazon csoportbol, akkor a két legvaldszintibb eset
az, hogy azonos az életkoruk, vagy egy generécionyi eltérés van koztiik. b) Azon csoportok

Nc(él ) (ny) szama, melyben az adott szolgaltatéast igénybe vevd tagok szédma n,, leosztva
azon véletlenszertien Osszerakott halmazok atlagos <N\EE) (nu)> szaméval, melyekben szin-
tén n, felhasznald vette igénybe a szolgaltatast. A véletlenszerd halmazok méreteloszlasa

megegyezett a csoportok méreteloszlasaval. (Az abra forrasa a [T7]| publikacio kiegészitd
része).

Az irdanyitoszamon és az életkoron feliil rendelkezésre alltak bizonyos adatok a felhasz-
nalok altal igénybe vett kiilonféle szolgaltatasokrol is. A kiindulési adatbézisban példaul
szerepelt, hogy a 34-féle lehetséges szolgaltatast hanyszor vette igénybe egy-egy felhasz-
nalé az adott kéthetes idészakokban. Azonban fontos leszogezni azt, hogy a felhasznalok
dontd tobbsége egyaltalan nem vett igénybe egy ilyen extra szolgéltatast sem, azaz egy
véletlenszertien valasztott felhasznalo esetén barmely szolgaltatis hasznalatanak esélye na-
gyon kicsi volt. Emiatt az iranyitoszam és az életkor esetén alkalmazott modszer helyett itt
minden szolgaltatés esetén azon csoportok Nc(él ) (ny) szamat vizsgaltuk, melyek n, olyan
taggal rendelkeztek, akik legalabb egyszer hasznaltak az adott szolgaltatast. Osszehasonli-
tasként minden csoporthoz legyartottunk egy megegyez6 méretd véletlen halmazt is, majd
meghataroztuk azon halmazok N\EE)(nu) szamat, melyek szintén n, olyan taggal rendel-
keztek, akik hasznaltak az adott szolgaltatast. A véletlenszert mintéat sszesen 10.000-szer
gyartottuk le és a kapott értékeket atlagoltuk.
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A 4.4b abran 13 kiilonbo6z6 szolgaltatéas esetén abrazoltuk az Né;l )(nu) és az <N‘EE) (nu)>

aranyat az n, fiiggvényében. Lathato, hogy az altalunk megtalalt csoportok esetén NC(Su ) (ny)
jelentésen nagyobb lehet, mint a véletlenszertien Osszevalogatott halmazokra vonatkozo
<N‘EE) (nu)> S6t, bizonyos esetekben N (nw)/ <N§E) (nu)> végtelenné is valik, ami an-
nak tudhatdé be, hogy egyetlen egy véletlen halmaz sem tartalmazott olyan magas ny
szamu, az adott szolgédltatast igénybe vevs felhasznalot, mint a valodi k-klikkperkolécios
csoportok. Ezek az eredmények azt jelzik, hogy noha ritkak azok a felhasznalok, akik extra
szolgaltatast vesznek igénybe, jellemzd rajuk, hogy olyan mas felhasznalokkal vannak egy
csoportban, akik szintén hasznaljak az adott szolgaltatést.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a felhasznalokrol rendelkezésre allo egyéb adatok
vizsgalata megerdsitette azt a feltételezést, mely szerint a feltart csoportok valédi emberi
kozosségek lenyomatainak tekinthetsk. Az altalunk megadott k-klikkperkolécios csoportok
tobbnyire egymashoz kozel lakd, hasonld életkort személyekbdl allnak, illetve esetenként
plauzibilis lehet sziilg-gyerek kapcsolatot feltételezni a csoporttagok kozott az életkor kii-
16nbsége alapjan. Ezen feliil azon meglehetGsen ritka felhasznalok, akik extra szolgéltaté-
sokat vesznek igénybe, jelentGsen gyakrabban fordulnak el egyszerre nagyobb szamban
egyszerre egy-egy csoporton beliil, mint ahogy azt egy véletlenszert leosztés alapjan var-
nank. (Az alfejezetben bemutatott vizsgalatokat a disszertéacio szerzGje végezte el.)

4.1.4. 1ds6fejlédé csoportok

Ahhoz, hogy a 4.1.2. alfejezetben kinyert, ez egymést kdvets id6lépésekhez tartozod csopor-
tokat Ossze tudjuk flizni, ki kell dolgozni egy szisztematikus eljarast, mely adott ,pillanat-
felvétel” esetén képes megkeresni egy csoport el6képét az el6z6 id6lépéshez tartozo statikus
csoportok kozott. A 4.5. abran felsoroljuk azon elemi eseményeket, melyek a csoportfejlédés

névekedés O0sszehlzddas
t — t+1 t — t+1

osszeolvadas szétvalas

szilletés E halal

t — t+1 t — t+1

4.5. abra. Alapvets események egy csoport élete folyaman. Ha 4j tagok jelennek meg, a
csoport novekszik, mig ha régebbi tagok tavoznak, a csoport mérete csokken. Kiilonbo6z§
csoportok Osszeolvadhatnak egyméssal, illetve egy nagyobb csoport széteshet kisebb cso-
portokra. Ezen felil teljesen 0j csoportok jelenhetnek meg, és régebbiek sztinhetnek meg.
(Az abra forrasa a [T7| publikacio).
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soran bekovetkezhetnek. Ha egy csoport 1j tagokat toboroz maganak, a mérete névekedni
fog, mig ha régi tagok hagyjak el, a mérete csokken. Két (vagy akar tobb) csoport egymas-
sal Osszeolvadhat, és hasonlé médon el6fordulhat, hogy egy nagyobb csoport tébb kisebb
csoportra esik szét. Végil teljesen 1j csoportok is forméldédhatnak a semmibdl”, és mar
létez6 csoportok sziinhetnek meg teljesen.

Egy hosszabb életi csoport esetén konnyen elGfordulhat, hogy idével a tagok teljesen
lecserélgdnek. Erre a hétkoznapi életbdl j6 példat nydjthat egy nagy torténelmi multtal ren-
delkez6 sportklub szurkoléinak , kemény magja”: Széz évvel ezel6tt is létezett egy nagyon
lelkes csoport, mely rendszeresen latogatta a mérk&zéseket, és melyen beliil az emberek jol
ismerték egymast, és most is létezik ilyen, viszont ennek tagjai kézott hiaba keresnénk a
szaz évvel ezel6tti szurkolokat. Ennek ellenére az eltelt évek soran a csoport végig létezett,
csak az Osszetétele valtozott folyamatosan az idével.

Visszatérve az alfejezet kdzponti problémajahoz vizsgaljuk meg, hogy miként lehetne
megtalalni egy adott statikus csoport el6képét a megel6z6 idSlépésnél feltart csoportok
kozott. Mivel a tanulméanyozott halézatok és a benniik lelhets csoportok szama igen nagy,
ez a feladat nemtrivialis és igen szamitasigényes lehet. (A probléméat tovabb neheziti, hogy
a csoportok at is fedhetnek egymassal). Talan a legtermészetesebb alapotlet az, hogy két
szomszédos 1d6lépésnél a csoportokat a relativ atfedés alapjén feleltetjiik meg egymasnak.
Valamely A és B csoportok relativ atfedését az

ANB
R(A,B) = ;AUB

(4.2)

alakban definialhatjuk, ahol [ANB| az A és B kozos tagjainak szama, mig [AUB| az A és
B uniojaban talalhato csicsok szama. Azonban a csoportok kozti atfedés aldashatja ezt az
egyszeri csoportmegfeleltetési modszert: Amennyiben egy kezdetben kisméretd A csoport
mérete nagyot né t és t+ 1 kozott, és t+4 1-ben atfed egy kisebb B = By = By41 csoporttal,
mely nem valtozott az idglépés alatt, ugy eléfordulhat, hogy a (4.2) kifejezéssel megadott
relativ atfedés nagyobb lesz Ay1q1 és By kozott, mint Ay q és Ay kozott.

Ezt a problémét a 4.6. Abran vazolt mddon kiiszobdltiik ki. A megkdzelités lényege, hogy
két szomszédos t és t+1 id6lépés esetén a vonatkozo két halézat unidjaban is elvégezziik a
csoportkeresést. (Ezt a lehetGséget Derényi Imre vetette fel elszor). A k-klikkperkolacios
csoportoknak megvan az a jo tulajdonsaga, hogy ha egy halozatba 4j éleket huzunk be
gy, hogy ezzel parhuzamosan mar 1étezd éleket vagy csiicsokat nem téavolitunk el, akkor
az eredetileg mar meglévs csoportok novekedhetnek, osszeolvadhatnak, vagy valtozatla-
nok maradhatnak, de nem zsugorodhatnak, nem eshetnek szét kisebb csoportokra, és nem
sztinhetnek meg. Ebbdl az kovetkezik, hogy akér a t, akar a t+1 id6lépésnél vélasztunk
egy csoportot, azt pontosan egy csoport fogja magéaban foglalni a két halozat unidjabol
kinyert csoportok koziil.

Jeloljiik A-val a t-nél kapott csoportok halmazat, illetve B-vel a t 4 1-nél kapott cso-
portok halmazat, valamint V-vel a két idSlépéshez tartozo halézatok unidjabol kapott
csoportok halmazat. A fentiek alapjan barmely A; € A vagy B; € B esetén pontosan egy
olyan Vi € V létezik, mely lefedi az adott csoportot. Az A és B elemeit tigy feleltethetjiik
meg egymasnak, hogy el6szor minden Vi € V esetén megkeressiik azon Af €A és B;-f €B
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4.1. A hdlozatok és a csoportok elddllitdsa

4.6. abra. Néhany egyszert csoportfejlédési ,forgatokonyv’ k = 4-nél. A t idGlépésnél a
csoportok kék szinezést kaptak, az ezt kovets ¢+ 1 id6lépésnél pedig sargat. A két idslé-
péshez tartozé halozatok unidjaban is elvégezhetjiik a csoportkeresést, ennek eredményét
mutatjak a zoldre szinezet csoportok a két idslépés kozott. Az a) panel esetén a csoport
egyszertien csak ,propagal”, a b) panelnél két csoport sszeolvad, mig a c) panel esetén
egy kis csoport kivalik egy nagyobb kezdeti csoportbol. (Az abra forrasa a |T'7] publikacio
kiegészitd része).

csoportok teljes listajat, melyeket Vi lefed (azaz A¥ C Vi és B;? C Vi). (Természetesen
barmelyik lista lehet teljesen iires is). Ezek utan kiszamitjuk a relativ atfedést minden
lehetséges (A, B;“) par kozott,
|k BY|
=, (4.3)
|AsUBY|

és a csoportparokat a relativ atfedések sorrendjében feleltetjiik meg egymésnak.

A 4.6. abra egy egyszerti illusztraciot nyujt a fenti eljarashoz. A 4.6a esetén mind az Ai-“
és B;“ Osszesen egy-egy csoportbol all, ezért ezeket egybdl meg is lehet feleltetni egymasnak
(akar a relativ atfedés kiszamitasa nélkil is). Egy fokkal Gsszetettebb a szituacio a 4.6b
esetben, ahol Ai-‘“' méar két csoportbol all, melyek koziil a kisebb A’f csoport 6, a nagyobb
A’; csoport pedig 9 cstcsot tartalmaz. A B;? tovabbra is csak egy csoportbol all (jeloljiik
ezt BY-val), melynek dsszesen 15 tagja van. A relativ atfedésekre R]f,1 =2/5, illetve R’;1 =
= 3/5 adodik. Mivel R’;jl > Rlil, a BY el6képe az AL csoport lesz, ami altal az A¥ csoport
megsziinik 6nallé csoportként tovabb élni, és beleolvad a masik csoportba. Ezzel ellentétes
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folyamat figyelhets meg a 4.6¢c abran. Itt A¥ pusztan egy csoportbol &ll (legyen ez AX),
melynek 15 tagja van. Viszont t+1-nél B}“ most két csoportbol all, melyek koziil B{“ meérete
6 cstics, mig B mérete 10 cstics. A relativ atfedések ebben az esetben Rfl =2/5, illetve
le72 = 2/3, emiatt az A¥ csoportot Bb-val fiizziik dssze, melynél fogva BY-t gy kezeljiik,
mint egy 1j csoportot, mely A’f—rél valt le. Altalanosan, ha Vj, tébb csoportot fed le A-bol,
mint ahanyat B-bél, akkor azon Af csoportok melyekhez nem tudunk part biztositani a
B;-“ csoportok kozil, megsziinnek 1étezni a t id6lépés utan. Hasonlé moédon, ha Vi tobb
csoportot fed le B-bdl, mint A-bél, akkor azon B]’? csoportokat, melyekhez nem taldlunk
elképet az A¥ csoportok koziil, tigy kell kezelniink, mint egy ¢+ 1-ben létrejott 1j csoportot.
(A csoportok nyomon kovetésének itt bemutatott modjat Derényi Imre 6tlete nyomén a
disszertacio szerzdje dolgozta ki és alkalmazta a vizsgalt halozatokon.)

A tanulméanyozott két halozat esetében tobbszor el6fordult, hogy miutéan egy csoport
megsziint, néhany idélépés elteltével djra felbukkant. Valészintinek ttinik, hogy ilyenkor
igazib6l nem esik szét, majd formalodik Gjra az adott csoport, pusztan egy hosszabb szii-
net kovetkezik be a csoporthoz kapcsolodo publikacios tevékenységben, illetve mobiltelefon
hivasokban. Ennélfogva minden olyan esetben, amikor egy tdjonnan megsziileté csoport
teljes mértékben lefedett egy kordbban mar megsziint csoportot, feltettiik, hogy a csoport
igazibol létezett egész végig, csak éppen az adatrogzités sajatossagal miatt errél nem volt
direkt informécionk. Ilyen esetekben az tjjonnan létrejovs csoportot tgy kezeltiik, mint a
korabban megsztint csoport folytatasat, kitoltve a korabban észlelt megsziinés és az tjra-
forméalodés kozti rést, ahogy azt a 4.7. abra illusztralja.

a) b)

6 6 6
5 55

SNEANN
P NWD
P NWM
RrNWAOTOO
P NWD
SNEANN
P NWD
PNWATO
PNWAOO

6 6 6
5 5 5
1 11 1 11

ts tg t7 tg tg o t1 th t3 tg ts te t7 tg to

6
5
4
3
2
1
o t1 o t3 ty
4.7. abra. a) Egy csoport megsziinik a t5 id6lépés utan, majd tjjasziiletve ismét megjelenik
a tg idslépésnél. b) Az ilyen eseteket tgy kezeljitk, mintha a csoport a koztes tg és t7

idslépéseknél is jelen lett volna ugyanazon tagokkal, mint t5-nél. (Az abra forrasa a [T7]
publikécio kiegészits része).

4.2. A csoport-idéfejlédés statisztikus tulajdonsagai

4.2.1. Alapvetd statisztikak

A csoportszerkezethez tartozo egyik legegyszeriibb statisztika a csoportok osszesitett le-
fedése, ami megadja, hogy a csicsok mekkora hanyada keriilt besorolasra legalabb egy
csoportba. A tarsszerzdéségi halozatnal ez valamivel 59% felett volt, ami egy elfogadhato
aranynak szamit a k-klikkperkolacios modszer esetén. Ezzel szemben jelentSsen alacso-
nyabb értéket kaptunk a mobiltelefon-hivasi halozatnal. Ennek az alapvetd oka a rendkiviil
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nagy rendszermeéret volt: Annak érdekében, hogy az id6fejl6ds csoportok elgallitdsa kezel-
hetd id6 alatt lefusson, az idSlépésenként feltart statikus csoportok szamat csokkenteniink
kellett. Emiatt magasabb k és w* értékeket allitottunk be (k =4, illetve w* =1.0), és ezen
feliil kénytelenek voltunk bevezetni egy olyan korlatozast, mely szerint csak azon csopor-
tokat tartottuk meg, melyek legalabb s = 6 felhasznalobol alltak. E paraméterek mellett
a cstcsok mindossze 11%-a kertilt be a csoportokba. Mindazonaltal ez még mindig tobb,
mint 400 000 felhasznalot jelent atlagosan, ami nagyon jo eséllyel egy reprezentativ min-
tat szolgaltat az egész rendszerrdl. Ha levissziik a k-klikkméretet & = 3-ra, a csoportokba
sorolhaté csticsok hanyada felmegy 43%-ra.

Megjegyezziik, hogy mindkét halézat esetén nagyon sok olyan csiics van, ami ugyan
nem tagja egy k-klikknek sem, viszont az Osszes élével egyazon k-klikkperkoléciés csoport-
hoz kapcsolédik, ami altal egyértelmiien hozzasorolhatjuk az adott csoporthoz, ha tovabb
szeretnénk noévelni a csoportok altal lefedett cstcsok ardanyat. Ezen eljarast végrehajtva a
csoportokba sorolt csiicsok aranya 72%-ra szokott fel a tarsszerzdségi halozat esetén, illet-
ve szintén 72%-ra a k = 3-as valamint 61%-ra a k = 4-es paramétert csoportok esetén a
mobiltelefon-hivasi hélozatnal.

A csoportokhoz kothetd méasik alapvetd statisztika a csoportok méreteloszlasa. A 4.8a
abran a statikus csoportokhoz tartozé méreteloszlast mutatjuk kiilonbo6zs id6lépéseknél a
mobiltelefon-hivasi halézatban. Lathatd, hogy az eloszlas egy nagy exponenst hatvany-
fliggvényhez hasonlit. Hasonlé moédon, a 4.8b abran a tarsszerzdségi haldzat csoportméret-
eloszlasat mutatjuk kiillonbozs id6lépéseknél. Mivel ennél a rendszernél a t=0 idlépés meg-
egyezik az egész rendszer létrejottének idépontjaval, az egész halozat meglehetGsen kismé-
retil az elsd néhany idslépésnél. Ennek megfelelGen a kezdeti id6lépéseknél a csoportméret-
eloszlas is gyorsan lecseng, nincsenek igazan nagyméretii csoportok. Azonban az id§ els-
rehaladtéaval egyre szélesebbé vélik az eloszlés és bedll egy hatvanyszertien lecsengs alak.
A 4.8c-d abrakon az adott csoportmérethez tartozo csoportok Neg(s) szamat abrazoltuk az
s csoportméret fliggvényében a két rendszerben, kiilonbozé idélépéseknél. A mobiltelefon-
hivasi halozat esetén Nes(s) az id6vel nem igazan véltozik (4.8c &bra). Ezzel szemben a
tarsszerzGségi halozatnal a rendszer novekedése maga utan vonja, hogy a feltart csoportok
szama is novekszik, ami jol lathato a 4.8d abran.

Az id6fejl6ds csoportok esetén elsGként két mennyiséget vizsgaltunk, melyek a legalap-
vetSbb jellemzését adjak egy csoportnak: a csoportok s méretét és 7 korat, mely a csoport
sziiletése Ota eltelt id6lépések szdmaval egyezik meg. A 4.9a dbra tanisiaga alapjan ez a
két mennyiség erdsen Osszefligg egymaéssal, mely szerint az idGsebb csoportok atlagosan na-
gyobb méretiiek, mint a fiatalabbak. Ez teljesen természetes, hiszen egy csoport altaldban
kis indul6é mérettel jon létre, és eltarthat egy darabig, amig sikeriil annyi tagot toboroznia,
hogy méar nagyméretii csoportnak szamitson.

Egy tovabbi természetes tlet a csoportok idéfiiggs autokorrelacidjat tanulméanyozni,
hiszen ez megmutatja, hogy mennyit valtozott a csoport Osszetétele az eltelt id6 alatt. Egy
idofejléds A(t) csoport esetén az autokorrelacios fiiggvényt a kovetkezd modon definialhat-
juk:

[A(to) NA(to+1)]

O = L) DA+ ) (44)
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a) mobiltelefon-hivasi halozat b) tarsszerz6ségi halozat
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4.8. abra. a) A csoportméret (kumulativ) eloszlasfiiggvénye a statikus csoportok esetén,
kiilonbo6z6 idslépéseknél a mobiltelefon-hivasi halozatnéal. b) Ugyanaz, mint az a) abra
tarsszerzGségi halozat esetén. ¢) Adott s csoportmérettel rendelkezd csoportok Neg(s) széma
kiilonbo6z6 iddlépéseknél a mobiltelefon-hivasi halozatban. d) Ugyanaz, mint a c¢) abra a
tarsszerzOségi halozat esetén. (Az abra forrasa a [T7] publikacio kiegészits része).

ahol |A(to) N A(to+1t)| megadja A(tg) és A(to+t) kozos tagjainak szamat, mig a nevezében
szerepld |A(to)UA(to+1)| egyszertien az A(tg) és A(to+t) unidjaban talalhato csicsok
szama. A 4.9b dbran az atlagos autokorrelacios fliiggvény lecsengését mutatjuk be a két
halézatban, tobb csoportméret esetén. Az abrabol leolvashato, hogy mindkét halozatban a
nagyobb csoportok autokorreléciés fliggvénye gyorsabban cseng le, ami azt jelenti, hogy a
nagyobb csoportok tobbnyire gyorsabban valtoztatjak az osszetételiiket, mint a kismérett
csoportok.

4.2.2. Stacionaritas és élettartam
A 4.2.1. alfejezet eredményei alapjan egy eltérés figyelhet$ meg a nagy- és kisméreti cso-

portok valtozékonysagaban. Annak érdekében, hogy matematikai eszkozokkel is jellemez-
ziik egy csoport atlagos valtozékonysagat, bevezetjiik a stacionaritds mennyiségét, mely a
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4.9. abra. a) Egy adott s csoportmérethez tartozo csoportok atlagos (7(s)) életkora az Gsszes
csoport atlagos életkoraval, (7)-al leosztva a csoportmeéret, s fliggvényében. b) Kiilonb6zs
meéretd csoportok atlagos autokorrelacios fiiggvénye, (C(t)) az id6 fliggvényében, ahol egy
honapot valasztottunk idGegységnek. (Az ébra forrasa a |T7] publikacio).

szomszédos id6lépések kozti autokorrelacio atlaga a csoport élete soran:

tmaxfl
Sl Ot t+1)
tmax - t() -1

(= , (4.5)
ahol ¢y a csoport létrejottének idépontja, tax pedig az utolséd idélépés, melyben a csoport
még létezik. Az elnevezés oka abban rejlik, hogy minél nagyobb a ( értéke, annél kevesebbet
valtozik a csoport atlagosan, hiszen 1—( az egy iddlépés alatt megvaltozd csoporttagok
atlagos szamanak felel meg.

Az altalunk tanulmanyozott két halozatban egy nagyon érdekes Osszefliggés figyelhetd
meg a csoportok élettartama, 7% (a csoport létrejotte és megsziinése kozott eltelt ids-
lépések szama), valamint az imént bevezetett stacionaritas és a csoportméret kozott. A
csoport élettartaméara tekinthetiink dgy is, mint egy ,fitnesz” értékre: A fittebb, életre-
valobb csoportok tovibb maradnak fent, mig a kevésbé fitt csoportok hamar szétesnek,
vagy beolvadnak egy nagyobb csoportba. A 4.10. abran a (7*) atlagos élettartamot a sta-
cionarités, ¢, és a csoportméret, s fiiggvényében abrazoltuk a tanulméanyozott két halozat
esetén. Mindkét rendszernél a kisméretd csoportoknal az élettartam maximuma a nagy
stacionarités értékeknél talalhato. Ez azt jelenti, hogy egy kisméretii csoport szémaéara az
az optimalis, ha az Osszetétele csak alig valtozik az id6ben. Ezzel szemben a (7*) maxi-
muma a nagy csoportok esetén egy jelentésen alacsonyabb stacionaritas érték felé tolodik
el, mely szerint a nagy csoportok szamara viszont inkabb az tiinik a tulélés zaloganak, ha
folyamatosan valtoztatjak a tagosszetételiiket. (Példaul a kis csoportoknal optimélis magas
¢ értékkel rendelkez6 nagyméretii csoportok atlagos élettartama nagyon alacsony).

A nagy- és kisméretii csoportok ezen eltérd viselkedését a 4.11. dbran illusztraljuk, ahol
négy csoport életét kovethetjiik végig a tarsszerzdségi halozatbol. A 4.11a dbran mutatott
kisméretii csoport csak alig valtozik, és ennek megfelelGen viszonylag hosszu az élettarta-
ma. A mellékelt néhény pillanatfelvétel alapjan a csoport kézponti ,magjat” harom csics
alkotja, melyek végig kitartanak a csoport mellett, és § hozzajuk csapodik egy idére egy
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4.10. abra. a) A csoportok atlagos élettartama, (7*) a stacionaritas, ¢ és a csoportméret, s
fliggvényében a tarsszerzGségi hélozat esetén. A szinarnyalatokkal jelzett gérbe maximum-
helyét egy fehér vonallal jeloltiik. Lathato, hogy a maximum nagy ¢ értékeknél van, ha
kicsi a csoportméret, mig az alacsonyabb stacionaritas felé tolodik el a nagyobb csoportok
esetén. b) Ugyanezek az eredmények a mobiltelefon hivasi halozat esetén. (Az abra forrasa
a [T7]| publikacio).

negyedik csoporttag, de ezen kiviil més valtozas nem kovetkezik be. FEzzel szemben 1ényege-
sen tobb valtozas figyelhetd meg a 4.11b 4bran mutatott, szintén kisméretd csoport esetén,
ami pusztan 9 idGlépésen keresztiil tud fennmaradni. Ezekkel ellentétes viselkedést latha-
tunk a nagyméretii csoportok esetén, hiszen példaul a 4.11c abran feltiintetett, nagyméreti
és stacionarius csoport nagyon hamar megsziinik, mikézben a 4.11d abra nagyméretd és
nagyon dinamikusan valtozé csoportja hossza ideig létezik. Lathato, hogy annak ellené-
re, hogy néha igen dramai valtozasok kovetkeznek be a csoportosszetételében, a csoport
satvészeli” ezeket és nem sziinik meg egyhamar.

4.2.3. A csoportmegsziinés joslasa

Az el6z6 alfejezetben bemutatott eltérések a nagy- és kisméretd csoportok viselkedésében
felvetik azt a kérdést, hogy vajon meg lehet-e josolni egy csoport megsziinését bizonyos
statisztikdk alapjan? Ennek vizsgéilatat Barabési Albert-Laszlo javasolta elGszor, a bemu-
tatasra keriil6 elemzéseket a disszertacio szerzGje végezte el. A felvetett probléma kapcsan
minden csoporttag esetén meghataroztuk a sajat csoportjanak tobbi tagjahoz kapcsolodo
,bels¢” éleinek Gsszesitett sulyat (jelolje ezt wpe), és hasonldo moédon a csoporton kiviil esd,
egyéb cstcsokhoz kapesolodo | kiilsg” élek Gsszesitett sulyat (jelolje ezt wyq). A 4.12a dbran
azt a py valosziniséget abrazoltuk wyg/(wpe +wii) fliggvényében, mely megadja, hogy mi-
lyen eséllyel hagyja el csoportjat az adott csoporttag a kovetkezd 1épésben. Lathato, hogy
minél nagyobb a kiils6 kapcsolatok relativ stulya, annal valészintibbé valik, hogy az adott
csucs el fogja hagyni a csoport. Ezzel parhuzamosan a 4.12a betétabraja alapjan az is lat-
szik, hogy a kiils§ kapcsolatok relativ stlydnak csokkeng fiiggvénye a cstcs altal eltéltott
atlagos id6 a csoporton beliil. Ez egyben azt is jelenti, hogy azon csoporttagok maradnak
a leghosszabb ideig hiiségesek a csoporthoz, melyek relative sok id6t és energiat fektetnek
a tobbi taggal val6 egylittmiikodésbe, illetve kommunikalasba.
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4.2. A csoport-iddfejlédés statisztikus tulajdonsdgai
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4.11. dbra. Négy csoport idéfejlédése a tarsszerzdségi halozatban. Az oszlopok magassaga a
meéretnek felel meg, melyen beliil a sarga szin a ,régi” tagok aranyat mutatja (ezek a csicsok
mar az el6z6 id6lépésben is tagjai voltak a csoportnak), mig az ijonnan jott tagok aranyat a
z0ld szin jeloli. A narancs és lila szinek azon tagok aranyat jelolik, kik a kdvetkezs 1épésben
el fogjak hagyni a csoportot, ezen beliil a narancs szin a régi, a lila az 4j tagoknak felel meg
(ezek a csucsok pusztan egy iddlépésre csatlakoznak a csoporthoz). Feliilrdl lefelé haladva
bemutatunk egy kicsi és stacionarius csoportot (a), egy kicsi és nem stacionarius csoportot
(b), egy nagy és stacionarius csoportot (c), végiil egy nagy és nem stacionérius csoportot
(d). Ez utobbi csoport életébdl két szomszédos idslépést kiilon is megjelenitettiink az (e)
panelben. (Az abra forrasa a [T7| publikacio)

A fenti vizsgalatot konnyen kiterjeszthetjiik a teljes csoportokra is. A csoportokon beliili
élek Osszesitett sulya (melyet Whe-vel jeloliink), megmutatja, hogy a csoport mint kozosség
mennyi id6t, energiat szan ,sajat magara”, mig ezzel parhuzamosan a csoportot a héalézat
tObbi részével Osszekots kiilss élek dsszesitett silya (melyet Wyg-vel jeloliink) a csoport al-
tal a csoporton kiviili csiicsokra forditott erdforrasokkal kapcsolatos. A 4.12b abra szerint
annak a pq valoszintisége, hogy a csoport a kovetkezd lépésben megsziinik, egy emelkedd
fliggvénye a Wy /(Whe+ Wiy ) ardnynak. Ezzel parhuzamosan a 4.12b betétabraja tantisaga
szerint a csoport atlagos élettartama csokkend tendenciat mutat Wy /(Whe + Wiy) fliggvé-
nyében. Fzek alapjan azoknal a csoportoknal szamithatunk hosszabb élettartamra, melyek
elsGsorban magukra fokuszalnak. Ezzel parhuzamosan azonban érdemes felfigyelni a 4.12b
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4.12. abra. a) A csoport elhagyasanak p, valoszintisége a wyq/(wpe + wyy) arany fiiggve-
nyében, ahol a szamlélé a csoport tag kiils§ kapcsolatainak erdsségét adja meg, a nevezd
pedig a teljes Osszesitett kapcsolat erdsségének felel meg (kiils6 plusz belss). A betétabra
a csoportban eltoltott () atlagos id6t mutatja szintén wyg/(wpe + wyy) fliggvényében.
b) A csoport megsziinésének pq valoszintisége a Wiy /(Whe + Wii) arany fiiggvényében,
ahol a szamlal6é a csoportboél a hélézat egyéb részeihez kapcsolodod élek Osszesitett sulyat
adja meg, mig a nevezd a csoport Osszes élének Osszesitett silyaval egyenld (kiilsé plusz
belss). A betétabra a (7%) atlagos csoport élettartamot mutatja szintén Wy /(Whe + Wiii)
fiiggvényében. (Az abra forrasa a [T7| publikacio kiegészits része.)

betétabrajan a tarsszerz@ségi halozatra vonatkozé gérbe maximumbhelyére, mely nem a mi-
nimalis Wi/ (Whe + Wii) értéknél van, mint a mobiltelefonhivasi halozat esetén, hanem
egy kozepes értéknél, nagyjabol a megfigyelt teljes Wi/ (Whe+ Wi ) intervallum felénél. Ez
azt jelenti, hogy a tarsszerzGségi halozatnal azok lesznek a leghosszabb ideig fennmaradé
csoportok, melyeknél nagyjabol egyensiilyban van a csoporton beliili egyiittmiikodések és
a csoporton kiviili kutatokkal folytatott egyiittmiikodések Gsszesitett stlya. Osszességében
azt mondhatjuk, hogy mind az egyéni csoporttagok, mind a teljes csoport szintjén az adott
csoport felé illetve a kifelé iranyuld raforditasok nyomon kovetése jelent&sen segitheti a
csoport jovGjének megjoslasat.
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5. fejezet

Multifraktal alapa
véletlengraf-modell

A természetben nagyon gyakran fordul el§ fraktalgeometria, melynek legjellemzébb tulaj-
donséga az 6nhasonlosag és a tortértékd dimenzio [128]. Egy fraktalgeometria altal meg-
hatérozott fizikai problémanal a skalar mennyiségek (mint pl. az elektromos térergsség,
koncentrécio, sth.) eloszlasa tobbnyire egy multifraktalt kovet [208]: végtelen sok szingu-
laris pontot taldlunk, melyek kozelében az eloszlas hatvanyszertien divergal, viszont a hat-
vanykitevé mindig a lokalis kdrnyezettdl fiigg, igy pontonként més és mas értéket vesz fel.
Ilyenkor az adott hatvanykitevével jellemezhetd szingularis pontok szintén egy-egy frak-
talon helyezkednek el, melyek jellemz&i (pl. a fraktaldimenzio) més és méas a kiilonb6zo
hatvanykitevsk esetén.

Ebben a fejezetben a statisztikus fizikdban jol ismert multifraktaloknak egy olyan halo-
zatelméleti alkalmazasat mutatjuk be, melynek segitségével egy nagyon altalanos véletlen-
graf-generalo algoritmust lehet megalkotni. A Bevezetésben mar emlitettiik, hogy a kiilon-
bo6z6 véletlengraf-modellek mint példaul az Erdés—Rényi-modell, a Watts—Strogatz-modell
vagy a Barabasi—Albert-modell szerves részét képezik a komplex hélézatok teriiletének.
Egy-egy ilyen modell idealis eszkozt nyjt arra, hogy egy végletekig leegyszertsitett képben
tanulméanyozzuk a komplex halozatokat és ez altal megérthessiik egy kiszemelt mennyiség
(pl. klaszterezettség, fokszameloszlas, stb.) viselkedését. A modellek segitségével kiilonféle
hipotézisek is tesztelhetSk olyan mérettartomanyokban, melyeket a valos adatok oldalarol
nem érhetiink el. A fent emlitett harom kiemelt fontossdgi modell mellett szamos tovabbi
véletlengraf-modell keriilt bevezetésre az utébbi mintegy 15 évben. Ezek azonban t6bbnyi-
re vagy egy kiszemelt tulajdonsagra koncentraltak (mint példaul skalafiiggetlenség), vagy
egy viszonylag jol meghatéarozott halozattipust vizsgaltak (mint példaul az emberek kozti
kapcsolathéalokat). Emiatt az ezen modellek keretein beliil elgallithato halozatok tulajdon-
sagai csak viszonylag sziik tartoméanyon valtoztathatok, a modellezni kivant rendszertél
gyoOkeresen eltérs tulajdonsagokkal rendelkezé halézatot nem lehet veliik generélni.

A fenti okok miatt természetes modon merilt fel az igény altalanosabb véletlengraf-
modellek megalkotasa irdnt, melyek egy szélesebb skaléan teszik lehetévé mesterséges halo-
zatok generalasat a felmeriils lényeges tulajdonsagok (pl. fokszameloszlas, klaszterezettség)
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szempontjabol. A legegyszertibb modell, melynek alapgondolata ebbe az iranyba mutat az
an. konfiguracios modell, mely tetszGleges fokszameloszlasi véletlen halozat generalasat
teszi lehetévé [135, 136]. Amennyiben a fokszameloszlast egy valos rendszert reprezentald
halézatrol mintazzuk, a véletlen grafot a gyakorlatban az élek véletlenszert atkotogetésével
allitjuk el6 az eredeti halozatbol, mely folyamat soran természetesen minden cstiicsnal meg-
6rizziik a fokszamot. Ezt az eljarast nem nehéz modositani tgy, hogy a véletlen atkotogeté-
sek soran egy altalunk valasztott tulajdonséag (pl. klaszterezettség) egy el6re meghatéarozott
modon valtozzon [188].

Bar egy ilyen megkozelités konnyen célra vezethet, nem igazan segit feltarni az adott
tulajdonsagokkal rendelkezs halozatok esetleges rejtett Osszefiiggéseit. Ennek révén van
létjogosultsaga a kovetkezGekben roviden vazolt generativ médszereknek, ahol élatkotogetés
helyett el6zményektsl mentesen, az alapoktél indulva generalunk le egy véletlen hélozatot
valamilyen szabalyok alapjan. E modszerek kozos tulajdonsaga, hogy ahelyett, hogy egy
adott tulajdonsagra (pl. skalafiiggetlen fokszameloszlas) vagy egy adott rendszertipusra
koncentralnanak (pl. szociologiai hélozatok), altalanos eljarast adnak meg véletlen grafok
elsallitasara.

Ezen a vonalon egy figyelemre mélté megkozelitést nyijt a rejtett valtozokon alapu-
16 modellek csaladja [42, 28]. Az alapétlet itt az, hogy minden csticshoz tarsitunk egy z
rejtett paramétert, melyet egy eldre definialt p(z) eloszlasbol hiizunk. Meg kell még ad-
ni ezen feliil egy szimmetrikus p(z, 2’) fiiggvényt is, melynek segitségével egy adott i, j
csticspar Osszekotésének valoszintisége a p(z;, z;) alakban &ll el6. Ennek révén egy eldre
megadott fokszameloszlassal és fokszam-korrelaciokkal rendelkezs, véletlen halozat gene-
ralhato megfelels p(z) és p(z,2') valasztésa esetén. Ezen feliil bizonyos nemegyensilyi,
novekvs halozatok is megfeleltethet6k a vazolt, rejtett paraméteren alapulé modellnek,
amennyiben z a cstcs koraval van Osszefiiggésben. Tovabba G. Bianconi ravilagitott ar-
ra is, hogy rogzitett fokszameloszlas, rogzitett fokszam-korrelacidju, vagy rogzitett cso-
portszerkezetti véletlengraf-sokasagok entropiajanak tanulmanyozasa is 6sszekapcsolhaté a
rejtettparaméter-modellel [22].

Egy alapvetGen eltérd alternativat kinal a P. Mahavedan és munkatarsai altal javasolt,
dK-sorozatokon alapul6 modszer, melynek kiindulé pontja a halozati topologiak szisztema-
tikus vizsgéalata [127]. A dK-sorozatok olyan eloszlasok sorozatainak felelnek meg, melyek
meghatarozzak egy d méreti részgrafon beliil tapasztalhato fokszam-korrelaciokat: a OK
visszaadja az atlagos fokszamot, az 1 K reprodukalja a fokszameloszlast, a 2K a szomszédos
cstucsparok egytittes fokszameloszlasat, stb. A [127] publikécié t6bb modszert is felsorol egy
elére definialt d K -sorozattal rendelkezd véletlen graf legyartasara (tipikusan d <3 esetére).

A dK-sorozatokhoz hasonlé médon az exponencialis véletlengraf-modell is azon a gon-
forduléasi gyakorisagaival (mely részgrafok egy novekedd sorozatot alkotnak a bennfoglalt
csucsok szama szerint) [74, 215, 183|. Ebben a megkozelitésben minden figyelembe vett
G részgraf (pl. két szomszédos cstcs, egy kozos csucson elhelyezkedd élpar, melyet | két
csillagnak” szokas hivni, egy haromszog, stb.) kap egy ¢ paramétert, mely az adott rész-
graf gyakorisagaval kapcsolatos. Ezek alapjan a teljes hélozat egy adott konfiguraciojanak
valoszintisége az exp(d | Yyng) mennyiséggel ardnyos, ahol ng az adott részgraf elgfordulé-
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sainak szamaval egyenld. A 1 paramétereket egy adott halozat esetén altalaban maximum
likelihood moédszerrel szoktak becsiilni. A ,két csillagokra” koncentral6d speciélis esetben
J. Park és M. E. J. Newman egy nemperturbativ analitikus megoldassal alltak els, mely
érdekes fazisatalakulast mutatott az alacsony és a magas élstirtiségti halozatok kozott [160].

A dK-sorozatok és az exponencidlis véletlengraf-modell alulrél épitkezd megkozelité-
sek: Az els6 1épésben az el6forduld lehetd legegyszeriibb strukturara koncentralunk, mely
nem més, mint egy csiicspar kozott huzodo él. Ha az élek szamét sikeriilt reprodukélni,
akkor tovabblépiink, és egy fokkal bonyolultabb struktura eléfordulasi gyakorisagat is meg-
probaljuk visszaadni az adott modell keretein beliil, stb. Az egymas utan figyelembe vett,
fokozatosan névekvd és egyre bonyolultabb szerkezet részgrafok egyfajta hierarchiaba ren-
dez6dnek, hiszen az Osszetettebb strukturak gyakorisdganak reprodukélasa nem ronthatja
el a kordbban mar helyesen visszaadott egyszertibb részgrafok gyakorisdgait. Azonban egy
valos halozat elemzése soran tipikusan csak az els§ néhany tagot vessziik figyelembe a fenti
sorozatokbol, hiszen egyfeldl a leglényegesebb tulajdonsagokat mar ezek is reprodukaljak,
mésfeldl az egyre magasabb rendd tagok figyelembe vétele egy bizonyos ponton til nagyon
szamitasigényessé valik.

Természetesen olyan altalanos véletlengraf-modellek is sziilettek az irodalomban, me-
lyeknél a strukturalis hierarchia nem alulrél felfelé, hanem feliilrél lefelé épitkezik, azaz az
els6 1épésben egy nagy méretskalan adjuk meg a hélozat szerkezetét, majd ezt kovetGen
a kozepes, végiil a kis léptéki struktirakat definialjuk. Ezeknél a modszereknél a kiilon-
b6z6 méretskialakon ugyanolyan, vagy nagyon hasonlé szabélyok hatarozzak meg a szer-
kezetet, amit példaul a természetben gyakran el6forduld énhasonléd strukturak, fraktalok
is motivalnak. A hierarchikus illetve 6nhasonld szerkezet és a fraktalszerd tulajdonsigok
vizsgalata a halozatkutatasban a generativ modelleken tul is egy fontos teriiletet képez
[175, 16, 194, 169, 49, 207, 205, 137, 52, 51, S10, S11, S12].

Az egyik figyelemre mélto, inherensen hierarchikus altaldnos véletlengraf-generéld al-
goritmust V. A. Avetisov és munkatarsai publikaltak [10]. A megkozelitésiik lényege, hogy
a graf szomszédsagi matrixat egy p-edik randomizalt, lokalisan konstans Parisi-matrixnak
feleltetjiik meg, mely a spiniivegelmélet egyik kozponti objektuma [133]. Ez egy hierarchi-
kus belsd szerkezettel rendelkezd szimmetrikus matrix, melynek elemei Bernoulli-eloszlast
valoszintiségi valtozok, melyek értéke g, valoszintiséggel 1, és 1— g, valdszintiséggel 0, ahol
~ adja meg, hogy az adott él a hierarchia melyik szintjéhez tartozik. E konstrukcio egyik
kovetkezménye, hogy egy adott y-hoz tartozo hierarchiaszinten 1évs élek éltal kifeszitett
részgraf ekvivalens egy Erd&s—Rényi-graffal. Ennek ellenére a teljes halozat fokszamelosz-
lasa lehet skalafiiggetlen.

Szintén hierarchikus szerkezet szomszédsagi matrixok szolgaljak a J. Leskovec és tarsai
altal bevezetett Kroneckergraf-modszer alapjat is [120]. Ebben az esetben egy kisméreti
szomszédsagi matrixbol indulunk ki, melynek elemeit minden iteraciéonal helyettesitjiik
az adott elemnek és maganak a kezdeti matrixnak a szorzataval (ezt hivjdk Kronecker-
szorzasnak). Ennek révén a szomszédsagi matrix mérete az l-edik iteracio utan a kezdeti
méatrix méretének [-edik hatvanyaval egyenls. Az algoritmus egy sztochasztikus verzioja-
ban a kezdeti matrix eredetileg 0 vagy 1 értéket felvevs elemeit a [0,1] intervallumbol
szarmaz6 valos szamokra cserélve a végeredményiil kapott matrix elemeit értelmezhetjiik
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ugy is, mint csicsparonként definialt élbekdtési valoszintiségeket. Az ez alapjan legyartott
véletlen grafok (megfelels kezdeti méatrix véalasztasa esetén) képesek a valos rendszereket
leir6 halozatok tobb tulajdonsagat is reprodukalni (pl. lassan lecsengs fokszéameloszlas,
kisvilag-tulajdonsag, stb.). Ezen feliil a [121] publikiacioban J. Leskovec és C. Faloutsos
megadtak egy gyakorlati modszert a modell valés rendszereket reprezentald héalézatokhoz
valo illesztésére is.

Az eléz6 két megkozelitésnél alkalmazott élvaloszintiségi matrixok a héaloézati csoport-
keresés szempontjabol is fontos objektumok, hiszen nagyon hasonlé matrixok el6fordulnak
példaul a 3. fejezetben méar emlitett sztochasztikus blokk-modellek esetén [50, 161, 164, 165,
166, 4], illetve a Nepusz Tamés és munkatarsai altal javasolt modszer esetén is [142, 141]
(melyet a Szemerédi-féle regularitasi lemma inspiralt [203]). Ebben a kontextusban az él-
valoszintiségi matrix diagonalis blokkjai felelnek meg a csoportokon beliili éleknek, a nem
diagonélis blokkok pedig a csoportok kozti éleknek.

A fejezet tovabbi részében az altalunk javasolt, multifraktalokon alapulé altaldnos
véletlengraf-modell részleteit ismertetjiik. A bemutatasra keriil§ eredmények a PNAS fo-
lyoiratban jelentek meg a disszertacio szerzdjének elsd szerzgségével [T8|. Az altalunk be-
vezetett modell egyfelsl hasonlit a Parisi-matrixon illetve a Krocnecker-szorzason alapulo
megkozelitésekre abban, hogy a halozat strukturadjat kédoldé objektum hierarchikus, mely
egy rekurziv eljaras sorédn keletkezik, és ez altal onhasonld a szerkezete. Ugyanakkor a
modszeriink nagyon erdsen tamaszkodik Lovasz Laszlo és munkatérsainak gréafsorozatok
konvergenciajaval kapcsolatos korabbi eredményeire [125, 34, 124, illetve kozeli rokonsa-
got mutat a Bollobés Béla és munkatérsai altal bevezetett véletlengraf-generald eljarassal is
[31, 33]. Ennek megfelelGen az 5.1. alfejezetben roviden véazoljuk a konvergens grafsorozatok
és a [0,1] intervallumon értelmezett szimmetrikus kétdimenzios fliggvények kozti kapcso-
latot, miel6tt ratérnénk a modszeriink részletes ismertetésére az 5.2.-5.3.4. alfejezetekben.
A multifraktalok hasznélatat véletlen graf generalasra elsként Vicsek Tamas javasolta. A
modell részleteinek kidolgozasat, a mddszer implementalésat, valamint a kiilonféle halo-
zatjellemz@k analitikus és numerikus meghatarozasat a disszertacio szerzGje végezte el. A
modell termodinamikai hataresetével kapcsolatos analitikus eredmények Lovasz Léaszlonak
koszonhetdk.

5.1. Grafsorozatok termodinamikai hataresete

Az altalunk javasolt altaldnos véletlengraf-modell alapotletét Lovasz Laszlo és Szegedy
Balazs grafsorozatok konvergenciajaval kapcsolatos, a [125] publikacioban kozolt vizsga-
latai adtak, ezért ebben az alfejezetben réviden vazoljuk a grafsorozatok termodinamikai
hataresetével kapcsolatos legfontosabb eredményeket. A termodinamikai hatéareset tanul-
ményozasa nagyon fontos példaul statisztikus fizikai rendszerek esetén, ugyanis szémos
jelenség, tulajdonsig ebben a hatéresetben jelentkezik a legletisztultabb forméjaban. Ha-
sonlé modon, a grafsorozatok végtelen méretii hataresete egy fajta ,platoi” grafnak felel
meg a halozatelméletben, mely a grafsorozat tagjainak kozos tulajdonsigait a lehets leg-
tisztabb moédon mutatja meg. De vajon milyen feltételek mellett mondhatjuk azt egy graf-
sorozatrol, hogy egy értelmes (és nemtrivialis) objektumhoz konvergal? Egy egyszertd és
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intuitiv feltétel az, hogy a halézatok jellemzésére hasznélt statisztikdknak mint példaul a
fokszameloszlas, klaszterezettség, stb. konvergalniuk kell ahhoz, hogy a sorozat konvergens
lehessen.

Mint latni fogjuk, a konvergencia feltétele ennél joval ersebb, ugyanis azt graf-ho-
meomorfizmusokon keresztiil adtdk meg. (A graf-homeomorfizmus egy olyan leképezés,
mely megtartja a szomszédsagi viszonyokat). Jeloljik az .F és & egyszert grafok esetén
hom(.#,%)-vel az .# csucsaibdl a & csicsaira képezé homeomorfizmusok szaméat. Ennek
alapjan a o(.%#, %) homeomorfizmus-siirtiség definicidja a létez homeomorfizmusok és az %
csticshalmazabol a & csucshalmazaba képezd leképzések lehetséges szamanak hanyadosa,

_ hom(#,9)

a

, (5.1)

ahol V(%) és V(¥) az Z illetve a & cstcsainak halmazat jelolik (és ennek alapjan pl.
|V(F)| az .Z csucsainak szamaval egyenld). Egy %, grafsorozat konvergens, ha a o(.%,%,,)
sorozat minden véges egyszerii .# grafra konvergens. Egy leegyszertisité megfogalmazas-
ban ez azt jelenti, hogy barmely véges részgraf el6fordulasi valoszintisége konvergens a
sorozatban.

A konvergens grafsorozatok és az egységnégyzeten értelmezett szimmetrikus fliggvények
nagyon érdekes kapcsolatban allnak egymassal [125, 34, 124|. Egyfeldl egy szimmetrikus
és mérhets 0 < L(z,y) <1 fiiggvény segitségével konnyedén generalhatunk egy konvergens
grafsorozatot a kovetkezé modon. Egy adott N grafméret esetén véletlenszertien és egyen-
letesen elosztunk N pontot a [0,1] intervallumon, majd a pontokat képzeletben felmasoljuk
az egységnégyzet vizszintes és fliggsleges oldalara is. Minden pont egy csiicsnak felel meg
a legyartando grafban, és egy adott pontpar kozti él valoszintisége az L(x,y)-nal egyenls a
pontok altal meghatéarozott x,y koordinataknal. Az N — oo hataresetben az ilyen modon
elallitott grafsorozat konvergens lesz. Ennél még meglep&bb, hogy a dolog forditva is igaz:
minden konvergens grafsorozathoz tartozik egy, az egységnégyzeten értelmezett mérhetd,
szimmetrikus L(z,y) fiiggvény, mely pontosan az adott sorozathoz tartozé részgrafgyako-
risdgokat generalja a fenti modon.

Egy adott L(z,y) fiiggvény alapjan a fenti modon generalt véletlen halozat atlagos
fokszamét a

w—N//u@mM@ (5.2)

Osszefliggéssel lehet kiszdmolni, mely azt mutatja, hogy az N — oo hatéresetben kapott
graf strd. Ezzel szemben a valds rendszereket leir6 halozatok altalaban ritkdk. Bollobas
Béla és munkatéarsai emiatt tigy modositottak az egységnégyzeten értelmezett szimmetri-
kus mérhets fiiggvény alapjan torténd véletlengraf-generélas eljarasat, hogy az élbekotési
valoszintiség L(x,y)/N-el legyen egyenls [31, 33]. Ennek révén a generalt grafok atlagos
fokszama méretfiiggetlenné valik, és megfelels L(x,y) valasztasaval a ritka grafok egy széles
spektruma legyarthato.
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5.2. Véletlengraf-generalas multifraktallal

A multifraktal alapta véletlengraf-generalasnak harom {6 fazisa van: Els6ként definidlunk
egy un. generalé mértéket az egységnégyzeten, majd ezt egy rekurziv eljaras keretében
néhéany iterdcion keresztiil 6nhasonlé moédon attranszformaljuk a konkrét élbekotési valo-
szintiségeket megadod mértékké. Végil legyartjuk a véletlen hélozatot az adott élvaloszi-
niiségek mellett, hasonldo modon, mint ahogy azt az 5.1. alfejezetben vazoltuk az L(x,y)
fliggvény esetén. A generalé mérték megadésanal az egységnégyzet x és y tengelyeit meg-
egyez6 modon felosztjuk m darab, nem feltétlen egyforma méretti intervallumra. Ezaltal
az egységnégyzetet m? darab téglalapra bontottuk, melyek a féatlora szimmetrikusan he-
lyezkednek el. Minden egyes téglalaphoz hozzarendeliink egy p;; valoszintiséget, ahol az
i,j € [1,m] indexek a téglalapok sor- és oszlopindexeinek felelnek meg. E p;; valoszintisé-
gekre kikétjiik, hogy normaltak és szimmetrikusak legyenek, azaz a ) p;j =1 és p;j = pji
azonossagoknak teljesiilnie kell.

Az élvaloszintiségi mérték elGallitasanal g darab iteracion keresztiil minden egyes négy-
zetet rekurzivan megszorzunk magaval a generalé mértékkel, ahogy azt az 5.1. abra szem-
lélteti. Ennek révén a kapott élvaldszintiségi mérték ekvivalens a generaldé mérték g-adik
tenzorialis hatvanyaval. Az eredményiil kapott, m?? téglalapbol &llo élvaloszintiségi mér-
téknél minden esetben OGsszesen q tényez§ szorzata adja meg az adott mez6hoz tarsitott
valoszintiséget a

q
pij(q) = H Pinjn (5.3)

h=1
formaban, ahol természetesen a szorzétényezSk mind a generalé mértéknél megadott p;;

valoszintiségek valamelyikének felelnek meg. Azt, hogy pontosan melyiknek, az i és jp
indexek hatarozzak meg az

(1—1) ]_[f;ll omodm?™"

ip = —h +1 (5.4)

alakban, ahol |a/b| az a/b egész részét jeloli, valamint Hff;ll omodm?~" az m9 "-nel valo
osztas maradékanak kiszamitasat jelenti rekurzivan ismételve. (Pl. h =1 esetén az (5.4)
kifejezés az iy = | (i—1)/m9~ 1| +1 Ssszefiiggéssé egyszertisodik.) Lathato, hogy a ¢=1 eset
maganak a generaldo mértéknek felel meg, és természetesen egy, az (5.4) kifejezéssel teljesen
analog formula frhato fel jp-ra is.

Ez az eljarés teljesen megegyezik egy multifraktal elgallitdsaval, melynek soran megal-
lunk a g-adik iteracional. Az 5.1a dbran lathato, egyre durvuld feliilet esetén minden mezé
a generaldé mértékben megadott mintazatot kovetve bomlik kisebb téglalapokra a kovetkezd
iteracio soran. Ennek megfelelGen ezen kisebb téglalapokhoz tarsitott valdszintiségek meg-
egyeznek a kiindulé mez&hoz tartozd valoszintség és a generald mérték megfelel§ elemének
szorzataval. (Ezzel parhuzamosan az 10j kisebb téglalapok és a kiindulé mez6 tertiletének
aranya szintén a generalé mérték megfeleld mezgjének teriiletével azonos). Ez a konstrukeio
egyfelsl biztositja, hogy a kialakul6 struktira onhasonlé legyen, masfeldl azt eredményezi,
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b)

5.1. abra. A multifraktal alapu véletlengraf-generalo eljaras szemléltetése. a) Egy, az egy-
ségnégyzeten definialt, m xm téglalapbol allo generald mértékbdl indulunk ki, mely az abra
bal oldalan lathat6. A bemutatott példaban m = 2, a téglalapok oldalhosszait megadé in-
tervallumok [y és [3, a téglalapokhoz tarsitott p;; valoszintiségeket a téglalapok folé rajzolt
hasabok magassaga és a szine kodolja. A generaldé mértékkel rekurzivan megszorzunk min-
den téglalapot q iteracion keresztiil, igy all el az m% x m? téglalapbol allo élvaloszintiségi
mérték. A hasdbok magassidganak szordsa né az iteraciok szamaval, ezért az élvaldszint-
ségi mérték egy egyre durvuld feliilethez hasonlit, mely ugyanakkor végig szimmetrikus és
onhasonlé marad. b) Minden cstcs kap egy véletlenszertien valasztott koordinatat a [0,1]
intervallumon, és egy adott I, J csicspar Osszekotésének valdszintisége az élvaloszintiségi
meértéknek a két koordinata altal meghatéarozott helyen felvett értékével egyenld. (Az abra
forrasa a [T8] publikacio.)

hogy az egyes mez&khoz tarsitott élbekotési valoszintiségek szorasa az iterdciok szaméaval
egyre ng, azaz a kapott ,feliilet” egyre durvabb.

A véletlen graf generaldsanak utolso 1épése megegyezik az 5.1. alfejezetben emlitett, két-
valtozos szimmetrikus L(x,y) figgvényen alapulo halozatgeneralassal: minden egyes cstics
kap egy, a [0,1] intervallumon véletlenszertien valasztott koordinatat, majd a csiacsparokat
a megfelel6 koordinataknal talalhato p;;(q) valoszintiséggel kotjiik Ossze. Ezt szemlélteti
az 5.1b és az 5.2. abra. Tovabba az 5.3. abran bemutatunk egy 500 cstcsbol allo véletlen
grafot, melyet ezzel a modszerrel generaltunk, a hozza tartozoé multifraktéllal egytitt.

Modszeriink még altalanosabbé tehetd, ha a ,standard”, mezénként konstans multifrak-
talt lecseréljiik egy szimmetrikus, az egységnégyzeten értelmezett 0< L(x, y) <1 fiiggvényre,
és ennek képezziik a k-szoros tenzorialis szorzatat. (Erre a lehetdségre Lovasz Laszlo hiv-
ta fel a figyelmet). Bar az eredményiil kapott L(z1, ..., 2k, Y1, ..., yr) fliggvény értelmezési
tartomanya [0,1]%¢ a szokésos [0,1]? helyett, ez a probléma kénnyen athidalhato egy mér-
tékmegdrzs bijekcioval a [0,1] és a [0,1]7 kozott. Ennek révén lényegében ugyanigy lehetne
véletlen grafokat generalni a tenzorszorzat eredményeként kapott fiiggvénnyel, mint a fent
bemutatott multifraktallal.

Fontos megjegyezni, hogy az altalunk javasolt konstrukcidban a generalt hélozat atlagos

fokszama a
md m9

(d) = NZ Zpij(Q)aij(Q) (5.5)

i=1 j=1

formulaval adhat6 meg, ahol a;;(q) az 4, j indexekkel rendelkez6 mezé teriilete a g-adik ite-
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5.2. abra. A véletlen halozat elallitasa a multifraktal alapjan. A szines hasabok az egység-
négyzeten kialakul6 élvaloszintiségi mértéket jelenitik meg, mely megfelel egy multifraktél-
nak. A multifraktal felett 1év zold sikban mutatjuk a kapott halozatot, melynek éleit a
multifraktal dltal meghatarozott valoszintiségekkel huzzuk be az adott cstcsparok kozé.

racional. Amennyiben a generdld mérték csupa egyforma alapteriiletd mezgvel rendelkezik,
ugy az élvaloszintiségi mérték is egyforma teriilett mezskbdl fog allni, melyekre az a;;(q) =
=m 24 Gsszefiiggés lesz érvényes. Ilyenkor a pij(q) normaltsagabol fakadoan az 5.5 egyenlet
a (d)=Nm~2 sszefiiggésre egyszertisodik. Ebbél azt sziirhetjiik le, hogy amennyiben ritka
halozatot szeretnénk generédlni (ami a valos rendszerek modellezésénél alapkovetelmény),
illetve ha még pontosabban a halézat atlagos fokszamat konstansnak szeretnénk tartani
az iteraciok soran, ugy a generalt halozat méretét exponencialisan novelni kell az iterdciok
szamaval.

Osszefoglalasul elmondhatjuk, hogy a modszeriink nagyon szorosan kapcsolodik az egy-
ségnégyzeten értelmezett, szimmetrikus 0 < L(z,y) <1 fiiggvényeken alapulo véletlengraf-
generald modszerekhez [125, 34, 31, 33]. Egy fontos tjdonsig azonban az itt bevezetett
modellnél, hogy az iteraciok szaméanak novelésével egyre tébbféle p;;(q) valoszintiség sze-
repel az élvalészintiségi mértékben, melynek révén a generalt hélozat is egyre struktu-
raltabba valik az iteraciok sordn. Ebben a tekintetben tehat modszeriink a Kronecker-
szorzéson [120, 121] illetve a Parisi-méatrixokon alapulé megkozelitésekre hasonlit [10], hi-
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a)

b)

5.3. abra. Egy multifraktal alapjan generalt véletlen héalozat. a) A generaldo meérték és a
belsle szarmaztatott élvaloszintiségi mérték g = 3 iteracio esetén. b) Egy 500 cstucsbol allo
halozat, melyet az a) abran lathato élvaloszintiségi mérték alapjan allitottunk els. A csicsok
mérték minden sordhoz (és oszlopahoz) egy kiilon szint rendeltiink (mely véletlenszert, és
nem egyezik meg az a) abra szinkodolasaval), és ezt a szint ,,6rokolték” a csicsok is. Ennek
révén az azonos sorba (oszlopba) esé cstucsok azonos szinnel rendelkeznek. (Az abra forrasa
a [T8| publikacio.)

szen a multifraktal elgallitasanal hasznalt rekurzié lényegében megfeleltethets a Kronecker-
szorzésnak. Természetesen egy rogzitett élvaloszintiségi mérték esetén modszeriink tekint-
het6 a rejtettparaméter-modellek egy specialis esetének is, ahol a csticsokhoz tarsitott ko-
ordinaték felelnek meg a rejtett paraméternek és a p;;(q) élvaloszintségi mérték az p(z, z’)
fliggvénynek. Azonban a ¢ novelésével a mi modelliinkben ez a p(z,2’) fiiggvény egyre
komplexebbé valik.

5.3. StatisztikAk meghatarozasa analitikus titon

A multifraktal alapt véletlengraf-modell egyik elénye, hogy a legeneralt halézatok legfonto-
sabb statisztikait (mint pl. a fokszameloszlas) viszonylag egyszert analitikusan meghataroz-
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ni. Az els6 fontos megéallapités ezzel kapcsolatban az, hogy az élvaldszintiségi mérték azonos
mezdjébe esd csiicsok statisztikailag ekvivalensek egymassal, azaz példaul a fokszam vagy
a klaszterezettségi egyiitthatd varhato értéke rajuk vonatkozdan ugyan az. Ennek megfe-
lelGen a teljes halozatra vonatkozo eloszlasok is az egyes sorokhoz (oszlopokhoz) tartozo
eloszlasok Osszegeként allnak eld.

5.3.1. Fokszameloszlas

A fentiek alapjan a fokszameloszlas a

P9 (d) =" pi” (@)li(q), (5.6)
i=1

alakban adhaté meg, ahol pgq) (d) felel meg az i-edik sor csucsaihoz tartozo eloszlasnak

és 1i(q) adja meg az adott sor szélességét (és ezzel egylitt az adott sorba es6 csicsok

aranyat az Osszes cstcshoz viszonyitva). A pgq)(d) eloszlasokat a kovetkezd modon lehet

meghatarozni. A véletlen graf legyartasa soran az i-edik sorbol a j-edik sor felé Gsszesen
nj(q)-szor probalunk éleket bekotni p;;(q) valoszintiséggel, ahol n;(q) a j-edik sorba esé
csticsok szama, n;j(q) = Nl;j(¢q). Ha n; elég nagy, az i-edik sorbol a j-edik sorba mend élek
eloszlasat egy Poisson-eloszlassal lehet kozeliteni,

di~q d, -
p$)0D2=<ﬂ;)>e (di5(a)) (5.7)

ahol (d;;) az i-edik sorbol a j-edik sorba mend élek atlagos szama, (d;j) = n;(q)pi;i(q).
Egy i-edik sorban 1év6 cstics fokszdma a di(q) = 3_; dij(q) alakban irhato fel, ahol d;;(q)

természetesen a j-edik sor felé mend élek szamat jelenti. Ennek alapjan a pgq) (d)-hoz tartozo

generatorfiiggvény az egyes pl(?) (d)-hez tartozo generéatorfliggvények szorzata:
G(x) =] 6 (@), (5.8)
J
ahol

(@) = @~ i (@) iy
d d=0

i (@) (2—1) (5.9)

Ha behelyettesitjiik az (5.9) kifejezést az (5.8) egyenletbe akkor a
GEQ) (z) = H oldij(@)(@=1) _ o(z=1)32;(dij (@) _ o(z—1){di(q)) (5.10)
J
eredményre jutunk, ahol kihasznéltuk, hogy az élek fiiggetlensége miatt az i-edik sor csiicsa-

inak varhato fokszama (d;) =3_; (dij). Az (5.10) kifejezést visszatranszformélva megkapjuk
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az i-edik sor csucsainak fokszameloszlasat a

d
@ gy — {ilD)" —aia)
pi(d) = —ar ° (5.11)
alakban. Mivel (d;;) = n;(q)pi;(q), az i-edik sor csticsainak varhato fokszama a fenti kife-
jezésben a

=N Y w00 (5.12)

formaban adhat6 meg.

Az (5.6-5.11) egyenletek megfeleltethet6k a rejtettparaméter-modellek esetén a [28§]
publikaciéban levezetett eredményeknek. Bar az élvaloszintiségi mérték egyes soraira vo-
natkozo6 fokszameloszlasok egyenként Poisson-eloszlast kovetnek, a teljes halozat fokszam-
eloszlasa konnytiszerrel vehet fel nemtrivialis alakot, amint azt késébb konkrét példakon
keresztiil is demonstréljuk.

5.3.2. Klaszterezettségi egyiitthato

A klaszterezettségi egyiitthato esetén is abbol indulunk ki, hogy a mennyiség varhato értéke
konstans az élvaloszintiségi mérték egyazon soraba esd csicsokra. Az i-edik sor csticsainak
klaszterezettségét megkaphatjuk tgy, hogy a csiicsokat tartalmazé haromszogek szamét
elosztjuk a csticsokbdl induld Gsszes élpar szamaval. Az emlitett haromszogek szintén az
adott cstuicsokbol induld élparoknak felelnek meg azzal az extra megkotéssel, hogy az élpar
masik végeit egy harmadik élnek kell 6sszekotnie. Ez alapjan a g-adik iteracional az i-edik
sor cstcsainak varhato klaszterezettségi egyiitthatoja a

%g[lj(Q)]Q[piy( )? pijla )+Z %‘1 Li(@)n(@)pij(@)pin(a)pjn(q)
(Ki(q) = LU ER (5.13)
L @R @+ 5 S L@y (@pn()

Jj=1 j=1p=j+1

alakban irhato fel. A szamléalo és nevezd elsd tagja azon i-beli cstcsbol indulo élparoknak
felel meg, melyek masik vége ugyanazon j sorban van, mig a mésodik tagok azon élparokat
adjék, melynél az élpar méasik két vége kiillonb6z6 sorokba esik.

5.3.3. Szomszédok atlagos fokszama

A fokszam-korrelaciok jellemzésének egyik alapvetd eszkoze a dys,(d) fiiggvény, mely meg-
adja, hogy mi lesz egy d fokszamu csics kozvetlen szomszédainak atlagos fokszama. Ter-
mészetesen ez a mennyiség is analitikusan szamithato az altalunk javasolt modellben. A
k-adik iteracional az élvaloszintiségi mérték i-edik sordba esG cstuicsok szomszédainak atla-
gos fokszamat a

0, = TEP 0600 5 (0) _—

ot Zg 1pw(q) i(a)
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alakban lehet felirni. A d fokszamu csiicsok szomszédainak atlagos fokszamat az élvalo-

)Z i értékek azon

szintiségi mérték soraira vald Osszegzéssel lehet megadni, ahol a fenti dl(:é
pld) (i|d) feltételes valoszintiséggel vannak megszorozva, mely megadja, hogy az adott cstcs

az i-edik sorba esik, feltéve, hogy a fokszama d:

ma
d?) (d) =" pD(ild)d,?) . (5.15)
=1

E feltételes valoszintiség a kivetkezd modon hatarozhato meg. Az i-edik sorba esd, d fokszé-
()

mt csticsok szama n;(q)p;? (d), mig az Osszes d fokszamt csticsok szama np(@ (d). Annak
valoszintisége, hogy egy csiics az i-edik sorba esik, feltéve, hogy d a fokszama ez alapjan

(@)p\ ()@
29 (ild) = ni(q)p:" (d) L )qp)ﬁ (d)

aq

= 5.16
I 10

Az (5.16) és az (5.14) kifejezéseket az (5.15) egyenletbe helyettesitve a

q q

1 & 2= Pis(9)i(9) (d5(9))

Ay (d) = o > L)l (d) T (5.17)
P9 (d) = > pij(@)li(q)

eredményre jutunk.

Az 5.4. dbran egy véletlenszerd generalé mérték alapjan legyartott halozat fokszam-
eloszlasan, klaszterezettségi egyiitthatojan és fokszam-korrelacidin keresztiil ellendrizziik
a felsorolt statisztikdkra vonatkozo analitikus formulak helyességét. Az egyszertiség ked-
véért a generdld mértéket 9 darab egyforma alapteriiletd mezére osztottuk, a hozzajuk
tarsitott p;; valoszintségeket véletlenszertien valasztottuk. Ezek utan a ¢ =4 iteracié utan
kapott élvaloszintiségi mérték alapjan generalt, N = 5000 cstcsbol allo6 halézatok esetén
hasonlitottuk 6ssze az empirikusan mért fokszameloszlast, kalszterezettségi egytitthatot és
fokszam-korrelaciot az analitikus formuldkkal. Az dbra alapjan az analitikus eredmények
nagyon pontosan egyeznek az empirikus adatokkal.

A fentiek alapjan a legfontosabb halozati statisztikdk egyszertien és pontosan szamit-
hatok pusztan az élvaldszintiségi mérték és a halozat mérete alapjan. A modell ezen tulaj-
donsiga nagyon elényos akkor, amikor példaul adott fokszameloszlasu halozatra szeretnénk
optimalizalni a generald mértéket, hiszen az eloszlasok fent részletezett kiszamitasa sokkal
gyorsabb, mint kell§ szamu minta legeneralasa, majd az eloszlasok empirikus meghataro-
zasa. llyen jellegii eljarasra konkrét példat az 5.4. alfejezetben mutatunk be.

5.3.4. Az izolalt csticsok probléméaja

Erdemes kiilén figyelmet forditani a multifraktal alapt halozatgeneralé termodinamikai ha-
taresetére, melynél N — oco. Amint azt az 5.2. alfejezetben emlitettiik, ha névekvd iteracid
szam mellett azonos stirtiségti halézatokat szeretnénk generélni, a cstcsok szaméat expo-
nencialisan kell novelni a ¢ fliggvényében. Azonban latni fogjuk, hogy ilyen koriilmények
kozott N — oo esetén a cstcsok donté tobbsége izolaltta valik, mig a halozat ,érdekes”
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5.4. dbra. Az analitikus eredmények ellendrzése egy véletlenszerd generalé mérték esetén.
a) A generald mérték és a bel6le szarmazo élvaloszintiségi mérték g=4 iteracio esetén. b) Az
élvaloszintiségi mérték alapjan legyartott, N = 5000 cstucsbol 4ll6 halozat p(d) fokszamel-
oszlasa. A folytonos vonal az (5.6-5.11) egyenleteken alapulé analitikus eredményt mutatja,
a szimbolumok 100 darab legeneralt minta empirikus atlaganak felelnek meg. Az empirikus
szorasnak megfelel§ hibahatarok kisebbek a szimbolummeéretnél, ezért nem latszanak az
abran. c¢) Az élvaloszintségi mérték egy adott sordba ess csicsok atlagos klaszterezettségi
egylitthatoja a sor indexének fiiggvényében. A folytonos vonal az (5.13) egyenlet eredmé-
nyét mutatja, a szimbolumok az empirikus eredményeknek felelnek meg. d) A kozvetlen
szomszédok atlagos fokszama, dyg, analitikus szamitasok alapjan (folytonos vonallal), és a
numerikus eredmények szerint (szimbolumokkal) a fokszam fliggvényében. (Az &bra forrasa
a |T8| publikacio.)

része, melyben az élek taladlhatok, az egész rendszer egyre kisebb hényadat tolti ki. Sze-
rencsére ez az effektus csak extrém nagy rendszerméreteknél jelentSs, a valos rendszereket
leir6 halézatok mérettartoményaban lényegében elhanyagolhato, ezért a moédszer esetleges
gyakorlati alkalmazasat nem befolyésolja.

A modelliink termodinamikai hataresetére vonatkozo analitikus szamitasokat Lovész
Laszlo végezte el, az erre vonatkozé eredményeket a D fiiggelék vazolja réviden. Itt az
izolalt csticsok probléméjahoz kapcsoloédd numerikus eredményeket ismertetjiik, melyek a
valos rendszereket leird halozatok mérettartomanyara vonatkoznak. Véletlenszeri generalo
mértékekbdl indultunk ki, melyek Gsszesen 4 x 4 egyforma méret mezshdl alltak, az ite-
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raciok szamat ¢ = 1-t6l k = 11 ig noveltiik. A csticsok kezdd szama ¢ = 1-nél 1000, illetve
5000 volt, a tovabbi iteraciok soran pedig N-et az (5.5) egyenlet alapjan tgy allitottuk
be, hogy az atlagos fokszam konstans maradjon. Az 5.5. abrdn mutatjuk be a futtatésok

1

" N(g=1)= 1000 —e—
N(g=1)= 5000 - ¥ - 1
0.01+ A
le-041
p(d=0)

le-06 A
1le—-08r *

le-10 .
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5.5. abra. Az izolalt csiicsok hanyada a generalt haldzatokban véletlenszerd generdldé mérté-
kek esetén ¢=1-t61 g=11-ig, 1000 mintara atlagolva. A korokkel jel6lt mintaknal a cstcsok
szama g=1-nél N(¢g=1)=1000 volt, mig a haromszogekkel jelolt esetekben N (¢=1)=>5000.

eredményeit. Lathato, hogy annak ellenére, hogy az utolso iteracioknal a halozatok mérete
gyakran meghaladta 109 csticsot, az izolalt csticsok atlagos hanyada nagyon alacsony ma-
radt. Ennek révén az izolalt csticsok térhoditédsa nem veszélyezteti komolyan a multifraktal
alapu véletlengraf-generaléd olyan lehetséges alkalmazasait, melyek a valos rendszereket leird
héalozatok mérettartoményéara koncentralnak.

Végiil megjegyezziik, hogy egy késébbi publikicioban (melyet a disszertacid szerzdje
Pollner Péterrel és Vicsek Tamassal kozosen kozolt) sikeriilt egy olyan modositasat ki-
dolgozni a multifraktal alapi véletlengraf-modellnek, melynél az izolalt csicsok ardnya
konvergalt az iteraciok szaméanak (vagy ekvivalens modon a rendszerméret) fiiggvényében
[S13]. A kapcsolodo vizsgéalatok soran vildgossa valt, hogy az izolalt csicsok probléméja
szoros Osszefiiggésben van azzal, hogy a fokszameloszlast a multifraktal egy kitiintetett
irAnyba esé projekcidja hatarozza meg. A multifraktal elforgatasaval ez a projekcidé mar
nem lesz kitiintetett, és a szimulacidk alapjan ez orvosolja a problémat.

5.4. A grafgeneral6 optimalizalasa

A generald mértéktsl, az iteraciok és a cstuicsok szamatol fliggden széles skalan mozoghat-
nak a legyartott hélozatok statisztikus tulajdonsagai. Azonban ha egy el6re meghatarozott
tulajdonsagokkal rendelkezs véletlen grafot szeretnénk a multifraktal alapa héalézatgene-
raloval legyartani, valahogyan optimalizalni kell az emlitett paramétereket. Tegyiik fel,
hogy a haldzat cstcsainak szdma rogzitett. Ebben az esetben a kiovetkez§ paraméterek
meriilnek fel: a generalé mértékben talalhato kiilonb6z6 mezdk szama, m?, valamint az
iteraciok szama, q. Ha ezeket rogzitettiik, a generalé mértékhez tartozo p;; valoszintiségek,
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illetve a generald mérték kiilonbo6zd mezsit elvalasztod hatarvonalak poziciéi automatikusan
beallithatok a kovetkezd modon.

Jelolje F azt a mennyiséget, melyikre optimalizalni kivanunk (pl. F lehet a fokszamel-
oszlas vagy a klaszterezettségi egyiitthato, illetve barmely egyéb halozatjellemzs). Altala-
nos esetben F fiigg a p;j, l;, ¢ és N mennyiségek mindegyikétdl (és természetesen implicit
modon m-t8l is, a generald mértéket megadd mezsk pontos elhelyezkedésén keresztiil). Mi-
vel feltételezésiink szerint az N, m és q értéke rogzitett, ezek kiilon jelolését elhagyjuk, és
ennek révén F egy adott p;; és [; beallitashoz tartozo ,értékét” F(p;j,;)-vel jeloljik. (Az
esetek tobbségében F(p;j,1;) egy valos szam helyett egy magasabb dimenzios objektumot
jelol, pl. a fokszameloszlast).

A célunk, hogy a legyéartott véletlen halozat esetén az F lehetSleg minél kézelebb essen
egy F* ,értékhez”. Ehhez el6szor be kell vezetniink egy tavolsadg- vagy hasonlosagmérté-
ket, mely megadja, hogy az aktualis F(p;;,[;) milyen messze van a céltél (vagy mennyire
hasonlit 14). A p;; és [; értékeket egy szimulalt hékezelésen alapul6 eljarassal lehet optima-
lizalni, melynél az emlitett tavolsagfiiggvény (vagy hasonlosagfiiggvény) jatssza az energia
szerepét, melyet altalanosan E[F (pij,(;), F*]-gal jelolhetiink. Természetesen ezen energia-
fliggvény konkrét alakja nagyban fligg attol, hogy éppen milyen mennyiségre szeretnénk
optimalizalni a multifraktal alapt halézatgeneralot. Amennyiben példaul a fokszamelosz-
lasra szeretnénk optimalizalni, egy kézenfekvs valasztas a siirtségfiiggvények Osszegzett
relativ kiilonbsége,

0 o~ @ )]
BF 0. 7] = B (@0 @] == 3 Sy

(5.18)

ahol d a lehetséges fokszamokon fut végig, p*) (d) a ténylegesen kapott stirtségfiiggvény
értéke d-nél, és p*(d) a célul kitlizott striségfiiggvény értéke szintén d esetén.

A szimulalt hékezelés soran emellett definidlunk egy T effektiv hémérsékletet is, mely-
nek értékét a folyamat sorédn lassan csokkentjiik. A hékezelés maga sok elemi Monte—
Carlo-1épésbdl all, melyeknél vagy az egyik p;; valoszintiséget, vagy az egyik mezdShatart
probaljuk kis mértékben megvaltoztatni a generalé mértékben. A 1épések elfogadasa vagy
elvetése a Metropolis—Hastings-algoritmus szerint torténik [132, 95|: Ha az 0] generald mér-
ték alapjan kaphato Es energia kisebb, mint a lépés el6tt szamitott E; energia, akkor a
lépést mindenképp elfogadjuk, az ellenkezd esetben viszont csak P = exp|—(Es — E1)/T]
valoszintiséggel.

Ezt az eljarast lehet altaldnositani tobb mennyiség parhuzamos optimalizalasara is.
Egy alternativ lehetdség emellett a maximum likelihood technikék alkalmazasa (mint pl.
a KronFit algoritmus a [121] publikdciéban), melyeknél magara a hélozatszerkezetre lehet
optimalizalni a szarmaztatott mennyiségek helyett. A mi esetiinkben azonban egy ilyen
modszer formalizélasa és implementalasa lényegesen bonyolultabb lenne, mint a véazolt,
szimulalt hékezelésen alapuld megkozelités. Az egyszertiség kedvéért ezért itt a kilonféle
halozatjellemzdkre kiilon optimalizalunk, két példan keresztiill mutatva meg a moédszer
mikddését.

Az 5.6. abran a fokszameloszlésra és a klaszterezettségi egyiitthatod eloszlasara torté-
né optimalizalas soran kapott eredményeket mutatjuk be. (Ahogy azt méar kifejtettiik, az

99



dc_1226 16

5. FEJEZET: Multifraktdl alapi véletlengrdf-modell

eljarads soran a cstucsok szdma, IV, a generald mérték sorainak és oszlopainak szama, m,
illetve az iteraciok szama, g, konstans volt, és csak a p;; valoszintiségek és a general6é meér-
ték sorainak és oszlopainak szélességét megado [; értékek valtoztak.) Az &llando értéken
tartott paraméterek tipikus értéke a szimulaciok soran N € [10000,20000], m € [3,4] és
q € [3,5] voltak. Az 5.6a abra esetén annak ellenére, hogy meglehetdsen kiilonbozs fok-
szameloszlasokat tettiink meg célfiiggvénynek (egy skélafiiggetlen, egy lognormalis és egy
bimodalis fokszameloszlast), a modszer sikeresen kalibralta a p;; és l; értékeket ugy, hogy a
multifraktal alapt halozatgenerdloval kapott halozatok fokszameloszlédsa nagyon pontosan
lek6vesse a célfiiggvényeket. Hasonldan, az 5.6b dbra szerint a klaszterezettségi egyiitthato
eloszlasara torténd optimalizalés is elfogadhat6 eredményekkel zarult, hiszen az eredménytiil
kapott eloszlasokkal sikeriilt megkozeliteni mindharom, egyméstol meglehetésen kiilonbozé
célfiiggvényt.
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5.6. abra. A general6 mérték optimalizalasa kiilonféle célfiggvények esetén. a) Kiilonbo-
26 fokszameloszlasokra torténd optimalizalas. A célfiiggvényeket kor alaka szimbolumok
mutatjak, az eredményiil kapott strtiségfiiggvényeket a négyzetek jelenitik meg. A fekete
szinnel jelolt esetnél a célfiiggvény egy skalafiiggetlen fokszameloszlas volt (a betétabra ezt
mutatja logaritmikus skalan), a sziirke szinnel jelolt esetnél egy lognormaélis eloszlas, mig
a fehér szinnek megfeleld esetnél egy bimodalis eloszlas. b) A klaszterezettségi egyiittha-
t6 kiilonbozd eloszlasaira torténd optimalizalas. Az el6z6 panelhoz hasonléan a kor alaki
szimbolumok jelolik a célfliggvényeket, az eredményiil kapott eloszlasok négyzetekkel lettek
abrazolva, és a kiilonbo6z6 szinek kiilonbo6z6 alaki célfiiggvényekkel végrehajtott kisérletek-
nek felelnek meg. (Az abra forrasa a [T8| publikacio.)
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A dolgozat a szerz6 halozatkutatassal kapcsolatos legfontosabb eredményeit foglalta Gssze,
melyek ko6z0s vonasa, hogy nagyon erésen kotédnek a statisztikus fizikdhoz. A komplex
halozatok teriiletén a statisztikus fizikai megkozelités mar a kezdetektdl fogva nagyon erds
befolyast szerzett, és még manapsag is szamtalan fontos, halozatokkal kapcsolatos kutatas
zajlik vildgszerte statisztikus fizikai hattérrel rendelkez6 kutatok vezetésével. Ezek alapjan
a disszertacié szerz6jének eredményei szervesen illeszkednek a komplex haldzatok teriile-
téhez, hozzajarulvan annak az utébbi 10-15 évben tapasztalhatd, meglehetGsen intenziv
fejlédéséhez.

Az 1. fejezet a topologiai fazisatalakulasokkal foglalkozott. Ezek kapcsan a disszerta-
ci6 szerzGje az egyrészecskés energiafiiggvényekkel leirhatoé rendszereket tanulméanyozta a
kanonikus sokasagban egyrészt analitikus Gton, mésrészt az egzakt leszamlalas numerikus
technikdjanak segitségével. Az eredmények megmutattak, hogy az ilyen rendszerekben az
energiafiiggvény-vélasztastol fliggGen elsérendii és folytonos fazisatalakulasok is el6fordul-
nak. Egy kiilon érdekesség, hogy az E = — > d; Ind; energia esetén a folytonos atalakulas
kritikus pontjanal a halozat skalafiiggetlenné valik (azaz a fokszameloszlas hatvanyszeriien
cseng le a nagy fokszamok tartomanyén).

A 2. fejezet a k-klikkperkolacidval kapcsolatos elméleti eredményekre koncentralt. A
disszertacio szerzdje megadott egy generatorfiiggvényeken alapuld levezetést a k-klikkper-
kolacio kritikus élbekotési valdszintiségére az ErdGs—Rényi-grafban. Emellett meghatarozta
az iranyitott k-klikkperkolacid kritikus pontjat is egy heurisztikus megkozelités segitségé-
vel. Az irdnyitatlan Erdés—Rényi-graf esetén a disszertacio szerzdje altal végzett numerikus
szimulAciok maximalisan alatamasztottak a k-klikkperkolaciéra vonatkozo analitikus ered-
ményeket!.

A k-klikkperkolacion alapulo, atfedéseket megengeds héldzati csoportkeres§ modszer
a 3. fejezetben keriilt bemutatésra. A csoportkeress algoritmust (mely feltérképezi egy
halozat k-klikkperkolacios klasztereit), a disszertacio szerzdje és Derényi Imre kézosen dol-
goztak ki. A modszert a disszertacio szerzdje implementalta, és segitségével feltarta tobb
nagymérett, valos rendszert reprezentald halézat csoportszerkezetét. Egy-egy kivéilasztott
cstcs lokalis kornyezetében a csoportok részletes elemzése megmutatta, hogy ez a megkdze-
lités értelmes, az emberi intuicioknak megfelels csoportokat tart fel a vizsgalt haldézatokban
(pl. a tarsszerzGségi halozat csoportjaiban egy kivalasztott kutato a kornyezetében talalhato

LAz iranyitott esetben is hasonléan j6 egyezés volt tapasztalhato, azonban ott Farkas Illés végezte el a
szimulaciokat.
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tobbi kutatdval a megfelels kutatasi tertiletek szerint lett besorolva, a fehérje-kolesonhatasi
halozatban kivalasztott fehérje csoportjai kiilonféle fehérjefunkcioknak feleltek meg, stb.)

A csoportatfedések statisztikai jellemzésére a disszertacio szerzdje harom, az irodalom-
ban korabban nem vizsgalt eloszlast vezetett be. Ezek koziil a legérdekesebb egy véletlen-
szertien valasztott csoporttal atfedd tobbi csoport szaménak eloszlasa volt. Ez megegyezik
azon halozat fokszameloszléséval, melyben a csticsok az eredeti halézat csoportjainak felel-
nek meg, és két ilyen csiics akkor van 6sszekotve, ha az adott csoportpar atfed egymassal. Az
igy kapott fokszameloszlas (a cstucsok kozti alap” halozat fokszameloszlasahoz hasonloan)
hatvanyszertien csengett le a nagy csoportfokszamok tartomanyén tébb vizsgalt rendszer-
ben is. Erdekes modon a kisebb csoportfokszamok tartoményan viszont a hatvanyfiigg-
vény helyett inkdbb az exponenciélis eloszlashoz hasonlé alakot vett fel a csoporthéldzat
fokszameloszlasa. Ennek alapjan elmondhatjuk, hogy a tanulményozott rendszerekben a
csoportszint héalozatstruktira egyes vonasai hasonlitottak az alaphdalozat szerkezetéhez,
viszont emellett fontos eltéréseket is tapasztaltunk. Ez a viselkedés jol illeszkedik a komplex
rendszereket leiré olyan altaldnos képbe, mely szerint egy nagyméreti Osszetett rendszer
kiilonbo6z6 szervez6dési szintjei alapvetSen hasonld strukturédkat mutatnak, megengedve
ugyanakkor egyes szintspecifikus eltéréseket is.

A 4. fejezet a halozati csoportok idéfejlgdésével foglalkozott két nagyméreti, embe-
ri kapcsolatokat abrazolé halozatban. Ezek egyike egy tudomanyos cikkarchivumban havi
bontésban megjelens publikiaciok alapjan feltérképezett tarsszerzéségi halozat volt, a mésik
pedig egy tobb milli6 felhasznéaléval rendelkezd mobiltelefon-szolgaltatéd altal kéthetes peri-
o6dusokra aggregalt anonimizalt hivéaslistak alapjan elGallo halozat. A disszertacio szerzdje
kidolgozott egy moédszert, melynek segitségével az idSlépésenként rogzitett eseményekbdl
kiindulva olyan folytonosan valtozo élsilyok allithatok el§, melyek az egyes események
(cikkek vagy aggregalt telefonhivasok) fontossiga mellett figyelembe veszik azt is, hogy
egy emberi kapcsolat eréssége id6ben altalaban lecseng, ha megsztinnek a két fél kozotti
interakciok. Ezen id6fejldds élsilyok altal definidlt két halozat esetén a disszertécio szer-
zGje elGszor az egyes id6lépéseknek megfelel§ allapotokban tarta fel a k-klikkperkolacios
csoportokat. A mobiltelefon-hivasi halozat esetén a felhasznalokrol rendelkezésre 4ll6 egyéb
adatok csoportszinti elemzése azt mutatta, hogy a kapott csoportok egy-egy tulajdonsag
szerinti homogenitasa jelentGsen nagyobb, mint egy ugyanakkora, véletlenszertien 0sszeva-
logatott csoporté. Ez arra utalt, hogy a k-klikkperkolacios modszer vélhet§en ténylegesen
létezs, egyméashoz kozel all6 emberekbdl allo csoportokat tart fel.

Ahhoz, hogy csoportdinamikat lehessen tanulményozni, az egyes id6lépésekhez tartozo
statikus csoportokat még Ossze kellett fiizni id6ben valtozo, dinamikus csoportokkéa. Az
ezen miveletet lehetévé tévé modszert Derényi Imre Otlete alapjan a disszertacié szerzéje
dolgozta ki és programozta be, majd az ezaltal kinyert id6fejléds csoportokat tobb szem-
pontbol is elemezte. A csoportok idGbeli viltozékonysagara bevezetett egy 1j mennyiséget,
a stacionaritést, mely megegyezik a szomszédos id&lépésekben tapasztalt tagosszetételek
relativ atfedésének atlagaval a csoport élete sordan. A disszerticié szerzGje egy érdekes
Osszefiiggést tart fel a stacionaritas, a csoportok mérete és varhato élettartama kozott: Az
eredmények szerint az atlagos élettartam maximuma alacsonyabb stacionaritas értékeknél
volt a nagyméretd csoportok esetén, mint a kisebb csoportoknal. Ez Ggy interpretalhato,
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hogy a kis csoportok varhatéan akkor maradnak fenn sokaig, ha id6ben nem igazan val-
tozik az Osszetételiik, mig ezzel szemben a nagyméretti csoportoknak allanddéan meg kell
djulniuk a fennmaradéasért, ezért optimalis esetben az Osszetételiik gyorsan valtozik.

Végiil az 5. fejezetben egy multifraktal alapta véletlengraf-modell keriilt bemutatésra.
Az alapotlet, mely szerint egy véletlen graf elGallitasa soran az élek valOszintiségét egy
multifraktal segitségével allitjuk els, Vicsek Taméstol szarmazik, és az alkalmazott meg-
kozelités erésen tdmaszkodik Lovasz Laszlo és munkatérsainak grafsorozatok konvergenci-
ajaval kapcsolatos eredményeire. A modell részleteit a disszertacio szerzéje dolgozta ki és
programozta be. Emellett analitikus titon meghatarozta a legfontosabb halozatjellemzék
mint példaul a fokszameloszlas és a klaszterezettségi egyilitthatd alakjat a paraméterek
fliggvényében. A multifraktal alapi véletlengraf-modell legfontosabb elénye, hogy az altala
generalt halozatok tulajdonsagai nagyon széles skalan véaltozhatnak, a fokszameloszlas le-
het példaul skalafiiggetlen, vagy Poisson-eloszlasiu. A disszertacio szerzéje kidolgozott egy
szimulalt hékezelésen alapulé modszert, mely lehetévé teszi, hogy egy elére meghatarozott
tulajdonsagokkal rendelkezs véletlen graf generdlasidhoz illessziik a modell paramétereit. A
numerikus szimulaciok megmutattak, hogy ennek révén egy igen flexibilis altalanos vélet-
len grafgenerald modszert kapunk, mely képes egymastol jelentdsen eltérs tulajdonsagokkal
rendelkezd véletlen grafok elGallitasara ugyanazon keretrendszeren beliil.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném koszonetemet kifejezni Vicsek Taméasnak, aki kutatdcsoport-vezetéként lehetdsé-
get adott arra, hogy a disszertacioban bemutatott témakon dolgozhassak, és aki ezekben a
munkakban tevékenyen részt véve végig irdnyitotta és koordinalta a kutatasokat. Az altala
hozott rendkiviil inspirald 6tletek és az intuitiv latasmod, a baratsagos 1égkor és a rendkiviil
jo munkakoriilmények egy egyediilallo kutatéhelyet nyujtottak. Koszoném Pollner Péter-
nek, hogy amellett, hogy bizonyos munkakban tarsszerzéként is kozremiikodott, biztositotta
a kutatécsoport informatikai eszkoztaranak zavartalan miikodését, folyamatos fejlesztését
és karbantartésat. Szeretném megkoszénni Derényi Imrének és Farkas Illésnek a topologiai
fazisatalakulasok és a k-klikkperkolacié vizsgalata soran kialakult nagyon konstruktiv és
motivalo egyiittmiikddést, ami meghatarozé pontjava valt kutatoéi palyafutdsomnak. To-
vabba szeretnék koszonetet mondani tobbi tarsszerzémnek is, Barabasi Albert-Laszlonak
és Lovasz Laszlonak, akik kozremtikddése nélkiil nem johettek volna létre a disszertéacid
anyaganak alapjaul szolgalé publikaciok.

Koszonettel tartozom Vattay Gabornak és Cserti Jozsefnek, akik PhD- és diploma-
témavezetSként segitették eldre korai palyafutasomat és bevezettek a kutatomunka alapja-
iba. Szeretném megkoszonni egyetemi oktatoéimnak, kozép- és altalanos iskolai tanaraimnak
az aldozatos munkajukat, koziilikk kiemelten halas vagyok Edes Péternek, Varga Laszloné-
nak és Honyek Gyulanak, akik megszeretették velem a fizikat és a fizikusi gondolkodasmo-
dot. Nagyon koszonom sziileimnek, hogy stabil hattérrel és jo példakkal elinditottak azon
az életpalyan ami a kutatoi hivatashoz vezetett. Koszonom hiugomnak és csalddjanak a
tamogatést. Feleségemnek és két kislanyomnak nagyon héalés vagyok az utébbi idgszakban
a tlirelmiikért, biztatdsukért és a nyugodt, vidam csaladi hattérért.
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A fliggelék

Komponensszinti
Hamilton-figgvények

Az 1. fejezetben targyalt egyrészecskés Hamilton-fliggvények mellett szintén természetes
6tlet megvizsgalni azt, hogy milyen fazisatalakulasok figyelhet6k meg egy grafsokasagban
akkor, ha az energiafiiggvény csak az Osszefiiggé komponensek méretétsl fligg, a cstcsok
egyenkénti fokszamétol nem. Az itt bemutatasra keriil§ analitikus szamitésokat Derényi
Imre végezte el, a vonatkoz6 Monte-Carlo-szimulaciokat pedig Farkas Illés futtatta le és
értékelte ki.

A.1. Perkolacios atalakulas

Amint korabban emlitettiik, az Erdgs—Rényi-modell egyik érdekes tulajdonsaga, hogy a-
mennyiben az élbekotési valoszintiség eléri a p = p. = 1/N kritikus értéket, a halozatban
megjelenik egy o6rids komponens, melynek relativ mérete még N — oo esetén sem tart
nulldhoz [64, 30]. Az atlagos fokszam a kritikus pontban az Erdgs—Rényi-graf méretétsl
fiiggetleniil (k) = Np =1, és altalanosan, ha (k) < 1 egy Erdés—Rényi-grafban, akkor az a
,rendezetlen” fazisban van, azaz nem tartalmaz orids komponenst. Minthogy az altalunk
vazolt élatrendezddési dinamikénal a T'— oo esetben a hélozat egy ErdGs—Rényi-graffal ek-
vivalens, ha a sokasédgunkban az atlagos fokszam (k) =2M /N < 1, akkor a fentiek alapjan
az szintén nem tartalmazhat 6rids komponenst. Egy természetes kérdés, ami felmeriil ez-
zel kapcsolatban, hogy lehet-e az Erdés—Rényi-modell perkoléciés atalakulasahoz hasonld
fazisatalakulast indukalni a rendszer hiitésével, ha megfelelGen valasztjuk az energiafiigg-
vényt ?

Egy ilyen atalakulas nyomon kovetésére a og= M7 /M rendparaméter a legalkalmasabb,
mely a legnagyobb Osszefiiggé komponensben talalhato élek és a teljes élszam hanyadosa.
Természetesen egy olyan energiafiiggvényt kell valasztanunk, mely preferalja a nagy Ossze-
fliggs komponensek kialakulasat. Az egyszertség kedvéért tegyiik fel, hogy az energia az
E = f(M) alakban all el6, ahol f egy monoton cstkkend fliggvény. Ilyen esetekben az ener-
gia csak a legnagyobb komponens méretétdl fiigg, a kisebb komponensek méreteloszlésa,
strukturaja, stb. semmilyen befolyassal nincs ré.
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A FUGGELEK: Komponensszinti Hamilton-fiigguények

Ahhoz, hogy a szabadenergia entropiaval kapcsolatos tagjat is fel tudjuk irni, vezets
rendben meg kell hatarozzuk azon grafok szémat, melyek legnagyobb Osszefiiggd kom-
ponense M; méreti. Ehhez el6szor meg kell szamoljuk, hogy altalanossdgban hanyféle
konfiguracidja lehet egy m méretd 6sszefliged komponensnek. Az egyszertiség kedvéért fel-
tessziik, hogy a komponens faszert. Mivel (k) <1 esetén a hurkok valoszintsége 1/N szerint
csokken a rendszermérettel [155], ez egy jogos kozelités a termodinamikai hataresetben. A
lehetséges m méretii iranyitatlan fak szamat a kovetkezd moédon becsiilhetjiik. Kiindulunk
egy véletlenszertd realizaciobol, mely természetesen m darab élbdl és m+1 cstucsbol all. Az
egyik csicsot kinevezziik a fa gydkerének. FEzek utan képzeletben irdnyitast vezetiink be
a fan a gyokértsl kifele indulva, egészen a gyokértsl legtavolabb 1évE levelekig. Ez altal a
gyokeret leszamitva a fiban minden cstcsnak pontosan egy darab bejovs éle lesz. Fzutan
az m méretii fa egy masik realizaciojat a kovetkezd moddon tudjuk elGallitani: vilasztunk
véletlenszertien egy cstucsot, majd a bejovs élének méasik végét atkotjik a fanak egy méasik
cstcséra, mint ahonnan eredetileg indult. Csak arra kell vigyazni, hogy ez az 4j kiindulo-
pont ne legyen a vélasztott csiics leszarmazottja, mert olyan esetben egy hurkot hoznank
létre és a fa szétesne két izolalt részgrafra. Ha m elég nagy, akkor ez a megkotés csak a
cstcsok elenyészd részét érinti sulyosan. Ennél fogva vezetd rendben a fa kozel m cstcsanak
kozel m-féle 0j kozvetlen felmenGt valaszthatunk, melynek révén becslésiink az m méreti,
faszerd Osszefliggd komponens Osszes lehetséges konfiguraciojara m™.

Visszatérve az M1 méretii legnagyobb Osszefiiggd komponenst tartalmazo allapotok ent-
ropiajara, az ide tartozo grafok Nyomp szdméaban az MIM1 faktorhoz tarsul még egy ( ]\J/\[fl)
szorzo, hiszen ennyiféle modon lehet a komponens csiicsait kivalasztani N-bol. A legna-
gyobb komponensbdl kimaradé M — M élt a szintén kimaraddé N — My cstics kézé barho-
gyan be lehet kotni, feltéve, hogy nem hoznak létre egy Mi-nél nagyobb komponenst. Mivel
M = psM egy extenziv mennyiség, és a kimarado élekbdl 1étrejové komponensek mérete
tipikusan lassabban né, mint M, ez a megszoritas nem igazan befolyasolja az eredménye-
ket. Ennek révén a kimarado6 csiicsok és élek jarulékat szimplan egy ((N A}{/f}\){f/ 2) faktorral
vehetjiik figyelembe. Ezek alapjan a termodinamikai hataresetben (amikor N, M — oo,
(k) =konst.), az My = psM azonossagot hasznalva az

eredményre jutunk.
Mivel azt tettiik fel, hogy az energia lényegében a rendparaméter fiiggvénye, az F(ps, T')
feltételes szabadenergiat az

e_F(4P87T)/T — Nk?)‘;(;)pg)/T — ef[f(cpS)lenNkomp]/T (AQ)

Osszefiiggés alapjan az
F(ps, T) = f(ps) _TlnNkomp (A.3)

alakban fejezhetjiik ki. Az (A.1) egyenlet alapjan, a Stirling-formula segitségével (mely
szerint [!~(1/e)!/210), az O(In N) nagysagrendii tagok elhanyagolasaval a fenti kifejezésben
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A.1. Perkoldcios dtalakulds

az In Niomp tagot az

tlay T2 N2

oM 2M M 3M 1 M?
N N |7

In Miomp = konst. + [1 +In — — } cng (A.4)

alakban kozelithetjiik. Kihasznalva, hogy 2M /N = (k), a fenti kozelités alapjan az (A.3)
egyenletet az

2
FloaT)~ flgad) + MT{ () - 1= ]t [W2-300+2] 1 (a5)

formaba irhatjuk at.
A legegyszertibb energiafiiggvény-valasztas az

J(My) = —M; = —pM, (A.6)

ahol az energia szimplan a legnagyobb 6sszefligg komponens mérete, negativ elGjellel. Ha
ezt behelyettesitjik az (A.5) kifejezésbe, akkor abbol kideriil, hogy amennyiben

1

T> 1) = 5 Ty

(A7)

a szabadenergia minimuma s = ¢} (7") = 0-nal van, azaz a halozatban nincs 6rias kompo-
nens. Ezzel szemben ha a hémérséklet Te.((k)) ala csokken, a minimum elmozdul ¢4 = 0-t6l
és megjelenik egy oriasi Osszefiiggé komponens. A rendparaméter értékét a kritikus hémér-
séklet kozelében az (A.7) egyenlet alapjan becsiilhetjiik meg, melybdl a

T~ T (k)

C

) =2 S 42

: (A.8)

kifejezés adodik. Ez alapjan a tapasztalt atalakulas egy folytonos fazisatalakuldsnak felel
meg, analég moédon az Erdés—Rényi-modell perkolécids adtalakuléséval.

A kritikus hémérséklet (k) fliggését az (A.7) egyenlet adja meg. Lathato, hogy ha
(kY — 1, akkor T, — 0o, ami teljes dsszhangban van azzal, hogy az Erdds—Rényi—graf esetén
a perkolacio kritikus pontja (k) = 1-nél van. Ennek alapjan ha (k) > 1, akkor a hélozatot
htiteni sem kell ahhoz, hogy megjelenjen benne egy o6rids komponens, hiszen ahogy azt
az alfejezet elején emlitettiik, ilyenkor mar 7' — oo esetén is tartalmaznia kell egy orias
komponenst. A kritikus hémérséklet inverzének értékét az atlagos fokszam fiiggvényében
az A.l. abran tiintettiik fel. A gérbe alatti sziirke teriilet felel meg a ,rendezetlen” fazisnak,
melynél a halézat csupa kicsi, N-hez képest elhanyagolhaté méret komponensbdél all, mig
a gorbe felett megjelenik a rendszerben egy 6ridas komponens. A betétdbra a Monte—Carlo-
szimulaciok eredményét mutatja. Lathato, hogy a rendparaméter szakadas nélkiil, egy véges
meredekséggel kezd el néni a kritikus pontban, ami szintén aldtdmasztja azt, hogy egy
folytonos fazisatalakulassal van dolgunk.
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A FUGGELEK: Komponensszinti Hamilton-fiigguények
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A.1. dbra. Az E=—M; energidhoz tartozo fazisdiagram. A fazishatart az (A.7) egyenletben
megadott kritikus hdmérséklet szabja meg, itt most 1/7" keriilt abrazolasra a (k) atlagos
fokszam fiiggvényében. A sziirke szinnel jeldlt teriilet felel meg a ,rendezetlen” fazisnak,
melyben nincs 6rids komponense a hélozatnak, a fehér pedig a ,rendezett” fazis, ahol meg-
jelenik egy o6rias komponens. A betétabra Monte—Carlo-szimulaciok eredményét mutatja a
s = M7 /M rendparaméterre vonatkozoan az 1/T fiiggvényében. A kor alaku adatpontok
esetén a halozat atlagos fokszama (k)=0,5 volt, mig a haromszogek esetén (k)=0,1, az {ires
szimbolumok N = 500-as, a teli szimbolumok N = 1000-es rendszerméretnek felelnek meg.
Az adatok 10 futasra lettek atlagolva, futasonként a rendparaméter idGatlaga a t=100N és
t =500N kozti Monte-Carlo-lépésekre lett kiszamitva. (Az abra forrasa a |T1] publikacio).

A.2. Els6rendii fazisatalakulasok

Természetesen els6rendti fazisatalakulédsokat is meg lehet figyelni egy klasztermérettsl fiig-
g8 energiafiiggvénnyel bird grafsokasaghan, amennyiben megfelel6 modon vélasztjuk meg
az E = f(My) konkrét alakjat. Egy egyszert példa az, amikor f(Mj) nulla vagy pozitiv
meredekséggel indul, viszont nagyobb M; értékekre tovabbra is csokkend tendencidt mu-
tat. Természetesen a 1" — oo hatéaresetben ilyenkor is az entropiaval kapcsolatos tagok
dominaljak a feltételes szabadenergiat és az (A.5) minimuma s = 0-nal van, ami az orias
komponens nélkiili, ,rendezetlen” allapot. Hasonlé6 moédon a korabbiakhoz, T — 0 esetén
viszont az energia fog dominalni, ami miatt F(ps,T) minimuma a s = 1-nél lesz, ami egy
minden élt magaba foglald 6rias komponenssel rendelkezé allapotnak felel meg.

Azonban a kordbbiakkal ellentétben talalunk egy olyan h&mérséklet-tartoméanyt, ahol
az (A.5) altal megadott F'(ps,T') a ¢s = 0-nal emelkedve indul (hiszen az entropiaval kap-
csolatos tagok koziil a ¢g-ben lineéris tag dominal ebben a tartoméanyban), majd egy adott
ps-nél eléri maximumat és onnantol viszont csokkend tendenciat mutat. Ennek révén a
feltételes szabadenergianak két versengd minimumhelye van g szerint, az egyik metasta-
bil, a masik pedig globalisan stabil. Egy globalisan stabil és egy metastabil minimumbhely
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A.2. Elsérendd fazisdtalakuldsok

parhuzamos létezése az elsérendi fazisatalakulasok jellemzGje.

Egy egyszerti energiafiiggvény, ami megfelel a fenti feltételnek az E = —MZ. Az ezen
energiafiiggvényre vonatkoz6 numerikus szimulaciok eredményeit mutatja be az A.2. dbra
egy N =500 csticsbol és M = 125 élbdl allo hélozat esetén. Lathato, hogy egy hiszterézis
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A.2. abra. Szimulécios eredmények a @3 = M; /M rendparaméter a hémérséklet fiiggésére
(ahol M; a legnagyobb komponens éleinek szaméat jeldli), az E = —M? energiafiiggvény
esetén egy N = 500 csticsbol és M = 125 élbdl allo héalozat esetén. A kor alaka adatpon-
tok esetén a szimulaciok kiindul6 allapota egy ErdGs—Rényi-graf volt, mig az x-szel jelolt
adatpontok esetén egy csillagszerd topologia, ahol minden él egy azonos cstcshoz kapcso-
lodik. A ¢4 rendparaméter értéke a t =490N és t = 500N Monte-Carlo-1épések kozott lett
kiatlagolva. A betétabra a vizsgélt sokasag F'(ys,T) feltételes szabadenergiajat mutatja
az (A.5) kifejezés alapjan. Az a hémeérséklet tartomany, melyben a feltételes szabadener-
gianak két minimuma van, teljesen konzisztens a numerikus szimulaciok eredményében
lathato hiszterézissel. (Az abra forrasa a |T1| publikacio.)

alakul ki a ¢g rendparaméter hémérséklet fliggésében: Ha a szimuldcidkat alacsony hé-
meérsékleten egy orids komponenssel rendelkezs allapotbol inditjuk (mely az egyszertiség
kedvéért egy csillagszerd topologianak felel meg), majd emeljitk a hémérsékletet, akkor az
orias komponens akar 7' = 230-ig is megmaradhat a rendszerben. Ezzel szemben ha ma-
gas hémeérsékleten egy Erdds—Rényi-graffal ekvivalens allapotbdél inditjuk a szimulaciokat
(melyben a (k) =0.5 révén nincs 6rias komponens), akkor a hiités soran eléfordulhat, hogy
az orids komponens csak 7'=170 kornyékén jelenik meg. Ez a jelenség teljesen konzisztens
azzal, hogy az f(M;) = —M? kifejezést az (A.5) egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy
a 80 < T < 430 hémérséklet-tartoméanyban a feltételes szabadenergianak két minimuma
is van a [ps = 0, ps = 1] intervallumban. Természetesen a numerikus szimulaciok csak egy
szlikebb tartoményon jelzik a hiszterézis jelenlétét, hiszen ha nagyon erds az eltérés a me-
tastabil és a stabil minimum mélysége kozott, akkor a metastabil allapot megjelenésének
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a szimulaciokban nagyon csekély az esélye.
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A.3. abra. A Monte—Carlo-szimulaciok eredményei a @3 = M; /M rendparaméter a hdmér-
séklet fliggésére, az E=—) ", M? energiafiiggvény esetén egy N =500 csticsbol és M =125
¢élbdl allo halozat esetén. A kor alakt adatpontok esetén a szimuléaciok kiindulo allapota
egy Erdds—Rényi-graf volt, mig az x-el jelolt adatpontok esetén egy csillagszert topologia,
ahol minden él egy azonos csiicshoz kapcsolodik. A g rendparaméter értéke a t = 200NV
Monte—Carlo-lépésnél keriilt kiolvasasra. Lathato, hogy a koztes hdmérséklet tartomanyban
az adatpontok két viszonylag stabil allapot koriil csoportosulnak, nagyjabol @5 ~ 0.6 —0.9
illetve g = 0 —0.15 kornyékén, mig ezen értékek kozé esG ¢s rendparaméter érték csak
ritkan fordul elS. (Az abra forrasa a [T1] publikacio.)

Az (A.5) egyenleten alapulo analitikus szamitasok és numerikus szimulaciok alapjan
hasonléan viselkedik az E = — M In M energiafiiggvény altal definidlt grafsokasag is. Ha-
sonloan az el6z6 esethez, ennél a sokasagnal is 1étezik egy hémérséklet tartomany, ahol
a feltételes szabadenergianak két minimuma is van ¢g szerint a [0,1] tartomanyban. En-
nek révén egy hiszterézis alakul ki a ¢5(7')-ben hiités illetve melegités soran, ami alapjan
kijelenthetjiik, hogy az atalakulas elsérendqi.

A komponensektdl fliggd energiafiiggvényekkel kapcsolatos vizsgélatokat kiterjeszthet-
jik olyan esetekre is, ahol az energia mar nem csak a legnagyobb komponens méretétsl
fiigg, hanem figyelembe veszi az Osszes tobbi komponens méreteit is. Az energiafiiggvényt
ilyenkor az E=7 j f(M;) alakban irhatjuk fel, ahol az &sszegzés az Gsszefliggé komponen-
sekre torténik és M; a j-edik komponens éleinek szdmat jeloli. Mivel az élek Osszesitett
szama id6ben allando, ahhoz, hogy az energiafiiggvény preferalja az élek  kondenzaldodasat”,
f(Mj)-nek a linearisnal gyorsabban kell csokkennie. Ha megjelenik a rendszerben egy orias
komponens, mely magaba foglalja az élek dont§ tobbségét, akkor abban a tartoméanyban
az energia jol kozelithets ugy, mint £ = it (M;) = f(My), azaz a kordbban részletezett
szamitasok megismételhetSk az adott f(M;) fiiggvény behelyettesitésével.
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A.2. Elsérendd fazisdtalakuldsok

Az E= - ,M? és az E =~ . M;In M, energiafiiggvényekhez tartozo sokasdgok
vizsgalata megmutatta, hogy ezekben az esetekben példaul egy els6rendd fazisatalakulas
tapasztalhaté a magas hémérsékletekhez tartozo, orids komponens nélkiili ,rendezetlen”
allapot és az alacsony hémérsékleten megjelend, 6rids komponenssel rendelkez§ ,rende-
zett” allapot kozott. A numerikus szimulaciok eredményeit az A.3. dbra mutatja be az
E = -3, M? esctén, illetve az A.4. dbra az E = — >, M;In M; esetén. Ez utobbi abran

PM) =7
8 P
004 °
p(T, Mj . \
02 - o
‘ 002 1 A" T
015 | | SN
01l | V 0
AN,
005 - MKz
i @@%%%%%%%ﬁ%am
e NI,

==

A 4. dbra. A numerikus szimulaciok eredménye egy N =500/ csticsbol és M =125 élbsl allo,
E=—>". M;In M; energiafiiggvénnyel rendelkezé sokasag esetén a legnagyobb komponens
meéretének eloszlasara. Adott T esetén p(T, My) az M; méretd legnagyobb komponens
megfigyelésének valosziniiségét adja. A komponensméretek a t =200N és t =400N Monte—
Carlo-1épések kozott lettek Gsszesitve Osszesen 10 futasra. A betétabra a T'=7, T = 8 és
T =9 esetén mért legnagyobb komponens méret eloszlast mutatja 200 futasra atlagolva.
(Az abra forrasa a |T1] publikacio.)

a legnagyobb komponens méretének eloszlasat lathatjuk M; és a hémérséklet, T' fliggvé-
nyében. Alacsony hémeérsékleten az eloszlas maximuma nagy Mj értékeknél van, hiszen
a halozat rendelkezik egy orids komponenssel. A T ndvelésével ez a maximum a kisebb
értékek felé tolodik el, és az eloszlas ki is szélesedik. Magas hémérsékleten az eloszlas ma-
ximuma mar alacsony értékeknél van, hiszen ilyenkor mér nem talalunk a halézatban 6rias
komponenst. A betétdbra nagyobb részletességgel mutatja a legnagyobb komponens mére-
tének eloszlasat T'=7, T'=8 és T'=9 esetén. A T = T-hez tartozo eloszlas maximuma még
viszonylag magas M; értéknél van, ezzel szemben T' = 9-nél a maximum hely mar kozel
csuszik az origbhoz. A legérdekesebb azonban a T = 8-hoz tartozé eloszlas, mely bimodalis
alakot mutat. Ez azt jelzi, hogy ennél a h6mérsékletnél a feltételes szabadenrgidnak két mi-
nimuma van, melyek nagyjabol egyforma mélységtiek, emiatt két, a legnagyobb komponens
méretében jelentésen eltérs allapot fordul eld viszonylag nagy valoszintiséggel.
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B fliggelék

Tovabbi eredmények a
k-klikkperkolaciéval kapcsolatban

B.1. A kritikus pont levezetése heurisztikus médon

A kritikus élbekotési valoszintiségnek egy egyszerti heurisztikus modon torténd levezetését
Derényi Imre adta meg a 2.1. alfejezetben bemutatott k-klikksablon-gorgetési kép segitsé-
gével. Az alapotlet a kovetkezd: a kritikus pe esetén azon szomszédos k-klikkek szamanak
varhato értéke, ahova tovabb gordithetjiikk a sablont az aktudlis poziciojabol eggyel kell
egyenlS legyen. Ha ugyanis ez a varhato érték egynél kisebb, akkor az azt jelenti, hogy
csak nagyon kicsi k-klikkperkoléacios klasztereket tudunk felfedezni a sablon gorgetésével,
hiszen ahogy egyre tovabb probéljuk gorditeni a sablont, &ltalaban nagyon gyors megal-
lasra kényszeriiliink. Ezzel szemben ha ez a varhato érték egynél nagyobb, akkor a sablon
gorgetésénél nem csak, hogy mindig tovabb tudunk menni, hanem még elagazésokra is van
lehet6ség, ami egy orids k-klikkperkolacios klasztert vetit elénk.

Itt természetesen feltettiik, hogy a k-klikkszomszédséagi graf a kritikus pontban faszer.
Ez egy plauzibilis feltételezés, hiszen ha visszanytilunk a hagyomanyos élperkolacidhoz, ott
kozismert, hogy az Erdds—Rényi-graf esetén a kritikus pontban az 6rids komponens faszer.
Ennek analdgidjara joggal tehetjiik fel, hogy amikor a p élbekotési valoszintséggel alulrdl
kozelitjiik meg a k-klikkperkolacioé kritikus pontjat, a kis k-klikkperkolacios klaszterek ugy
allnak Ossze egy orias klaszterré p.-nél, hogy csak elenyészé szamban formélnak hurkokat
a k-klikkszomszédsagi grafban.

A szomszédos k-klikkekre vonatkozo fenti varhato értéket a kévetkez6 modon becsiil-
hetjiik meg: A sablon k csiicsa koziil k—1-et valaszthatunk ki arra, hogy tovabb gordiiljiink
az adott csics (egy szomszédos k-klikkre torténd) athelyezésével. A graf N cstcsa koziil
durvan N — (k—1) potencialis ,,célpont” van ahova gordiilhet a sablon athelyezends cstuicsa,
viszont ahhoz, hogy tényleg oda tudjunk gordiilni, az adott csticsbol k—1 él kell induljon
a sablon jelenlegi helyzetének megfelel§ k-klikkhez. Ezeket a faktorokat figyelembe véve a
tovabbgordités célpontjaként felmeriil§ k-klikkszomszédok szaménak varhato értékét a

(k—1)[N—(k—=1)]p" '~ (k—1)Np*! (B.1)
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kifejezéssel becsiilhetjiik, ahol az élek fliggetlensége miatt az egyes élek létezésének p va-
l6szintisége Osszeszorozddik, valamint a nagy N esetekre koncentralva elhanyagoltuk N
mellett a k—1-et. A kritikus élbekotési valoszintiség esetén a fenti kifejezés eggyel egyenld,
amibdl meghatéarozhatjuk pe(k)-t [T4]:

(k—1)Npe(k)Ft =1,

Pc(k?) = % (B~2)
[(k—1)N)=

(Ez az eredmény megegyezik a 2. fejezetben megadott (2.19) kifejezéssel).

B.2. Parcialis differenciadlegyenlet megkozelités

Rath Balazs és Toth Balint egy altalanosabb modell keretein beliil tanulmanyoztak a k-
klikkperkolacio kritikus pontjat [174|. Ebben a megkozelitésben az Erdgs—Rényi-graf a
kovetkezs sztochasztikus folyamat révén all els: Egy kiinduléskor teljesen {ires grathoz az
id6 mulasaval 1/ VN réataval adunk éleket véletlenszerten. Igy a ¢ idépontban az Gsszes
lehetséges élhelynek 1 — e~/ VN hanyada lesz betoltve, és N — oo esetén barmely t-re a
kapott graf ekvivalens egy Erd&s—Rényi-graffal, melyben az élbekotési valoszintség p =
=t/V/N.

A fenti modellt természetes modon lehet kiterjeszteni olyan esetekre is, ahol a kiindu-
16 allapot nem egy iires graf. A Rath Balazs és Toth Bélint altal bemutatott levezetése
a k-klikkperkolacio kritikus élbekotési valoszintiségének parcialis differencidlegyenleteken
alapszik, és alkalmazhato tetszGleges kezdeti allapott grafokra is, a kovetkezs megkotések-
kel:

— Ha véletlenszertien kivalasztjuk az élek egy kis halmazat, akkor az ezekhez tartozé
perkolécios klaszterek méreteloszléasa N —o00 esetén aszimptotikusan fiiggetlen a tobbi
perkolacits klaszter méreteloszlasatol.

— A kezdeti allapotban a k-klikkperkolacios klaszterek faszertiek a k-klikkszomszédsagi
grafban.

A kritikus pont levezetéséhez az m élbsl allo k-klikkperkolacios klaszterek C,, szama-
nak valtozaséat kell megbecsiilni t és ¢t + dt kozott. Bar ez a megkozelités tetszéleges k-ra
alkalmazhato, a [174] publikicio szerz6i az egyszertiség kedvéért pusztén a k = 3 esetre
koncentraltak. El6szor bevezettek még két tovabbi mennyiséget,

Cm (N, 1)

em(t) = ]\}1_1}100 v (B.3)
N2
Um(t) = mecp(t), (B.4)

(ahol Cp, (N, t) természetesen az m élbdl allo k-klikk erkolacios klaszterek szamat jeloli a ¢
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idépontban). A ¢, (t) és v, (t) Laplace-transzforméltja a kovetkezs alakban adhaté meg:

Vit,x) = va(t)-e_m'm, (B.5)

meN
Clt,r) = > cm(t)-e ™ (B.6)
meN
Bevezetve tovabba az BN ¢
E(t)= lim M, (B.7)

N—oo %N%

mennyiséget megmutathato, hogy az atlagtér-kozelitésben N — oo , dt — 0 mellett C(¢, x)
a kovetkez6 egyenletnek tesz eleget:

;?XL%)ZQVW@LEwkﬁ—QV@Jﬂ(ﬂz (B.8)
A (B.8) egyenlet karakterisztikak segitségével oldhaté meg, mely a kovetkezs eredmény-

re vezet [174]:
1
ﬁ(mw+1ﬂ¢g®+a(mw+n):§, (B.9)

ahol a = V(0,0) = > v,(0), b= fa%V(0,0) és t. az orias k-klikkperkolacios klaszter
megjelenésének idépontjat jeloli. Az tires kiindulasi graf speciélis esetében a =b=0, amibdl
t. = 1/4/2 adodik, valamint

te 1

VN VAN

ami teljes mértékben megegyezik az altalunk levezetett (2.19) eredménnyel. A (B.8) Gssze-
fliggés alapjan Rath Balazs és Toth Balint levezettek egy tovabbi egyenletet az orias k-
klikkperkolacios klaszter v (t) relativ méretére vonatkozoan, ahol a méretet a tartalmazott
élek szamaban adtak meg. Bevezetvén a

pc(k = 3)

(B.10)

Wi(t,z) = eV (b2)*~E()*~z (B.11)

Vit,w) = V(t,X(tw)), (B.12)

jelolést, ahol a X (t,w) figgvény a W(t,x) inverzének felel meg az = valtozo szerint, a
kovetkezs Osszefiiggésre jutottak [174]:

Voo () = V(0,1) + ¢ — V (0, W (£,0)) — tW (£,0). (B.13)

B.3. Egzakt eredmények

A k-klikkperkolacioval kapcsolatban egzakt matematikai eredmények is sziilettek, melyek
Bollobéas Béla és Oliver Riordan munkéssaganak koszonhetsk [32]. A k-klikkszomszédsagot
altalanosabban definialtak, mely szerint két k-klikk szomszédosnak tekinthetd, ha legalabb [
cstcsuk kozos, azaz atfednek egy [-klikkben. (Az altalunk javasolt eredeti definicio megfelel
az | = k—1 specialis esetnek).
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Az Frdés—Rényi-grafban egy adott [-klikket tartalmazé k-klikkek varhato szamét a
<kNl>p<';><s> (B.14)

formaban adhatjuk meg, hiszen az [-klikken kiviil egymastol fliggetleniil (g) — (é) tovabbi
él létezése sziikséges ahhoz, hogy egy k-klikkben benne legyen, és az Osszes N cstcsbol
( lﬁl)—féle modon valaszthatjuk ki, hogy melyek legyenek a tartalmazé k-klikk tovabbi cst-
csai. Képzeljik el, hogy adott k és [ esetén feltarunk egy k-klikkperkolacios klasztert a 2.1.
alfejezetekben bemutatott sablongordités modszerrel. Ez lényegében egy eldgazasi folya-
matnak felel meg, ahol egy adott 1épésnél feltart k-klikkekbdl a kovetkezs 1épésben tovabb
léplink az Osszes szomszédos, még feltaratlan k-klikkbe. A B.14 formula alapjan egy adott

k-klikkbé&l varhatoéan
o= o(N.p) = ((’;) _ 1) (kfj l>p<';>—<é> (B.15)

szomszédos k-klikkbe tudunk tovabb menni, hiszen (’;) darab [-klikk van egy k-klikkben,
amik koziil egyet nem hasznalhatunk tovabb gordiilésre, hiszen ,,azon keresztiil” érkeztiink
meg a k-klikkbe az el6z6 1épésben. A

(k)__<l>::k(k—1)—lU—J) B —k—P+1 (k=D (k+1-1)

= B.1
2 2 2 2 2 (B.16)

azonossagot felhasznalva (B.15) a

vl.p) = <® _1> (kji z)p s (B.17)

A E-klikkperkolacio kritikus pontja intuitiven a v(NV,p) = 1 egyenletbsl meghatarozott
élbekotési valoszintiségnek felel meg, hiszen ilyenkor képzelhetd el, hogy akar végtelen sok
lépésen keresztiil tudunk tjabb és tjabb k-klikkeket feltarni, mig v(N,p) < 1 esetén az
elagazasi folyamat sziikségszertien hamar véget ér. Amennyiben a (B.17) jobb oldalan a
mésodik binomialis tagot vezets rendben (kJX l) ~ N*=l el kozelitjiik, a kovetkezs heuriszti-
kus egyenletet kapjuk a (most mar I-t6l is fliggd) pc(k, 1) kritikus élbekotési valoszintiségre:

(@ - 1) NETpe (i, 1)2 D0 = (B.18)

alakra hozhato.

ami alapjan
2
T (k=D (k+I-1)
ek, 1) = [<?><—1} N (B.19)

Ez a formula az | = k— 1 esetben visszaadja a 2. alfejezetben a disszertacio szerzGje altal
levezetett (2.19) kifejezést.
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A kévetkezSekben ratériink arra, hogy a B.17 egyenletben megadott v(N, p) segitségével
mi mondhaté ki egzaktul a k-klikkperkolaciorol. Ehhez még elgszor be kell vezetniink a

o(v) =1— (1—v(N,p))0) (B.20)

mennyiséget, melynek szemléletes jelentése a kovetkezs: Tegyiik fel, hogy egy adott k-
klikkbdél inditjuk el a fent emlitett, elagazasi folyamathoz hasonld feltardsat egy k-klikk-
perkolacids klaszternek. Mivel a kiindulé k-klikk Gsszesen (1;) darab [-klikket tartalmaz,
igazabol (]f) fliggetlen eldgazasi folyamatunk zajlik pdrhuzamosan, melyekre mind vonat-
koznak a (B.15-B.17) egyenleteknél leirtak. Amennyiben v(N, p) <1 (azaz a kritikus pont
alatt vagyunk), egy adott elagazasi folyamatnal annak esélye, hogy a kovetkezd 1épés-
ben leall 1 —v(N,p), igy a (B.20) egyenletben definialt o(v) megfelel az Gsszesitett fel-
tarasi folyamat tulélési valoszintiségének. A Bollobas Béla és Oliver Riordan altal kozolt
[32] publikaci6 6 eredménye (informalis megfogalmazasban) az, hogy amennyiben v(N, p)
aszimptotikusan egy, gy a véletlen graf legnagyobb k-klikkperkolacios klasztere nagyon
nagy valoszintiséggel tartalmazza az osszes k-klikk o(v)+o(1) hanyadat.

Tovabba az Erd6s-Rényi-graf osszes k-klikkjeinek szama, N (k), esetén a varhato értéket
konnytiszerrel felirhatjuk az

(N(k) = (],f >pk<k—1>/2 (B.21)

formaban, hiszen k kiilonbo6z8 cstics Gsszesen (]]Z ) modon valaszthato, és ezek akkor for-
méalnak egy k-klikket ha a koztiik 1év6 k(k—1)/2 él mind létezik (egymaéstol fliggetleniil p
valoszintiséggel). Ennek segitségével a kovetkezd allitas mondhato ki:

B.1. Tétel (Bollobas Béla és Oliver Riordan). Egy rdgzitett 1 <1<k mellett tegyiik
fel, hogy eqy Erdds—Rényi-grifban a p élbekitési valdsziniséget N fligguényében gy dl-
litjuk be, hogy a (B.17) egyenletben megadott v(N,p)-re v = O(1) teljesiiljon'. Ilyenkor
minden € > 0 mellett N — oo esetén annak valdszinisége eqyhez tart, hogy a legnagyobb

k-klikkperkoldcids klaszter k-klikkjeinek Ni(k) szdma
(0(v) —€) N(k)) S N1(K) < (0(v) +€) N (F)),
illetve a mdsodik legnagyobb k-klikkperkoldcios klaszter k-klikkjeinek szama Na(k)<e (N (k)).

Bollobas Béla ¢s Oliver Riordan ezt a tételt a [32] publikiacioban mondték ki és bizonyitot-
tak be (a bizonyitas részleteinek ismertetésétsl itt eltekintiink). Ugyanitt kozoltek egzakt
eredményeket az iranyitott k-klikkperkolaciorél is, a tovabbiakban ezeket vazoljuk.
Hasonléan az iranyitatlan esethez, az iranyitott k-klikkperkolacio esetén is az altalano-
sabb k-klikkszomszédsag definiciot hasznalték, ahol két iranyitott k-klikk akkor tekinthetd
szomszédosnak, ha [ cstcsuk kozos. Kiindulé pontként vizsgaljuk meg, hogy miként lehet
egy irdnyitott k-klikkperkolacios klaszter elagazasi folyamat szeri feltarasa soran megadni

!Altalanosan f(n) = ©(g(n)) azt jelenti, hogy egyrészt Jc > 0,q>0:Vn > q: f(n) > cg(n), masrésat
ze R L>0:YVn>L: f(n) <zg(n)
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azt, hogy egy adott 1épésnél varhatéan hany 1j irdnyitott k-klikkbe lehet tovabb lépni.
Teljesen hasonléan a (B.15) egyenlethez, ezt a

wr:vnump):§?<<?>_l><k7€>p@)(9 (B.22)

forméban lehet megadni, hiszen a (B.15) kifejezéshez képest még biztositani kell azt is,
hogy az 1j k-klikkel k6zos részgrafban megfelelek legyenek az élek irdnyultsdgai. Maga az
allitas is nagyon hasonlit a B.1. tételhez, ugyanis lényegében azt mondja ki, hogy ha v™*
aszimptotikusan egy, akkor a legnagyobb irdnyitott k-klikkperkolécios klaszter tartalmazza
az Osszes iranyitott k-klikk o(v™) +o(1) részét, ahol o-t a (B.20) egyenlet definialja. Az
iranyitott k-klikkek varhatd szamat a grafban a

«th»::<g>pmh4V%ﬂ (B.23)

forméaban lehet megadni, hiszen a (B.21) egyenletnél targyalt iranyitatlan esethez képest
itt még a k-klikkeken beliil a cstcsok lehetséges k!-féle sorrendjét is figyelembe kell venni.
A fentiek alapjan a kovetkezd allitds mondhato ki:

B.2. Tétel (Bollobas Béla és Oliver Riordan). Egy rogzitett 1 <1<k mellett tegyiik
fel, hogy eqy iranyitott Erdds—Rényi—grdafban a p élbekdtési valdsziniséget N fligguényében
tgy dllitjuk be, hogy a (B.22) egyenletben megadott v* (N, p)-re v'"=0(1) teljesiiljon. Ilyen-
kor minden € >0 mellett N — 0o esetén annak valoszinisége egyhez tart, hogy a legnagyobb
irdnyitott k-klikkperkoldcios klaszter k-klikkjeinek Ni¥ (k) szdma

(o(v™) —€) (N(k)) SN (k) < (a(v™) +e) (N"(k)).

Bollobas Béla és Oliver Riordan ezt a tételt a [32] publikdcioban mondték ki és bizonyi-
tottéak be (a bizonyitas részleteinek ismertetésétsl megint csak eltekintiink).
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A csoportkereséssel kapcsolatos
tovabbi eredmények

C.1. Tovabbi példak lokalis csoportszerkezetre

A 3.2. alfejezetben a k-klikkperkolacios csoportok lokalis szerkezetét vizsgaltuk. Itt tovabbi
két példat mutatunk arra, hogy miként néz ki egy-egy kiragadott cstcs kozvetlen kornye-
zetében talalhato atfedd csoportok szerkezete a South Florida Free Association Norms List
[140] alapjan felépiils szoasszociacios halozatban. Az egyszertiség kedvéért a 3.4b abrahoz
hasonléan itt sem vettiik figyelembe az élek iranyultsagat, és mindkét dbra esetén w* =
= 0.025-6s sulykiiszobot és k = 4-es k-klikkméretet hasznaltunk a csoportok feltarasanal.
A C.1. abran a ,PLAY” csoportjai lathatok, melyek a zene, a szinhaz, illetve a gyerekja-
tékok koré szervezddnek. Ezzel parhuzamosan a C.2. abréan a ,DAY” csoportjait tiintettiik
fel. A zold csoport itt a munkanapokhoz kapcsolodik, bar hianyzik a ,THURSDAY”, mely-
nek csak két szomszédja van a halozatban, igy nem lehet része egyetlen csoportnak sem
k =4-nél. (Megemlitjiik, hogy a ,,SATURDAY” és ,,SUNDAY” egy hétvégéhez kothetd cso-
portban van, a ,FRIDAY”-el, a ,NIGHT”-al, a ,WEEK”"-el és magaval a ,WEEKEND”-el
egylitt). A lila csoport a napszakoknak felel meg, a sarga id§jarassal kapcsolatos szavakbol
all, melyek gyakran fordulnak el§ olyan jelzds szerkezetekben, mint példaul az esés nap,
mig a kék csoport néhény naptarhoz két6ds szobol all.

A C.3 dbran egy informatikdhoz kapcsolodo halozat lokélis csoportszerkezetébdl muta-
tunk egy kisebb részletet, melynél a csiicsok a wu-ftp program valtozoinak felelnek meg!.
Ennél a halozatnal két valtozo kozt akkor van él, ha egylitt szerepelnek valahol egy fligg-
vényhivasban vagy utasitasban. A valtozok neve két részbdl tevédik Ossze: az els6 spe-
cifikusan magara a valtozora vonatkozik, mig a mésodik, ,@” szimbélummal elvilasztott
rész a valtozo érvényességi korét adja meg, ami tipikusan egy fiiggvény. Mivel egy valto-
76 csak az érvényességi korén beliil hozzaférhets, az ebben a halézatban feltart csoportok
tulnyomorészt fliggvényeknek (szubrutinoknak) felelnek meg. A ,Qglb” végzddésti valtozok
globalisak, vagyis minden fliggvény szamara hozzaférhetéek, és ezéaltal tobb fliggvényhi-

LA halozatot a http ://www.wu-ftpd.org oldalrol toltsttiik le.
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C.1. abra. Atfeds csoportok a ,PLAY” sz6 kornyezetében a szoéasszociacios halozatban.
Hasonléan a 3.4b abréhoz, a halozat a South Florida Free Association Norms list alapjan
épiilt fel és a csoportokat egy w* = 0.025-0s silykiiszob és k = 4-es k-klikkméret alkalma-
zéasaval tartuk fel. A kék szind csoport a zenéhez kotddik, a lila a szinhézhoz kapcsolodik,
mig a zold a gyerekekkel, gyerek jatékokkal kapcsolatos. (Az abra forrasa a [T5| publikécio
kiegészits része.)

vasban, illetve eltérg fiiggvényeken beliili utasitdsokban is szerepelhetnek. Ennek révén jo
esélylik van arra, hogy a csoportok kozti atfedésekbe keriiljenek. Ezt igazolja a C.3 abra,
ahol néhény, a halozatban feltart csoport lathatd k = 5-6s k-klikkméret valasztésa esetén.

C.2. Tovabbi csoportstatisztikak

A 3.6. abran, illetve a 3.1. tablazaton alapulé eredmények ellenérzéseként elvégeztiik ugyan-
azokat az elemzéseket véletlenszertien athuzalozott halozatokra is. Az élek atkétogetése
soran tigyeltiink arra, hogy a cstcsok fokszama ne valtozzon meg, csak a szomszédsagi
viszonyok legyenek véletlenszertien keverve. Ezaltal lényegében azt vizsgaltuk meg, hogy
milyen csoportszerkezetet adnak a tanulmanyozott rendszerek a (5. fejezet bevezetjében
mar emlitett) konfiguracios modellben. A harom halézat koziil a szoasszociacios halozatra
kapott eredményeket lathatjuk az eredeti hélézaton kapott eredményekkel 6sszehasonlitva
a C.4. abran. A véletlenszerti halozatban nagyon gyér csoportszerkezet lelhetd csak fel,
kisméreti és kevés, egyméssal maximum egy csticsban atfedd csoportokkal. A maésik két
rendszer esetén is hasonldéan drasztikus eltéréseket tapasztaltunk az eredeti halozatban és
a konfiguraciés modellben kaphatoé csoportszerkezetek kozott. Ezek alapjan kijelenthetjiik,
hogy a 3.6. dbran, illetve a 3.1. tablazaton alapuld eredmények nem a k-klikkperkolacios
csoportkeresési modszer melléktermékei, hanem a vizsgalt halozatok tényleges csoportszer-
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C.2. abra. Atfeds csoportok a ,DAY” sz6 kornyezetében a szoasszociacios halozatban.
A 3.4b és a C.1 abrakkal azonos modon a csoportokat egy w* = 0.025-6s sulykiiszob és
k = 4-es k-klikkméret alkalmazaséval kaptuk meg a South Florida Free Association Norms
list alapjan készitett halozatban. A zold szind csoport a munkanapoknak felel meg, a lila
a napszakokat sorolja fel, a sarga az id§jarashoz kapcsolodik (pl. esés nap), mig a kék a
naptarhoz kot6dik. (Az abra forrasa a [T5| publikécio kiegészits része.)

kezetének tulajdonsagait tiikrozik.

Megemlitjiik, hogy a tarsszerz&ségi halozat esetén a k-klikkperkolacié kritikus pont-
jan alapulé optimaélis paraméterbeallitis k£ = 5 esetén is megvalésithato, természetesen
egy alacsonyabb, r* = 0.75-0s élhanyad mellett. Az ehhez a paramétervalasztashoz tartozo
eredmények a C.5 dbran lathatok, ahol dsszehasonlitasként a korabbi, k=6 és r*=0.93 pa-
ramétereknél kapott eredményeket is feltiintettiik. Lathato, hogy a k=>5-hoz és a k=6-hoz
tartozo eloszlasok nagyon kozel vannak egymashoz, 1ényeges kiilonbség nem tapasztalha-
t6 koztiik. Egy kis eltérés lathatd a csoportok fokszameloszldsdnak exponencialis részénél,
az eloszlas ezen részéhez tartozo karakterisztikus csoportfokszam egy kicsit magasabb a
k = 6-os esetben. Egy minimalis eltérés az atfedés méreteloszlasaban is lathatd, viszont
példaul a cstucsok csoportszamanak eloszlasa szinte teljesen fedi egymést a két esetben,
illetve a csoportméret-eloszlasok is nagyon szorosan kovetik egymast. Vizsgalataink szerint
nem csak a csoportstatisztikak hasonldéak, hanem maguk a csoportok is: a 6-klikkcsoportok
44%-a megjelenik 5-klikkcsoportként is, illetve a 6-klikkcsoportok 70%-ahoz talalunk olyan
5-klikkcsoportot, mely a csoporttagok kevesebb, mint 10%-aban tér el. Ezek alapjan le-
szogezhetjiik, hogy a vizsgélt csoportstatisztikak altal feltart tulajdonsagok a rendszerre
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C.3. abra. Atfed6 csoportok a wu-ftp program valtozoinak héalozataban k = 5-0s k-
klikkmeéret esetén. A csoportok itt altalaban programfiiggvényeknek (szubrutinoknak) fe-
lelnek meg. A ,Qglb” végzsdést valtozok globalisak, azaz minden fliggvény szamara latha-
tok, és tobb fiiggvényhivasban is szerepelhetnek. Eppen ezért nagyobb eséllyel szerepelnek
a csoportok kozti atfedésekben, mint példaul ezen az abran a ,makevectentry@glh”, az
yaddr emp@glh”, vagy a ,makeportentry@glb” valtozok. (Az abra forrasa a [T5| publika-

ci6 kiegészits része.)

jellemzGek és csak kevéssé fliggenek a valasztott k paraméter értékétdl.

Az alfejezet zarasaként az eddig tanulmanyozott csoportstatisztikikat megvizsgaljuk
két informatikédhoz kapcsolodo halozatban is. Az egyik példa a C.1. alfejezetben bemutatott
wu-ftp program valtozoi kozt kapott hélozat, mig a mésik az OpenOffice szovegszerkesztd
program magyar nyelvii szinonimahalézata?. Ez utébbi halézatban a csticsok szavaknak
felelnek meg, melyek akkor szomszédosak, ha a program szinonimaként ismeri fel Sket. A
halozatok mérete N = 1,886 és N = 20,139 cstcs, illetve M = 6,001 és M = 100,427 él volt
a wu-ftp illetve a szinonimahélézat esetén. A C.6. abran a halozatok csoportstatisztikait
lathatjuk k=5 esetén. Az eredmények meglehetGsen hasonlitanak a 3.6. 4bran latottakhoz,

’http ://wuw.openoffice.org/
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C.4. dbra. A k-klikkperkoléacids csoportok statisztikii a véletlenszertien athuzalozott szo-
asszociacios hélozatban. Az elemzéseket a a 3.6. abrdhoz hasonléan k=4 és r* =0.67
paraméterbeallitas mellett végeztiik el. Az eredeti halozat statisztikait a sziirke négyzetek
jelolik, a véletlenszertien atkotogetett halozatét a fehér haromszogek. a) A csoportmeéret-
eloszlas. b) A csoportok fokszameloszlasa. ¢) A csoportatfedések méreteloszlasa. d) Az egyes
csticsok csoportszamanak eloszlasa. (Az abra forrasa a [T5] publikacio kiegészits része.)

némi nem tul jelentGs eltéréssel. A csoportmeéret-eloszlasok (C.6a ébra) itt is hatvanysze-
riien csengenek le, viszont nem olyan széles tartoményban, mint példaul a tarsszerzdségi
vagy a szOasszociacios halozat esetén. A csoportok fokszameloszlasa exponencialis lecsen-
gést mutat a kis csoportfokszamok tartomanyaban ugyantigy, mint a 3.6b abra esetén.
Viszont a nagyobb dcsop tartomanyra jellemz6 hatvanyszertd lecsengés ezeknél a halézatok-
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C.5. abra. A k-klikkperkolacios csoportok statisztikai a tarsszerzGségi héldozatban k= 5-nél.
A k=5 és r*=0.75 paraméterbeallitdshoz tartozd adatokat a sziirke négyzetek mutatjak.
Osszehasonlitasként feltiintettiik a 3.6. 4bran szerepls k = 6 és r* = 0.93 paramétereknél
kapott eredményeket is (fehér haromszogek). a) A csoportméret-eloszlas. b) A csoportok
fokszameloszlasa. ¢) A csoportatfedések méreteloszlasa. d) Az egyes csticsok csoportszama-
nak eloszlasa. (Az abra forrasa a [T5] publikacio kiegészits része.)

nal nem annyira hangstlyos, mint a tarsszerzGségi vagy a szobasszociacidés haldzat esetén.
Példaul a wu-ftp halézatban csak egy csoportnak van kiugréan magas fokszéma, amit ma-
gyarazhat az, hogy az egész haldzat mérete itt lényegesen kisebb, mint a tarsszerzGségi
vagy a szOasszociacios halozat esetén. Ennél fogva a csoportok szama is kevesebb, és igy
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C.6. abra. A k-klikkperkolacios csoportok statisztikai a wu-ftp és a szinonimahal6zatokban.
Mindkét esetben k = 5-6s k-klikkméretnél tartuk fel a csoportokat, a fehér haromszogek
a wu-ftp hélozatra kapott eredményeket mutatjik, mig a sziirke négyzetek az OpenOffice
program magyar nyelvii szinonimahalozatéanak felelnek meg. a) A csoportméret-eloszlas. b)
A csoportok fokszameloszlasa. ¢) A csoportatfedések méreteloszlasa. d) Az egyes csicsok
csoportszamanak eloszlasa. (Az abra forrasa a [T5] publikacio kiegészits része.)

a maximalisan lehetséges csoportfokszam sem lehet tul nagy. A csoportatfedések méretel-
oszlasa is gyorsabban cseng le, mint a 3.6¢ abran, a legnagyobb atfedés pusztéan 5 cstcsot
tartalmaz a szinonimék esetén és 4-et a wu-ftp halézatnal. Hasonl6 viselkedést mutat a
cstcsok csoportszamanak viselkedése is (C.6d abra), mely szintén hamarabb lecseng, mint
a tarsszerzGségi illetve a szbasszocidcids halozat esetén.
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C.3. A k-klikkperkolaciés médszer alkalmazasai

Ebben az alfejezetben attekintjiik a k-klikkperkolacios modszer fontosabb alkalmazésait
valodi rendszereket reprezentald halozatok elemzésében. A modszert 2005-0s megjelenése
Ota halozatok széles skaldjan alkalmaztak csoportkeresésre, a rakmetasztazishoz kétédd
fehérjehalozatoktol szociologiai halozatokon keresztiil weblapok halozatéig. A jelen esetben
igyeksziink csak a lényegesebb, illetve érdekesebb példakra szoritkozni.

Molekularis biologiai halézatok

A bioloégidban, azon beliil a bioinformatikdban és a rendszerbiologidban a halozatos meg-
kozelités nagyon nagy népszeriiségre tett szert az utobbi idében [93, 12, 6, 21, 129, 227|.
A k-klikkperkolaciés megkozelités, kiilonosen a CFinder? kutatési célbol ingyenesen le-
tolthets szoftveres implementéacionak [S14| koszonhetGen egy rugalmas, konnyen kezelhetd
megoldast kinal az ezen a teriileteken felmeriilg hal6zatokban a csoportkeresésre. Mint azt
korabban emlitettiik, az egyik nagyon fontos héalozat tipus, melyben a k-klikkperkolacios
modszerrel kapott eredmények a tovabbi elemzések szempontjabol érdekes csoportokat ad-
nak, a fehérje-kolecsonhatési halozatok. Ezeknél a rendszereknél mind a sajat [T5, S14],
mind egy t6liink fiiggetlen kutatocsoportok eredményei [226] azt mutattak, hogy a talalt
csoportok fehérjekomplexeknek, illetve fehérjefunkcios csoportoknak felelnek meg. Ennek
alapjan a modszer hasznalhato fehérjefunkcio joslasara is, hiszen ha egy ismeretlen funkcio-
ju fehérje csoportjaban a tobbi fehérjének van egy jol meghatarozott kbzos funkcioja, akkor
ez alapjan erGsen felmertil a gyanu, hogy az ismeretlen funkcioju fehérje is rendelkezhet
ezzel a funkcidval.

Ezen a vonalon elindulva P. F. Jonsson és munkatarsai az altaluk vizsgélt fehérje-
kolcsonhatési hélozat éleinek megbizhatosagat ellendrizték a k-klikkperkolacids csoportok
alapjan [107]|. A kilonb6z6 fajok esetén elég széles skalan mozog az adott fajra vonatko-
z6 fehérje-kolesonhatasi hélozatot direktben vizsgald kisérletek szama, emiatt néhany faj
esetén a halozat felépitéséhez egyéb modszereket is felhasznalnak. Ilyenek példaul a fehérje-
homologian (DNS hasonlosidgon) alapuld modszerek, melyeknél egy adott fehérjepar esetén
jo eséllyel tételezhetiink fel kapcsolatot, ha egy mésik fajnal a megfelel6 homolog parok ese-
tén kisérleti bizonyitékunk is van a kapcsolat jelenlétére. Ennek révén egy kapcsolaterGsség
egy fehérje-kolcsdonhatasi halozatban tobb faktorbol tevédhet Ossze: kisérleti eredmények,
homolog parok és egyéb forrasok jarulhatnak hozza. A kutatok altalaban igyekeznek minél
tobb forrast folhasznalni egy adott fehérjehédlézat felépitésénél, melynek soran altalaban
egy sulyfiiggvény keriil bevezetésre, mely megmondja, hogy a kiilonbo6z§ forrasok joslatat
egy adott kapcsolat erdsségére milyen sillyal kell figyelembe venni. Ezen stlyfliggvény ka-
libralasa, illetve igazolasa egy fontos probléma, amire egy lehetséges megoldast kinalnak a
csoportok: Ha jol allitjuk be a stulyfiiggvényt, akkor feltehetGen magasabb élsiilyokat fogunk
kapni a csoportokon beliil talalhato élekre, mint az eltérd csoportokat 6sszekots élekre. Ezt
a feltételezést igazolta P. F. Jonsson-nak és munkatéirsainak tanulmanya, mely a patkiny
fehérje-kolcsonhatasi halozatat vizsgalta, és kimutatta, hogy a csoportokon beliili élsulyok

3http ://www.CFinder.org
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szignifikinsan magasabbak, mint a csoportok kozti élek sulya [107].

Az idézett publikacio egyik fontos célja volt a rakmetasztazissal kapcsolatos fehérjecso-
portok automatikus lokalizaci6ja. A metasztazis soran a rakos sejtek le tudnak szakadni az
els6dleges tumorrdl, majd attéteket hoznak létre més szervekben, ezaltal nagyban nehezit-
ve a rak kezelését. A metasztazis molekularis biol6giai hattere még nem teljesen tisztazott,
az viszont altalanosan elfogadott, hogy ezeknek a sejteknek megndvekedett motilitasuk és
invaziv képességeik vannak. Ezek, a sejt korabbi allapotdhoz képest 1j viselkedési formak
kapcsolatban kell legyenek a fehérje-kdlcsonhatéasi halozat megvaltozasaval, melynek feltér-
képezése nagyban segitheti egy hatasos kezelési modszer kifejlesztését. A [107| publikéacio
egyik f6 eredménye, hogy a k-klikkperkolacios modszerrel feltart csoportok segithetnek a
metasztazis szempontjabol kulcsfontosségi fehérjék megtalédlasban.

Egy kovetkezs, a fentihez szorosan kapcsolédd publikacioban P. F. Jonsson és P. A.
Bates a metasztazishoz kapcsolodo fehérjék topologikus tulajdonsigait vizsgéalta az emberi
fehérje-kolesonhatasi haloézatban [106]. A héalozat csoportszerkezetét ismét a k-klikkperko-
laciés modszerrel tartak fel. Az elemezések soran kideriilt, hogy a metasztazishoz kothetd
fehérjék gyakrabban szerepelnek a csoportok kozti atfedésekben, mint amit az atlagos gya-
korisaguk alapjan varnank. Mivel az eltérs csoportok altalaban kiilonbo6zé sejtbeli folyama-
tokhoz kothetdk, az atfedésekben szerepld fehérjéknek ez altal tobb folyamatra is hatasuk
lehet és egyfajta kapocs és szabalyozo szerepet is betolthetnek eltérd biokémiai folyamatok
kozott?. Példaul a [106] publikicioban bemutatott eredmények kozott szerepelt egy négy
csoporthol allo forméacid, amit néhany, a rak kialakuldsdban fontos szerepet jatszé fehérje
tartott Ossze, melyek funkcidi a kémiai jelatviteltsl a regulacion keresztiil a sejtnovekedésig
és sejthalélig nagyon széles skalan mozogtak. Ezen feliil a nagyobb k-klikkméretvalasztés
mellett feltart csoportokban magasabb volt a rakhoz kothets fehérjék aranya, és altala-
ban, a rakhoz koét6ds fehérjék tobbnyire a nagyobb meéretd csoportokban vettek részt.
Ennek lehetséges magyarazata az, hogy a rak kialakulasaért és terjedéséért felelGs fehérjék
feltehetGen Osszetettebb, bonyolultabb folyamatokban vesznek részt, és ezeknek nagyobb
csoportok felelnek meg a fehérje-kolecsonhatasi halézatban.

A rakkutatashoz kapcsolodnak G. Finocchiaro és munkatérsainak eredményei is, me-
lyeknél szintén felhasznéltak a k-klikkperkolacios modszert csoportkeresésre [71]. Ezuttal
a héalozat emberi génexpresszios-adatok alapjan épiilt fel: egy bizonyos szignifikancia szint
felett az egylitt expresszalodo gének csoportjain beliil (maximum 10 tagig) minden gént
minden masikkal Osszekotottek. Az igy kapott héalézat csoportszerkezetét tobb modszer-
rel is vizsgaltak, koztiik a k-klikkperkolacios modszerrel is. Az eredményiil kapott csopor-
tok sok sejtciklust, apoptozist, foszforizacios kaszkadokat, extracellularis matrixot, immun-
és interferonvalaszt szabalyozo fehérjét tartalmaztak. A csoportok tébbségérél bebizonyo-
sodott, hogy biologiailag relevans, koregulalt géneket tartalmaznak, melyek expresszidja
megvaltozik rdkos daganat esetén. Ennek révén a talalt csoportok j marker géneket szol-
galtathatnak, melyekrdl tovabbi vizsgélatok alapjan konnyen kideriilhet, hogy esetleg egy

4Tavolrél kapesolodik ezekhez az eredményekhez a kutatécsoportunk egy olyan publikaciéja, melyben
iranyitott k-klikkperkolacios csoporttagok centralitasat vizsgaltuk valodi rendszereket leiré halézatokban
[S15]. Az elemzések azt mutattak, hogy az atfedésekben szerepld csticsok altalaban nagyobb centralitassal
rendelkeznek a t6bbi csticshoz viszonyitva.
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eddig ismeretlen jelatviteli itvonalat szabélyoznak, és ez altal aj lehet&ségeket nyitnak a
gyogyszeres kezelések szamara.

Szociologiai halozatok

A k-klikkperkolacios modszert sikeresen alkalmazték szociologiai halozatokban is, melyek-
ben a csiicsok egyes személyeknek, az élek pedig valamilyen tarsas kapcsolatnak, ismeret-
ségnek felelnek meg. Ahogy azt a 4. fejezet bevezet§jében is emlitjiik, az ilyen halozatok
tanulmanyozasédnak régi hagyomanya van a szociolégidban, ahol a kezdetek-kezdetén kéz-
zel kitoltott kérdslapok és szemeélyes beszélgetések alapjan térképezték fel a a vizsgalt (al-
talaban kis méretii) halozatot. Manapséig az informatika, informaciotechnologia rendkiviil
gyors fejlédésének kdszonhetden szinte automatikusan gytilnek rendkiviil nagy adatbazisok
az emberek kiilonféle kapcsolatairol. Egy fontos, uttoré példajat adjak ennek az j tipusi
szociologiai halozatelemzésnek a [158, 159] publikaciokban Kertész Janos tarsszerzgségével
kozolt eredmények, melyekrsl bévebben szintén a 4. fejezet bevezetGjében tesziink emlitést.

A szociologiai halozatok csoportjai altalaban csalddoknak, barati koroknek, munkahe-
lyi csoportoknak, vagy esetleg egy nagyobb tarsadalmi egységnek felelnek meg. Az el6bb
felsorolt egységek fontos tulajdonsaga, hogy egymaéssal nagyon is atfedhetnek, emiatt cél-
szer olyan csoportkeresé modszert alkalmazni, mint a k-klikkperkolacidés modszer, mely
megengedi a csoportok kozti atfedéseket. A M. C. Gonzélez és munkatéarsai altal kozolt
[83] publikacioban példaul amerikai kozépiskolak tanuloi kozott fellelhetd atfedd csopor-
tokat vizsgaltak ezzel a modszerrel. Az elemzések 84 iskola tanuloi kozott (sajat bevallas
alapjan) fellelhetd barati kapcsolatokra terjedtek ki, az alapadatok az Add Health adat-
bazisabol® szarmaztak. A talalt csoportok k = 3-as k-klikkméretnél lefedték majdnem az
Osszes tanulot, és a csoportok halézata egy komplex, viszonylag nagy élstirtiségt szerkeze-
tet mutatott. Ezzel szemben k = 4-nél mar csak a didkok kevesebb, mint 20%-a vett részt
legaldbb egy csoportban, és a csoporthaldézat is nagyon ritkava valt. Ezzel parhuzamosan
viszont k =4-nél a kiilonbo6z6 etnikai csoportokhoz kéthetd csoportok széma kiegyensulyo-
zotté valt még akkor is, ha a didkok kozott jelentSs eltérés volt a kiilénb6zd etnikumok
aranyai kozott. (Ez az effektus k = 3-nal még nem latszott, ott altalaban a tobbségben
1évs etnikai csoportnak tobb, és Osszességében nagyobb csoportjai voltak). Egy lehetséges
magyarazat erre az, hogy a kisebbségben 1évs diakok erésebb, stirtibben behalézott csopor-
tokat alkotnak, melyek ezaltal relative nagyobb szdmban maradnak lathatok a magasabb
k-klikkméreteknél.

Egy masik érdekes eredménye a [83] publikicionak az volt, hogy mig a didkok kozti,
baratsagokon alapulé héalozat asszortativ (azaz a sok barattal rendelkezs egyének egymas
tarsasagat is kedvelik), addig a csoportok halozata mar disszortativ. Ez megint csak egy
arra utal6 jel, hogy egy tobb szervezddési szinttel rendelkezé komplex rendszer esetén az
egyes szintek nem mindenben hasonlitanak egymasra, hanem ehelyett bizonyos, szintekre
specifikusan jellemzg§ tulajdonsagokat talalhatunk.

A szociologiai halozatokkal kapcsolatos j eredmények révidesen 1j halézati modellek
bevezetését is inspiraltak [204, 117, 84]. R. Toivonen és munkatarsai [204], valamint J. M.

Shttp ://www.cpc.unc.edu/addhealth
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Kumpula és munkatarsai [117] két eltérd kapcesolodasi mechanizmus kozti egyensilyra ve-
zetik vissza a szocioldgiai halozatok sajatos szerkezetének kialakulésat. Az egyik mechaniz-
mus (angolul cyclic closure) szerint az 4j kapcsolatok a mar amugy is stirtin kapcsolt szom-
szédségok kornyezetében jonnek létre, ahogy két ember, akiknek nagyon sok kozos ismerdse
van, az varhatéan el6bb utobb egymaéssal is ismeretséget fog kétni. A masik mechanizmus
(angolul focal closure) viszont fliggetlen a csicsok kornyezetétdl vagy a halozatban mérhetd
tavolsagatol, ehelyett valamilyen kozos tevékenység, kozos aktivitas (pl. kozos hobbi) révén
jon létre. A két eltérd mechanizmus altal létrehozott élek relativ gyakorisagat valtoztatva
més és més lesz a hélézat szerkezete: Ha az el6bbi mechanizmus dominal, akkor lokali-
san sird lesz a halozat, jol definidlt erés csoportokkal, mig ha a mésodik mechanizmusé a
donté szerep, akkor egy homogén halézatot kapunk, nem til jelentds csoportszerkezettel.
A két hatareset kozotti atmenetnél a csoportszerkezetet a k-klikkperkolacios modszerrel
tartak fel [204, 117]. Az eredmények szerint a két mechanizmus megfelel§ aranyu keve-
résével a korabban tanulmanyozott mobiltelefon-hivasi hélozat 1ényeges tulajdonsigai jol
reprodukélhatok.

Ettdl eltérGen M. C. Gonzélez és munkatarsai egy olyan hélozatmodellel alltak eld,
mely véges méretti, periodikus hatarfeltételeknek kitett, egymassal idénként iitkozs ré-
szecskék kolesonhatésainak eredményeként all el§ [84]. Minden iitkozés egy 1j élt kot be
az litkozésben résztvevd részecskék kozé, és a sebességek frissitésének szabalyai az titkozés
utan fliggnek a részecskéhez kapcsolodo élek szamatol. Az iitkodzési szabalyok megfeleld
beéllitasaval, valamint a részecskék szaméara véges élettartam bevezetésével (és természe-
tesen az ,elbomlott” részecskék potlasaval), olyan kvézistacionérius allapota all be a hé-
lozatnak, mely viszonylag pontosan reprodukalja a korabban vizsgalt kozépiskolas diakok
kozti halézatok statisztikus tulajdonsagait. Ezen vizsgalt tulajdonsagok egyike példaul a
k-klikkperkolaciés modszerrel kaphato csoportok méreteloszlésa.

Végiil érdekességként megemlitjiik még R. D. Smith munkajat is [192], melyben rappe-
rek kozti egylittmiikodési halozatokat vizsgalt. A halozat élei itt kozos albumoknak, kozos
szamoknak, vagy kozos fellépéseknek feleltek meg. R. D. Smith a hélézat csoportszerkezetét
tobb modszerrel tanulmanyozta, tobbek kozott a k-klikkperkoléciés modszerrel is.

Egyéb rendszerek

Gazdaséagi halozatok esetén is hasznalhatd csoportkeresésre a k-klikkperkolacids modszer,
amint azt T. Heimo és munkatérsai tették a [96] publikiacioban. Vizsgalatuk targya a new
yorki t6zsdéhez kapcsolhato, részvények kozotti halézat volt. Ebben a halézatban a rész-
vények arfolyamai kozotti korrelacio alapjan htuzzuk be az éleket (azaz ha egy bizonyos
értéket meghalad a korrelacio, akkor van kapcsolat, ha alatta marad, akkor nincs). A hasz-
nalt korrelaciés méatrixot spektralis modszerekkel, a kapott halozatot a k-klikkperkolacios
modszerrel elemezték. Az eredmények szerint a korrelaciés matrix els6 néhany sajétvektor-
ja ugyan a csoportokon lokalizalodik, viszont nem adnak olyan vilagos klaszterhatérokat,
mint a csoportkeresés. Ezutdn ahogy haladunk végig a sajatvektorokon a sajatértékek csok-
kend sorrendjében, a sajatvektorok egyre kevéshé lesznek lokalizaltak a korrelacios értéke-
ken alapul6 hélézaton. Ennek alapjan az erGsen 6sszekapcsolt, egymashoz szorosan kot6ds
részvénycsoportokat érdemesebb hélézati csoportkereséssel lokalizélni a tisztan spektralis
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megkozelités mellett.

A k-klikkperkolacios modszer dokumentumklaszterezésre is hasznalhatéo W. Gao és K.
F. Wong munkéja alapjan [78]. A dokumentumokat itt egy hasonlésagi halozat kapcsolta
ossze (az egymasra jobban hasonlité dokumentumok kozott erésebb élek voltak). Az ered-
mények szerint a k-klikkperkolacios modszerrel kapott csoportok bizonyos esetekben jobb
eredményeket adnak néhany sztenderd dokumentumklaszterezé algoritmusnél és kozelebb
allnak a természetes dokumentumklaszterezéshez.

Egy tovabbi érdekes alkalmazasat lathatjuk a k-klikkperkolacios modszernek a [45]
publikiacioban, melyben X. Castell6 és munkatéarsai egymassal versengd vélemények dina-
mikajat tanulmanyoztak. A hires voter modellben az &gensek allapota (véleménye) vagy
A vagy B (98], mig az tn. AB modellben egy harmadik, atmeneti AB allapot is megenge-
dett [44]. Az agensek halozatat a kordbban emlitett, G keletd szociologiai halozatmodellek
[204, 117] segitségével hoztak létre. A szimulaciok soran idélépésenként egy véletlenszertien
valasztott agens allapotat (véleményét) a kozvetlen szomszédainak allapotatol fiiggs valo-
szintiséggel valtoztattidk meg. A vélemények véletlenszert kiindulé allapotaboél indulva mind
a voter modellben, mind az AB modellben a rendszer konszenzushoz konvergalt, melynél
mér minden csics azonos véleményen volt. Ellenben az AB modell esetén a konszenzus
eléréshez sziikséges iterdaciok atlagos szama nagy mértékben fliggott az dgensek halozaté-
nak topologidjatol. Az eredmények szerint amennyiben a héalézatban a k-klikkperkolacios
modszerrel feltart csoportok egy kiterjedt, gazdag csoportszerkezetet mutatnak, a konszen-
zustol eltéré metastabil allapotok élettartam eloszlasa hatvanyfliiggvényszerd alakot vesz
fel. Ennek révén altaldban akadnak a rendszerben kiemelkedGen magas élettartami me-
tastabil allapotok, melyekben a véleménydinamika hossza idére ,csapdaba eshet”. Ezek
a skaldzé metastabil allapotok egyértelmiien a mezoszkopikus hélézatszerkezettel, azaz a
csoportokkal vannak szoros kapcsolatban.
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D fuggelék

A multifraktal alapt grafgeneral6
termodinamikail hataresete

Az itt bemutatéasra keriils, a multifraktal alapu halozatgenerdlas N — oo hatéaresetével
kapcsolatos analitikus szamitasokat Lovasz Laszlo vegezte el [ T8]. Tekintsiik altalanosan az
egység négyzeten definialt, szimmetrikus, mérhetd fiiggvények Ly (z,y), La(x,y), ..., Ly(x, y)

s, v,

atlagos élbekotési valoszintiségét tgy, mint

1
Ih($)==j€ Lq(z,y) dy. (D.1)

Hasonl6 moédon, jeldlje w, az egész halozat atlagos élbekotési valoszintiségét, melyet az

1
= [ o)z (D2)
0

alakban lehet megadni. A csticsok N, szaméat valasszuk meg gy, hogy a generélt halozat
atlagos fokszama egy nullanél nagyobb konstans (d) értékhez konvergaljon ¢ — oo esetén,
azaz,

Nywi, — (d) . (D.3)

s s

fokszameloszldsa binomialis,

N, Nyg—1—d
pld,) = ( d") pala) [1=py(a)] V17, (D.4)
A termodinamikai hatéresetben ezt egy Poisson-eloszlassal lehet kozeliteni a
N d
ol ) = LD oo (D.5)

alakban. A teljes halozat fokszameloszlasat a p(d, z) integralasaval kaphatjuk meg, mely a

o) = [ Wany(o)” ) e (D.6)
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eredményre vezet. Ennek alapjan egy izolalt cstics valoszintisége (mely a nulla fokszamnak
felel meg),

1
p@:oyzéfr%m@hm. (D.7)

A (D.2) és (D.3) alapjan a py(x) atlagértéke (d) /N, koriil van. Amennyiben p,(x) fiiggetlen
z-t6l, gy pe(x) = (d) /Ng és
p(d=0)~e (D, (D.8)

Azonban ha p,(z) olyan alakot vesz fel, mely esetén tipikus értéke sokkal kisebb az atla-
ganal, akkor tobbnyire eV aPa(*) ~ 1 melynek hozomanyaként

p(d=0)~1, (D.9)

ami egyben azt is jelenti, hogy a csiicsok tobbsége izolaltta valik. Ezen degeneracioé akkor
keriilhet§ el, ha

1
/ e Naral®) 4z < ¢, (D.10)
0

ahol ¢ < 1 egy konstans.

A multifraktal alapt halozatgeneralasnal, a fenti feltétel csak akkor teljesiil, ha p,(z)
fliggetlen x-t6l. Amint azt az 5.2. alfejezetben emlitettiik, a modelliink altalanosithato
egy, a [0,1] és [0,1]7 kozott definialt mérték megdrzs bijekeio segitségével, melynek révén
attérhetiink a L, = L®4=[®- --®L tenzorokra, ahol

L(z1,...,2q,91,---,Yq) = L(z1,y1) - - L(24,Yq)- (D.11)

A (D.1) kifejezéssel analog peremeloszlasok ebben a reprezentéacioban a

Pr(T1,. . 2q) = /[01] L(x1,y1) -+ L(wg,Yq) dya - . . dyq
7‘1

= plx1) - plzg), (D.12)

alakban irhatok fel, ahol p(z) = fol L(z,y)dy. Hasonloéan, a (D.2) Osszefiiggés az
wq:/ pe(1,.. ., xq)day .. deg =w, (D.13)
[0,1]4

egyenletbe megy at, ahol w = fol p(x)dz. A (D.3) alapjan igy a rendszerméretet az N, ~
~ (d) /w? modon kell valtoztatnunk.

Sajnos ezek a fiiggvények csak akkor elégitik ki a (D.10) feltételt, ha p(x) konstans.
Valoban, ha (z1,..., 2k, y1,. .., Yq) €gy véletlenszerd pont a [0,1]%-ban, akkor a nagy szamok
torvénye alapjan annak valészintisége, hogy

1
lnpk(:vl,...,xq):lnp(ml)—l—---—i—lnp(:nq)wk/ Inp(x)dx (D.14)
0
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egyhez tart. Legyen a = exp( [ Inp(z)dz). Ekkor a < w a Jensen-egyenlétlenség alapjan
(kivéve ha p konstans), és a p, értéke majdnem mindig kozel esik af-hoz, mig az atlaga
wi-val egyenls. Mivel (a/w)?— 0 ha g — oo, a (D.10) egyenléség csak akkor allhat fent, ha
p(x) konstans.

Masfeldl, ha p(z) = w tetsz6leges z-re, akkor a cstuicsok varhato fokszama fiiggetlenné
valik a poziciojuktol, és a fokszameloszlas egy Poisson-eloszlashoz konvergal hasonlé mo-
don, mint egy Erdds-Rényi-grafban. Ebben az esetben konnyd meghatérozni az L, alapjan
generélt barmely ¢, halozatban egy tetsz6leges, [ csticsbol allo, Osszefiiggs .7 graf mésola-
tainak szdmét. Osszesen Nj,(Ng—1) - - - (Ng—I+1)~N/-féle modon lehet V (7)-et injektiven
[ng]-ba képezni, és minden leképzés esetén annak valoszintisége, hogy egy homomorfizmust
kaptunk o(.%, Ly) = o(-#, L)?. Ennek alapjan

q
E(inj(#,%,)) ~ NLo(.F,L)" = (d)’ (é“fi;L)> : (D.15)
Mivel egy ritka graffal allunk szemben, ezt N,-val normaljuk, igy .# masolatainak normalt
szama

E(s(F, %) = hm(NM ~ N Lo(F, 1)1 = () ("(flm) S (D)

Ennek alapjan példaul a haromszogek normélt szama
éq;ggﬁ)~<@2<g@f§la>q. (D.17)

Konnyt belatni, hogy ha p(z) = w konstans, akkor
o(7,L) <t (D.18)

ahol egyenlGség akkor és csak akkor all fent ha .# fa-szerii vagy L egy olyan ekvivalencia
relacio, hogy létezik egy S1U...US,, = [0,1] partici6 és

Liz,y) = 1, ha z,y € S; valamely i-re, (D.19)
0, egyébként.
A (D.16) és a (D.18) alapjan a kovetkezdket irhatjuk fel:
E(s(F.9,)) — <d>li1 , ha .Z fa-szerii vagy L egy ekvivalencia relacio, (D.20)
0, egyébként.

Megmutathato, hogy ezen konvergencia majdnem mindig bekovetkezik. A (D.20) alap-
jan az is latszik, hogy a ¥, sorozat 1 val6szintiséggel konvergens a Benjamini-Schramm-
értelemben.

A vézolt probléma kikiiszobolésére tobb irdnyban is el lehet indulni, azonban ezek
targyalasa tulmutat a jelenlegi dolgozat témakorén. Meg lehet probélni a tenzoros forma-
lizmuson beliil hozzaadni a L& 9-hoz egy konstans cq-t, mely megfelelGen lassan tart 0-hoz.
Egy masik lehetdség a L9 modositasa (LD 7)%-ra, ahol a, — 0. Egy tovabbi 6tlet az ere-
deti multfiraktalokon alapulé formalizmusnal a multifraktal elforgatasa az egységnégyzeten
beliil, amit az [S13] publikici6 mutat be részletesebben.
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