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1 A tudomanyteriiletrol

Az értekezés a hédlézattudomany témakorébe tartozik. Ez egy meglehetésen 1j
tudomanyteriilet, amelynek fogalmi struktiraja a kétezres évek elején alakult
ki. A hélozattudomény egyik f6dganak - a dolgozat bevezetéjében is emlitett-
alapvet6 paradigméja az, hogy 1. a valdsdgban is létez6 komplex halézatok
rendelkeznek a “scale-free” illetve “small world” tulajdonsdgokkal és ezért 2.
(Iényegesnek tartom, hogy ez egy implikdcié) kiemelkedd jelentéségii a mate-
matikailag egyszer{ien lefrhat6 “scale-free” (skdlafliggetlen) és “small world” tu-
lajdonsagokkal rendelkez6 hélézatok (valdjaban grafsorozatok) tanulmédnyozdsa.
Az alapvet6é modell a Barabési-Albert Laszlo altal bevezetett preferential attach-
ment hélézatkonstrukeié. Ezekrél a grafsorozatokrdl Strogatz es Watts mutatta
ki, hogy rendelkeznek a “small world” tulajdonsdggal, illetve Barabdsi es Albert
Réka, minden id6k egyik legidézettebb tudoméanyos publikacidjaban, hogy ren-
delkeznek a “scale free” tulajdonsiggal. Halozattudoményi cikkek szdzai (taldn
ezrei) foglalkoznak azzal, hogy statisztikus fizikai mddszerekkel tanulmdnyozzdk
ezeket a grafokat (kiilonos tekintettel a preferential attachment grafokra illetve
az Erdés-Rényi véletlen grafokra). Nem keriilheté meg a kérdés, hogy valéban
igaz-e az, hogy a valdsdgos halézatok skélafiiggetlenek. Erre a vélasz, inkabb
nemleges. A Faloutsos testvérek 1999-ben publikélt cikkiikben azt allitottak,
hogy az Internet router halézata skélafiiggetlen jellegli. Ez a cikk volt hosszu
ideig a halozattudomény legjobban kommunikalhaté eredménye, amelynek
Google Scholar idézettsége hatezer felett jar. Errél a cikkr6l ma mar egyértelmiien
tudhato, hogy teljesen hibés, egy olyan mddszerre épiil, amelyik szinte minden
halozatrdél azt mutatna ki, hogy skalafiiggetlen tulajdonsagokkal rendelkezik.
Ezen cikk hibajanak feltardsa utdn jelent meg a héalozatelmélet elsd jelentos
kritikdja Willinger, Alderson es Doyle cikke [4] az AMS Notices-ben. Kés6bb



Clauset, Shalizi es Newman [3] mutatta meg, hogy szdmos hdlézat, amelyrdl a
kozvélekedés az volt, hogy skalafiiggetlen, valéjaban nem az. Szamos vildghiri
cikk esetében stlyos kétsegek meriiltek fel. Ezek koziil a valészintileg Christakis
es Fowler cikke a kovérség jarvanyos voltardl, illetve Barzel es Barab&asi Na-
ture Biotechnology cikke. Az el6bbir6l Russell Lyons matematikus irt birdlatot,
az utobbirdl Lior Pachter a Berkeley computational biology professzora irt egy
azdta vilaghirivé valt, rendkiviil kritikus blogbejegyzést, ami a halozatelmélet
globalis kritikdjanak egyik fontos eleme.

Meg kell jegyezniink, hogy a preferential attachment sorozatok egy
valészintiséggel expandert alkotnak, és semmi nem mutat arra, hogy a valésédgos
hélézatok is expanderek, fiiggetlentil attél, hogy esetleg logaritmikus az atmé-
r6jiikk a méretiik fliggvényében. Ugyancsak fontos hozzatenni, hogy a
skalafiiggetlenség a fokszameloszlds tulajdonsaga, tehat onmagédban a
skalafiiggetlenségbol a grafok mélyebb struktaralis tulajdonsigara nem lehet
kovetkeztetni, magyarul, abbdl, hogy egy konkrét scale-free/small world
grafsorozat rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal nem kovetkeztethetiink arra,
hogy mas tulajdonsagai is hasonléak lehetnek, az ilyen matematikai hélézatok
vizsgalata nem feltétleniil segiti a konkrét komplex halézatok megértését (egyes
kutatok szerint egyéaltalan nem segiti, de itt a vitak oly mértékben mérgesedtek
el, hogy ezt egy konkrét kutaté doktori értekezésének vizsgalatakor nem lenne
fair részletesebben targyalni). Mindazondltal a fentiek alapjén kimondhatjuk,
hogy a halézatelmélet matematikai hélozatok vizsgalatdra épiilé dganak valdsa-
gos tudomanyos jelentosége, mondjuk gy, nem teljesen elfogadott a tudoméanyos
kozéletben.

2 Az értekezés modszereirol

A dolgozat matematikai fogalmak statisztikus fizikai jellegli tanulményozasédval
foglalkozik. Matematikusként el tudom fogadni azt, hogy a statisztikus fizika
vizsgdlatanak targya esetleg egy absztrakt matematikai struktira, nem allitom,
hogy nincs létjogosultsidga a grafokra vonatkozé heurisztikus jellegli vizsga-
latoknak, de matematikai szempontbdl csak akkor tudok értékelni egy ilyen
eredményt, ha az egy logikailag tokéletes levezetésen alapul. Az el6z6 részben
emlitett preferential attachment grafsorozat egy tokéletesen definialt es matem-
atikai szempontbdl érdekes fogalom. Tehat, amikor Strogatz es Watts azt 4llitja,
hogy a preferential attachment gréfokra igaz az, hogy az atmérdjilk asszimp-
totikusan log(n) nagysdgrendii, akkor az egy valdsdgos matematikai tétel. Itt
érkeztem el a birdlat szamomra legnehezebb részéhez. A hélozatelmélészek
szamara Strogatz es Watts bizonyitdsa “heurisztikus”, egy matematikus szaméra
pedig hibas. Ez nem egy bizonyitasa volt egy matematikai tételnek, hanem
egy érvelés amellett, hogy a tétel talan igaz. Utébb kideriilt, hogy egyetlen 1j
cstics megjelenése esetén a valdsagos asszimptotika % (ezt Bollobés Béla es
Oliver Riordan [1] bizonyitotta be). Strogatz es Watts cikkének idézettsége en-
nek ellenére nagysdgrenddel nagyobb, mint Bollobaséké. A skélafliggetlenséget



ugyanezen grafsorozatokra Barabdsi es Albert Réka mutatta meg, de ez sem bi-
zonyitas, hanem inkabb csak egy erds érvelés, ami nem tehetd pontossa. Itt tobb
nagysdgrend is van a hibétlan bizonyitds (Bollobds, Riordan, Spencer, Tusnady)
[2] és az eredeti cikk idézettsége kozott, az utébbi javdra. Hélézatelméleti
szempontbdl az “n” az egészen biztosan kisebb, mint 10'°°, nincs valédi je-
lent8sége annak, hogy valahol van egy loglog(n)-es tag, és éltaldban is igaz,
hogy a statisztikus fizikai heurisztikdakat megtamogato szamitégépes modellek
is elégségesek lehetnek, ha valakit a valéban fellépé halézati méretek érdekelnek.
Azt azonban ki kell mondanom, hogy a heurisztikus eredményekbél pont a leg-
fontosabb dolog hidnyzik egy matematikus szamara.

Az értekezés egyik fontos eredménye a k-klikk perkolacids kiisz6b meghatarozasa.
A Palla &ltal megadott formula korrekt, ahogy ezt kesébb Bollobas és Rior-
dan, illetve Rath es Té6th kimutatta, de Palla eredménye matematikai szem-
pontbdl nehezen értékelhet6. Ugyanez mondhaté el a dolgozat els6 részében
targyalt topologikus fazisatalakuldsrol szél6 eredményekrol. A Lovasz Laszléval
és Vicsek Tamdssal kozosen irt cikk egészen kozel van a klasszikus graflimesz-
elmélethez. Ebben a cikkben (PNAS) a Lovéasz-Szegedy féle graphon modell
segitségével probalnak skélafiiggetlen grafsorozatokat konstrualni. Maga a gon-
dolat nagyon érdekes, hiszen az eredeti megkozelités az, hogy egy W : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1] fiiggvény, azaz egy abszolit folytonos valdsziniiségi mérték Radon-
Nykodym derivaltja segitségével konstrualnak konvergens sorozatokat, itt pedig
egy szingularis mérték van a hattérben. A probléma az, hogy ezzel a médszerrel
valdjaban nem lehet grafsorozatokat nyerni. Nagy n-ekre a keletkez6 grafok
csticsainak jelentGs részébdl egyaltalan nem indul ki él, ez egyébként az ere-
deti cikkhez csatolt pdf-fileban is vilagosan le van irva. Bizonyos kisebb n-ekre
valéban miikodik az Gtlet, ezen n-ek a valésdgos hélézatok mérettartomanyaban
vannak, tehat megint arrél van szd, hogy hélozatelméleti szempontbdl semmiféle
probléma sem 1ép fel, eltekintve attél, hogy vajon miért is fontos egy biolégus
vagy egy szociolégus szamara egy ilyen kiilonleges matematikai konstrukcid,
csak azért mert az 6 haldzata is skalafiiggetlen, ha megfelel6 szogbdl nézziik. A
“megfelel6 szog” itt azt jelenti, hogy log-log skéalan altalaban skalafiiggetlennek,
vagy legaldbbis hasonlénak néznek ki a hal6zatok, nagyjabol mindegyik,

sz

amelynek “heavy tail”-je van (l4sd az értekezés 52.oldaldn 1év& dbrat).

3 A moébdszerek hasznossagarol

A dolgozat harmadik fejezetében a szerz6 megmutatja, hogyan hasznédlhato a
k-klikkperkolacié csoportszerkezetek feltarasara. Matematikai értelemben nem
egészen pontosan definidlt a hélézati csoportok fogalma és szamitdstudomé-
nyi/matematikai szempontbdl ezek az algoritmusok nehezen értekelhetéek, de
a dolgozatban szereplé mddszer alapjan kifejlesztett CFinder algoritmus siker-
essége valddi hdlozatok vizsgdlatdra szamomra (a hivatkozdsok vizsgdlata utén)
meggy6zének tinik.



4 Ertékelés

Palla Gergely értekezése nyolc 2004 es 2010 kozott publikdlt cikkre épiil, mely

cikkek koziil ketté a Nature-ben, egy pedig a Proc. Natl. Acad. Sci. USA-ben

jelent meg. Ez a két lap a vilag legjelentésebb tudoméanyos folydiratai kozé tar-

tozik. Ezen cikkekben Palla els6 szerzéként szerepel, amely tény ezen a tertileten

nem hagyhaté figyelmen kiviil. Az 6t masik eredmény is vildgszinvonalu folyé-

iratokban lett publikdlva. A két Nature cikk Scholar Google idézettsége 4124,

illetve 1335, Palla Gergely Osszesitett idézettsége a birdlat megirasa idején 7588.

Osszefoglalva a fentieket: matematikusként vannak bizonyos fenntartdsaim a

heurisztikus halézatelmélettel, mint tudomanyaggal kapcsolatban, ezek a fen-

ntartasok azonban nem a szerzére vonatkoznak, hanem egy rendkiviil fiatal tu-

domaényteriiletnek a természettudomanyokon beliili pozicidjara. Az nem kétséges
szamomra, hogy valdsiagos tudomanytertiletrél van szo, amely talan tobb figyel-

met kapott, mint amennyit megérdemel. Mindazonaltal gy gondolom, hogy

értékes eredmények iranyaba mutat a halézatelmélet fejlédése. Palla Gergely tu-

domaéanyos beagyazottsidga a teriileten vitathatatlan, kiilonos tekintettel kiemelke-
do idézettségére, és ezért feltétleniil javaslom a nyilvanos védés kitlizését és az

MTA doktora cim odaitélését.
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Kérdés: Melyek azok a dolgozatban érintett problémak, ahol a statisztikus
fizikai médszerek esetleg matematikailag precizzé tehetok?



