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Bevezetés

Az 1. fejezetben megadtam a dolgozat célkittizésének eléréséhez sziikséges algebrai fo-
galmak Osszefoglalasat, értelmezve tobbek kozott a gytrt, a differenciadlgytird, az algeb-
rai, illetve differencialalgebrai fiiggés, fiiggetlenség, a differencialpolinom, és az algebrai
differencialegyenlet fogalmat [10], [7], [2]. A paramétervaltozos iranyitasi rendszerek
vizsgalatdhoz az allapottol, ill. a kimenetektdl fliggs paraméterek esetén a parciélis dif-
ferencidlgytrtik néhany elemi tulajdonsagaira is sziikségem volt az egységes modszertani
keretek végett. Az a természetes, hogy a bemeneteknek a derivaltjai is szerepelhetnek
mind az allapottérben megfogalmazott iranyitasi differencidlegyenletekben, mind a ki-
menetekben. Ezzel természetes médon adodik a Kalman-féle kanonikus alakoknal is
altalanosabb tn. Fliess-féle kanonikus alak [29] [54]. Beszélhetiink linearis rendszerekrol
is, amikor az adott leir6 egyenletek linearisak az allapotvaltozokban és a bemenetekben,
ill. azok derivaltjaiban is. Hogy ezek a fogalmak mennyire hasznalhatoak, arra mutatok
egy érdekes eredményt, amely altalanositja a klasszikus Kalman-féle matrix-rangfeltételt
[6] és a Fliess-féle [29] kanonikus alakban megadott 4llando egyiitthatos lineéris rendsze-
reket is.

Legyen a vizsgalt rendszer a (derivalt Fliess-féle jelolésével)

I
dx:Ax+§:&Ju
1=0

I
y=Cx+ ZDid"u.
i=0

Ennek az elérhetdségét tekintve a

I I I
Z A'B;, A <Z A"Bi> o AT <Z A"BZ)
i=0 i=0 ‘

feltétel sziikséges és elégséges.

rang

Ez a Kalman-féle rangfeltétel altalanositasa.

A paramétervaltozos iranyitasi rendszerek koziil szamomra kiilonosen fontos egy spe-
cidlisan strukturalt rendszer, mely az tn. vertikum tipusid hierachiaval rendelkezik. Eze-
ket is leirtam a differencidlalgebrak keretében. Az a fontos specialis eset, amelyben a
paraméter allapotfiiggd, a parcialis differencidlalgebrak koérében megfogalmazott maod-
szertan segitségével targyalhato, amelyeket igy szintén felsoroltam a hasznalt fogalmaim
kozott. A linearis vertikum tipusd rendszerek kanonikus alakjat is felirtam, ugyanis eze-
ket a tovabbi fejezetekben részletesen targyalom.

A teljesség kedvéért ugyan megadtam a differencialalgebrak keretében a rendszer-
mérnokok altal sokat vizsgalt megfigyel§ és szabélyozé fogalmat is, de a dolgozatban
erre nem lesz sziikség a tovabbiakban.
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A 2. fejezetben a linearis, id6t6l fiiggd rendszerek tn. rendszertulajdonségaival fog-
lalkoztam.

Rendszertulajdonsagokon a bemenet-kimenet rendszerek 0-bol vald elérhet&ségét,
0-ba iranyithatosagat, megfigyelhet&ségét és rekonstrualhatosagat, valamint valamilyen
tipusi stabilitasat értem. Ez utobbival nem foglalkoztam atfogéan, mert a klasszikus
Ljapunov-féle modszerek, a Riccati-egyenletes jellemzések lényegében megoldjak a prob-
lémat ebben a rendszerosztalyban.

A klasszikus kanonikus alakt
x(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

1)
y(t) = C(D)(t) + D(t)ult)

id6tdl fiiggs egyiitthatos rendszerekre R. Kalman minden alapkérdést megoldott. Bebi-
zonyitotta, az altala definialt alapvetd fogalmakat illetGen (elérhetdség, irdnyithatosag,
megfigyelhet&ség és rekonstrualhatosag) az elérhetdség és megfigyelhetGség, illetve az ira-
nyithatosag és rekonstrualhatosag kozotti dualitast, valamint a folytonos idejd (2.1) alaku
rendszerekre fennallo elérhetdség és irdnyithatosag, valamint megfigyelhet&ség és rekonst-
rualhatosag parok ekvivalenciajat. Ennek értelmében csak egyetlen rendszertulajdonsag-
gal, az elérhetgséggel fogok foglalkozni.

Emlitettem a modszertani Osszefoglaloban, hogy a Fliess-féle allandé egyiitthatos
kanonikus alakban felirhat6 rendszerekre is bizonyithato egyfajta altalanositott Kalman-
féle rangfeltétel. Ennek megfelelGen lehetne targyalni a Fliess-féle [29] kanonikus alaki
linearis id6fiiggs rendszerek altalanositasat is.

A Kalman-Gram-féle matrix vizsgélatan alapul6 iranyithatosagi feltétel az alapmatrix
alaposabb ismeretét feltételezi [6]. Ezért az

matrixértékid differencidlegyenlet megoldasanak az exponencialis szorzatokként valo els-
allitasara, a Wei-Norman tételre alapoztam vizsgalataim [4].

Ebbdl a célbdl ismertettem a Lie algebrak fogalmat és ehhez kapcsoloddéan néhany
elemi allitast.

A 2.1. Tétel kapcsolatot teremt az elérhetGség Gram-féle métrixos jellemzése és az
altalanositott Kalman-féle rangfeltétellel megfogalmazott sziikséges és elégséges feltétel
kozott. Ez azonban nem teljesen zokkenémentes, ui. sziikségem volt tovabbi, az idéfiiggd
egyttthatokra vonatkozo differencidlalgebrai feltételekre is, az un. gerjesztési feltételekre.
Ezeket ugy kaptam meg, hogy a Wei-Norman-féle differencidlegyenletre alkalmaztam a
Diop-féle allapoteliminécios algoritmust [4], [28].

A 3. fejezetben az el6zd fejezethez hasonloan strukturalt rendszert vizsgéaltam, de
az 1d6tol fiiggs egyiitthatok helyett allapotfiiggést feltételeztem. Kisebb egyszertsitést
végeztem azzal, hogy a bemenetrdl feltételezzem, hogy egydimenzios:

I
:Z t)A;x + q(t)Bu.
i=0

Ez segit abban, hogy késébb olyan LPV rendszereket is vizsgéljak, amelyben a paraméter
allapotfiiggs. A felhasznalt modszer hasonlit az el6zé fejezetben alkalmazotthoz, de
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ahhoz, hogy attekinthet6vé tegyem a derivalassal kapott részletszamitasaimat, bevezetem
a vektorterek Lie-algebrajanak néhany alapvets fogalmat és a jelolését.

A 3.2. Tételem a specialis
i = p(x)Azx + q(z) Bu

rendszerre vonatkozik.

Bebizonyitottam, hogy ha a p(z) egyiitthato teljesit egy tn. gerjesztési feltételt,
amely egy p-re vonatkozé parcialis differencidlegyenlet nem teljesiilését jelenti, akkor
kivéve egy nem strd szingularis feliiletet, a rendszer lokélis iranyithatosdganak a feltétele
a jol ismert

rank(B, AB,...,A" 'B) =n

Kalman-féle feltétel lesz [31], [35], [34], [44]. A lokalitas ebben az esetben azt jelenti,
hogy a szingularitasi feliilet felbonthatja tobb nyilt komponensre az allapotteret, amelyek
egylittesen stird halmazt alkotnak ugyan, de nem feltétleniil lehet egyik komponensrél a
mésikra iranyitani a rendszert.

Az altalanos tételt hasonloképpen igazolhattam, egy technikailag finomitott mod-
szerrel. Az altalanositott, un. perzisztens gerjesztési tétel hasonlot allit. A gerjesztési
feltételek teljesiilése esetén a lokalis iranyithatosag sziikséges és elégséges feltétele az
altalanositott Kalman-féle rangfeltétel teljestilése.

A 4. fejezetben egy eddig nem alkalmazott modszert fejlesztettem ki abbol a célbol,
hogy az eddigi eredményeim segitségével korabban nem remélt kapcsolatokat épitsek
tavolinak hitt teriiletek kozott.

Linearis irdnyitasi rendszerek optimalizélasa a linearis programozashoz hasonléan
viselkedik, ugyanis az optimumot adé iranyitasok egy konvex poliéder alaki irdnyita-
si paraméter-tartomany esetén a csicsokbol veszik az optimalis értékeket. Ezt méar
L.S. Pontryagin és tanitvanyai is észrevették [3]. R. Gamkrelidze az optimalis iranyi-
tasok mindségi vizsgalataibol kiindulva bebizonyitott egy approximacios tételt [9):

Ha az
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

k
LTV rendszert a k-dimenzios U = x|0,1] egységkockabol vett wu(t) iranyitédsokra te-
1

kintjiik, akkor minden szakaszonként folytonos u : [0,7] — U iranyitashoz és eldirt
pontossaghoz taldlhato olyan, szakaszonként konstans v : [0, 7] — U, amelynek az érté-
kei a kocka csticsaibol vannak, de a megfelel§ trajektoridk az elGirt pontossaggal kozel
maradnak egyméshoz az egész idGintervallumon.

Most mutatok egy hasonld, a mérnok gyakorlatboél vett, az optimumszamitastol meg-
lehetGsen tavoli kiindulé példat [71].

Tekintsiik az un. Buck-Boost-konverter aAramkorét:

A o(t) szakaszonként 0, 1-et felvevs fiiggvény irja le a kapcsolo allasat, ahogy az
az abran is lathato. A valamilyen szempontboél idedlis viselkedést egy szakaszonként
folytonos w : (0,¢) — [0, 1] fiiggvénnyel jellemezhetjiik, az aramkort pedig

Liy = (1 —u)xs +uFE
. T2 (2)
CQZ’Q = —(1 — U).’ﬂl — E
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differencidlegyenlettel irjuk le. Itt a x; a tekercsen atfolyé aramerdsségét, xo a konden-
zatoron esé fesziiltséget jeldli.

Egy kivant idealis viselkedést leiro, szakaszonként folytonos w : [0,7] — [0, 1] fiigg-
vényt természetesen nem allithatok el a kapcsolod ki-be kapcsolasaval, amelyre az u(t)
csak 0, vagy 1 értéket vehet fel. Felvethetd itt is, hogy elGirt pontossaghoz lehet-e olyan
kapcsolassorozatot elGallitani, amelyre a tekercs dramerdssége xq, illetve a kondenzéator
fesziiltsége x4, elGirt pontossaggal kozeliti meg az idealis viselkedést. A jelenséget leird
differencidlegyenlet-rendszer bilinearis, ezért az idézett Gamkrelidze-tétel erre az ,egy-
szer@” modellre nem is alkalmazhato.

Ebbdl kiindulva egy nagyon altalanos approximéacios problémat tekintettem és oldot-
tam meg, mely megalapozza az un. kapcsolési (switching) rendszerek tovabbi vizsgalatat,
egybefogva nagyon kiilonbo6zd jellegti rendszerelméleti problémékat. A Buck-Boost kon-
vertert tekintjiik a ,switching” rendszerek paradigmajanak, mely ezeknek a rendszereknek
a nevét is adta.

Az LPV rendszerek bevezetése a Buck-Boost-konverterbdl kiindulva: A fenti rendszer
nemlinearis, ezért a Gamkrelidze-féle approximacios tétel [9] kereteibe nem illeszthetd.
Linearizalas helyett egy paramétert vezetek be a (g;) allapot helyébe, amivel formailag

Jinedrissd” valik a rendszer. Az L és a C fizikai allandokkal leosztva (4.3) atirhato a

kovetkezSképpen:
o1 n E 1
Ty = sz I sz u,
(3)
. 1 1
To = ——=T1 — —=T2 + =P1U.

C RC C

Két approximécios tételt bizonyitottam LPV rendszerek kozelitésére. Az elsG tételben
az irdnyitasi paraméterek U halmaza konvex poliéder, az A(p,t) és a B(p,t) strukti-
ramatrixok pedig megszokott folytonosséigi feltételeket teljesitenek. Ekkor tetszéleges
pontossagot eldirva, lehet olyan, az w : (0,t) — U kontrollt approximalé v : (0,t) — U
szakaszonként konstans kontrollt definialni, amelynek az értékei az U cstcspontjaibol
vannak, és olyan, a p(t) paraméterfiiggvény pontonként jol approximalo szakaszonként
konstans ¢(t) fiiggvényt megadni, hogy a megfelel§ trajektoridk az adott pontosséggal
kozeliek maradnak az adott idGintervallumban. FEz a tétel a Gamkrelidze-féle appro-
ximacios tétel altalanositasa, amibdl az eredetit ugy kapjuk meg, hogy az A(p,t) és a
B(p,t) konstansok a p-valtozoban. A 4.2. approximacios tétel esetén feltételeztem, hogy
az A(p,t) és a B(p,t) linearisak a p paraméterfiiggvényében, és a p paraméter egy adott
‘P konvex poliéderbdl veszi az értékeit. Ekkor a p : R — P, allapotvéltozos paraméter-
hez taladlhato olyan szakaszonként konstans ¢ : R® — P allapotfiiggé paraméterfiiggvény,
amely a P cstcspontjaibol veszi az értékeit. (Tehat a paraméterfiiggvénynek sem kell

4



dc_1281 16

pontonként jol approximélni). A megfelels trajektoridk meégis az egész idSintervallumon
az adott pontossiggal kdzel maradnak egymashoz. Egy példan bemutatom, hogy adott
idSintervallumhoz lehet olyan [— M, M| x [— M, M| négyzetet megadni, hogy Buck-Boost
konverterre a (4.3) és (4.5) modell helyett olyan szakaszonként konstans modelleket is
hasznalhatunk, amelyben a bilineéris tagokban a tekercs x, aramerdgssége helyett +M-et,
a kondenzator o fesziiltsége helyett is +M-et beirva, az

Li‘l =I2+(EZEM)’LL,

1 4
C.i‘gz—l’l—EIg:tMU. ( )

kozelitéssel tetszéleges pontossagot elérhetiink.

Ezzel aramkorrel nem realizalt (4.13) modelleket kapcsolgatva approximalhatok egy
fizikailag realizalhato aramkornek tetszéleges pontossagu kozelitését. Ez pedig mar tisz-
tan a digitalis kontroll témakore lehet, amely az utobbi idében kimondottan fontos te-
riilet.

Az 5. fejezetben a 4. fejezet approximacios tételeit figyelembe véve visszatérek a
2. és 3. fejezetben targyalt rendszerek vizsgalatara.

Ezen iranyitéasi rendszerek vizsgélatanak a célja, — legyen az miiszaki, kozgazdasagi,
biologiai, pl. populacidédinamikai rendszer, — mindig az, hogy el6készitsen dontéseket,
dontéssorozatokat (irdnyitasokat) melyekkel tigy lehet befolyasolni az adott rendszert,
hogy az stabilan miikodjon, megvaldsitva a kivant célt. Ennek érdekében fontos tun.
rendszer-tulajdonsagokat kell vizsgalni. Ezek legfontosabbika a rendszerek iranyithato-
sadga, megfigyelhetGsége. Ezen tulajdonsagok részletes és pontos vizsgalatara sziikségiink
van akkor, amikor a rendszer optiméalis miikodésével kapcsolatos dontéseket meghozzuk.

Bevezets példam egy stabilitdsra vonatkozd anoméliara mutat: két aszimptotikusan
stabilis rendszert kapcsolgatva, a kapcsolasok idépontjanak megvélasztasatol fiiggGen
kaphatunk aszimptotikusan stabilis és instabilis kapcsolasi rendszert is. Ez is mutatja,
hogy modszeremmel nem tudjuk a stabilitas kérdéseit targyalni a kapcsolési rendszerekre.

A szokésos definicié szerint teljesen irdnyithato egy iranyitott rendszer, ha barmely
kezdGallapotbol barmely végéllapotba atvihets a rendszer az iranyitas alkalmas megva-
lasztésaval. Majd a differencidlegyenletek elméletébdl ismert integralasi eljarasok koveté-
sével jellemezhet6 az irdnyithatosag a rendszer paraméterei segitségével, azaz az iranyit-
hatosédg a rendszer belsé tulajdonsaga, amelyben sem az allapot fogalma, sem az integ-
ralasi eljaras mibenléte nem jatszik szerepet. Pommaret [43] eredeti modon interpretélja
az iranyithatosagot a gyakorlati irdnyitéasi szakember szemszogébdl. A rendszer miiszerei
méréseket végeznek, amelyek a rendszer és a mérémiiszerek dinamikajanak megfelelGen
az iranyitasoktol és azok derivaltjaitol fliggnek. Akkor irdnyithaté a rendszer, ha tetszd-
leges mérés esetén mért fliggvényre igaz, hogy csak az irdnyitéas segitségével elGallithato.
Ez nyilvanvaléan nincs igy, ha egy mérés kielégithet egy olyan differencialegyenletet,
amelyik fiiggetlen az irdnyitasoktol, azaz ilyenkor a rendszer nem iranyithato. Linearis
rendszerekre ebbdl az iranyitasi fogalombol levezethetSk a szokasos rangfeltételek. De ez
a megkozelités nagymértékben altalanosithato parcialis differencidlegyenletekkel leirhato,
nemlinearis rendszerekre is, a megfelel§ matematikai apparatus segitségével.

Az 5.1. Tétel az id6tdl fiiggs paraméteres LPV rendszerre vonatkozik. Azt bizonyit-
juk, hogy az 4.1. approximécios tétel altal leirt approximacioéra nézve az iranyithato rend-
szereket kozelitd rendszerek is iranyithatoak. Nehéz lenne a rendszerek objektumaban
topologiat bevezetve arrdl beszélni, hogy erre nézve az iranyithato rendszer elég kis kor-
nyezetében levs rendszerek is irdnyithatok, ezért beszélek az approximacios tétel szerinti

5
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kozelség terminusaban. Ennek a megjegyzésnek fokozottan nagy a jelentGsége, amikor a
4.2. approximacios tétel szerinti approximal6 kapcsolasi rendszerekrsl bizonyitjuk azok
iranyithatosagat, ui. abban a p paraméterfiiggvény approximéciojat szakaszonként kons-
tans, csak egy konvex poliéder csticsaibol vett értékekkel approximaljuk, ami pontonként
nem approximaélja jol a szakaszonként folytonos p(t) fiiggvényt.

A Riccati-féle differencidlegyenlet segitségével adhato iranyithatosagi vizsgalatok és
a Kalman-féle méatrix rangfeltételek kapcsolata az approximécios tételek tiikrében na-
gyon természetesen vetGdik fel. A matrix Lie-algebrak elemeinek felhasznélaséval, a
rendszertulajdonsagok csupan Wei-Norman-féle [4] exponencidlis szorzat alkalmazasaval
is targyalhatok. Csupan linearis algebrai eliminéacioval kaphatok az el6z6 fejezetekben
emlitett gerjesztési feltételek is. Nem lesz sziikségiink a Diop-féle [28] differencidlalgebrai
eliminéciora, 5.3. Tétel.

A p-ben lineéris A(p) és B(p) méatrixok segitségével adott LPV rendszerekre is elvé-
gezhetSk az allapotfiiggés esetén is mindazok az elemi atalakitédsok, amelyeket az id6-
valtozos paraméterek esetére elvégeztem. Az altalanositott Kalman-féle rangfeltétel [31],
[32], [35], [34] azonban csak sziikségességet ad az iranyithatosagra, a linearis algebrai eli-
minaciobol adodo ,gerjesztési” feltétel is csak azt adja, hogy egy pontbdl elérhetd pontok
halmaza (elérhetdségi halmaz, amely altalaban nem altér) kifesziti az egész teret, de nem
lesz a rendszer iranyithatd. Ennek az oka az, hogy egy

K L
T = Z a(z) Az + Z bi(x)Byu
k=1 =1
rendszer elérhetGségi halmaza egy nemlinearis altér, hanem valamely esetleg szingulari-
tasokat is tartalmazo feliilet. Ezt egy példan is bemutatom.

Egy hasonlé példan azt is megmutatom, hogy LPV rendszer esetén el6fordulhat,
hogy minél pontosabb approximaciot hajtunk végre az irdnyithatosagi tulajdonsagok
egyre romlanak.

A modszertani bevezetében absztraktan méar definidltam a vertikum tipusa rendsze-
rek specidlis struktarajat.

A 6. fejezetben visszatértem ehhez a rendszerosztalyhoz. Ez a grafok nyelvén is
megfogalmazhat6 hierarchiat jelent.

A feldolgozoéipar folytonos folyamatai, de a feldolgozo, dsszeszerels ipari objektumok
is, vagy pl. egy olajfinomit6é sok részegységre, részrendszerre bomlik, azzal a specialis
strukturaval, hogy lényegében nincs visszatérs folyamat, a részben feldolgozott termékek
lesznek a bemenetei egy kovetkezs folyamatnak, és igy tovabb. Ezt egy iranyitott faval
lehet egyszertien érzékeltetni [40], [21].

Ezekre a linearis rendszerekre is megfogalmazhatok, felvetheték azok a kérdések (a
gyakorlatban is el6forduld esetek tanulményozéasa soran), mint amelyeket az altalanos
linearis rendszernél vizsgaltam, lasd [6]. A szokasos rendszertulajdonsidgok tanulma-
nyozéasara alkalmazhatjuk az altaldnosan kapott kritériumokat az elérhet&ségre, az ira-
nyithatosigra, megfigyelhetGségre és rekonstrualhatosagra. Elvahaté azonban, hogy a
specialitast kihasznalva leegyszertisodnek az eredményeim.

A vertikum struktara [18], [19], [20], [25], [48] az alapméatrixnak a Wei-Norman-féle
exponencialis szorzatként vald elGallitdsaban nagyon sok egyszertsitést tesz lehetévé.
Ebbdl adoddan az altalanositott Kalman-féle feltétel is nagyon leegyszertisodik. Az i-
edik részrendszerre felirhaté Cauchy-féle megoldé formuléat pedig tigy tudtam atalakitani,

6
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hogy az i-edik rendszer ,bemenetbe” csak az el6z6 rendszereknek a multjara van sziik-
ség, de nincs sziikség az el6z6 részrendszerek allapotara. Ezt egy nem kommutativ,
Lie-algebrai technikat alkalmazo6 kalkulus kiépitésével értem el. Ezzel strukturalisan &t
tudtam alakitani a vertikumos szétcsatolt rendszereket, amelyek kozt a kapcsolatot a
bemenetek multja teremti meg. Fzt az alkalmazott technikarol Wei-Norman-féle reorga-
nizacionak nevezziik. Hogy ez mekkora egyszerisitést jelent a hierarchidban a szemléltetd
abrank jol tiikrozi.

Vertikum tipust rendszerek

WEIL - NORMAN
REORGANIZACIO

Szétcsatolt dinamikaju rendszerek

2. 4bra

Azt is megmutattam, miként lehet az LPV rendszerekként interpretélni a vertikum
tipusi rendszereket. Azt fogalmaztam meg, hogy milyen paraméterek 0,1 értékeivel,
hogyan lehet azt leirni, hogy adott részrendszerek be vannak kapcsolva, mésok pedig
nem. Ezzel elérhetd, hogy egyes termékeket adott idgszakban nem allitunk els. Gaz-
dasagi érdekekbdl, vagy technikai feltételek teljesitése miatt elképzelhetd egy, az idében
lejatszodo, idealisnak nevezett idétiiggs paraméterrel leirhaté program, melyet azonban
a konverteres bevezets példankhoz hasonléan, a részrendszerek ki-be kapcsolasaval nem
realizalhatunk. Ezért az idedlis paraméterrel leirhatd viselkedést egy kapcsolasi rend-
szer kapcsolasi programjaval kozelitjiik olyan pontossaggal, hogy teljesiiljenek a kivant
rendszertulajdonsagok is.

A 7. fejezetben a dolgozatomban megfogalmazott absztrakt rendszerelméleti keret
lehet6vé teszi, hogy a korabban vizsgalt vertikum tipusi rendszerosztalyt széles kérben
alkalmazzuk. Ebben a fejezetben rovid attekintést adok egyes jellemz6 mérnoki és po-
pulaciookologiai alkalmazasokrol [56], [57], [67], [68].

7
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A vertikum tipust rendszereket bizonyos ipari rendszerek modellezése céljabol ve-
zettem be. Ezek a rendszerek hierarchizélt lineéris ,alrendszerekbdl” allnak oly moédon,
hogy az alrendszerek allapotvaltozoi a kovetkezd rendszer allapotvaltozoira hatnak. A
megfigyelhetGségre és iranyithatoségra sziikséges és elégséges feltételeket adtam ilyen
rendszerek esetében [4], [19], tovabbi rendszerelméleti tulajdonsagaikat vizsgéltam [22]
és [20], [25] szerint.

A tovabbiakban néhany fontos alkalmazast, a téméaban irt cikkeim alapjan tekintet-
tem at [56], [67], [68], [72]. A vertikum tipusa rendszerek egyik fontos jelenlegi alkal-
mazésa a populacidckologia teriiletén taldlhato. A populéaciok kolesonhatasa jellemz&en
nemlinearis, de Gamez et al. [11] megmutatta, hogy egy tipikus, eréforras — termeld
— elsédleges felhasznalé — masodlagos fogyaszté lancot lehet egy konkrét ckologiai kol-
csonhatésrendszerben vertikum tipust rendszerként azonositani. Ezzel pedig az eredeti
modell megfigyelhetGségét lokdlisan egy linearis rendszer megfigyelhetéségére redukalhat-
juk.

A csatolt finomitoirendszerek operativ iranyitasa a keletkezs termékek Gsszetételének
ismeretét igényli a teljes folyamat sordan. Egyes esetekben modelprediktiv iranyitéast
alkalmaznak, amelyek az allapotbecslésbdl [60] szarmazd pontos adatok rendelkezésre
allasat igénylik. Ehhez hagyoményosan Osszetételanalizatorokat alkalmaznak, amelyek
bar nagyon pontosak, de egyben igen draga berendezések is, emellett a teljes mérés
manudlisan zajlik. Fejlett szintii eljarasok esetén ez nemkivéanatos. Az analizatorok f6
alternativajaként hémérsékletvisszacsatolasos szabélyozokat alkalmaznak, ezek azonban
az Osszetétel variacivjanak nem pontos indikatorai.

Egy maésik alternativa allapotbecslések alkalmazasa, amelyek szekunder hémérséklet-
mérésekre tamaszkodnak megfigyelésként.

A csatolt finomitasi eljarasok komplex, magasabbrendii, nemlineéris folyamatokat
kovetnek, idében valtozé dinamikaval. Nemlinearis rendszerek robosztus allapotbecs-
lésének externalis zavarok ellenében valé megallapitasara szamos esetben sziikség van:
szenzorok meghibasodasa, a mérési jelekben bekovetkezs zavarok stb.

Laborkisérletekkel igyekeztiink talalni egy, a KKSZ korlatait meghalad6 alternativ
sziirési eljaras lehetségét (1d. pl. A. Edelmayer et al, 2010). Valos, nem szimulalt,
gyaregységszinti adatok segitségével sikeriilt alternativ megfogalmazast adni egy csatolt
finomitasi eljaras segitségével, amely a vertikum tipust rendszerek egyik jo gyakorlati
példaja.
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1. Modszertani osszefoglalo

Az els6 fejezetben Gsszefoglalom és vizsgalataim céljanak megfelelGen atfogalmazom azo-
kat a matematikai modszereket, amelyekre sziikségem lesz az in. rendszer-tulajdonsagok
(iranyithatosag, megfigyelhetéség, stb) gondos, fogalmilag tiszta targyalasa soran [8|.
Ezeket a rendszer-tulajdonsagokat algebrai, geometriai rangfeltételekkel jellemezhetjiik
autonom esetben. Hasonlé eredményeket tudunk megfogalmazni id6tél fiiggd (nemauto-
nom) esetekre is, ha az id6t6l fiiggs elemek, pl. egytitthatok bizonyos gerjesztési feltéte-
leket teljesitenek. Ez differencial-algebrai feltételek teljesiilését jelenti. Igy a kovetkezd
pontban roviden Gsszefoglalom a targyalashoz sziikséges differencial-algebrai fogalmakat.

Egy R # () halmaz gytrd, ha ellattuk két, osszeadasként, illetve szorzasként jelolt
binéaris miivelettel. Ezen kiviil az R-ben kitiintettiink speciélis elemeket, a 0 € R nulla-,
és esetenként az 1 € R egységelemet; tovabba, minden r» € R elemnek van ellentettje a
—r, amelyre

r+(—r)=0. (1.1)
Az Osszeadas kommutativ és asszociativ, azaz
ri+ry =19+ 7, Vri,ro € R (1.2)
(r1+re) +r3=r1+ (ro+rs), Vry,re,rs € R. (1.3)
A 0-elemre fenall, hogy
O+r=r VreR. (1.4)
A szorzas esetenként kommutativ,
riry =rory, Vrirs € R, (k)
és mindig asszociativ:
(riro)rs = ri(ror3), Vri,ra,7m3 € R. (1.5)

Ha R-ben létezik egységelem, akkor
l-r=m, r-l=r, Vr € R. (e)

Esetenként egy r € R elemnek lehet bal, illetve jobbinverze, és inverze: ~r € R balinverz,
ha
rer=1,

r~ € R jobbinverz, ha

és r~! inverz, ha

rlr=rr =1, (i)

Az 6sszeadas és a szorzas miveletét Osszekapcesolja a disztributivitas:
ri(re 4 173) = 112 + 1173 (1.6)
és
(T1+T2)T3 :7"17”3+T‘27“3, \V/Tl,TQ,Tg c R.
Ha (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) mindegyike fenall, akkor azt mondjuk, hogy R

gydrd.

Ha az R gytritiben van 1 € R egységelem, akkor R egységelemes gytrt.
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pPéldak.

1.

2.

Ez utobbi egy nem egységelemes gytirti. Ha az R gytriiben a szorzas kommutativ,

7. az egész szamok gyftirtje.

Q a racionalis szamok gytrtje.

R a valos szamok gytirtje (t6bb mint gytird, mint latni fogjuk).
R™™ az n x n-es valés matrixok gytrje.

C'0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények gytirtje.

C[0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett végtelen sokszor differencialhaté (sima)

fiiggvények gytrje.

C,[0,00) a [0, 00) intervallumon folytonos, a co-ben 0-hoz konvergald fiiggvények

gytrtje.

akkor R kommutativ gytrt.

A példaink koziil, ha n > 1, akkor R™*" nemkommutativ gytir.

A 3. példankban R minden nemnulla elemének van inverze, a szam reciproka. Ha
az R gytrtiben ez a tulajdonsag fennall, akkor azt mondjuk, hogy R test, amely lehet

nem-kommutativ is.

Ha egy R gytriiben valamely r # 0 és r # 0 elemre 179 = 0, akkor azt mondjuk,
hogy r; baloldali 0-osztd, r pedig jobboldali nulloszt6. Tehéat, ha R-ben van baloldali

0-oszto, akkor van jobboldali 0-0szt6 is.

Ha egy R gyftriiben nincs 0-0szt6, azaz riro = 0-bol kovetkezik, hogy vagy ry = 0,

vagy ro = 0, akkor R 0-osztomentes.

A példaink koziil az 1., 2., és 3. nulloszté-mentes, mig a tébbiben vannak 0-osztok.

Példaul, ha n > 1, akkor R™*"-ben van 0-o0szt6:

(-8

A C10,1] fiiggvénytérben a kovetkezd fiiggvények nullosztok.

Iy »

1
2 2

bo | =
ol —

10
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Sima fiiggvényekre is hasonld konstrukcidkat lehet adni:

0 , ha tel0,1],
f(t) = S -
e ©“2* | ha te(51],
0 , ha te [%, 1} ,
gty =9 -
e =2  ha te€ (O, %} ,

Ekkor f,g € C*[0, 1]

f#0,  g#0, ¢s

ft)g(t) =0 vtel0,1].
Definialjuk a (0,1) intervallumon analitikus fiiggvények gytrdjét: A(0,1)-t, amely a
korabbi fliggvénytereinkhez hasonld, azonban nincs benne 0-0szto.

Tegyiik fel, hogy f,g € A(0,1), f # 0,9 # 0 és f(t) - g(t) = 0 minden ¢ € (0,1).
Ekkor legyen t, € (0,1) egy olyan pont, ahol, f(¢3) # 0. De ekkor létezik olyan
(to —e,to+¢) C (0,1) nyilt kérnyezet, amelyben f(t) # 0. De itt a g(t) = 0 egyen-
16ségnek kell teljesiilnie, ahhoz, hogy f(t)g(t) = 0 teljestiljon. Viszont, ha egy ¢ anali-

tikus fliggvény (ty — &,to + €) nyilt intervallumon 0, akkor 0 az egész (0, 1) értelmezési
tartoméanyéan, ami ellentmond annak, hogy f, g nullosztok lennének.

A tovabbiakban R mindig kommutativ gytiri lesz, esetenként egységelemes, eseten-
ként 0-osztomentes, esetenként nem, de a 0-osztémentességnek nem lesz szerepe a vizs-
galatainkban.

Legyen R kommutativ gytri (tovabbiakban egyszertien gytirti), amelyben definialunk
egy derivalasnak (vagy differencialasnak) nevezett d : R — R miiveletet, amelyre minden
r1,79 € R esetén fennall

d(ry + 1) = dry + drs, (1.7)

d(rire) = (dry)ra + r1(dre),
Ekkor azt mondjuk, hogy R differencialgytri [27], [10], [7].
Az 1., 2., 3. és 4. példakban a d miivelet legyen a trivialis:
dr =0, Vr e R

d
esetén. A C*°[0,1] és az A(0, 1) gytirtben legyen (df)(t) = d_é =

derivalés.

1'(t), azaz a kozonséges

Valojaban a vizsgalatainkba bevonhatnank a nemkommutativ differencialgytird fogal-
mat is, de erre a jelen értekezésben nem lesz sziikségiink. Erre példa lehet az analitikus
elemeket tartalmazo n x n-es matrixok gytirtje,

A0, 1) = {(ai; (t) Jnxn | aij € A0, 1)},

az elemenkénti differencidlassal:

/ / /
ayy Qg ... Gy
/
dA=| ™
/ !/
o ¢ 1

11
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Mig egy kommutativ differencidlgytrtiben a szorzat derivaltjara

d(fg) = (df)g + [(dg) = (df)g + (dg) [ = g(df) + (dg)f = d(gf)
szabadon felcserélhetsk, az (A(0,1)"*™, d) differencialgytriiben a
d(AB) = (dA)B + A(dB)

sorrend szigorian betartando:

0 f 0 0Y\] 0 f 0 0 0 f 00\ [ flg+rfd
0 OG-0 OG- )e (o s)- ("
mig )

d 0 0 0 f (0 0
\g O 00/ \O0 dgf+gf )
Legyen R differencidlgytird d derivilassal, n € N, j = 1,2,...,n, i; & ojj
nemnegativ egész szam. Tetszbleges x1,x9,...,2x, € R esetén x1,xs,...,x, differenci-

4l hatarozatlani monomnak nevezzik a kovetkezsd szorzatot:

Il <H <d>> -

j=1 \i;>0
=270 (day) ™ (dPay)™? g™ (dag) ™t ™ (day) ™™ (dPa,) ™

mindig véges sok szorzotényezével. Nem véletlentil hasznaltuk itt is a ,,d” jelolés a deri-
valasra, ui. most kiterjesztjiik a derivalast a monomokra:

[T () =iﬁn<dz‘m>°‘w(n (s ) T 1T ()™

j=11;>0 I=1 j=1i;>0 >0 j=1414;>0
ahol a d [] (d¥%x;)"""-et kiiloén definidljuk:
i;2>0
e
A )™ -
>0
ml—l
i Qg opm, —1 1 Qym,;+1 i Qg g

5> a,, | TT (@)™ | (@meyeom (@mta) ™o (dra)™ ).
m; >0 ;=0 1 >my+2

P(xy,2y...,2,) egy differencidlpolinomon a P, )(asy)-(ans) € B 1120,
19 > 0,...,4, > 0, egyiitthatokkal képezett kovetkezd Gsszeget értjiik:

Z P(C“lvil)(a%’iz)-..(an,in) H H(dijwj>aj7ij.

j=1;>0

A d derivalast a differencidlpolinomokra is kiterjesztjiik a kovetkezs értelmezéssel:

dP(xl,JEQ,...,xn):Z d(Pau1 (nin)) HH (diz;)™

Jj=114;20

12
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_’_P(al,il)-..(anyin)d H H (di]'xj)ajvi]'

j=14;>0

Ha az Osszes, R folotti xq,x9,...,2, differencial-hatarozatlanokkal definialt
differencialpolinomok halmazéat, R {xi,zs,...,z,}-et a természetes modon ellatjuk
a +, -, d miveletekkel, az ellentett és a 0 differencidlpolinomokat a szokasos moédon defi-
nialjuk, akkor a (R {z1,xs, ..., 2,},d) differenidlgytiriveé valik, az R-folotti xq, xo, ..., z,
differencial-hatarozatlana differencialpolinomjainak a differencidlgytirtijéveé.

Az R differencialgytirtt Z-modulussa, (mintha Z-folotti vektortér lenne) lehet tenni,

ha n € Z, n > 0, akkor minden r € R esetén definidlhat6 az

nr=r—+r—+...+r
N———

n-szer

szorzat. Ha n = 0, akkor Or = 0 € R. Ha n negativ, akkor —n pozitiv egész ezért legyen

nr=—(r+4+r+...4+r).

~~
—Mn-Szer

Ezzel egy szorzast definialhatunk 7 és R elemei kozott.

Konnyen beldthatok a kdvetkezs asszociativitési szabalyok:

(ning)r = ny(ner) = na(nyr),
n(rire) = (nri)re = ri(nry),

tovabba a disztibutivitasi szabalyok,

(ny + ng)r = nyr + nar,
n(ry + re) = nry + nry,

valamint
—(nr) = (—n)r.

Ha R egységelemes és minden nem nulla n € 7Z esetén n - 1 invertalhato, akkor
a racionélis szamokkal vald szorzas is definidlhatd, és mivel Q test, ezért R Q folotti
vektortérré valik, de erre nem sokszor lesz sziikségiink.

Meéqg egy utolso megjeqyzés: ha R folotti vektortérré akarjuk tenni az R differenciél-
gyttt (a ,differencial” jelzg el is hagyhato), akkor ezt csupan algebrai tulajdonsagok
feltételezésével, mint fentebb az n - 1(n # 0) elemek invertalhatosaganak feltételezésével,
méar nem tehetjiik meg. Ekkor mér topologiai, folytonossagi, ill. teljességi kritériumokat
kell feltenniink. Az alkalmazéasok dontd részében ezek természetes modon teljesiilnek.

Legyenek ay,as, ..., as € R kivalasztott elemek. Ezeket az id6t6l fiiggs egyititthatok-
nak, ,paramétereknek” tekintjiik. (Ez természetes, ha R alkalmas fiiggvénygytrt).

Legyenek most oy, as, . . ., ay differencial-hatarozatlanok. Ezekkel a (Z,0) differenci-
algytrd folotti differencial-polinomok differencial-gytirdjét, a Z {ajao, ..., as}-t defini-
alhatjuk.

Ha ezt a differencial-polinom-gytrtit R-ben kiértékelem, behelyettesitve az o; hataro-
zatlan helyébe az a; € R elemet, akkor az R egy rész differencial-gytirdjét kapom, amelyet

13



dc_1281 16

Z{ay,aq,...,as} C R-el jelolok. R-et tekinthetem Z {aj,as,...,a;} f6lotti differencial-
gytrtinek, amelyet az
R = RZ{al,aQ,.,.,as}

jeloléssel fejezem Kki.

Most megmutatom a (1, Bs, . . ., §; differencial-hatarozatlanok differencial-polinomjait
a Z{ay,as,...,as} differencial-gytrd {6l6tt:

Z{a17a27'"aa's}{ﬂhﬁ%"'aﬁl}'

Majd kivalasztom uq, us, ..., u; € R elemeket.

A Z{ay, a9, ... a5} {B1, B, ..., P }-et kiértékelem R-ben akkor a
Z{ai,as,... a5} {us,ug, ..., 0} CR

rész-differencidlgytrit kapom. Az uq,us, ..., u; elemek differencial-algebrailag fiiggetle-
nek, ha barmely 0 # P (51, o, ..., 01) € Z{a1,as,...,as}{B1,Po,- .., 0} esetén

P<u1;u27"'7ul) 7&0

azaz a kiértékelés injektiv homomorfizmus.

A tovabbiakban felteszem, hogy wuq, us, ..., u; differencidl-algebrailag fiiggetlen a
Z{al,ag,...,as}{ul,u2,...,ul} CR

rész-differencialgytrtiben.
Azt is felteszem, hogy R barmely r eleme algebrai a

Z{ay,aq,... a5} {uy,us, ..., u} C R {6l6tt, azaz mindig létezik

Z{ay,aq,... a5} {uy,us, ..., u}

egylitthatos (nem-differencial) polinom, amelynek r megoldésa.

Feltételezem, hogy létezik véges sok x1,xs,...,x, € R elem, amely nemdifferenciél-
polinomjaként (Z {a,aq, ..., as} {uy,us,...,u} f6lott) minden r € R elem kifejezhetd.

Mar valasztottam wy, us,...,u; € R elemeket, amelyek differencial-algebrailag fiig-
getlenek Z {ay,aq,...,as} folott. Ezeket az elemeket a tovabbiakban iranyitasoknak,
bemeneteknek nevezem.

Az el6ébb kivalasztott w1, x9,,...,2, € R eclemeket, amelyek (nemdifferencial-
algebrailag) generaljak az egész R differencidlgytirtt a Z {a1,aq, ..., as} {uy,ug, ..., u}

folott, allapotoknak nevezziik.

Valasszunk tovabbi, yq,v2, ...,y € R elemeket is, amelyeket kimeneteknek neve-
ziink.

Mivel az xq,2s,...,x, € R elemek generdljdk az egész R gyfrit, ezért
a dridxs,...,dx, és az Y1,Y2,...,Yn elemek Kkifejezhet6k az xi,z,...,x, (nem-

differencial) polinomjaiként a

Z{ay,a9,... a5} {us,us,...,u} =7Z{ay,as,...,asuy,us, ... u}-beli

14
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egyiitthatokkal: azaz 1éteznek olyan

fi(zr, e, .. x), fo(mr,@e, .o n), ooy fu(T1, @ay ooy 2y)
g1(x1, 9, ... xy), go(x1, 20,0 T0), ooy G (1, Ty oo Xy)
polinomok Z{ay, as, ..., as, uy, us, ..., u }-beli egyiitthatokkal, amelyekre

dry = fi(x1,me,. .., x,),

dxe = fo(T1, 29, ..., 2y),

dx, = fo(x1,29, ..., 2p),

y1 = q1(x1, T2y ..., Ty),

Y2 = go(x1, 20, ..., Tp),

Ym = Gm(T1,Tay ..., Tp).

Hasznéalva az x = (1,22, ..., 2,), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Ym)

f:(fl,fg,...,fn), g:<917927-~79m)

vektorjeloléseket,

tomorebb alakot nyerem.

Tudhato, hogy az f;, g; polinomok egylitthatoi a Z{a,as,...,as, u1,us, ..., u}
differencial-gytrtibdl valok, ezért 1éteznek olyan

F(x,a,da,d’a,...,u,du,d’u,...) € R",
G(x,a,da,d?a, ..., u,du,d*u,...) € R™,
polinomiélis ,fliggvények”, amelyekre
dx = F(x,a,da, d*a, ..., u,du,d’u,...).
y = G(x,a,da,da, ..., u,du,d*u,...).

Ezt id6tol fiiggs egyiitthatos, vagy paraméteres iranyitasi, bemenet-kimenet rendszer-
nek nevezziik. Természetesen, ebben a tisztan algebrai targyalasban semmiféle id6 nem
szerepel.

Konkrétabb formaban irhatom le a lineéris rendszereket, azaz azokat amelyek lineari-
sak az x allapotokban és az u bemenetekben és azok derivaltjaiban, azaz amelyek alakja
matrix-vektor frasmodban

dx = H(a,da,...)x + Z Ki(a,da, d*a, .. .)d"u,

1>0

y = L(a,da,d*a, .. .)x + Z M;(a, d*a, .. .)d"u.

1>0

15
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Erdekessége a kapott formanak, hogy mind a ,dinamika”, mind a kimenet fiigghetnek a
bemenettsl és annak véges sok derivaltjatol, valamint az ,id6t6l” fiiggs egyiitthatok, ill.
paraméterek is el¢fordulhatnak a derivaltjaikkal egyiitt. Ez nevezhet az ilyen rendszerek
kanonikus alakjanak. Ez joval altalanosabb a megszokott

X(t) = H(a(t))x + K(a(t))u,
y(t) = L(a(t))x + M(a(t))u,

formanal. Szokasos ezt a Fliess-féle kanonikus alaknak is nevezni [29], mig a klasszikus,
ismertebbet a Kalman-féle kanonikus alaknak nevezzik.

A
H(a,da,...), K;(a,da,...) (1 >0),
L(a,da,...) és az M;(a,da,...) (i > 0) matrixokat ki lehet fejezni Z"*"-beli, Z"*!-beli,
7™ " beli és Z™*!-beli ,konstans” matrixok linearis kombinacioiként:

H(a,da,...) = hi(a,da,...)H, + ha(a,da,...)Hy + ...+ hp(a,da,...)Hp,
Ki(a,da,...)= k:ll( a,.. ) Ky +kio(a,da,.. ) K +...+ kiy(ada,...) K, i >0,
L(a,da,...) = (a, .)L1+(a,da,...)Ly+ ... +lg(a,da,...)Lg,

M;(a,da,...) =m;(a,da,...)M; +mp(a,da,... )My + ...+ mg,(a,da,.. )Mg,, i >0,

ahol

l
H17H27' - 7HP S ann7Kil7Ki27' e 7KiJi S/ )

Ly, Ly,...,Lg € Z™™ M, M,, ..., Mg, € Z™".

Feltehetjiik a maéatrixainkrol, hogy csoportonként minimalis szémuak, amelyek
elgallitjak a H(a,da,...),K;(a,da,...),L(a,da,...) és az M;(a,da,...) matrixo-
kat, azonban 7 f0l6tt nem jelenti azt, hogy a matrixok linearisan fiiggetle-
nek lennének. Ha azonban R egységelemes differencial-gytri és az nl € R
(n € R, n#0) elemek invertalhatok, akkor, mint lattuk RQ {6l6tti vektor-
tér. Ekkor a minimalitds és linearis filiggetlenség ekvivalensek. Az egylitt-
hatok és hy(a,da,...),..., hy(a,da,...), ka(a,da,...).. . ky(a,da,...), li(a,da,...),...,
lo(a,da,...) ma(a,da...),...,m;g,(a,da...) az a,da,da,... polinomjai, ezért az
(a,da,d?a...) sorozat véges, de nem specifikdlt hossziisagt sorozat. Erre bevezethetd

a kovetkezd jelolés:
d>®a.

A jeldlést az motivalja, hogy hasznaljak az (a,da,...,d*a) = d*a jelélést a k-adik
felemeltre. Ezzel

>0
I
H(d™a) = hi(d™a)H;,
=1
I;
Ki(d™a) = ki, (d™a) Ky,
Ji=1
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L(d>®a jg:l (d™a
d[oo Z 'rnzsZ zsza

s;i=1

ahol H; € Z™", K,;, € Z"',L € ™", M,;,, € Z™*'. Ezzel a kivetkezs kanonikus
alakot kapjuk az a = (a1, aq,...,as) id6td] fliggs paraméter, vagy egyiitthatos linearis
rendszerrel

dx—}jhﬂw Hx+§:§:% a)K,;,d

>0 7;,=1

Z d[oo)a L XZ Z m;s;(d ]\ledz

i>0 s;=1

Ez altalanosabb a szokott kanonikus alaknal abban az értelemben, hogy az id6tél fiiggd
egyiitthatok és derivaltjai is megjelennek a konstans matrixok egyiitthatoiként, ezek
az el6bbieknek polinomjai, tovabbéa az iranyitasok is és derivaltjaik is szerepelnek az
egyenletekben.

Linearis paraméter-valtozos rendszerek

A kitiizott feladat targyalasdhoz nem sziikségképpen kellene id6tél fiiggd egyiittha-
tokat is figyelembe venni, mi azonban ebben az altalanos formaban targyaljuk a valtozo
paramétert is tartalmazo rendszereket. Ezért részben megismételjiik az el6z6 pont konst-
rukcioit.

Legyen R differencialgytir{, amelyet mint lattuk Z-modulusként is tekinthetiink. Le-
gyenek

ai,Qs,...,0s € R
kivalasztott elemek, az id6tdl fiiggs egytitthatok. Valasszuk ki az wuq,us,...,u; € R

bemeneteket is.  Lattuk, hogy definidlhaté az R-ben a Z{aj,as,...,as} rész-
differencialgytirti, amely feletti modulusnak is tekinthetjik az R differencialgytrtit,
ui. Zf{ay,as,...,as} C R differencidlgytird, ezért definidlva van az R elemeinek a
Z{ay,ay,...,as} elemeivel valo szorzata. Tekintsiik a Z {ay,aq,...,as} {B1, 52, ..., 0}
differencidlpolinom-gytirtt a (1, fo, . .., §; differencidlhatarozatlanokkal, amelyet kiérté-
keliink az R-beli 8; = u; elemekkel. Ezzel a

Z{ay,aq,...,a5} {uy,us,...,u} ="2{ay,as,...,asu;,us, ..., 0} CR

részdiffrenecialgytrtt kapjuk. Most is feltessziik az uq, us, .. ., u,, elemek differencialal-
gebrai fiiggetlenségét a Z {aq,aq, ..., as} C R részdifferencialgytird folott, azaz, ha

p#o peZ{a17a27'"7as}{51762a"'75l}a

akkor p(ay, as, ..., as ug, us, ..., ) # 0, azaz a kiértékelés-homomorfizmus

Z{a17a27"'7a5}{617627"'7ﬁl} — Z{al,am--~;as}{ul,u27~-,ul} CR
injektiv.

17
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Tovabba feltessziik, hogy Z {aq,aq, ..., as,u, us, ..., u} C R {6l6tt algebrai, s6t vé-
gesen generalt: azaz léteznek olyan xy,zs, ..., z, € R elemek, amelyekre fennall, hogy

Z{ay,ag,...,a5,u1,Us,. .. U} [T, Tay ..., 2] = R,

azaz minden r € R-hez l1étezik olyan

P(xy,z9,...,2,)
nemdifferencial-polinom a
Z{ay,a,. .. a5, u1,us,. .. U}
folott, hogy
r=P(xy,z9,...,2,).
Tovabbi, y1,ys, . . ., ym kivalasztasaval definidltuk a

dx = F(x,a,da,...,u,du,...),
y = G(x,a,da,...,u,du,...)

bemenet-kimenet rendszert.

Most valasszunk tovabbi elemeket, amelyeket valtozo paramétereknek nevezem:

k
Legyenek 0 < nq,ng, ...,n; természetes szamok, amelyekre >~ n; = n. Valasszuk ki
i=1
a k — l-edik csoportba a
Pi1g, Peiy s Peoip, € R
elemeket ,valtozd paramétereket” gy, hogy az
T1,T2,. .. 7xn1+n2+...+nk,17 Pk‘*l,l? Pk-,LQ’ ey Pk*l,nk
elemek generaljak R-et a Z {ay,aq,...,as,u1,us,...,u} {6l6tt, az az
R=7 {ala sy sy UL,y - aul} [wla T2y ooy Tpytnot.4ng_1s Pk—1,17 Pk—1727 ) Pk—l,nk}
A k — 2-ik csoportba valasszunk
Pk—2,1+nk> Pk—2,2+nk7 sty Pk—2,nk,1+nk € R
elemeket amelyekre szintén fennall, hogy
R=7Z{ay,...,as,us,...,u}
[xla Zo, ... 7xn1+n2+...+nk,27 Pk—2,1+nk7 Pk—2,2+nk7 s 7Pk—2,nk,1+nk]u
és végiil az 1. csoportba véalasszunk
P1,17 P1,27 s 7P1,n2+n3+...+nk S R
elemeket, amelyekre fennall, hogy
R=7{ay,...,as,us,...,u}
[xla L2y y .- 7xn17 P1,1P1,27 ceey Pl,n2+n3+...+nk]-

18
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Vagyis, az x1, %2, ...,%, allapotokat szisztematikusan kicseréljiik a F;; € R elemekre,
a valtozo paraméterekre tigy, hogy a maradék allapotokhoz hozzévéve a ,yaltoz6 para-
métereket”, mindig generaljak az R differencialgytirit a Z{ay,...,as, ug, ..., u} folotti

nem-differencidlgytriiként.

Az y1,v9, ..., yn kimeneteket is k csoportra bontjuk. Ehhez feltessziik — a komplika-
ciok elkeriilése végett, — hogy léteznek olyan 0 < mq, mo, ..., my egész szamok, amelyekre

k
> m; = m ami természetesen csak a k < m teljesiilése esetén lehetséges.
i=1

A dxy,dxs, ... dxg,, Y1,Y2, - - ., Ym, elemeket tekintsiik a

Z{al, ey Qg Upy .. ,Ul} [l‘l,[lfz, e 7xn17P1,17P1,2 e Pl,ng—i—ng—i—...—i—nk] = R

differencidlgytirt elemeiként. Vezessiik be a kdvetkezs vektoridlis frasmodot:

X1 = (331,1'2, s 73:711)7
X2 = (:CTL1+17 Tni42; - - - 7xn1+n2)7 sy
X = (xn1+---+nk_1+17 Tpg4..dng_1+2 -« - 7$n1+---+nk)7

Fl - (Fl,FQ, .. -aFn1)7

F2 = (Fn1+17Fn1+27 v 7Fn1+n2)7 IR

Fk = (Fn1+---+nk—l+17 Fn1+---+nk_1+27 S 7Fn1+---+nk)’
Y1 = (ylay27 s 7ym1)7

y2 = (ym1+1aym1+2a . 7ym1+m2)7 ceey

Y = (ym1+‘..+mk,1+17 ym1+‘..+mk,l+27 CRCaS 7ym1+...+mk)

G1 - (Gl,GQ,...,Gml),
GQ - (Gm1+1,Gm1+2, . '7Gm1+m2)7 ey

Gy = (Gm1+...+mk71+17 Gm1+...+mk,1+27 ‘e 7Gm1+...+mk)7

19
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tovabba,

(Pl,h P1,27 R Pl,n2+n3+.4.+nk>’

P! =
2
P° = (P2,1a P2,27 BRI P2,n2+n3+...+nk)7

k=2 __
P - {pk—2,l,Pk,2’27 s 7Pk—2,nk,1+nk} )

P = (Peo11, Picig, oo Proiny)-
Ekkor az el6z6 paragrafushoz hasonléan

dx; = Fi(x;,P',a,da,... u,du,...),

2
dxy = Fo(x1,x9, P a,da,... u,du,...),

d = Fi_( P* ' a,d d )
Xp—1 = Fp_1(X1,X2, ..., X1, ya,aa, ..., u,au,...),
dxy = Frp(x1,Xs,...,Xg,a,da, ..., u,du,...),

y1 = Gi(x;P*,a,da, ..., u,du,...),

yo = Go(x1,%,P? a,da, ..., u,du,...),

Vi1 = Gr1(X1, X, ..., X,_1, P" ' a,da, ... ,u,du,...),
vi = Gr(x1,X9, ..., X, a,da, ..., u,du,...)
altalanos vertikum-tipusi rendszert kapjuk a P, P2, ... P* ! véltoz6 paraméterekkel.

Ha a paramétereket, az R elemeit ebben a formaban reprezentalom, egyetlen genera-
torrendszerben sem fejezem ki, ugy tekinthetSek, hogy a ,valtoz6 paraméterek” az ,ids-
nek” a fliggvényei, azaz tjabb id6tél fliggs paraméternek tekintheték. Megjegyezem,
hogy ekkor az id6tél fiiges P, P2, ... P¥! derivaltjai nem szerepelnek a rendszert leird
egyenletekben. Ez megkiilonbozteti a valodi ,id6fiiggs” egyiitthatoktol. Az is kiilonb-
ség, hogy a megfelel§ allapotokkal egyiitt a paraméterek generatorrendszert alkotnak a
Z{a,... asu,...,u} f0lott, mig az ay, ..., asre ilyesféle kikotéseim nem voltak.

Ha a Pj; € R clemeket a
P, e Z{ay,... a5,uy,... ) [, 20, ..., T,

elemeként reprezentalom, akkor a rendszeriink valtozé paramétere allapot- és bemenet-
fiiggsveé valik:
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1
dx; = Fi(x1, P (x1,...,X,a,da,...,u,du,...),ada,...,u,du,...),
1
dxy = Fo(x1, 29, P (x1,...,Xp,a,da, ..., u,du,...),ada,...,u,du,...),
dxy, = Fp(x1,Xo,...,Xg,a,da, ..., u,du,...),

1
y1 = Gi(x1, P (x1,...,%x5,a,da,...,u,du,...),a,da,...,u,du,...),

yo = Go(x1, X0, P*(xy,...,Xp,a,da,...,u,du,...),a,da,...,u,du,...),
Vi = Gi(X1,X2,...,Xg,a,da, ..., u,du,...).
Most tegytik fel, hogy egy Z1, Xs, ..., T, generatorrendszerrel és az 4y, ¥, . . . , Y. kimene-
tekkel az
R:Z{al,...,as,ul,...,ul}[55\1,33\2,...,@1]

reprezentacioban egy mésik,

~

dx = F(x,a,da,...,u,du,...)

~

y=G(x,a,da,...,u,du,...)
rendszert definidltunk. Ekkor a P;; € R paramétereket
Z{ay,... asu1, ..., u} |21, Ta, ..., Ty)-ben
elgallitva, egy a paraméterek segitségével elGallitott csatolt rendszert kapunk:
dx; = Fi(x;,P'(Z,a,da,...,u,du,...),a,da,..., u,du,...)

2
dxy = Fo(x1,x9,P?(Z,a,da,...,u,du,...),a,da,...,,udu,...),

dxy = Fi(x1,Xs,...,Xp,a,da,...,u,du,...)
1/~
yvi = Gi(x1,P(7,a,da,...,u,du,...),a,da,...,u,du,...),

yo = Go(x1,%0, P*(T,a,da, ... ,u,du,...),a,da,...,u,du,...)

vi = Gr(x1,Xg,...,Xg,a,da, ..., u,du,...).

Mig az el6z6, az allapotfiiggs paraméterezéssel a rendszer vertikum-struktiraja meg-
szlinik, az Ty,...,7, allapotok csatolasakor a rendszer xi,x»,...,z,-ben megtartja a
vertikum-struktiréajat.

Most teljes altalanossagban beszéliink a valtozo-paramétertd ,id6tsl” is fliged
bemenet-kimenet tipust iranyitési rendszerekrdl.

Tekintsiik az R differencial-gytrtt az wuq,us, ..., u; bemenetekkel, az xq,xs,..., 2,
allapotokkal és az y1, s, . . ., yx kimenetekkel, azaz reprezentdlom az R differencial-gytirtit
az R =7Z{uy,...,w}|[x1,29,...,x,] alakban, az

YL, Y2y - Uk € Zif{ug, ug, ... ug} (X1, 2oy, 2]
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kimenetekkel. Eddig mindig feltettem, hogy az uq,us,...,u; € R elemek, a bemene-
tek differencial-algebrailag fiiggetlenek, és hogy Z {uy, us, ..., u;} f6lott (nemdifferencial-
algebrailag) R végesen generélt.

Hogy teljes altalanossdgban beszélhessek valtozo paraméteres rendszerekrsl, nem ko-
vetelem meg a differencial-algebrai fiiggetlenséget az uq, . . ., u; bemenetektdl, de azt igen,
hogy R (nem-differencial-algebrailag) végesen generélt a Z {uy, us, ..., u} {6lott. Ez azt
jelenti, hogy kevesebb bemenetre van sziikségiink, ui. az Osszefiiggést jelents differencial-
algebrai egyenletbdl egy bemenetet elimindlhatunk,  kifejezhetiink” a tobbi segitségével,
igy gyakorlati szempontbol ez a bemenet elhagyhato. Algebrai szempontbél ennek nincs
semmi értelme ui. egy bemenet-kimenet rendszer bemeneteirsl a kimeneteire vald leké-
pezés

>
(ulau27 s 7ul)’_1>(y1ay27 s 7yk’)

sohasem tekinthets azonosnak egy

(uy,us, ... ,ul_l)é(yl,yg, e Uk)
leképezéssel, még akkor sem, ha
w=q(ur, uz,...,w-1) € (ur,u,. .. ,u5—1)'&>(yl,yz, s k)
ugyanaz, mint
(up,us, ... w1, q(uy, us, . .. ,ul_l))»&)(yl,yg, e k)

Gyakorlati szempontboél egy aktuatort helyettesithetek a tobbi hatasdnak a kombinacio-
javal.

Ezek utan legyenek Py, Ps,..., P, differencidl-hatarozatlanok és tekintsiik a
P, P, ..., P, hatarozatlanu differencial-polinomokat

R ="7{uy,ug,...,u}[x1,29,...,2,]-beli
egyiitthatokkal, azaz tekintsiik az
R{P.,P,...,P} =
=ZA{uy,ug, ..., w} w1, 20, ..., 2, {P1, Py, ..., Ps} =
=7Z{P, Py, ..., Psuy,us, ..., u}[zxe,. . . Ty

differencial-gytrtit, amelyet valtozé paraméteres bemenet-kimenet rendszernek nevezek,

Uy, Us, . . ., u; bemenetekkel és x1, o, ..., x, allapotokkal. Tekintsiik az y1,vy2,...,yx € R
{P,..., P} elemeket a rendszer ugyancsak paraméterfiiggd kimeneteinek.
R{Py, P,,..., P;} (nemdifferencial-algebrailag) végesen generélt, xi,zo,...,z, al-

lapotokkal.  Ebbd&l koévetkezSen dxq,dxs,...,dx, és yi,y,...,y; most is kifejez-
het6 ZA{Py, Ps,..., Ps,ui,ug, ..., 4} egyiitthatos xy,zs,...,x,-beli nemdifferencial-
polinomok segitségével, amibsl megkapom a paraméterfiiggs

dx = F(x,P,dP,... udu,...),
y = G(x,P,dP,... ,u,du,...)

bemenet-kimenet reprezentaciot.
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Tekintsiik most az R gytrd aq,as,...,as elemeit, és a P, P, ..., P, differencial-
hatarozatlanokat tartalmazdé R{Pi, P,,..., P} differencidlgytirit. Az R-egyiitthatos
differencial-polinomgyftirtt értékelem ki az ay,as,...,as € R elemekkel, azaz tekintsiik

az

R{Pl,PQ,...,PS} — R{abag,...,as},
R{ay,ay,... a5} = Z{ay,ag,. .. a5, u1,Us, ..., 0} [T, Xa,. .., T
R-beli rész-differencialgytirtt.
Ezt id6tsl-fiigegs egytitthatos (paraméteres) rendszernek nevezek, melynek a repre-
zentacidja
dx = F(x,a,da,...,u,du,...),
y = G(x,a,da,...,u,du,...).

Most  tekintsik a  Z{xi,29,...,2,} C R=Z{uy,us,...,w}[x1,22,...,2,)
differencidlpolinom-gytirtbdl a

P1<I1,SL’2,. c. ,In),PQ(Il,l’Q,. c. ,In), R ,Ps($1,$2,. .. ,SL’n)
differencial-polinomokat (specialis esetként Py (x), P»(x), ..., Ps(x) lehet nemdifferencial-
polinom is). Ezt kovetSen definidlom a Pi, P, ..., Py differencial-hatarozatlanos polino-

mok R{Py, P,,..., P} differencial-gytirtjén a
P, = Pi(x), P, = Py(x),...,P; = Py(x)
altal definialt,
R{P,P,,...,P;} - R{Pi(x), Py(x),...,Ps(x)} CR
értékelés-homomorfizmust:
R{Pi(x1), P2(x),...,Ps(x)} =
=Z{Pi(x1), Pa(x2), ..., Ps(X),u1,u2, ..., w } [x1,2Z2,...,2,] C R

Ezt allapotvaltozos paramétert bemenet-kimenet rendszernek nevezem, melynek a rep-
rezentacioja
dx = F(X, P(x),d(P(x)),d*(P(x)),...,u,du,.. ) ,
y = G(x,P(x),d(P(x)),d*(P(x)),...,u,du,...).

A d(P(x)),d*(P(x)), ... derivaltak kiszamitasa még nem-differencidlpolinomok esetén
is meglehetdsen koriilményes, ui. az Osszetett fliggvény derivaléasi szabéalyanak sokszori al-
kalmazasat igényli, raadasul x derivaltjai is szerepelnek implicit médon a jobboldali fiigg-
vényekben. Ezek egyideji kifejezése nem lehetséges, ezért a rendszerleird egyenletek imp-
licit, magasabbrendii differencialegyenletek lesznek. Csak ha a Pj(x, Py(X)), ..., Ps(x)
nemdifferencial-polinomok és a paraméteres rendszert leiré differencidlegyenletben

dx = F(x,P,u,du,du,...)

az F csak P-t6l fiigg, annak derivaltjaitol, dP, d*P, . . -t6l nem, akkor tovabbra is explicit
els6rendi egyenletet kapnunk

dx =F (x, P(x),u,du,du,.. ) ,
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s6t az is elérhets, hogy a G(x,P(x),d(P(x)),...,u,du...) kimenetet leir6 fliggvény
helyett olyan

~

y = G(x,u,du,...)
fiiggvényt kapjunk, amelyben dz, d?z, ... mar nem szerepel:
d(P(x)) = 0P(x)dx =
= 0P(x)F(x,P(x),u,du,...),

d*(P(x)) = 9°P(x) (F(x,P(x)), u,du,...); F (x,P(x),u,du,...))+
+0P(x)0kF (x,P(x),u,du,...)F (x,P(x),u,du,...) +

+0P (x),F (x, P(x),u,du,...) 0P(x)F (x,P(x),u,du,...)+

+0P (x)3,F (x,P(x),u,du,...)du+
+0P(x)04uF (x,P(x) u, du,...) d*u +

Igy a kimenetbdl eliminalhatok az allapotok derivaltjai is.

Az Osszetett fiiggvények polinomokra vonatkozo, imént alkalmazott derivalasi szaba-
lyat algebrai moédon a szorzat derivéalasi szabalyabol lehet bebizonyitani.

Pl.
d(z?) = d(x - %) = (dz)2* + z(dx?) =

= (dz)2* + z ((dv)x + zdx) = (dz)z? + x(dv)r + 2*(d7).
Ha R kommutativ, akkor ez a jol ismert

d
d(2%) = (32%)dxr = e (2°) dz = 0 (2°) da.
x
Itt meg kell kiillonboztetni az R gytribeni d derivalast és a nem R-beli kozonsé-
ges ,apokrif” — derivalast. Ha ,tobbvaltozos” polinom vektorrol van szo, pl. az
F (x,P,u,du,...) polinomrol, akkor pl. 9,F(x,...) jelentése a jolismert

O, F1(x,...), O0n,Fi(x,...),...,0.,Fi(x,...)

0, F(z, .. ) = O, Fa(x,...), O0n,Fa(x,...),...,0, Fa(x,...)
D Fo(%,.. ), OusFu(X,.)s e D Fo(x,..)

Jacobi-féle matrix, amely szintén nem az R-beli d derivalast jelenti.

Még egy fontos tovabbi megjegyzést teszek. Nem véletlen, hogy éppen a valtozo

paraméteres rendszerek targyalasa el6tt tettem engedményt az uq, us, ..., u;, bemenetek
differencial-algebrai fiiggetlenségét illetGen. Ui, feltéve, hogy Z { Py, Py, . .., Py} folott az
uy, us, . .., u; differencial-algebrailag fliggetlenek, ebbél nem kovetkezik altaldban, hogy
egy valamilyen modon kiértékelt differencialgytirtiben,

pl. a

Z{ay,aq,...,as}

folott is differencial-algebrailag fiiggetlenek lesznek az wuq, us, ..., u; R-beli bemenetek.
Azt feltenni, hogy csak olyan ay, as, . . . , as-beli értékeléseket tekintiink, amelyekre teljesiil

az u-k differencial-algebrai fliggetlensége, nagy és sziikségtelen megszoritas lenne.

24



dc_1281 16

Mivel az
R{P17P2,...,Ps} — R{al,CLQ,...,(lS}
kiértékelések raképzések (szuperjektivek), ezért abbol, hogy xi,zs, ..., z,-ek general-
ja az R{P, P,,..., P} differencial-gytirtt Z{P, Py, ..., Ps,uy,us,...,u} folott, és
R = R{ay,as,...,as}, ezért az x1,xq, . .., x, egylittes az egész R-et generalja.
Csatolt rendszereket is megnézek ebben a targyalasmodban. Tekintsiik az
R =7Z{uy,ug,,...,u} [z, 29,...,2,)] rendszert az y;,yo, ..., yr € R kimenetekkel és az
R O R részdifferencial-gytirin definialt
R = Z{ﬂl,ﬂg, e ,ﬂ;} [fl,/fg,. .. ,fﬁ]
rendszert az y1,%,2,...,J; € R kimenetekkel.

Tekintsiik tovabba az
R{Pl,PQ,...,PS} = Z{ul,ug,...,ul}[xl,:cg,...,xn] {PhPQ,...,PS}
valtozo paramétert tartalmazo rendszert.

A Z{Z1,%s,,..., 72} C R C R differencialgytirtbél vett Pi(X), Pa(X), ..., Py(X) dif-
ferencialpolinomok segitségével definialhato az

R{P, Py, P} > R{PI(@), Py@),.... P.(@)} C R
értékelés-homomorfizmus, melynek a képe
R{P(R). (), ... BR)} =
_7 {131@), o P@E) s, ,ul} (@1, T2, ..., 20] C R
allapotcsatolast létesit az R rendszerbél az R {Py, Py, ..., Py} valtozo paraméterd rend-
szerbe.
Hasonl6an jarhatunk el, ha kimenetcsatolast 1étesitiink a
Z {91, %,.,} CRCR
részdifferencidlgytriibsl kiindulva.
Targyaljuk specialis esetként a linearis rendszereket. Legyen
R="7{ai,as,... a5, u1, g, ..., w}[x1, 22, ..., Tpn], Y1,Y2,-.-,Yx € R
olyan specialis rendszer, hogy a megfelel§
dx = F(x,a,da,...,u,du,...),
y = G(x,a,da,...,u,du,...).

reprezentacioban az F, G polinomjai linearisak az x allapotokban, az u bemenetekben
és a du, d?u, . .. derivaltjaikban. Mivel Z 516tti polinom-gytirtiként reprezentalom R-et,
ezért a megfeleld

dx = A(a,da,.. )x+ Y Bj(a,da,...)du,

y=_Cl(a,da,...)x+ Z Di(a,da,...)d'u
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egyenletekben az

A(a,da,...),B;(a,da,...),C(a,da,...), D;(a,da,...)

méatrixok elemei Z{ay,as,...,as}-beli differencial-polinomok. Mivel differencial-
polinomokrél van szo6, a ) Gsszegzés mindig véges.
i>0

Az a = (ap, aq, ag, . ..) végtelen vektor jelolésére vezetem be az o = al®) szimbolu-
mot, ha az «; komponensek mind 0-k valamilyen I > 0 indextél, azaz, ha ¢ > I esetén
a; = 0. Igy pl. az (a,da,d?a,...) = d™®a-t frhatok, tudvan, hogy a sorozatban csak
véges sok derivalt szerepel.

Elég problematikus az A(d®>)a), konstans métrixok Z-folotti métrixok linearis kom-
binacioként valo felirasa, ui. a linearis fliggetlenség, maximalis elemszam stb. nem
garantaljak az Osszes matrix 7 folotti linearis kombinacioként torténd elGallitasat. Pl
legyenek

B 2 5 (6 =5 8 5 (-4 —10 2%2
A1_<—3 7>’A2_(6 21) Ay = (12 14)"44_(9 —7)€Z '

Ezek lineérisan fiiggetlenek, azonban, pl. a 9 if)l méatrix 7 folotti linearis kombi-

nacioként torténd felirhatosiga azt jelentené, hogy léteznek olyan a, b, c,d € 7. egészek,
amelyekre

14\ 2 5, (6 BN, (& 5\, (4 10
9 5 ) 7% 3 7 6 21 “\12 14 9 -7 )°

—1=2a+ 6b+ 8¢ —4d,

az

4 =ba — 5b+ Hc— 10d,
2= —-3a+6b+ 12c + 9d,
5="Ta+ 21b+ 14c — 7d,

ami implikalja, hogy —1 t6bbszorose a 2-nek (2 = Inko(2,6,8,—4)), 4 tobbszordse az
5-nek (5 = Inko(5,—5,5,10)), 2 tébbszordse a 3-nak (3 = Inko(—3,6,12,9)), és 5 tobb-
szorose a T-nek (7 = Inko(7,21,14,7)), ami lehetetlen.

Ezért, a tovabbiakban felteszem, hogy R egységelemes, és hogy az nl alakt elemeknek
van inverze, minden 0-t6l kiilonb6z6 n € Z egészre. Ekkor szorozhatunk a racionélis
szamokkal is R-ben, és R @ folotti vektortér lesz. Ekkor a fenti tipusi anomalidk nem
léphetnek fel. Ezért léteznek olyan A; € R™ ™ (akar linearisan fiiggetlen) méatrixok,

amelyekre
[0 00) Z o d[oo

olyan B;; € Q"% matrix, amelyekre

d[O ) a Z Bi d[OO) By,

olyan C; € Q™" matrixok, amelyekre
= ZVJ‘ (d[oo)a C
J
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és olyan D;; € Q™™ maétrixok, amelyekre
= 65 (d™a) Dy,
J

alkalmas differencialpolinom-egyiitthatokkal:

a; (d[oo)a) € Q{ay,as,...,as} CR,

B”(d a)GQ{al,ag,...,as}CR,
’Y](d a)EQ{a’haZ""aas}CRa
(5”((1 a)EQ{al,ag,...,as}CR.

Most atirom a valtoz6 paramétert vertikum-tipusia linearis rendszert is hasonlé mo-

don
dx; = An (d[oo)a p' X1+Zﬁlz a,p )d
>0
dxy = Ay (d[ Ja,p ) X1 + Agp d[ X2 + Z Bzz ) d'u,
>0

~1
dXp_1 = Z Ag_1j (d[oo)a, pkfl) X; + Z Bi_1,1 (d[oo)a, pkfl) d'u,

>0

dx;, = ZAk (d™a) + > By (d™a)

>0

=Cha (d[oo)a, pl) X1 + Z Dy, (d[oo)a, pl) d'u,

i>0

Yo = Ca (d[oo)aa p2) x1+ Cap (d[oo)aa p2) Xg + Z Do, (d[oo)aa p2) d'u

i>0

k—1
Yp—1 = Z Ck*l,j (d[oo)a, pk_l) Xj + Z Dkfl,i (d[oo)a7 pk_l) dilb
j=1

i>0

yk—Zij a)x; + Y Dy (d™)a) d'u.

>0

Ebben az esetben is atirhatok az Ay, ; (d[oo)a, pl), J<h, By, (d[oo)a, pl) , 1 < 0, egylitt-
hato matrixok, mint konstans Q*»**i ill. Q*»*! matrixok linearis kombinacioi.
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Parcialis differencialgytiriik

Tekintstink egy egységelemes R gytrit és ezen n szamu 0y, ds, J3, . .., 0, szimboélu-
mokkal jelolt differencidlast tgy, hogy az (R, 0;) differencialgytird minden ¢ = 1,2,...,n
esetén. Réadasul ezek a differenciélasok teljesitik a 0;0; = 0;0; kommutativitasi feltételt.

Ekkor az (R, 0y, 0s,...,0,) gylrit parcialis differencidlgytirtinek nevezziik a 0; par-
cidlis differencialasokra nézve [10].

Az allapotfiiggs paraméteres lineéris rendszerek esetén az elérhetéséghez megkivant
gerjesztési feltételeket csak parcidlis differencialpolinom-egyenletek formajaban tudjuk
kifejezni, ezért néhany egyszerd tényt megemlitiink, a differencialgytirtikre elmondottak
analogjaként.

Az eddig elmondottak szerint a kovetkez§ axiomakat fogalmazhatom meg:
Oi(r1 + 12) = Oy + Oira,

81'(7’1 . TQ) = (aﬂ'1)’l“2 + Tl(aiTQ),
(@Hj)r = &(8]7’) = 8j (827“) = (6]81)7“

Ezekbdl tovabbi egyszert tulajdonsagok bizonyithatok, pl.
0;1 =0, 0,0 =0, Oi(r®) = kr* o (kommutativ esetben) sth.

Tekintsiink egy (R, 0y, 0s,...,0,) differencidlgytirtt és egy P parcialis differencialha-
tarozatlant, ami azt jelenti, hogy minden k = (kq,ko,...,k,) esetén van egy (ugyan-
azokkal a parcialis differencialasi szimbolumokkal jelolt) 0¥ 052 . . . 9% P nemdifferencial-
hatarozatlanunk, minden k; > 0 egészre. Tehat egy parcialis differencial hatarozatlan
végtelen sok nem-diffencialhatarozatlant jelent. Ezekkel tekintsiik az

R[....00dk . op ..

(nemdifferencial) polinomgytirtt az R gyt folott. A 01052 ... 9% P Gsszetett parci-
alis derivaltat réviditve, jeldljiik a O%P vektori jeloléssel. Ezzel egy altalanos egytagot
(monom) a

(@ P)" (8*P)"”... (94 P)™
jeloléssel irhatom le. Ezekkel a jelolésekkel egy polinom R [ .., 0%P, .. .}—ban monomok
linearis kombinécidjaként adodik R-beli
J 1) (kal2)o- (ko ) € 1
egyiitthatokkal:
! ! Im
FP) =" focrm) o). ontn) (O P)" (0" P)7 .. (9% P)
(ks>l)
alakban.

Igy R[...,0%P,...]-ben most definialjuk (t5bb lépésben) a 9; parciélis derivalast, ame-
lyet az R-beli 0; parcialis derivalas kiterjesztésének lehet tekinteni, a kovetkezéképpen:

(alf) (P) = Z al (f(klJl)(kg,lz)---(kmvlm) (aklp)ll (akQP)ZQ T (akmp)lm>

(ki,li)
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majd
0; (f(k1,l1)(k2,lz)...(km,lm) (8klp)l1 (@kzp)b .. (8ka)lm> =

1/ Ak ) oy lm
= 0; (fo i) keuda) i) (01 P) (02 P) 7. (04 P)™ +
+ [k 1) (Ko l2). (Ko b ) O ((3klp)ll(3k2p)12 (O mP)mY .
Ezutan az egytag derivaltja

8; (9 P)(9*2P)... (9 ))'™ = &, (9" P)1 (9" P))"* ... (8% P)m+

-1

+Y (@ P9, (9% P L (9% P

3

<.
[|
N

+ (O P (9Fp) . (K P)mr g (0K )
Ezekutén csak a 9; ((0% P)Y) (j = 1,2,...,m) derivaltat kell definilni:
i ((99P)) = 1;(9P)"~19;(0" P) =
= (@ )50, (oo ol ) =

= (@ P)stoytoy ot o .

A formula [; = O-ra is érvényes, ui ekkor (9% P)? =1 ¢s igy 0 (aij)o = 0;1 =0, mig a
végeredményként kapott egy tag egyiitthatdja, [; egyenls 0-val.

Egyszert, de hosszadalmas szamolassal adodik, hogy R|...,0%P,...] a definialt par-
cialis derivalasokkal, egy parcialis differencial-gytirtvé valik, amelyet

(R{P},al,ag,...,an) = R{P}—Vel

jelolok és ezt az R parcialis differencial-gytiribdl vett egyiitthatos, P egyhatarozatlani
parcialis differencial-polinomok parcialis differencial-gytrijének nevezem.

Hasonl6 moédon definidlhatok a tobb parcialis differencial-hatarozatlana parcialis
differencial-polinomjainak, egy R parcialis differencialgytird {6l6tti parcialis differencial-
gytrtje is. Ehhez egy altalanos egytagot kell felirni, majd lépésrél-1épésre kiterjeszteni
a parcialis differencialdsokat, a fentiekhez hasonl6an.

A Py, P, ..., P parcialis differencial-hatarozatlanok helyett tekintjiik a végtelen sok
Lo gkinp = gkpy L kR ok = 9k,
oytoNt Lok Py L kK K ko, k k kra,k k

1 2 - Up Iy-vy N1 1y N2y o v vy MIny 215 N225 - oo s M2y - o o s M1, R 25 - - oy M

(nemdifferencial) hatarozatlant. Itt k; ; befutja az Gsszes nemnegativ egész szamot. Ezek-
kel definialhato az R-folotti (nemdifferencial) polinomok

R[..., 08P, ....0%DP,, ... 0P

gytrtje majd ezen vezethet§ be az R-beli 01,0, . . ., 0, parcialis derivaltak kiterjesztésé-
nek tekinthetd parcialis derivalasok. Elkeriilends az elemi, de hosszadalmas konstrukci-
ot, a kovetkez6 rekurziv konstrukciot is alkalmazhatjuk. Mivel mar ismerjiik, hogy egy
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altalanos (R, 0y, 0s, ..., 0,) parcidlis differencidlgytird és egyetlen P parcialis differenci-
alhatarozatlan esetén hogyan kell az R-f6lotti egyhatarozatlant parcialis differencialpoli-
nomok parcialis differencidlgytirtjét konstrualni, ezt alkalmazzuk 1épésenként egyenként
hozzatéve a parcialis differencialhatarozatlanokat.

Legyen Ry := R parcidlis differencidlgytrd a 0y, 0s,...,0, parcidlis derivalasok-
kal. Ekkor a P; parcialis differencialhatarozatlannnal megadhaté a P;-hatérozatlantu
(Ro, 01, 0s, ..., 0,) folotti parcialis differencialpolinomok

Ry = (Ro{P1},01,0,,...,0n)
parcialis differencidlgytirtje. A kovetkezs 1épésben definidlhato

Ry = (Ri {2}, 01,09,...,0,) = (Ro{P1}) {I2}, 01,09, .., 0n =
= (Ro{P1} {P2},01,00,...,0,) = (Ro{ Py, P2}, 01,02, ...,0,)
parcialis differencialgytird, melynek elemei az Ry = R egyiitthatos két parcialis differen-

cialhatarozatlanu differenciélpolinomok.

Altalaban, ha méar definialtuk
RZ' - (Rz’—l {H},al,(%,...,an) - (Ro{Pl,PQ,...,.Pi},al,ag,...,an>

Py, P, ..., P, parcialis differencidlhatérozatlant parcialis differencidlpolinomok parciélis
differencialgytrtjét, akkor legyen

Ris1 = (Ri{Pis1},01,05,...,0,) = (Ro{P1, Ps,...,Pix1},01,0a,...,0,),
és veégiil
Ry = (R 1 {P},0,02,...,0,) = (Ro{P1,Pay...,P1},01,09,...,0,) =
=(R{P,Ps,...,P},01,09,...,0,).
Tekintsiink egy F(Py, Ps,...,P;) € R{P, Py, ..., P} parciélis differencialpolinomot;

akkor az
F(P,Ps,....,P)=0

egyenlet egy Py, Ps, ..., P ismeretlenes parcialis differencidlegyenlet.

Ha (R,01,04,...,0,) az (R, 01,0, . .., 0y) parcialis differenciélgytiri egy kiterjeszté-
se, R C R, akkor felvethets az a kérdés, hogy az

F(P,Py....P)=0

parcialis differencialegyenletnek van-e megoldésa az R differencialgytiriiben.

Ha léteznek Pi,P,,...,P; € R elemek, amelyekre az F(PP,...,Pr) €
R{P,Ps,...,P;} C R{P, Py, ..., P} polinomba a Py, Ps,..., P; € R elemeket be-
helyettesitve

F (P, Pa....P;) =0
adodik.

Ha minden F(Py, P, ...,P;) € R{P,,P,,...,Pr} parcidlis differencialegyenlet-
nek van az R DO R Kkiterjesztett parcidlis differencidlgytirtiben megoldésa, akkor az
F(Py, Py, ..., P;) = 0 parcialis differencidlegyenletek megoldhatok az R kiterjesztett
parcialdifferencidlgytrtben.
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Ez ahhoz hasonlo, hogy a valés egylitthatds polinomok a C O R komplex testre
valo kiterjesztése esetén a p(x) = 0 valos polinomegyenleteknek van megoldasa. Az
alabbiakban ennél sokkal komplexebb példat is mutatok.

Legyen R = Rz, x,. .., x,] n-hatarozatlana R~f6l6tti polinomgytri. R-et tekint-
hetjiik trividlis 0y, s, ..., 0, parcidlis derivalasokkal ellatott parcialis differencialgyti-
rinek. A 0; derivilasokat az xi,zs,...,x, hatarozatlanokra a 0;x; = 9J;; segitségével
definialjuk, majd kiterjesztjiik az egész Rz, za, ..., x,] polinomgyrtire.

Tekintsiik most a P, Ps,..., Py parcialis differencidlhatarozatlanokat, és ezek
parcidlis differencidlpolinomjait az Rlzy,xo,...,x,] f6lott. Ezek alkotjdk az
Rlz1, xo, ..., xu) {P1, Py, ..., Pr} parcialis differencidlgytirtt. Egy

F(P) ER[$1,$2,...,$n]{Pl,PQ,...,P[}

polinomra felirt F(P) = 0 egyenleteket részletesen kiirva a kovetkezd R™-beli
Py, P, ..., Prismeretlenes
F(x,...,0MP(x),...,00Py(X),...,...,..., 0" Prx)) =0 (%)

parcialis differencidlegyenletnek tekinthetjik. Mivel (x) polinomiélis fiiggvényre felirt
parcialis differencidlegyenlet a P;, P, ..., P; ismeretlen fiiggvényekre, ezért analitikus is,
ezért a Caucky-Kovalevszkaja-féle egzisztencia tétele értelmében létezik analitikus meg-
olddsa. Természetesen, mivel allitasunk csak illusztracioként szolgal, nem idéztem a
pontos tételbeli fontos kortilményeket, a kezdeti feltételeket, stb. Ez azt jelenti, hogy az
R[z1,xa, ..., 2, gylribdl kiindulva, mely az R"-beli polinomialis fiiggvények parcialis
differencialgytirtjét jelenti, ennek az A(xq,xs, ..., x,) analitikus fiiggvényekbsl allo par-
cialis differencialgytirtire valo kiterjesztéseként foghatjuk fel, ezért azt allithatom, hogy az
idézett tétel szerint véve az R = Rlxq, 2o, ..., x,|-nek az R = A(xy, 2o, ..., x,) kiterjesz-
tését, a () parcialis differencidlegyenletnek létezik R-beli megoldasa, mig polinomialis
R[z1, xa, . .., z,]-beli megoldasa nem varhato.

Durvéan szolva, a (%) egyenletnek a Py(z), Py(x),..., Pi(x) Rlxy, 29, ..., x,]-beli po-
linomialis fiiggvényei nem lesznek megoldésai, de ne felejtsiik el, hogy egy ,altalaban”
allitas nem bizonyithato, de gyakorlatilag elsé tesztnek tekinthetd.

Természetesen elGfordul, s6t én is konstrualtam egy olyan példat, amelyre polinomia-
lis egytitthatos parcialis differencidlegyenletnek lesz polinomiélis megoldésa. Azonban a
konstrukciénak a nagyon eréltetett, szingularis volta is inkabb azt sugallja, hogy altala-
ban egy polinomialis parcialis differencialegyenletnek nincs polinomialis, csak analitikus
(nempolinomialis) megoldésa, ahogy azt a Cauchy-Kovalevszkaja-tétel is allitja.

1.1. Példa. Felhaszndlhatunk eqy egyszerd tényt, hogy az (x1, 2,3, T4, 75) € RO-beli

vektorra merdleges alteret az

Tols3, —21'1133, T1T2,T5, —l’4>,
Loy, —211711'4, T5,T1T9, —1'3),
Toy, —2T1T5, Ty, —T3, T1T2),
T, —X1, T4Xs5, —2T3T5, 373$4)

(
(
(
(

vektorok kifeszitik és az altér elemeit elddllithatjuk A1, Ao, A3, Ay valos egyiitthatos linedris
kombindciojaként.
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Tegyiik fel, hogy a Pi(x), Py(x), P3(x), Py(x), Ps(x) # 0 R[x1,xs]-beli polinomokra
teljestilnek a

ax2P3 = P27axlp4 - P27 axlpf) = P37a$2P5 == P47 axlaxzpf) == P27
(82 Oy, P3)% = P, (0§1P2)2 = P, (8;’1]34)2 = P, (8glax2P5)2 =P

relaciok teljesiilnek, és q1(X),qa(X), q3(X), qa(x) tetszdleges polinomok. Ekkor az u-ra vo-
natkozo

(q1 (%) Pa(x) P (x) + (%) Pa(x) Py(x) + g3(x) Pa(x) Py (x) + g4 (%) Pa(x)) (92, 0s,u(x))” +
+ (1 (%) PL(x) Py (x) + 2(x) P5 (%) 4 ¢3(x) P4(x) + qa(x) Py(x) P5(x)) O, u(x) —

— (201 (x) P1(x) P5(x) + 2q1(x) Py (x) Pa(x) + 2¢3(x) P1(x) P5(X) + ¢a(X) P1(x)) Oz, O, u(x)+
(1 (%) P5(x) + q2(x) Pr(x) Pa(x) — q3(x) Ps3(x) — 2qa(x) P3(x) P5(x)) O, u(x)+

(— 1 (x

g3(x
q1(x) Pa(x) — q2(x) P3(x) + g3(x) P1(x) Pa(x) + qa(x) P3(x) Pa(x)) u(x) = 0

+ o+

parcidlis differencidlegyenletnek a fenti merdlegességi kritérium alapjin u(x) = Ps(x) a
megolddsa. Beldthato, hogy ekkor

P4(X) = axzu(x)> PS(X) = a’b‘lu(x)v PQ(X) = aﬂflaa?Qu(X) és Pl(X) = (0210x2u(x))2 )
€s
A= qi(%), A2 = @2(%), A3 = @3(X), A = q1(x).
Ldtszik nagyon esetleges, hogy eqy komplikdltabb polinomidlis eqyiitthatoju parcidlis

differencidlegyenletnek legyen polinomidlis megolddsa. Erre pontos vdlaszt az egyenletek
komplikdlt volta miatt aligha adhatunk dltaldnos esetben.
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2. Linearis id6tol fligg6 rendszerek rendszertulajdonsa-
gai

Rendszertulajdonsdgokon a bemenet-kimenet rendszerek 0-bol valo elérhetdségét, 0-ba
iranyithatosagat, megfigyelhetGségét és rekonstrualhatosigat, valamint valamilyen tipusta
stabilitasat értjiik. Ez utobbival nem foglalkozunk atfogéan, mert a klasszikus Ljapunov-
féle modszerek, vagy a Riccati-egyenletes jellemzések lényegében megoldjak a problémat
ebben a rendszerosztalyban. Az 5. fejezetben a stabilitast egy specialis 6sszefiiggésben,
a rendszerek kapcsolasi rendszerekkel torténd approximéciojai szempontjabol vizsgalom.
A klasszikus kanonikus alaki
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 21)
2.1
y(t) = C()x(t) + D(t)u(t)

idstol fiiges egyiitthatos rendszerekre R. Kalman minden alapkérdést megoldott [31],
[35], [34], [39], |48]. Bebizonyitotta, az altala definialt alapvets fogalmakat illetGen (elér-
hetdség, iranyithatosag, megfigyelhetSség és rekonstrualhatosag) az elérhetdség és megfi-
gyelhetGség, illetve az iranyithatosig és rekonstrualhatosig kozotti dualitast, valamint a
folytonos ideji (2.1 alakt) rendszerekre fennallo elérhetGség és iranyithatosag, valamint
megfigyelhetGség és rekonstrualhatosag parok ekvivalenciajat. Ennek értelmében csak
egyetlen rendszertulajdonsaggal, az elérhet&séggel fogunk foglalkozni.

Tekintsiik az (2.1) rendszer elérhetségét egy fix [0, 7] intervallumon, ahol feltessziik,
hogy a

A:[0,T] — R™™, B:[0,T] — R™*
C:[0,T] — R>, D :[0,T] — R™*,
fiiggvények legalabb folytonosak.

R. Kalman az elérhetfséget az tun. elérhetéségi Kalman-Gram-féle matrix inver-
talhatosagéaval jellemezte. Ehhez sziikségiink van az (2.1) rendszer alapmatrixanak a
fogalmara.

Tekintsiik az R™"*™-beli
©(t) = A)x(t), z(r)=1 (2.2)

kezdetiérték-problémat. Folytonos egyiitthatomatrix esetén ennek egyetlen, az egész
[0, T] intervallumon értelmezett

t— ®(t,7) e R

megoldasa van, amelyik folytonosan differencialhatdo mint kétvaltozos (t, 7)-fiiggvény,
amelyre ®(¢, 7) invertalhaté minden (¢,7) parra. Ehhez tekintsiik az

Y(t) = -Y(DA®), Y(r)=1I
kezdetiérték probléméanak az egész [0, T] —n értelmezhetd ¢ — (¢, 7) megoldéasat. Ekkor

% (U(t,7)P(t, 7)) = \if(t, T)P(t, ) + V(t, T)Cb(t, T) =

= (=U(t, ")AL)D(t,7) + ¥(t,T) (A(t)®(t, 7)) =0,
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azaz U(t,7)®(t,7) = I, ami R"-ben elegendé ahhoz, hogy ¥(t,7) = ® (t,7)7! legyen.
Tovabba ®(t,7) = ®(¢,0)®(7,0)~!, mivel ¢ — ®(¢,0)®(7,0)"" megoldésa az i(t) =
A(t)z(t) egyenletnek, és ®(7,0)P(7,0)t = I. Felcserélve az a t és T véltozok szerepét

O(r,t) = O(r,0) B(t,0)" = &(r,0) V(t,0),

azaz p J
aq)(T, t) = o(r, O)E\Il(t,()) = d(1,0) (—V(¢,0)A(t)) =
= —®(1,0)P(t,0)tA(t) = —B(1, ) A(t), (7, 7) = 1.
Tehat

O(t, 1) = B(1,1).

Ezen el6készitést kovetGen R. Kalman utan definidljuk az elérhetgségi Kalman-Gram-féle
matrixot:

Rpﬂ—/@@@B@mwyﬂwﬁ

A Kalman-féle elérhetdségi tétel (6]

Az (2.1) rendszer elérhets a 0 allapotbol akkor és csak akkor, ha az elérhetdségi
Kalman-Gram-féle métrix invertalhato, vagy ami ezzel ekvivalens, ha pozitiv definit.

Megemlitjiik, hogy az irdnyithatosagra is hasonlo tétel igaz. Ehhez az iranyithatosagi
Kalman-Gram-féle métrixot a kovetkezéképpen definialjuk:

ﬂ&ﬂz/@@ﬁB@B@%mﬁWt

0

Ha értelmezziik az (2.1)-rendszer duélis rendszerét

#(t) = A(t) z(t) + Ct)u(t) .
y(t) = Bty z(t) + D) ut), |

jelolhetnénk az (2.3) rendszerben a bemenetet y-nal, a kimenetet u-val, ezzel is jelezve,
hogy szerepiik felcserélgdik.
A Kalman-féle dualitasi tétel [6]

(2.1) irdnyithato akkor és csak akkor, ha (2.3) rekonstruédlhato, és (2.1) elérhets akkor
és csak akkor, ha (2.3) megfigyelhetd.

Mivel a duélis rendszer duélisa az eredeti rendszer, ezért az is igaz, hogy (2.1) megfi-
gyelhets akkor és csak akkor, ha (2.3) elérhetd, tovabba (2.1) rekonstruéalhato, akkor és
csak akkor, ha (2.3) iranyithato.

A megfigyelhetdségi Kalman-Gram-féle matrix

omﬂ:/¢mwmmmwyﬂmm
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mig a rekonstrudlhatésag ekvivalens a
T
R.J0,T] = / (0, 4)*C(t) C(£)B(0, £)dt
0

rekonstrualhatosagi Kalman-Gram-féle matrix invertélhatosagaval, illetve pozitiv defi-
nitségével.

A tovabbiakban az (2.1) rendszer elérhetségével, illetve az ennél altalanosabb

#(t) = A(t)z(t) + > Bj(t)ul?
y(t) = C)x(t) + > Dj(t)ul? (2.4)

altalanos kanonikus alaku rendszerek elérhetéségével foglalkozunk. Az (2.1) rendszert
tobb cikk is vizsgalja [34], .. .,[39]. Ezekbdl kiindulva az altalanos kanonikus alakt (2.4)
rendszerre fokuszaljuk a vizsgélatainkat, kiilonos tekintettel az elméletben fontos szerepet
jatszo perzisztens gerjesztési feltétel elvi megkonstrudlhatosagara.

Néhany 1j fogalomra is sziikségiink lesz. Ezeket most definialjuk [7].

Legyen L egy R {0lotti vektortér, amelyen még egy szorzasszer miiveletet is defini-
alunk, az un. Lie-szorzést vagy Lie zarojelet: Ha ly,ly € L, akkor [ly, 5] € L, l; — [, 5]
és ly +— [l [5] linearis leképezések és

1. [I,1] =0, minden [ € L esetén
2. [lh,lo] + [l2, 1] = 0, minden Iy, 1y € L esetén,

3. [51, [l2,l3]] + [52, [l3>l1H + [l3, [l17l2” =0,

minden [y, 5,3 € L esetén.

2. szerint [l1,ls] = —[ly, [1] az antikommutativitas kifejezGje, mig
3. a nemasszociativitas mértéke.
Valéban

10, [l2, 18]] = —[l2, [ls, )] = [I3, [11, 12]] =
S A ARAE A
ui, ha [lo, [l3, h]] = 0, akkor a fennmarads
[, (2. 8] = ([ L], ]
cayenlet éppen az asszociativitdst jelenti.
Példak:

1. Legyen L = R™", [A, B] = AB — BA. Az igy definialt Lie szorzassal (R™*", [-,])
Lie-algebrava valik.
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2. Tekintsiik egy €2 C R”™ nyilt halmazon az f : 0 — R" analitikus fliggvények R
vektorterét f6lott. A Lie-zardjelet definialjuk a kévetkezd moddon:

[f.9l(x) = fl(z)g(x) — ¢'(x) f (). (2.5)

A(Q)-val jeloljiik az Osszes analitikus R™ értéki fiiggvények (Q-n az analitikus
vektormezok) R f6l6tti vektorterét az (2.5) Lie-szorzassal.

Ekkor az (A(f2),[-,-]) Lie-algebrat kapjuk.

3. Hasonléan eljarva, egy €2 C R"™ nyilt halmazon értelmezett C*° vektormezdk
C*>(Q) R folotti vektorterén definidljuk (2.5) segitségével a Lie-szorzatot. Ekkor a
(C>*(Q),[,]) Lie algebrat kapjuk.

Most térjiink vissza az (2.4) rendszeriinkhoz. Tekintsiik az
{A(t) :t € [0, 7]} Cc R™"

részhalmaz altal generdlt L € R™™, (L, |-, ]) rész-Lie-algebrat, azaz azt a legkisebb
L C R™™ Lie-algebrat, amelyre {A(t):t € [0,T]} C L teljesiil. Ilyen létezik, ui. a
tartalmazo rész Lie-algebrak halmaza nem iires, R"*" benne van, ezért ennek van mi-
nimalis eleme pl. az Osszes ilyen rész-Lie-algebra metszete, ezt nevezziik az {A(t)}-k
altal generalt L = L (A(t)) C R™" Lie-algebranak. Mivel R™*" n? azaz véges dimen-
zios, ezért az L C R™ ™ rész-Lie-algebraja is véges dimenzids. Tekintsiik L-nek egy

Al, AQ, Ce ,A[ € L bazisat.
Ebben a bazisban

]~

i=1
Fejezziik ki az Ay, A, ..., A; bazisban az [A;, A;] € L Lie-szorzatot:

[4;, Aj] Z Tk Ay

Minthogy az X +— [A;, X] = AdA;(X) egy lineéris leképzés az L vektortéren (amely
Lie-algebra is), igy az AdA;nek az Ai, Ao, ..., A; béazisban valo matrixreprezentacioja
kifejezhets a Ffj szamokkal.

I
Legyen X = > z;A;; ekkor

j=1

[A;, X =

A“Z ;A

Jop ()

ahol a ) Tlz; a
J

1 1 1
oo T 1
1 1 1

matrix-vektor szorzat h-adik komponense, azaz az AdA; X < I';jx, X < x megfelelések
miatt ['; az AdA; métrix reprezentacioja az A1 Ay ... A; € L bazisban. Azt tudjuk, hogy
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az (2.1) rendszer x(0) = £ kezdeti feltételnek eleget tevs megoldésa a Cauchy-féle formula
alapjan
t

x(t) = ®(t,0)€ + /(I)(t,T)B(T)u(T)dT,

s6t, az altalanositott kanonikus alaki (2.4) rendszerre is hasonlé &ll fenn

t

z(t) = D(t,0)€ + / ®(t, 7) (Z B;(1)u’ <7)> dr.

0

Ez igy szép, viszont a ®(¢,7) alapmétrixot csak kevés esetben tudjuk kiszamitani. Az
allando egyiitthatos rendszerekre az alaprendszer az

(t) = Azx(t), x(r)=1

megoldésa, vagyis,
O(t,7) =exp A(t — 7).

S6t, ha a rendszer A(t) struktiramatrixa A(t) = a(t)A alakd, ekkor az alaprendszer

t
O(t,7) =exp A [ a(s)ds.
Altalanos id6tal fiiggs struktaraju

B(t) = ai(t) A+ Y Bi(t)u(t)
i=1 j
rendszerre az alaprendszer

O(t,7) = exp A1g1(t, 7) exp Asga(t,7) ... exp Argr(t, 7)

alaka.  Most is feltessziik, hogy az A(t)-k altal generalt £ Lie-algebraban az
Ay Ay, ..., A; egy bézis, és az AdA; métrix reprezentacidja a I'; € R™*! matrix. Ekkor
a fenti reprezentécio 1étezésére vonatkozik a

Wei-Norman-tétel. [4]

Legyen v(t) = g(t,7) € R* megolddsa a nemlinedris

B -1
(Z expl'iyiexplays ... exp Fil%’lEii> Y=a (2.6)

) v(r) =0

in. Wei-Norman diffeerencidlegyenletnek. (Ennek a megolddsa lokdlisan létezik, wi.
a (1) = 0 kezdeti-feltétel miatt az invertdilandd mdtriz T = 0-ban az identitds, igy
invertdlhato, amiért T egy alkalmas kornyezetében is invertdlhatd, ezért (2.6) explicitté
tehetd.)

Ekkor
O(t,7) = exp A1g(t, 7) exp Aag(t, 7). ..exp Arg(t, T)

exponencidlis szorzat alaki.

37



dc_1281 16

Azt ismertnek feltételezziik, hogy az

[y

n—

exp Aigi(t,7) = . qij (9i(t, 7)) Al (2.7)

<
Il
o

alaki, polinomialis A;-ben melynek legfeljebb n — 1 a foka, kvéazipolinomidlis ¢(t, 7)-
ban, azaz, polinomialis g;(t,7)-ban sin ayg;(t, 7), cos fig;(t, 7)-ban és exp Ag;(t, 7)-ban,
ahol a \; az A; sajatértékeinek valos részei, mig oy, §; a sajatértékek imaginarius részei.
Az erre vonatkoz6 alapvets eredmények megtalalhatok a méatrixelmélet és a kozonséges
differencialegyenletek klasszikus monografidgiban, pl. Gantmacher [1],.. ..

Az (2.7) eldallitast az exponencialis szorzatelGallitasba beirva azt kapjuk, hogy

Z @n (g(t, 7)) A" A3 AT,

ahol a @, a g(t7) = (91(t,7),92(t,7),...,91(t,7))  kvazipolinomjai
(a g5 (gi(t, 7)) kvéazipolinomok bizonyos szorzatai).

Tekintsiik most az altalanositott idéfiiggd egytitthatos linearis rendszer (az (2.4) rend-
szer) végallapotait az x(0) = 0 kezdeti feltétel esetén. A Cauchy-féle formula alapjan

T

2(T) = / (T, 1) (Z Bj(t)u(j)(t)> dt. (2.8)

0

Kezelhet6bbé tessziik az (2.8) formulat egy parcialis integralasi procedira alkalmazasa-
val. Ha a legmagasabb rend el6fordulé u-derivalt u(”)(t), akkor feltessziik, hogy minden
7=0,1,2,...,J — 1 esetén teljesiilnek az u¥)(0) = 0, u)(T) = 0 peremfeltételek. Ez a
feltétel nem befolyésolja az elérhets végallapotok alterét az R™-ben.

x@)‘/ﬂTﬂ& ﬁ+§:/ (T, t)B;(t)u"?(t)dt =
/@ (T, 1) Bou(t)dt + Z B, () (1)) —

B;(t)uV(t)dt = | O(T,t)By(t)u(t)dt+

&I&

e

+ /cb(T, t) (A(t)By(t) — By(t)) u(t)dt + Z/@(T, t) (A(t)Bj(t) - B;-(t)>u(j—1)(t)dt.

0 j22 9

O\H

=1

.

Ezt az utolso tagra ismételve kapjuk a kovetkezs 1épés egyenleteit:

> [ oro(A®B; ) - Bi)uo e = 3 [0 (A0B; 0 - Biw)u o)~

- 0
j=2 0 Jjz2

- [ G (B0 B0 - Byo) Juttyde - Y- / (40B,(1) = B(0) Ju-2(t)a1 =

j>3
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_ / (T, 1) (A Ba(t) — 2A(8)BY(t) — A'(1)Balt) + B'(8)) u(t)dt+

+ / O(T,t) (A(t)*B;(t) — 2A(1)Bj(t) — A'(t)B;(t) + B} (t)) uV =) (t)dt.

j=3

Az utolso tagra ismét alkalmazva a parcialis integralast, hasonld egyenletet kapunk:

o(T, )(A(t)?’Bs(t) — 2A()A(t)' Bs(t) — A'(t)A(t) Bs(t) — BA(t)*By(t) + 3A'(t) By (t)+

Il
O\ﬂ
~

+ 3A(H)BU(E) — Bg'(t))u(t)dH

+§:u/¢%ﬂﬂ(A@foﬂ—SA@VBﬂﬂ-—%MﬂAT@»BAﬂ+

>4
—+3A@)By@)—f¥@L4@)Bx®—+3A%w£§@)+u4%w£yaj—-Bg%w)u0;$(wdt
Ezt folytatva, a J-edik 1épés utan mar az integralban nem szerepel u(t) derivaltja. Ossze-

gezhetjiik a szamitésaink eredményeit. Ehhez bevezetiink néhény rovidits jelolést.

Legyenek 0 < aq, ..., 04, 1 < By, Ba, ..., B, egész szamok. Ekkor vektoralis iras-
modot hasznalva bevezetjik az o = (a1, g, ..., ), B = (b1, Ba, . . ., ) jeloléseket, a v
dimenziot nem tiintetve fel. Bevezetjitk az | a |= > | a | normajelolést is.

Ekkor az (A(t)@))™ (A()@)™ . (A(t)@))” szorzatra az (A@(1))? réviditést
vezetjiik be. Igy

2(T) = / O(T,t) Bo(t)u(T)dt + / o(T, 1) (A(t)Bl(t) —B;(t))u(t)m

T

+ / o(T, 1) <A(t)2 — A1) By(t) — 2A(1) BY(t) + B;’(t)>u(t)dt+

0

+ / (T, t)((A(t)3 — 2A(t)A(t) — A(Y A(t)) Bs(t)—
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— (BA(t)? — BA'(1)) By(t) + BA(t) B) — Bg')u(t)dt+

+...=

T

:/cth S Cap (A90)° | BO ()| ut)at,

0 7=0 \|e+Bl|=j—7

Pl, a 3. tagban a Bs(t) egyutthatoja esetén a lehetséges a, 3 indexek az (0,3), (1,1) +
(0,1), amelyekre | a + 3 |= 3 — 0.

A Bj(t) egyiitthatoja a lehetséges (0,2),(1,1) indexeknek megfelelen teljesiti az
| a4 08 |=3—1 = 2 feltételt, a Cy g egyiitthatok, mindig egészek. A klasszikus Kalman-
féle targyalasnak megfelelGen bevezethetjiik az elérhetgségi Kalman-Gram-féle matrixot
az altaldnositott rendszerekre is:

7=0 \Jo+Bl|=j—7

és megfogalmazhatjuk a kovetkezs tételt.

2.1. Tétel. Az dltalanositott iddfiggs  egyiitthatds linedris rendszer a [0,T]-
intervallumon teljesen elérhetd akkor és csak akkor, ha a Gpreo[0,T] Kalman-Gram-féle
matrixz invertdlhato, vagy ami ezzel ekvivalens, ha pozitiv definit.

A bizonyitas ezek utdn nem kiilonbozik a klasszikus id6fiiged linearis rendszerek ese-
tétsl.

Legyen L az {A(t);te€[0,7]} <C R™" a&ltal generalt Lie-algebra, és
Ay, As, ..., Ar € L ennek egy bazisa, mint azt méar kordbban emlitettiik. Ebben a bazis-
ban

I
Alt) =) ai(t)As.
i=1
Jarjunk el hasonléan a By(t), Bi(t),...,B,(t) matrixok esetén is. Ha V =
V{By(t),Bi(t),...,Bs(t): t € [0,T]} € R™* az R™* vektorterének a B;(t)-k altal ki-
feszitett altere, akkor valaszthato V-ben egy By, By, ..., By bazis, amelyben

= Z bﬁ(t)BA

=1

Mivel ®(T,t) felirhaté az Aj, As,..., A; polinomjaként, a Wei-Norman-féle egyenlet

g1, 92, - - -, g1 megoldasainak kvézi-polinomjaként és az x(7T') integralelGallitasaban szerep-
J >

16 >° > Cap (A® (t))'3> B](])(t) magfiiggvény pedig felirhato az Ay, As, ..., Af
=0 \la+Bl=j-j

40



dc_1281 16

¢s By, Bs, ..., By polinomjaként az a;(t) és a bj(t) differencidlpolinomjaként (egész
egyiitthatokkal és elséfoku B;-kkel). Ebbdl, felhasznalva, hogy az A; hatvanyai szom-
szédos cserékkel a természetes sorrendbe rendezhetsk (A7, A7*2, ..., AT alakuak, ahol
az Osszes my-re teljesiil, hogy 0 < m; < n, vagy vektori irdsmoddal, 0 < m < n) az

I -
A A, = AAL + };1 LiiyAp, valamint az A = > C.; Al egyenlségek segitségével,

=0

n—1
feltéve, hogy A;-k karakterisztikus polinomja A" = >~ C,; A" alaku.
i=0

Igy a kovetkezdt kapjuk:

T T
o(T)y= > N ApAy. AMB,, / Pa, ., (g(T,t),a[oo><t),b§°o)<t>,...,b[}”kt)) u(t)dt.
0

0<m<n kig =0

Itt a P,y (g(T, £),al®(1),... b)), . .)_k a g1(T,1), g2(T 1), . .., gr(T, t)-ben kvézi

polinomok és az a;(t), as(t), ..., a;(t),

b11<t>, blg(t), ey blj‘(t), bgl(t), ey bQT(t)v Ce ,le(t), bJQ(t), ey bjf(t)—kben
differencialpolinomok.

Ebbdl latszik, hogy az &altalanositott rendszer elérhets altere a [0,7]-n benne kell,
hogy legyen az

hn{.”,ATﬂfgww.wfﬂ”Bmw.”} (2.9)

képtérben, ami ugyanaz, mint a klasszikus kanonikus rendszer esetén, latszolag nem
bévitve az elérhetségi alteret azaltal, hogy a derivaltak is bemenetként szerepelnek.

Valojaban a bévitést a kovetkez6 modon tekinthetjiik &t:

Legyenek Vg = V{Bo(t); te [O,T]} C R™F,

v, = V{Bo(t), Bi(t),...,By(t); t € [o,T]} c R

a megfelels B;(t) matrixokkal generélt vektorterek. Valasszuk meg ugy a V; bazisat,
hogy az elsé Iy eleme legyen a V| bazisa:

Vo=V {B1,B,,...,B; },

V}:Y/{BhB%.“,B%,B%HJB%HP.WBE}

Ebbdl mér nyilvanvalo, hogy a megfelels altalanositott Kalman-Gram-féle matrixokra (a
tovabbiakban réviden Kalman-féle matrixokra) az altalanositott rendszer esetén teljesiil,
hogy ennek a képtere tartalmazza a klasszikus rendszer altaldnos Kalman-féle matrixanak
képterét.

Ezek utan méar kovethetd a klasszikus rendszerre megfogalmazott bizonyitasokbol,
hogy mi a gerjesztési feltétel arra, hogy az altaldnositott rendszer elérhetdségi altere
egybeessék a rendszerhez rendelt éltaldnos Kalman-féle matrix képterével. Tegyiik fel,
hogy £ egy olyan vektor, amely az

Kao=Im{..., A™MA™ _A™B, .},
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Kalman-féle matrix képterében van.
K¢ nem azonos az altalanositott rendszer [0,7] f6lotti elérhets alterével akkor és
csak akkor, ha létezik olyan £ # 0, £ € Kgy, amelyre (£, 2(T)) = 0 minden lehetséges

u(t) bemenetre.

Ez azt jelenti, hogy

0=(&(T)) =

7 T
- <5, SO ApAps L APB,, / Py (8(T,0,259(0), 05, ) <t>u<t>dt>
0

0<m<n y;,=0

:/< 3 i Py, (g(T,t),a[Oo)(t),...,bgoo),...> (t)

0<m<n i, =0

. (A?)ml (A?,l)m1*1 . (A{)ml BZ;Q&, u(t)>dt

A klasszikus Lagrange-féle lemmabol kovetkezik, hogy ha ez minden ,,jo”, pl. folytonos
fliggvényre teljesiil, akkor
sy (T.1).a™(0), ... b
P, (g T, t),al>®\(t),... b~ ,)
" ’ (2.10)

0<m<n ki, =0

(AD)™ (AT)™ (AT BT =0

A Py, iy kvézipolinomokban szereplé exp Ag, cos ag, sin ag tipusi analitikus fliggveé-
nyek helyett bevezethetk az 1j g = exp \g, § = cos ag, § = sin ag valtozok. A megfelels

differencidlegyenleteket konnyen megkaphatjuk:
G=\jexpAg = \gg, illetve

§=—agsinag = —agg, (2.11)

g = agcosag = agyg,

amelynek segitségével polinomialis egyiitthatokat kapunk.
Lathato, hogy ezek még nem explicit differencidlegyenletek, mindkét oldalon taldlhato
derivalt. Tekintsiik most a Wei-Norman-féle differenciadlegyenletet:

I
(Z expl'igrexplags ... exp Fi_lgi_lEz-z-) g=a, g(0) =0,

i=1

ahol
0 0

c RIX[
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Ebben is exponencialis szorzatok vannak, de ezek a I'y, 15, ..., I';_; Lie-algebra szorzo-
tabla exponencidlisai (a Cristoffel szimbolumok) [33]. Ezekben, hasonléan az el6bbiek-
hez, elvégezhetSk az exp Ag, cosag,sin ag alakti nem polinomialis tagok 4j valtozoként
valé bevezetése, amely ismét (2.11) tipust tovabbi differencialegyenletek hozzaadasat je-
lenti, amelyek mar polinomialisak, valamint a Wei-Norman egyenlet is polinomialis, de
nem explicit egyenletté valik.

Innen, ha akarjuk, invertalassal explicitté teheté a g eredeti derivaltakban:

. —1
g = (Z expl'igiexpl'ags...exp Fi—lgi—lEii> a,

i=1

amibdl a (2.11) egyenletek is explicitté valnak, de tort nevezével:

I
det <Z exp Flgl exp FQgQ ...exXp Fi—lgi—lEii> .

i=1

Ezekkel az explicitté valt egyenletrendszert beszorozva végiil is a g, g, g, & tipusi val-
tozokban egy implicit polinomialis differencidlegyenletet kapunk, minden egyenletben
egyetlen derivaltat tartalmazo taggal, azaz ez egy reguléris differencidlegyenlet, mely
explicitté tehets a derivaltakban (t6rt jobb oldalakkal).

Ezdltal a P, (g(zyt%zﬂm>@);b$”N¢),b§”%t%...,b&”)@)> kvézi polinomok he-
lyett a

Puns, (8120, B(11). 5(1.0).4(T,£), %) (8), 607 (1), B (1), ... b (1))

polinomokat kapjuk a g,g,g,& valtozokban és differencidlpolinomokat az a(t)
bo(t),byi(t),...,by(t) fliggvényekben.

A fentebb kapott implicit polinomiélis differencidlegyenletet atirjuk, bevezetve a vek-
torfolytonosan irt g, g, g, g valtozokat, mint x = (z1,z9,...,2y), az a,by,bs, ..., bt
mint u = (ug, usg, . .., ug), ekkor

F(x,%x,u,,,...)=0.
A (2.10) egyenletet is atirjuk az x, u segitségével

I
Z Z Fbm,kig (X7 }.(7 u, 1:17 ﬁ? = ) (A;)ml (A?—l)m171 T (Af)ml B]?;Qf =0.

0<m<n j;,=0
Definialjuk ebbdl az
I
Yy = Z Z kaiz (x,u,,...,) (A}F)ml (A}F_l)mlfl o (Aip)ml B;:Qf =G (x,u,1,...,§)
0<m<n j;,=0
kimeneti egyenletet. Ezzel egy
F(x,%x,u,u,i,...,£) =0
y =G(x,u,u,i,... ¢
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bemenet-kimenet rendszert kapunk, mely polinomialis és x derivaltjaiban implicit,
0:F(x,%,u, 0,1, ...,&) # 0 regularitasi feltétellel. Itt az u-k a bemenetek, az x-ek az al-
lapotok és az y-ok a kimenetek. Tekintsiink egy masik reprezentaciot, esetleg kiilonb6z6
allapotokkal, de ugyanazokkal a bemenetekkel és ugyanazokkal a kimenetekkel:

F(x,x,u,10,i,...,£) =0 o

_ 22
y=Gx,uu,i,...,~§).

(>0)-t és (i) -t tekintsilk mint bemenet-kimenet rendszert. Ezeket ekvivalensnek te-

kintjiik, ha minden (u,y) bemenet-kimenet péarra igaz, hogy (3 )-nek akkor és csak akkor
létezik x megoldésa, amikor (D )-nek létezik X megoldasa. Ez azt jelenti, hogy ekkor a

U Z Y

U i Y

két rendszer ugyanigy mikodik. >, illetve i még tomorebben is irhato, megengedve
az y kimenetek derivaltjait is,

J(X7X7u7ﬂ7ﬁ7"'7Y7Yay7'"75):Oﬂ (2‘12)

illetve

J(x,x,u,0,1,...,y,y,¥,...,£) =0.
Diop azt bizonyitotta [28], hogy létezik egy olyan véges, tisztan algebrai algoritmus,
amellyel megadhatok olyan

~

J(HJﬁJﬁJ"'7y7y7y7"'7£)

~

G(uauaﬁa"'7Y7Y7ya"'7§)

differencialpolinomok, amelyekre, ha tekintjiik az

Ju i, .y, Y, ¥, .., €) =0
(2.13)

~

G(uaﬁaﬁa"'v}IySIaya"'ag) %O

implicit egyenletet és nem-egyenlGségi feltételt, akkor az ezzel definidlhaté u — y
bemenet-kimenet rendszer az el6bbi rendszer-ekvivalencia értelmében ekvivalens az
(2.12) rendszerrel. Lathato ez utobbinak nincs x allapotvéltozoja, ezért mondhatjuk,
hogy a Diop-féle algoritmus allapot-eliminacios algoritmus. A tovabbiakban megmuta-
tom, hogy hasonlé eredményt lehet megfogalmazni az altalam bevezetett algebrai esz-
kozokkel, amit ,perzisztens gerjesztés” feltétel megfogalmazéasival adtam meg, igy ebben
az esetben nem kell hasznalni a Diop-féle eliminaciot [28].

Megismételem az ekvivalencia definicidjat.

(2.12) és (2.13) Osszefiiggések ekvivalens bemenet-kimenet rendszert definialnak, ha
egy (u,y) bemenet-kimenet péarra (2.12)-nak létezik megoldésa az x allapotra nézve, azaz
az (r,u,y) harmas megoldasa (2.12)-nek, amennyiben (u,y) megoldasa a

-~

J<u7u7ﬁ7"'7y7Y7y7"'7€) :0

44



dc_1281 16

polinomialis egyenletnek és teljesiil, hogy

-~

G(u71.’171.j'7"'7y7y7y7"'7£)#O'

Ez utobbit tgy kapjuk, hogy az algoritmusban lépésenként osztani kell egy differencialpo-
linommal, amely természetesen nem lehet 0, ezért ezt meg kell kovetelni. Ezek szorzatai
adjak a G(u,u,10,...,y,y,y,...,&) differencidlpolinomokat. Ha ez a szorzat # 0, akkor
egyik tényezGje sem lehet 0.

Visszatérve az eredetileg kapott (D) bemenet-kimenet rendszertinkre, ebben véve az
altalunk sorfolytonosan rendezett u = (a, by, by, ..., by) ,bemenetet”, azt kapjuk, hogy

F(X,X,(a,bo,bl,...,bj),(a,bo,f)h...,bj),...7£) :0,

G(X, (a,bo,bl,...,bj),(é,bo,bl,...,bj),...,f) = 0

A (>]) rendszerbdl kapott allapoteliminélt rendszerbe beirva az ((a, bg, by, ..., by), O)
bemenet-kimenet parra a rendszer-ekvivalenciabol kévetkezd

~ .

J((ameblw..,bJ)(a,Bmfn,”.,bJ)V..,OJLO,”.,5)::0
. o . (2.14)
G((a,bo,bl,...,bJ),(él,bo,bl,...,bJ),...,0,0,0,..‘,§> 7&0

Osszefiiggéseket gy tekintjiik, mint annak az elégséges feltételét, hogy minden u beme-
netre az x(T') végallapot merdleges legyen az adott

5EIm{...,ATl,A;”Q,...,A}”’Bj,...} (2.15)
vektorra.

2.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a,bqg, by, ..., by iddfiggd egyiitthatok perziszten-
sen gerjesztik a rendszeriinket, ha ez elérhetd dllapotok altere eqybeesik az dltaldnositott
Kalman-féle mdtriz képterével, azaz a lehetséges legnagyobb altér lesz. Egyenleteink ér-
telmében, ha az egyitthatokra fenndllnak az (2.14) feltételei, akkor a & dllapotnak 0-nak
kell lennie.

Az a speciilis eset a legérdekesebb, amikor az altalanositott Kalman-féle matrix kép-
tere az egész R™. Ekkor az adodik, hogy az a, bg, by, ..., b, egylitthatok perzisztensen
gerjesztik a rendszert akkor és csak akkor, ha a rendszer teljesen elérhets a [0, T inter-
vallumon.

Tehéat amennyiben az egyilitthatok nem gerjesztik perzisztensen a rendszert, akkor
,7((a,b0,blw..7bJ%(a,bo,blw..,bj),..,o,o,o,or..,§>::0
é?((a,bo,bl,..,bJ)(ajbo,bl,..,bj),..,o,o,o,o,..,g)3£0

40

megoldhat6. Az egyenletet &-re implicit fiiggvénynek tekintve megoldhato a &-re,

5::Lf(cytm,bl,..,bJ%(a,men,“.,bJ%..w>, (2.16)
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ezt a két nem-egyenlGségbe beirva azt kapjuk, hogy a ,perzisztensen nem-gerjesztés”
feltétele két nem-egyenl@ség egyiittes fennéllasa:

o7A@((a,bo,bl,...,bJ),<a,bo,bl,...,bJ),...,o,o,...,
f((a)b(]abla-‘-abJ)7(2‘1750)517"'7BJ)7"‘>

07éf(a,bo,bl,...,bJ),(a,bo,bl,...,bJ)...)

Ennek a tagadasa a perzisztens gerjesztés feltétele:
0= @((a,bo,bl,...,bJ),(é.,bo,bl,...,b]),...,070,...,

f((a7b0ab17 s abJ)7 (ay b(bbla s 7bJ)7 .- )

vagy
0::f((amebl,..,bJ)(a,bmlhj.”,bJ)”.>.

Visszatériink a &-re vonatkozo implicit fiiggvény megoldhatoségara, hogy megkaphassuk
(2.16)-et

Ehhez is hasznalhato a Diop-féle eliminécios tétel (algoritmus). Ehhez, tekintsiik a &
vektort allapotnak, amely eliminalhat6. Ehhez sziikségiink lenne egy allapotegyenletre,
dinamikéara, azaz a &-re vonatkozo differencidlegyenletre. De ehhez tekintsiik & konstans
voltat, azaz a dinamika egyszertien csak a &€ = 0.

Az el6z6ekben ismertetett eredményeket a 2.1-bdl kiindulva a 2.2. Tételben fogalma-
zom meg, a fejezet {6 eredményeként.

A 2.4 rendszert specifikaljuk a kovetkezd modon.

Legyenek Aj, Ay, ..., A; € R™" adott struktira méatrixok, az 1-dimenziés bemenet
,matrixa” B € R". Tekintsiik az

] a;(t) Az + b(t) Bu (2.17)
=2

LTV rendszert. Erre a fentieket figyelembe véve adodik a

2.2. Tétel. Ha a (2.17) rendszerre teljesil az dltaldnositott Kalman-féle feltétel, azaz
(2.9) az egész R™, és teljesil a Diop-féle eljardssal kapott (2.14) un. gerjesztési feltétel,
akkor (2.17) elérhetd.
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3. Allapottol fiiggs paraméterti linearis rendszerek

Miiszaki szempontbol sokan vizsgaltak LPV rendszerekkel kapcsolatos konkrét kérdése-
ket, de szisztematikus atfogd vizsgalatokat nem végeztek.

Most az el6z6 fejezetben nyert eredményekhez hasonld allitasokat adok meg LPV
rendszerekre.

A tovabbiakban részletesen is megvizsgidlom az allapottol fiiged paramétert lineé-
ris rendszerek rendszertulajdonsagait (az ekvivalencidk és a dualitdsok miatt csak az
elérhetGségét).

A vizsgalt rendszer annyiban specialis, hogy azt az esetet tekintem at, amikor egy
bemenetiink van, azaz a rendszer

T = Zpi(x)Aim + q(z)Bu (3.1)

=1
alaki, ahol A; € R™", B € R™! = R"

A parcialis differencidlalgebrakra nem ismeretes a Diop-féle eliminacios tétel megfe-
lelGje ezért ebben az esetben mésképp jarok el.

Vizsgaljuk el6szor az

& = p(x)Az + q(x)Bu (3.2)
rendszer elérhetGségét.
Tegyiik fel, hogy teljesiil a
1. Kalman-féle feltétel:
rang { B, AB,..., A" 'B} = n; (3.3)

tovabba az a gerjesztési feltétel, hogy

2. egy alkalmas parcialis differencidlegyenletnek p(z) nem megoldasa, és p(z) # 0,
q(z) # 0. Ekkor (3.2) generikusan elérhets, azaz egy szingularis feliilet a kiegészits
halmazaként adodo nyilt és strtd halmazon (3.2) lokélisan elérhetd.

Az, hogy a globalis elérhetéség igaz legyen, nem is varhato, ui. a kivételt képezd szingu-
laris feliilet az R™-et tobb nyilt komponensre vaghatja, és az egyik nyilt komponensbél
a méasikba val6 atmenetet nem lehet bebizonyitani. Célom egy olyan gerjesztési feltétel
kiszamitésa, amely ezt az atmenetet biztositja.

Végiil a 2. fejezetben szerepls modszert sok hasonlosag mellett a (3.1) rendszerre is
atviszem, teljesen analég eredményt kapva.

Formaélisan megfogalmazva:
1. Az altalanositott Kalman-féle feltétel:
rang {B,..., AU Ay .. AV B, .. ATTTAL VAT IBY =, (3.4)
2. Alkalmas parcialis differencidlegyenlet-rendszereket nem szabad kielégitenie a

p1(z),p2(x), ..., pr(x) paramétereknek a g(z) # 0 feltétel mellett, ami teljesen
analog az id6tol fliggd paraméterek esetére kapott gerjesztési feltétellel.
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Mivel most nincs Diop-féle eliminaciés tételiink, nem az ,egyetlen” gerjesztési felté-
telt kapjuk. A mi gerjesztési feltételiink konstrukciofiiges, ezért nem egyetlen, a sok-
féle lehetséges esetbdl kivalasztottunk egyet; ezért egy érdekes algebrai probléma ve-
tédik fel: hogyan karakterizdlhatok a gerjesztési feltételek, és van-e kozottiik ,egyet-
len” kitlintetett, minimalis (maximaélis) valamilyen strukturalis értelmében. Pl. ha egy
F(x,...,08 . 0Fpi(x),...) # 0 alakban kifejezett gerjesztési feltételt kapunk, akkor

minden olyan GG (X, L OR L Op(a), . ) differencialpolinomra, amelyre

F(x,....,0%, . 0pi(2),..)G(x,...,00, ..., 0pi(x),...) #0

)y Yy ? Xy

teljestil, a fenti szorzat is egy gerjesztési feltétel, ui. ha p(z)-re a szorzat nem nulla,
akkor egyik tényezGje sem, igy az

F(x,...,00 . 0kpi(x),...) #0

» Yxq

feltétel is teljestil.

Tekintsiik a (3.2) valtozo paramétert linearis rendszert allapottol fiiggs p(z), ¢(z) para-
méterekkel.

Mivel a rendszer az éllapottol fliiggs paraméterek miatt nemlineéris rendszer, termé-
szetesnek latszik az

f(z) =p(z)Az, g(z) = q(v)B

vektormezdk altal kifeszitett irnyithatosagi disztribicio, a

D:L{gv[fag]7[f7[fvg]]7"'}’

néhany elemének a kiszamitasa. A (3.2) elérhetdségében a D disztribucié hasonlé sze-
repet jatszik, mint az allando egyiitthatos rendszerek esetén a Kalman-féle elérhetGségi
matrix

[B, AB,... ,A"*IB} (3.5)
Ez egy véges, méatrixok nyelvére irt kritérium, mig a D disztribucié végtelen sok vek-
tormezGt tartalmaz. Ezért azt a célt tiztiikk magunk elé, hogy a D disztribacié helyett
véges sok objektummal is karakterizalhassuk a (3.1) és a (3.2) rendszerek elérhetéségét
és ha ez lehetséges, akkor csak matrixokat hasznaljunk a leirasukra.

A D elérhet6ségi disztribuicio helyett egy maésik, véges vektormezd-sereget adok
meg, amelynek a rangja (a kifeszitett vektorterek dimenzidja) megegyezik a D rang-
javal. Amennyiben a p(z), ¢(z) teljesitenek bizonyos feltételeket, akkor a feltétel a (3.5)
Kalman-féle feltételekre is redukalhatonak bizonyul, amely mér kénnyen ellenérizhetd.
Ennek a jelent&sége oridsi, ui. egy végtelen objektum helyett a klasszikus Kalman-féle
feltételt kell csak ellenérizniink.

Rekurziv definicioval kezdjiik a konstrukcionkat.

Legyenek
Py(z) =0, Qo(z) =q(x).
Ekkor
fo(@) = Qo(z)B = q(x)B
Nyilvanval6, hogy
Jfolx) = g(x)
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Az [f, fo](x) vektormezdre azt kapom, hogy

[/, fol(z) = (0 (2)(B)Qo(x)) Az + p(x)Qo(x)AB

az [f,g](x) vektormezdre pedig az adodik, hogy [f,g](z) = (' (x)(B)Qo(z)) Az +
p(x)Qo(z)AB — (p(z)Q4(z)(Az)) B. Bevezetem a

Pi(z) = p'(x)(B)Qo(x), Q1 (x) = p(z)Qo(x),

Ry (z) = p(z)Qo(x)(Az)
jeloléseket, ill. ezekkel adom meg az fi(x) vektormezot:

fi(z) = Pi(x) Az + Q1(x)AB.

Ebbdl,

[f, gl(z) = Pi(z)Az + Q1(2)AB — Ry (z)B =

= fi(x) = By (2)B.
Osszefoglalom a legfontosabb Gsszefiiggéseket, amelyeket altalanosithatunk:
9(x) = fo(z),
[/, 91(x) = fi(x) — Ri(z)B.

Tegyiik fel, hogy az fo(z), fi(z),..., fr(x)-et mar definidltuk, az fy(x) = Py(x)Az +
Qr(7)A* B altalanos alakban. Az [f, fi](z) Lie szorzatot szamoljuk ki:

[f. fil (@) = (¢'(2)(Az) Pe(2) — p(2) Pi(x)(Az) + p'(2) (A" B)Qx(x)) Ax+

+ (p(2)Qr(x)) A B — (p(x)Q}(x)(Ax)) A*B.
Legyenek

Pyyi(2) = p'(Ax) Pi(z) — p(2) P(2)(Az) + p(2) (A" B)Qu(2),
Qr+1(z) = p(z)Qr ()
Ry (z) = p(2)Q(2) (Az).

Igy az fi1(z) vektormezére:

fen (@) = Peyr(2) Az + Qi (v) A1 B,

fennall a kovetkezs rekurziv egyenlet:

[f, fel(@) = fis1(z) — Ry (2)A*B. (3.6)

A D disztribucio k + 1-edik tagjat a kapott jelolésemmel és egyenlStlenségeimmel atala-
kitom a bizonyitasom megkonnyitése érdekében. Ha

[f"“?[f? [fa [fazg]]]](x): [.fa"'?[fv [fafl_RlB]]] =
~~ N—

k—+1-szer k-szor

(93') - [f,,[f,RlB]
——

k-szor

:[f,..-,[f,fz—RgAB]... (£)=...=
k

-1

= fit1(2) — Ris1(2)AFB — [ f, ReA*'B] () — ... —

—[f,...,[f,RlB]... (x),
k
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azaz

[fv""[fag]"']( = frr (o Z[ AR AB L | () (3.7)
k+1 k= k—k

L. rang {g(z)} = rang {fo()}
2. rang {g(2), [f, g](x)} = rang {fo(2), fi(2) — Ri(2) B} = rang { fo(x), f1(2)}.

Rl (ZL‘)

Ez utobbi abbol kovetkezik, hogy fo(z) = q(z)B, ¢és q(z) # 0 esetén az fo(x) @
q(x

szeresét hozzdadva a 2-dik vektormez6hoz a két vektormezd rangja nem valtozik.

Tehat

rang {g(x), [f, g](x)} = rang { fo(x), f1(2)} .
Most tegyiik fel, hogy k-ra

rang {g(z),[f,g] (x),..., [f,...,[f, g]](x)} = rang{fo(x),fl(x),...,fk(x)}.
—_—

k-szor
Ekkor,
rang {g(x),[f,g](ﬂﬁ),---? [f,---,[ﬁ 9]---](90), [f?"'v[fa 9]---] (IB)} =
k-szor k+1-szer
rang{fg(ai),...,fk s frr(z Z [ /5 n+1A”B]---] (95)}

a (3.7) egyenl6ség alapjan.
Az nem olyan nyilvanvalo, hogy a

k

> {f,...,[f, R,.;HA”B]...] (2)
k—k

k=0

elhagyasa lehetséges, hogy a kivant

k

rang{fg(x),fl(x),... f fk—f—l Z f Rk—f—lA B} ]( )} =

k=0
=rang { fo(z), fi(2),..., [x(x), frs1(2)}
egyenldséget megkapjuk. Ehhez a p(z) és a ¢(z) az eddigi

p(x) #0, q(z) #0 (3.9)

feltételek mellé Gjabb, sokkal komplexebb parcialis differencial-egyenlGtlenséget kell, hogy
kielégitsen. Tekintsiik az

(3.8)

k

fo(l’),fl(l’),... f fk+1 Z |: f RH—HAH ] ] (I)

xk=0
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oszlopokbol all6 n x (k 4 2)-tipustt matrixot.

Ez maximalis dimenzios lesz, akkor és csak akkor, ha van (vannak) (k+2) x (k+2)-es
invertalhat6 aldeterminasaik.

Ennek a determinansa nem lehet 0, ami annak a feltétele, hogy invertalhato.

Tekintsiik az ugyanehhez a (k + 2) x (k + 2)-es [fo(x), fi(x), ..., fu(x), fri1(x)]-hez
tartozo aldeterminanst és ezek szorzatat, ez nem lehet 0, ami éppen annak a feltétele,
hogy egyszerre lesznek invertalhatoak, azaz a rangjuk ugyanaz.

Ez egy olyan analitikus feltétel a p(z) és g(z) egyiitthatokra, amely garantalja, hogy
a két vektormezs-sereg egytittesen maximalis rangi. Ezt a feltételt (ezeket a feltételeket)
gerjesztési feltételeknek nevezziik.

Ezzel igazoltam a kovetkezs tételt.
3.1. Tétel. Ha a (3.2) rendszer esetén a nyilvainvald (3.9) feltételeken kivil még az

un. gerjesztési feltétel is teljesil, akkor a < g(z),[f,g](z),..., [ fo-- s [fs g]..-] (2)
—_——

n—1
csonkitott elérhetdségi disztribicio rangja és az ezt helyettesitd

{fo(x)v f1<£L’), SRR fnfl(x)}

vektormezdk rangja eqyenld és megeqyezik tér dimenziojaval, n-nel.

Megjegyzés:
Ezek utan tekintsiik az
{fo(@), fi(x), -, faa(2)}
vektormezdket, azaz, a
Qo(2)B, P (2)Ax 4+ Q1(2)AB, ..., Py_1(z)Az + Q,_1(x)A" ' B (3.10)
vektormezdket. Ezekbdl alakitsuk ki az alabbi két n x n-es matrixot,
M(z) = [Qo(2)B, Pi(z)Az + Q1(2)AB, ..., Py_1(2)Az + Q1 (x) A" 'B]

N(z) = [QO(x)Bu Qi(z)AB, ... 7Qn71($)Anle} :

Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az M (z) és az N(x) méatrixok egyidejtileg
legyenek invertalhatok, hogy

det M (z) - det N(x) # 0. (3.11)

Ekkor a megfelels vektormezdk egyiittesen feszitik ki, generaljak az R"-et. Igy megfo-
galmazhato a kovetkezs tétel.

3.2. Tétel. Ha a (3.2) rendszerre teljesiilnek a (3.9), és a (3.11) in. gerjesztési feltéte-
lek, akkor a (3.10) és a

{Qo(x)B, Q1(x)AB, ... ,Qn_l(x)A"_lB} (3.12)
vektorok is az egész R™ teret feszitik ki.
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Tekintsiik most az N(z)N(x)* szorzat-matrixot:

Qo(l')B*
N . Q1(x)B*A*
N(z)N(z)* = [Qo(z)B,Q1(x)AB,...,Qn_1(x)A" ' B] =

Qs (2) B (AT

[y

_y Qi(z)?A*BB(A*)".
0

3

i

A (3.9) garantalja, hogy a Qx(x)? = p?(z)¢?*(x) # 0. Legyen a p, q fiiggvények értelme-
zési tartomanyan
mkin inf p**(2)¢?(z) = ¢ > 0.

Ekkor X )
det Y Qu(z)’A*BB*(A") > cdet Y ~A*BB*(A*)F > 0
k=0 k=0

igy a klasszikus Kalman-féle rangfeltétel is teljesiil.

Ez utobbi megjegyzésiinket és a 3.1. és 3.2. tételben megfogalmazottakat Gsszefog-
lalva az adodik, hogy amennyiben a p(z), () egyiitthatok teljesitik a kirott feltételeket,
akkor a csonkitott elérhetdségi disztribiicio

Doy § 9(@), [f:9)(), o I f 9] (@)

n—1
és a (3.3) ekvivalensek, azaz
rang {B, AB, ... 7A"_IB} =rangD,_ 1 = n,

ami a (3.2) rendszer elérhet&ségének sziikséges és elégséges feltétele.

A (3.1) rendszer esetét hasonldé modszerekkel targyaljuk, mint a (3.2)-ét. A hasonlo-
sag kidomboritasa érdekében bevezetek néhany egyszertisits jelolést. A sokszor szerepld
matrix szorzatokra, pl. az A7'A5? ... A}" esetére az n = (ny,ngy,...,ny) vektoralis jelo-
léesmoddal a kovetkezd

A" = AT AR AT
irhat6. Az A™ monom fokén az |n| = ny + ny + ... + ny értends. Az IN' nemnegativ

egészek I-dimenzios terét értjiik. Az i-edik egységvektort e; € IN’-vel jeloltiik, azaz

e;=(0,...,0,_1 ,0,...,0).

i
A rekurzi6 attekinthet&ségének az érdekében most is a (3.2) esetén alkalmazott jelo-
léseimet vessziik alapul.

Legyenek
Po(z)=0, 1=1,2,...,1, Qo(x)=q(x)

Ekkor most is
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adodik, mig innen
Szamoljuk ki az [f, fo](z) vektormez&t.

[f, fol(x [sz )Aiz, Qo(x

= prx) (B)Qo(z)Aix + Zpi(x)Qo(x)AiB_
=5 "pil@)Qol(a) () (Aiz) B

Ebbél definidljuk a

Ra(2) = = _pi(@)Qo(a)(A).
Ezekutan legyen az
fi(z) = Zpi(x)Aix + ZQM(:U)A B

Ebbdl azt kapjuk, hogy
[/, fol(x) = fi(z) + Ri(z)B.
Még egy lépést kiszamolunk, hogy érthetébb legyen az algoritmus.

sz 21 ) Zpl i Alzx + ZQID
-y (sz 2Py (&) — i (2) Pl (2)(Aiy2) +p;<x><AilB>Qm<x>>

1

[f, 1l =

%

+ZZPH x) Py, (z) (A Ay — A Ay a+

i1 i2

+3 N i (@) Quiy (v) Asy Ay, B — ZZPH 2)Q () (A, 1) A B

i1 12 1=1i1=1

Tovabb alakitjuk az eredményiinket az

Ail Ai2 Z lezz

szorzasi formulak segl’tségével Igy

[ fil(a ——j{: (j{:pl i) Priy () — pi, (2) P, (2) (A, (2))+

i=1 i1

+p2( )( th + erzlele Plzg )) Azx"i_

i1 12

"‘Z Z pzl leg 12B Z Zp“ le T Azlx)AzB

11=1142=1 =1 11
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Az A; A, B szorzatot az i1i indexek szerint lexikografikusan rendezve az i1 < iy tel-
jestilése esetén az n = (0,...,4,...,12,...,0) vektor atirhaté6 n = e;, + e;, alakba.
Hogyan irhato at az Aelﬁ%B egylitthatoja az [f, f1](x) kifejezésében? Azaz, irjuk fel a

Z an ) Q14 (7) Ay, Ay B tagokat vektoridlisan, figyelembe véve, hogy i > iy esetén

11=119=1
Ay A 114—253 (j{:jg:IyHQ>
i1 i2
ZZpN )Qui () Aiy Aiy B = sz ©)A2B+
i1=110=1
+Z <p’1 Qllz +p12( )Qlil (I)>Ai1AizB—{—
11 <12
I
+Z (Z Fnzz)pu le Zpl le A2elB—|—
=1 11 <12
+Z p“ le +pl2( )th( Aeq—i—emB_’_Z (Z lezQ) 7
11 <12 11>12
fgy )
Qon(2)) Z 2)Q1ne, (2)A"B,
I
R2z Z (Z lezgpm lez szl le )) A% B
=1 i1>19
Poi(x Z (Zpl ) Priy (7) — piy (2) Py (7) (Aiy)+
@A B () + 3 ST P >) Ac
i1 Q9
Tehat,

f Al §:l%z JAz+ Y Qun(@)A"B + Y Ryu(z)AB.

|n|=2 n<2

Ha az fy(z) vektormez6t a kovetkezSképpen definialjuk,

= Paule)Ai(a) + 3 Qon(1)A™D,

akkor
[f, fil(x) = fa(z) + > Rom(2)A™B.

n<2

A rekurzionk altalanos lépését is szamoljuk ki. A vektorialis irasmod segitségével

ZPIH JA;x + Zan JA"B,

ln[=k

o4
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akkor szamoljuk ismét az [f, fx](x) vektormezot.

ffk: szl ZPk:zg +2an AnB =

i1=1 n|=k

I

=> | D @) APB)Qua(x) + Y Y Tii,pi (2) Praa () +
=1 | |n|=k i 42

+Z pl P/Hl( ) pll(x)Plg,z(xxAhx))
D> pi(2) Ay APB =) (Zp“ ) Qi >> A"B.

i1 |n|=k |n|=k i1

Most is jeloljiik a kapott egyiitthatokat a megszokott modon.

Pepri(z) = > pi(x) (A"B) Qui(x) + > Y Th, Pra()

In|=k i1 2

4+j£: Pi(2)(Ai @) Py () — iy () Py () (A3, 7)) |

Qkrin(z Z > pi#)Qrine, (x)A”B.

=1 n—e;€IN!

A Qp+1n(x)-re kapott formula némi magyarazatra szorul. Az A;AB szorzatokban az
A A = A AT AT maximélis k + 1-edfoka tagokra a szorzas kommutativ’, a k-
nal nem-nagyobb foku tagok lineédris kombinéciéval valoé korrekcidjat is figyelembe véve.
Ezért definialhatjuk a Qy41n(7) egylitthatot az alabbi médon. Természetesen, hogy az

L, fil (2 Zpk’-i-lv Z Qk+1n(r)A"B+
In|=k+1
+Z Rpi1n(2)A"B
[n| <k

formula csak akkor allhat fenn, ha a maéatrix szorzasban a ,kommutélas” hianya miatt
kisebbfoku tagokkal korrigalunk. Ebben az Ry n,(z) egyiitthatok polinomialis fliggve-
nyei lesznek az [f, fx](x)- kiszamitasaval adodo egyiitthatoknak, amelyek a p(x) és a g(z)
egyiitthatoknak differenciél-polinomjai. Természetesen, gyakorlatilag kiszamithatatlanul
komplikalt fliggés all fenn rajuk.

Ezzel a megjegyzéssel tehéat fennéll az
f, fil (2 ZPM Ai(x)+ > Qean(@)A"B+ > Ripin(x)A"B
In|=k+1 In|<k

formula ebben az esetben is. De mivel Qg1 n(z) explicit médon szémolhato, a maradék
tagok nem befolyasoljék az

fr1(z ZPk+lz YAz + Z Qk+1n(x)A"B

n|=k+1
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rekurziv definicionkat.

Ezzel ebben az esetben is fennall az

L, (@) = frsa(2) + Z Rit1n( (3.13)

n|<k

egyenlség.

Ezek utan tekinthetjiik a problémankat.

A csonkitott Dy, = < g(x), [f,g](x), ..., [f,-- -, [f, g]..](z) p és az

{fO(x)7f1($)7 ce 7fk<x)}

vektormezd sereg rangja bizonyos gerjesztési feltételek teljesiilése esetén azonos rangu.

K('jvetj ik a (3 2) rendszer vizsgalatanak gondolatmenetét, felismerve a (3.6) és a (3.13)

c sz

Jo=QoB = g($)7
Lf; fol(z) = fi(z) + Ri(z) B,

[f, feal(x Z Rin(z)A™B,

In|<k

igy

+Z > lfo [ f, RenAPB] .| (2).

k=1 |n|<x e

A rekurziénk értelmében az indukcios bizonyités a kovetkezd

L. rang {g(z)} = rang {fo()}
2. rang {g(x)[f, g1} = rang {fo(x), f1(x) — Ri(2) B} = rang { fo(x), f(2)},

R
ugyanis fo(z) = q(x)B, és a q(z) # 0 feltétel teljesiilése esetén az fo(x) ﬂ—szeresét
T

hozzaadva a 2. vektormez6hoz, a két vektormez6 ugyanazt az x-t6l fiiged 2-dimenzios
alteret fesziti ki, ha

E:m r) A # q(z)B.
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Ez utobbi a gerjesztési feltétel explicit alakja.
Most tegyiik fel, hogy a k — 1-edik 1épésre

rang < g(z), [f,9](z), ..., [ fo-- [ fo 9] | () p =
—_—

k—1-szer

=rang { fo(x), fr(x),..., fr_1(x)}
teljesiil. Ekkor

rang ¢ g(@)[f,gl(x), ..., | fr-- [ fo 9] (@) p =
——

= rang {g(x), [f, 9](x), ..., [f,-- -, [, 9] ] (@), fi(w) +

+ZZ 1S, RenA"B]..| (2) ¢ =

k=0 |n|<k e

=rang} fo(x), ..., fr_1( )+ Z Z N f, RenA"B ... | (7)

x=1 |n|<k e

Az utébbi vektorokbol alkossuk meg az

Mi(z) = | fo(), ..., fr1, fula +ZZ [ f, RenA"B]. .| (2)

k=1 |n|<k ks

méatrixot. Ennek vegyiik barmely (k + 1) x (k + 1)-szeres részmatrixat, mely invertal-
hato. Hogy ilyen van, ill. hogy mindegyik részmatrix invertalhato legyen, kifejezhetjiik
azzal a feltétellel, hogy a (k+ 1) x (k + 1) aldeterminénsok szorzata nem nulla. Ez az
egyenl6tlenség egy polinomialis parcialis differencidlpolinom-egyenlétlenség a p;(x) és a
g(x) egyiitthato fliggvényekre.

Jarjunk el ugyanigy a
Ni(x) = [fo(@), ..., fu()]

maétrixokra is. Ezekutan tetszdleges nem-nulla aldeterminanst véve az My (x) matrixbdl
és az Ny (x) matrixbol, azok szorzata nem-nulla volta egy polinomidlis parcialis differenci-
alegyenlStlenség a p(z), g(x) egylitthato fliggvényekre, amelyeket gerjesztési feltételeknek
lehet tekinteni. Ezek fennallasa esetén teljesiil, hogy

rang {g(), [f, g(x), ..., [f,-- -, [f9] .. ] (2)} =
rang {fO(x)7f1(x)7 Tt fk(x)} =k+1

Ez az allitas a 3.2. Tételnek megfelels allitas.

Ezek utan tekintsiik a (3.10)-nek megfelels fo(x), fl( ) , Jr(z) vektormezdket. Te-
gyiik fel, hogy létezik olyan k, hogy az fo(z), fi(x),..., fe(z ) rangja a maximalis n. Ez
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csak k > n — 1 esetén allhat fenn. A megfelels

ZPIH )Air + Z Qrn(z

In|=Fk

vektormez&kbdl valasszunk ki olyan n x n-es

Zpkz Ax_"z@k M nk]B

In|=Fk;

aldeteminénst, amelynek a rangja n.

det Ny(z) - det [ Qi A™ B, } £ 0

egy parcialis differencial-egyenlGtlenség az egytlitthato fliggvényekre. Ennek a teljesiilése
egy gerjesztési feltételnek tekinthets, amelynek a fennallasa esetén a

[. ce ij, g, (I)Ankj B, .. ]
n X n-es aldeteminans nem-zéro.

Most tekintsiik az invertalhatd n x n-es métrixnak és a transzponaltjanak a szorzatét

o Qo (A B | | (5 | =
: (3.14)
= Z@k w, (@)” || A™BBA™ |
Tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ > 0, hogy
min inf Q,, ny, (z)* > c.
j T
Ekkor
Z@k my (@)” | A™ BBA™ ||
(3.15)

> CZ | A™i BB*A™ | .
j=1
Megjegyezziik, hogy az (A™)* = (ATTAY .. A7) = (A))™ ... (A5)"2(A7)™. Ezért az
altalanositott Kalman-féle matrixnak taldltunk n olyan oszlopat, az ny, multi-indexnek
megfelelGket, amelyek linearisan fiiggetlenek. Tehat, a

rang { B,..., A" A5 . AV B, ... A7 B} =n.

Ezzel bebizonyitottam, hogy a (3.1) rendszer D elérhetGségi disztribucionak létezik olyan
k-adik csonkitédsa, amelynek a rangja n, ha teljesiilnek a fentebb konstrualt parcialis
differencial egyenl6tlenségek a p;(z), ¢(z) egyiitthatokra, ahol k az

{In| <I(n-1), n;<n-—1}
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egyenlStlenség megoldasainak a szémat jeloli. Ez a szam azonban a (3.1) rendszerre
csokkenthets. A klasszikus Kalman-féle matrix rangja maximalis csak akkor lehet, ha az
A métrix karakterisztikus polinomja egyben a minimalpolinomja. Ha a minimal polinom
rangja Ny, < n, akkor

rang{B,AB, e ,A”_lB} = rang{B,AB, e ,A”mi“_lB} <n.

Az altalanositott Kalman-féle feltétel esetén azonban az A; minimél-polinomjanak a foka
nem feltétleniil lesz n. Ha A; miniméal polinomjanak a fokat gradmin; jeloli, akkor elég
az

{n:n; < gradmin,, ny < gradmin,, ...,n; < gradmin, } (3.16)

egyenlGtlenségek megoldésainak a szamat tekinteni k-nak, és a D elérhetGségi disztribicio
k-adik csonkitasanak rangja is lehet a maximalis n, amennyiben teljesiilnek a megfelels
gerjesztési feltételek. Tehét igazoltam az alabbi allitast.

3.3. Tétel. Ha (3.1) rendszerre a p;(x) €s a q(x) egyitthatokra teljesilnek a megfeleld
gerjesztésy feltételek, a fenti modon megkaphato differencidl-polinomidlis egyenldtlensé-
gek, ekkor létexik olyan k egész, hogy D elérhetdségi rendszer k-adik csonkitisinak a
rangja ugyanigy a mazximdlis n, mint az dltaldnositott Kalman-féle mdtrix rangja. Ezt a
k-pozitiv egészet vdlaszthatjuk a (3.15) egyenldtlenségek megolddsai szamdnak is.
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4. LPV rendszerek approximaci6ja alland6 egyiitthatos
kapcsolasi rendszerekkel

Lineéaris irdnyitasi rendszerek optimalizalasa a lineéris programozéshoz hasonléan visel-
kedik. Ezt mar Pontryagin és tanitvanyai [3] is észrevették. Gamkrelidze 9] az optimélis
irdnyitas mindgségi tulajdonsagainak elemzésébdl kiindulva az

#(t) = A(t)z(t) + B)u(t), 2(0) =¢, (4.1)
k

LTV rendszert tekintette az u(t) € x[0,1] kockabol vett kontrollokra. Bebizonyitotta,
1

hogy amennyiben w : [0,7] — X [0, 1] = U szakaszonként folytonos, akkor minden € > 0
k=1

esetén létezik olyan v : (0,¢) — U szakaszonként konstans kontroll, amelynek az értékei
az U kocka cstcsai lesznek és az

y(t) = A)y(t) + B(t)u(t), y(0) =¢ (4.2)
megoldésra teljestil, hogy
| 2(t) —y() [[<e.
Tehat az u(t) és a v(t) iranyitasok pontonként ugyan nagy eltérést mutathatnak, a meg-

felels trajektoriak mégis egyenletesen kozel maradnak egymashoz. Most egy ismert mér-
noki példan mutatom be az itt felvetett approximacios problémét.

Tekintsiik az in. Buck-Boost konverter [71] aramkorét:

v=11
|

i

|

A v(t) szakaszonként 0, 1-et felvevd fiiggvény irja le a kapcsolo allasat, ahogy az az abran
is lathat6. A valamilyen szempontbol idealis viselkedést egy szakaszonként folytonos
u: (0,t) — [0, 1] figgvénnyel jellemezhetjik, amelyet az

Liy=(1—u)ry+uFE
: x (4.3)
Ciyg=—(1—u)r; — EQ

differencialegyenlettel irjuk le. Itt a x; a tekercsen atfolyé aramerdsségét, xo a konden-
zatoron esé fesziiltséget jeloli.

Az ideédlis viselkedést leird u fliggvényt természetesen a kapcsolé ide-oda kapcesolaséaval
nem lehet elGallitani, csak esetleg jo megkozelitéssel érhets el célunk. Pl adott € > 0
pontossaghoz elgallithatd egy olyan kapcsolas-sorozatot leird v(t) fiiggvény, hogy az

Ly = (1 —v)ys + vFE
Y2 (4-4)

Cyp=—(1—v)y — 7
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egyenletbdl adodo vy, yo-re teljesiil, hogy

}m(t) - ?Jl(t)‘ <é¢,

x9(t) — yg(t)‘ < e.

Lathato, hogy az ,egyszerd” példank nemlinearis, nincs kapcsolatban az optimalis irdnyi-
tassal, egy tipikusan rendszerelméleti probléma, azonban matematikailag nagyon hasonld
természetd, mint a Gamkrelidze altal tekintett approximéaciés probléma. Ebbél kiindul-
va egy nagyon altalanos approximacios problémét tekintek és oldok meg, mely megala-
pozza az un. kapcsolasi ,switching” rendszerek tovabbi vizsgalatat, egybefogva nagyon
kiilénbozs jellegli rendszerelméleti problémékat. A Buck-Boost konvertert tekintjiik a
,switching” rendszerek paradigméjanak, mely ezeknek a rendszereknek a nevét is adta.

Az LPV rendszerek bevezetése a Buck-Boost konverterbdl kiindulva: A (4.3) rendszer
nemlinearis, ezért a Gamkrelidze-féle approximacios tétel kereteibe nem illeszthets [71].
Linearizalas helyett egy paramétert vezetek be a (2) allapot helyébe, amivel formailag
Jlinearissd” valik a rendszer. Az L és a C fizikai allandokkal leosztva (4.3) atirhato a

kovetkezSképpen:
) 1 N (E 1)
iy = w4+ |+ —p2r | U
L L L (4.5)
. 1 1 1
T2 = =0~ AT + b
vagy maétrixos alakba atirva,
1 1
; 0 T 7 D2
T . L i L
() - R (o) + e (46)
C RC o

A (5;) paraméter-vektort az (i;) allapotvaltozonak tekintve, a (4.4) nemlineéris rendszert
kapjuk. Innen maéris felvethet6 az a probléma, hogy hogyan vihet§ 4t a Gamkrelidze-
féle approximéaciohoz hasonlo tétel az LPV, s6t LPTV rendszerekre is, hogy ez egyben
a Gamkrelidze-féle approximécio altalanositasa is legyen. Lathato, hogy az igy megfo-
galmazott probléma indittatasa mar teljesen rendszerelméleti és nem optimumszamitasi.
Az approximéal6 rendszereket, melyek szakaszonként konstans egytitthatos linearis rend-
szerek lesznek, ugyancsak kapcsolasi rendszereknek nevezziik, hasonldéan a Buck-Boost
kapcsolohoz.

Legyen az U C R* konvex poliéder, és a P C R* kompakt halmaz. Feltessziik, hogy
az

A:P x1[0,T] - R
B:P x[0,T] - Rk’
teljesitik a t-ben egyenletes Lipschitz-féle feltételt rendre az L, és az L, allandokkal.
Az

és a

&= A(p,t)x + B(p, t)u (4.7)

LPTV rendszer p paraméterébe egy allapot-ids-fiiged paramétert helyettesitiink. Ehhez
tekintsiink egy D C R™ x [0,T]-ben nyilt halmazt, valamint a p : D — P paraméter-
fiiggvényt. A p fiiggvényrdl is feltessziik, hogy a t-ben egyenletesen teljesiti a Lipschitz-
féle feltételt az Ls Lipschitz-féle allandoval. Hogy konnyen elképzelhessiik egy ilyen D
halmaz szerkezetét, tekintsiik a kévetkezd dbrat:

A hengerszerii test alapja és a fedGlapja a D-értelmezési tartomanyhoz tartozik, de a
shenger” alkotoi az R? x [0, T]-ben valo nyiltsag kovetkeztében nem tartoznak D-hez.
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4.1. Approximacios tétel. Tegyiik fel , hogy egy u : (0,t) — U szakaszonként foly-
tonos irdnyitdsra és eqy p 1 D — P, t-ben egyenletes globdalis Lipschitz-feltételt tel-
jesitd, dllapotido-fiiggd paraméterfiggvényre és € € R™ kezdeti dllapotra létezik az
z:(0,t) = R"™ megoldds az

a(t) = A(p(a(t),t),t) x(t) + B (p(a(t), 1), ) u(t),
z(0) =¢
kezdetiérték-problémdra. Ekkor létezik olyan €y > 0, amelyre minden e-ra, amelyre fenn-
all, hogy 0 < € < €g, létezik olyan

(4.8)

a) 6 >0

b) olyan szakaszonként konstans v : (0,t) — U, melynek az értékei az U konvex
poliéder csucsai, tovabbad

c) q: D — P szakaszonként konstans dllapotidd fiiggd paraméterfiigguény, hogy min-
denn € R™, a || & —n|< o feltételt kielégitd kezdeti dllapotra, az

(1) = A(a(y(1), 1), ) y(1) + B (aly(1), 0),0) (1), o)
y(0) =7
kezdetiérték-probléma megolddsa az egész (0,t) intervallumon értelmezve van, és

ott
[ 2(t) —y(t) I<e

A kovetkezd interpolacios tételhez tegyiik fel, hogy a P C R*? is konvex poliéder. Az
A:P = R ésa B:P — RN fiigevényekrsl feltessziik, hogy a p-ben linearisak,
azaz ap — A(p,t), és a p — B(p,t) figgvények minden t-re linearisak. Innen fix ¢ esetén
a Lipschitz-féle feltétel teljesiil, ezért csak a t-ben egyenletességet, folytonossagot kell
feltenniink.

Ezek mellett a plusz feltételek mellett egy nagyfoku élesitést tudtam bizonyitani az
el6z6 allitashoz képest.

4.2. Approximacios tétel. Tegyiik fel, hogy egy u : (0,t) — U szakaszonként folytonos
wrdnyitasra és eqy p : D — P, t-ben egyenletes globdlis Lipschitz-féle feltételnek eleget
tevd dllapot-idd-fiiggd paraméterfigguényre, és & € R™ kezdeti dllapotra, létezik a (4.8)
kezdetiérték-problémdnak az egész (0,t)-n értelmezett x : (0,t) — R™ megolddsa. Ekkor
létezik olyan €y > 0, amelyre minden e-ra, amelyre teljesil, hogy 0 < € < gy, léleznek
olyan

62



dc_1281 16

a) 6 >0,

b) olyan szakaszonként konstans v : [0,T] — U, melynek az értékei az U konvex
poliéder csucsai, tovabbd olyan

c) q : D — P szakaszonként konstans dllapotidd paraméterfigguény, amelynek az
értékei a P konvex poliéder csicsai, hogy minden n € R", amelyre || £ —n ||< J, az
y(0) = n kezdeti feltétel teljesiilése esetén a (4.9) kezdetiérték-probléma megolddsa
az egész (0,t) intervallumon értelmezve van, és ott teljesil, hogy

[ =(t) —y() < e

Az 4.1. tétel esetén az u kontroll approximacioja pontonként nagy hibat tartalmazhat,
ui. az approximéald v kontroll az U konvex poliéder csticspontjaibdl veszi az értékeit, de
a megfelels trajektoridk egyenletesen kozel vannak. A 4.2. tétel ennél lényegesen tobbet
allit. Nemcsak az u-t approximalé v kontroll veszi az értékeit az U konvex poliéder csticsa-
ibol, és ezért a pontonkénti approximacié nagy hibat tartalmazhat, hanem a p paraméter
fliggvényt approximéld ¢ paraméter fiiggvény is a P konvex poliéder cstcsaibol veszi az
értékeit, és ennek ellenére a trajektoridk approximécioja egyenletes. A Gamkrelidze-féle
approximaci6é nem alkalmazhato a Buck-Boost kapcsolora, mig az approximéacios tétele-
ink igen. Mivel egy a paraméterben linearis LPV rendszerrdl van szo, ezért a 4.2. tételt
is megkiséreljiik alkalmazni. Ehhez azt kellene biztositani, hogy legalabbis korlatos (0, t)
intervallumon a p = (1}2) paramétereket egy konvex poliéderben tudjuk tartani, ha p = x.
Tekintsiik a (4.3) egyenletet és integraljuk a [0,¢) C (0,t) részintervallumon.

=& + —/ T)dT + — /(1—u( ) xo(T)dT
, (4.10)

=&+ —/ — 1) xy(7)dr — % xo(T)dT

(4.10)-ben az els6 egyenletbdl helyettesitsiik xy(f) — ¢ a 2. egyenletbe, majd ebbdl zo(t)
az igy kapott egyenletbe, szukcessziven:

T1 T1

nat) =&+ 3 [ wr) = 1) |&+ 7 [umdn+ 7 [ 0= u(m)ea(m)dr | dn-

0
t t t T1

—% xo(T)dT = é/ (u(m) — 1) dmé& + &+ % (up(m) — 1) /u(Tg)dTQdﬁ+
—|—% (u(m) — 1) / (1 —u(m)) zo(m2)dr | dmy — % xo(T)dT =

0
t T1

-2 / (u() = 1) &y + &+ 72 [ () = 1) [ulr)drdn+

0
t t

+/ Llc’ (1 —u(m)) / (u(my) — 1) dry — % xo(T1)dT.

0 1
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Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket

:—/ 7'1—1d7'1,

@Q(t) LC UlT_ /U 7'2 dTQdTl és

0 0
t

pa(m) = 5 (1= () [ (ulrs) = Dt =

T1

Ekkor

t

Ta(t) = p(t)& + & + pa(t) + /g03(7)x2(7)d7.

Innen

Ta(t) = e1(1)& + & + o) + /903(7'1) [901(7'1)51 + &+ o) + /903(7'2)132(7'2)6172] dr =

0 0

_ (w) " / so?,(r)solmch) ft (1 T / ¢3<ﬁ>dn) &+ oalt) + / 3(r)pa(T)dr+

0 0

+ [t [ertmms(mdndn = [ w10 + [eemar | o

+ (1 + /<P3(T)d7> S+ (%(t) + /803(’5)902(7')d7'+> +

0 0

+/¢3(Tl)]1¢3(72) {@1(72)51 + &+ pa(T2) + ]2<P3(73)$2(T3)d73] drydr =

0 0 0

= |:901(t) + /tgﬁg(7'1)§01(7'1)d7'1 + /tsﬁzs(ﬁ)/ﬁ@s(ﬁ)%(TQ)dedﬁ] &t

0 0 0

+ 1+ 903(7'1)617'14— @3(7’1) <,03(TQ)dT2dT1:| §2+
[ frin o]

+ [902(75) +/903(71)902 T1)dm +/903 1 /903 T2)pa(To dT2d71] +
0

0

t T1 7'2
+/903(71)/903(T2)/<P3(73)952(73)657305726171-
0 0 0
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Folytatva ezt az eljaréast, azt kapjuk, hogy

Tk—2 Tk—1
zo(t) = ) + 2/903 T1 /903 T2) / @3(%1)/ 03(1k) 1 (T )dTYe . . dT | S+
0 0
t t

210

T1

[e=]

L t T1 _—
+ [pa(t) + 2/903(71)/%03(72) ©3(T 1)/ ©3(71)p2(Tk)dTy - . dTy | +
=19 0 0
t T1 T2 _— Tk
+/903(71)/903(T2)/903(73) : / 903(Tk)/803(7k+1)902(Tk+1)d7k+1d7k co.dm
0 0 0 0 0
Ismételt parcialis integralassal az integralok atalakithatok a kovetkezSképpen:
t Tl Th—1
/90(71)/@0(72) oo p(Tret) / () (k) dTdTg—1 - . . dTy =
0 0 0
t t k
1
5[ | [emim| veyin, e
. 0 T1
t Tl T2 Tk—1
/ o) / o(7s) / o(7s) . o(mer) / () dredr s ... dm =
0 0 0 0
t t k

1

—— o(ro)dry | dm, és ()= [ (r)dr
k!o / 0/

T1

gy azt kapjuk, hogy

i

' k
1
Zz‘/ /@3 To)dmy | @i(m)dm | & + Zﬁ/ /cpg To)dry | drmy | &+
0

1=

N ' " i E+1
+ Zl w3(Te)dmy | ph(m)dr L ©3(T2)dT: ©h(71)dT

2 q 3(T2)aT2 2(T1)am k: n 1 3(72)do o(T1)aTy,

majd a jobboldal hatarértékét véve, amikor £ — oo, kapjuk, hogy
t t ¢ t
xz(t) = /GXp /903(T2)d7'2 gOll(Tl)dTlgl —+ /exp /@3(7’2)(17’2 dTlég—l-
0 1 ; . 0 1 (411)
+/ exp /@g(Tg)dTg o5 (1 )dT.
0 T1
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(4.11)-bdl z5(t)-t a(4.10) els6 egyenletébe helyettesitve

t t T1 T1
E 1
=& + f/u(T)dT + E/(l — u(ﬁ))/exp /gpg(Tg)dfg O (m2)dmadm &1+
0 0 0 2
1 t T1 T1
+Z/ (1 —u(ﬁ))/exp /@g(Tg)dTg drodT €9+
0 T2
1 T1 T1
+— / (1 —wu(m) /exp /@g(Tg)dTg Oy (T9)dTodry, azaz
0 2
1 1 1 /
1+ — 7 (1 —wu(m)) [ exp w3(13)dT3 | @) (m2)dmedm | &1+
0 0 T2
1 T1 T1
+ / (1= ur)) [ | [ostmin | dning
0 0 T2
t t T1 T1
E 1 ,
+f u(r)dr + T (1 —u(m)) [ exp p3(13)dT3 | Ph(T2)dTodTy.
0 0 0 T2
(4.12)
A fizikai allandokbol, a @1, 9, 3 definiciojabol, valamint abbdl, hogy 0 < wu(t) < 1
megbecsiilhets egy olyan P C R? poliéder, esetiinkben egy P = [—-M, M| x [—M, M]

négyzet, amelyben a p = x paraméterfiiggvény a (0,¢)-n mindvégig benne marad. A
4.2. tételiink erre az esetre érdekes, de fizikailag nem realizalt aramkori kozelité modellt
garantal a Buck-Boost konverterre. A (4.3) modell helyett olyan, szakaszonként definialt
modelleket hasznalhatunk, amelyekben a bilinearis tagban a tekercs arameréssége,
helyett +M-et, a kondenzatoron az xs fesziiltség helyett is £M-et irhatunk:

Ll"l =£E2+(EZEM)’LL,

1
OZ.UQ = —I1 — ExQ + Mu.

Ez azt jelenti, hogy a négyzet négy csticsanak megfelel§ négy linearis rendszermodell
)

szakaszonkénti valtogatésa lesz a bilineéaris rendszer ,linearizalasa”’, melynek nem sok

koz0s vonasa van a hagyomanyos értelemben vett linearizaléssal.

(4.13)

Most, miel6tt a két tétel bizonyitasara térnék, egy approximécios lemmét bizonyitok,
amelyet a hagyomanyos normabecslések helyett alkalmazok a tételeim bizonyitéséra.

4.1. Approximéci6s lemma. Legyen U C R* konvex korldtos poliéder, u : (0,t) — U
szakaszonként folytonos fiigguény, tovdbbd B : (0,t) — R™* szakaszonként folytonos
matrizfigguény. Ekkor tetszéleges € > 0-hoz létezik olyan v : (0,t) — U szakaszonként
konstans approrimalo fligguény, amely az értékeit az U csucspontjaiban veszi fel, és

H / B(7) (u(r) — v(r)) dr

Bizonyitas. Legyen dy az U poliéder atmérGje, azaz d = max || w;, — u, ||, ahol
wy,, uy, az U poliéder csticsain futnak végig, tovabba

(4.14)

|B| = sup || B(¢) |-

te(0,t)
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Mivel az u és B szakaszonként folytonosak, ezért minden & > 0-hoz, léteznek a (0, t)-
< ty_1 < t = T osztopontok, hogy a [t;_1,t;) C (0,1)

ben olyan 0 = t; < t; <
részintervallumokon mind az u, mind a B folytonosak, és

ha te [tifl,ti),

3
I u(t) = u(ti) 1< 057
B(t) — B(t h 1, b
| B hlﬂk3ﬂw a teftit)
(t; —tic1)|Bldy < — 3T

.o, ur.
i ezért létezik az

Legyenek az U poliéder csicsai uq, us,
Mivel U konvex poliéder,

Tekintsitk az wu(t;—1) € U pontot
uy, csucspontoknak egy olyan konvex kombinécidja (nem egyértelmii), amelyre
L L

)= A (ZA; =1, Al > o) :
=1 =1

.. AL ardnyban részintervallumokra, melyek
. ti L = ti ahol

U, U9y ...,

A [ti_1,t;) intervallumot osszuk fel A%\, .
kozott 0 hosszisagut is megengediink: ¢, 1 = t;0 < ;1

tiy = tiq + (t; — (j{:A ).

li=1

Definialjuk az approximalo fiiggvényt a v : (0,t) = U —t at € [ty_1,ty) C [ti1,t;)
részintervallumon a v(t) = w; csucsbeli értékkel. Legyen ¢ € [0,T) tetszsleges, ekkor
t € [ti_1,t;) valamely i-edik részintervallumra.

< H/tB(T) (u(r) —v(T)) dr||+

Ekkor, t < T esetén,

H/waMﬂ—vv»h

Kiilon becsiiljiik az els6 és az 6sszegben szerepld tagokat

H/ r /HB Nutr) -

< (t—t; 1)\B]du (t; —t;i—1)|Bldy <

o(T) || dr <

C».')I(‘m
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Z [ B )~ v dr| <
< / (B(r) = Blty 1)) (u(r) — o(r)) dr | +
+: /B(tj_l)(u(T) — () dr|| <
< Z / | B() = Blty) || - | ulr) - v(r) || dr+
+ ::1 ]B((tjl))u(T)dT—lzL; 7ZB(t]1)U(T)dT H <
< :@] 1) o
+ ;Z:;B(m / u<>dz/ wdr | | < Srte
+ iB(tj_l) / w(r)dr — (t; — t;1) (i\lm> H <y
+\B[§ 7(u(7) —ult,))dr| < £+ ]B|§(tj —tjl)STTB| <
: §§+quﬂiﬂ_%

Osszevetve ezt és a maradék [t;_;,t) intervallumon kapott becsléssel, a

<e

H/tB(T)(u(T) —o(7))dT

becslést kapjuk, amivel bebizonyitottuk az approximacios lemmaénkat.
4.1. Approximacios tétel bizonyitasa. Legyen most
EeR", & | €—Cl< cexp(—LT),
ahol L konstans az
| Al = sup || A(p,t) |, [B] = sup || B(p,t) ||, u] = sup || u(t) || [A] = sup A(p, ) ||
|B| = sup || B(p,?) ||, |ul = sup || u(t) ||, |z| = sup || =(¢) |

segitségével definialhato:
L= L1L3|l’| + L2L3|u| . |A‘,
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ahol Ly, Ly, L3 rendre a A, B, P fliggvényre vonatkozo, korabban bevezetett globélis,
t-ben egyenlet, és Lipschitz-allando.

A feltételeink szerint a (4.8) kezdetiérték-problémanak az egész (0, t)-n létezik meg-
oldasa. Mivel a D C R™ x (0,t)-ben nyilt, ezért létezik olyan ey > 0, amelyre a
z : (0,t) — R"™ gy sugara zart kornyezete a D-nek részhalmaza. Ekkor a (0 < ¢)-t
tetsz6legesen valaszthato az ¢ < g feltétellel. Legyen v egyelére tetszGleges iranyitas,
amelyre tekintsiik a

N
~~
~
S~—
I

Alp(2(t),1),1)2(8) + B(p(2(1), 1), t)v(t), (4.15)

probléméat. Ennek a z megoldasat, melynek az értelmezési tartomanya a (0, t) félig nyilt
részintervalluma, [0,7}), Osszehasonlithatjuk a (4.8) = : (0,f) — R™ megoldasaval. E
célbol integraljuk a (4.8) és a (4.15) egyenleteket és becsiiljiik a megoldasok eltérését,

I 2(t) - =) 1<) € = ¢ Il +
# [ (Ata(r). 7). 71a(r) = Ap(eAr)(r), 7)a(r) ) r

0
t

+ /(B(p(x(T),T),T)U(T) - B(p(Z(T)(T),T)U(T)>d7—

+

<

<+ =l | [ (A0t 7)etn) - Aptetr),ryatr)Jar| +

- (A(p(Z(T),T)’T) (x(1) — 2(7))dr

+

+

(Blw(a(r), 7). 7)ulr) — Blp((r)(r), Tyu(r) )dr

(B(=(r),7) (u(r) = v(r)) dr|)

+
o\wo\wo\eh
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Becsiiljiik az utobbi négy tagot kiilon-kiilon.

<

Hj@MMWM%ﬂ—A@Mﬂﬁwﬂaﬂm

x(r) || dr <

<mmm/u I dr.

H/ Alp(=(7),7),7) ((r) — (7)) dr | <

< Ly

Az utols6 tagot nem becsiilhetjiik ilyen egyszertien, hogy az approximécios tételiinket
igazoljuk. Bevezetjiik a kdvetkez jelolést:

H/ (r) — o)) dr

I

Ekkor azt kapjuk, hogy

o(t) < p(0) + L / o(r)dr + () (4.16)

0

A kapott egyenlStlenségbe a (1) helyett helyettesitsiik (4.16)-ot:

Mﬂ<ﬂ®+L/(W®+L/ﬂﬁwﬁ+wﬁ0dﬁ+wﬁ

0 0
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Ezt ismételjiik a kapott egyenlGtlenséggel,

o(t) < (1+ Lyp(0) + | w(t) + L / wmm) iy / / o (7a)dradr, =

= (1+ Lt)p(0) + (w@) + L/¢(7'1)> + Lz/(t —7)p(r)dr <

0 0

< (14 Lt)p(0) + (d}(ﬂ + L/¢(Tl)d71) +

+L2/(t — 1) (90(0) + L/%0(72)d72 + w(ﬁ)) dr =

(4 Lt+ %L%?)@(()) + (w(t) + L/w(ﬁ)dﬁ + L?/(t - Tl)w(ﬁ)dﬁ) +

0

0 [ o == (g ) v

1=

+ <w(t) + L/Z%(t — Tl)iw(ﬁ)dﬁ) +

t
t—Tk'H k—00
+Lk+1/—(<k+)1)! p(T)dr" =5
0

t

2% exp(Ltg(0) + (1)) + L/ exp L(t — m)¢(r)dr,

tehat azt kapjuk, hogy
| ( —z(t) [[SexpLt || £ —C ||+

/ (7) = o)) dr |+
/exth_ﬁ

(4.17)

dTl .

/ pl(72)) 72) (u(ry) — (7)) dry

Feltéve, hogy

| € —C < g < %exp(—LT), azaz 0 < %exp(—LT)

| / B (p(a(r), 7),7) (u(r) — o)) dr| <

és, hogy a harmadik tag is kisebb legyen %—nél, az kell, hogy

| / B (pla(r), 7)) (u(r) — o) dr | <

71

Y

£
6(exp LT — 1)
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is teljesiiljon. Alkalmazva az approximacios lemménkat a

fiiggvénnyel, létezik olyan v : (0,f) — U melynek az értékei csak az U konvex poliéder
€

csucspontjai lehetnek, szakaszonként konstans és (t) < 5

Tehat

. & g
U mm{6(eXpLT - 1)’ 6} ’

| 2(t) = =(t) l< 5.

Ebbdl kovetkezik a megoldasok hatartol hatarig folytathatosaga kovetkeztében, hogy a
szakaszonként konstans v : (0,t) — U iranyitasra, melynek az értékei csak a U konvex
poliéder csucsaiban vannak, hogy a megfelels z : (0,¢) — R™ az egész (0,¢)-n értelmez-
ve van. Tehat azt kell megvizsgalni, hogy létezik-e az approximécios tételben allitott
v:(0,t) —U, amelyre a

ahonnan

<

Mﬂ:HjB@@ﬁ%ﬂmﬂwﬂ—vﬁDM

< mi € €
min =
- Glexp LT —1)" 6
teljesiil. Ehhez, alkalmazzuk az approximacios lemméat a
t— B(p(z(t),1),t) = B(t)

fliggvényre és az

_ . 5 €

°T mm{6(expLT - 1)’ 6}
szamra, amibdl kévetkezik, hogy a konstrualt v iranyitassal a (4.8) és a (4.15)
kezdetiérték-probléméak x, és z megoldasaira teljesiil, hogy || =(t) — z(t) ||< g, igy 2
is értelmezve van az egész (0,t)-n.

Most hasonlitsuk Ossze a (4.9) és a (4.15) kezdetiérték-problémak y és z megoldasait.
Azt szeretnénk, hogy a (4.9) egyenletben szerepls ¢ : D — P szakaszonként konstans

paraméter-fiiggvényt meg lehessen gy vélasztani, hogy || y(t) — z(¢) ||< %, feltéve, hogy

| 7 — € ||< & valamely 6 > 0 mellett, amelynek d-nél kisebbnek kell lennie. Ekkor az
1. approximacios tételbeli 6 > 0 szamot valaszthatjuk 6 = min {5,5_ }—nek. Tehat a
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szokasos modon kezdjiik a becslést:

|20 — (@) <l €~ n | +H [AGCE .20 — Alatolr). ). )y )ar[+

+H/t(B (p(2(7),2),7) — B (q(y(r),7),7))v(r)dr

sleml +/tHA<p (=(7).7) . 7) = Ap (y(r). 7). 7) | | 2(7) | dt
+/tA:p(y(T>”“) — Al (v(r).7).7)|| | =) || dr+
| e T
+/tHB(p(;)”“) ~ Bp(y(r),7),7)| I v(r) | dr+
s s

<l ¢=l LaLs (Jal + ) / | 2() — y(r) || dr+
+L (2] + 5) / | p(y(7),7) — q(y(1),7) || dr+
+|A|/ | 2 7) || dT+L2L3|v|/ | 2 (r) || dr+

+Laly / I p(u(r)o) —ay(r),m) | .

Legyen || ¢ — 7 ||< 5, 6s
| p(z,t) — q(x,t) ||< g, V(z,t) € D.
Ekkor a ¢(t) =|| 2(t) — y(t) || figgvényre és az
L=1LLs <|£U| + g) + Ly Lslv| + |A],
M = (La(fe| + ) + Lalol) T

konstansokra a
t

o(t) < 9(0) + L [ plr)ar + M
0
egyenlGtlenséget kapjuk. A mar tobbszor alkalmazott iterativ eljarassal

o(t) < (p(0) + M) exp —LT
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adodik. Ez mar majdnem a Gronwall-Bellman-féle lemma eredeti forméja. Ha azt
akarjuk, hogy ez az eltérés kisebb legyen, mint g, akkor 0 < Zexp(—LT), és

F< = exp(—LT)

AM
korlatokat kell valasztanunk. Ezzel az
e €
Fo(t) —y@) <l 2@) =2 | + 1 20) —y@) [< 5+ 5 =¢
egyenlStlenséghdl kovetkezik az 1. approximacios tételiink. [ |

4.2. Approximacidés tétel bizonyitasa. Ezt ugyanugy strukturaljuk, mint az
4.1. tételt. Lathato, hogy az els6 rész bizonyitasaban, azaz az || x(t) — z(t) || eltérés becs-
lésében a g : D — P nem jatszik semmilyen szerepet, igy elég az 4.1. tétel bizonyitasanak
erre a részére hivatkozni.

A 2. rész a || z(t) — y(t) || becsléséhez a q : D — P konstrukcidjara van sziikség a
plusz feltételeink figyelembe vételével. Tehat P C R*? konvex poliéder, és p — A(p,t),
illetve p — B(p,t) linearis fiiggvény minden fix ¢ esetén. Az t-ben egyenletes Lipschitz-
fele feltételnek ebben az esetben is teljesiilnie kell. A 4.1. tétel bizonyitasakor hasznalt
jeloléseket itt is atvessziik.

Egy geometriai konstrukcioval kezdem. Az a gondolat vezérli a konstrukciokat, hogy
a D belsejében kis kockak unidjaval elgallitunk egy ,fogazott hatara” kisebb tartomanyt,
amelynek a lezarasa is D-ben van. Ebben definidltam a kivant, szakaszonként konstans ¢
allapot-id6-valtozos fliggvényt, amely csak a P konvex poliéderbdl veszi az értékeit. Egy
halmaz hatarat, pl. D hatarat F'rD-vel jelolok. Legyen FrDgry = FrDN(R™ x (0,7)).
Tetszéleges dg > 0 szamra Ns, (F'rDo,r)) C R"x(0,1) a hatar §p-sugari kornyezetét jeloli
az R™ x (0,t) savban. Legyen most § > 0 olyan szam, amelyre csak az (n + 1)d < g az
egyetlen feltétel. A (0,t) intervallumnak tekintsiik egy t = (to, t1,...,t;_1,t;) felosztéasat,
0=ty <ty <...tj_1 <tyr=T, amelyre teljesiil a t; — t;_1 < ¢ feltétet minden i-re.
Tekintsiik Z" = {m : m = (my, mo, ..., my), m; € Z} pontracsot. Qsm jelolje a felilrsl
nyitott 26 élhosszusagi, dm € R™ kozéppontu kockat:

Q(Sm: {XER”,XG X[(m]—l)é,(m]—l—l)é), ]:1;277n}

Az emlitett ,fogazott” halmaz, Ds, s+ C D definicidja:

o U Qsm X [til,n])
Dio 56 = R" % (0,4) N (Qam X [ti-1,6] N Noo(FrDor)) # 0 |

Tekintsiik az allapot-id6 valtozos p paraméterfiiggvény értékeit az (0m,t; ;) pontokban:
p(dm,t;_1) € P. Mivel P konvex poliéder a Py, P, ..., Py cstcsokkal, ezért létezik
(legalabb) egy konvex kombinaciojuk, amelyre

M
p(<5m, tifl) = Z)\gﬂpm

m=1
Most tekintsiik a #;_1,¢; intervallumnak a \™" aranyokban val6 felosztasét:
tici =t <tiq <...<tiy1 <ty =1,
til _tiO . tig _til L. tzM _tiM—l = /\11n7Z . )\;n,z et /\E’i7
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azaz
m
tim = ti1 + (ti — tic1) (Z/ﬂ”) .
n=1

Ezekutan, definidlhat6 a q : Ds,s¢ — P fliggvény a kovetkezSképpen:

Ha (x,t) € Ds, 51, akkor létezik olyan Qsm X [ti—1,1;), amelyre (z,t) € Qsm X [ti—1,t;)
minden ¢ < T-nek, és (x,T)-re létezik olyan Qsm, amelyre (x,T) € Qsm X [t1_1,11]-
A p(dm,t;_1) € P-hez fixélva egy

M
P(Om, ti1) = Z AP
m=1

konvex kombinaciot, minden ¢ € [ti,_1,t;n) intervallumon, amelyre t;, — tim_1 > 0, és
tim 7 T esetén definialjuk, hogy legyen

Q(Z',t) = pm7 ha (.Z’,t) € Qﬁm X [tim—latim)a

és
q(z,T) = Py, ha (2, T) € Qb

A feltételeink szerint a (4.8) kezdetiérték-probléméanak az egész (0, ¢)-n létezik meg-
oldésa. Egy tovabbi megszoritast tesziink az x megoldasra, kapcsolatot teremtve a
q : Ds, 54 — P konstrukciojaban szerepld dg,d,t és az = ep-sugart kornyezete a Ds, 54
Sfogazott” tartoményban van. Ez az x megoldas és a dg,d,t, gy kozotti egyiittes fel-
tétel. Tehat a 4.2. tétel elsé résznek a bizonyitasat erre végezziik. Eszerint minden,
0 < £ < gy szamra létezik olyan 0 > 0, amelyre minden &€ € R™ || £ — ¢ ||< é-re és az
els6 részben konstruélt v : (0,t) — U szakaszonként konstansra, mely U csticsaibol vette
az értékeit, a (4.8) és a (4.15) megoldasainak az eltérése az egész (0,t)-n teljesiti, hogy

| 2(t) = =(t) 1< 5.

Most hasonlitsuk ssze a (4.9) és a (4.15) kezdetiérték-probléméak megoldasait, esetleg
tovabbi kikotést téve a t, dg, § valasztasara, mely az elsG részben sziikséges feltételeknél
is szigorubb.

A szokéasos modon kezdjiik az Gsszehasonlitast.

+

150 =0 11 ¢ =l + | [ (A7 720 = Alatolo)rr) u(r) ) s

<[ &=nl+

o / (B (p(:(7),7).,7) = B (alu(r). 7)) )o(r)dr

+

| 71(14 (p(=(r). 7)., 7)2() = Aalu(r). T)7) () ) dr
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+H/(A (p(=(7), ), 7)2(7) = Ala(y(r), 7)7) y(r) ) dr| +

+

+‘ [ (BOGE.D.7) - Bl )orar

+ '/t (B (p(z(7),7),7) =B (Q(y(T),T)T)>U(7-)d7- "

minden ¢ € [t;_1,t;) esetén. A [t;_1,t) ,maradék” intervallumon mindkét tagot kiilén
becsiiljiik. Az A-t, illetve B-t tartalmazo6 tagokat is egyenként becsiiljiik, felbontva a
[0,¢;—1) intervallumot a [t;_q,¢;), j=1,..., i — 1, intervallumok unitjara:

i—1
[Oati—l) = U [tj—latj).

<

| / (AW((r). 7). 7)) = Alaly(m). 7). ) y(m) ) dr

+

: H 7 (A (p(2(7),7), 7)2(7) — A(p(y(f)ﬁ),T)Z(T))dT

+H / (A (p(y(7),7),7)2(1) = A(p(y(1),7),7) Z(tj—1)>d7'

+H / (A(p(y(r),T),T)z(tj_l)_A(p(y(T),T),t]._l)z(tj_l)>d7 n

_|_

+H / <A (p(y(7),7),tj—1)2(tj-1) _A(q<y<7'),T),tj71)>z(tj71>d7-

+H/<A (a(y(r), ™) t)2(ti1) = Ala(y(r), 7). 7)) 2t )dr ||+

*H / (Aaly(r). 1), 7)z(t;1) = Alaly(r), 1), 7) =(7) ) dr ‘*

+H/<A (Q(y(T),T),T)z(T)—A(Q(y(r),T),r)y(7)>dT _
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Ehhez hasonléan bontjuk fel a B-t tartalmazo6 tagokat is:

| (7). 7))ot | <
u/ monls
u/ oyl
A - syl
H/ ):7) s ti-1) = B (aly(r), 7). 7) Ju(r)dr

Hjﬁﬂmaﬂ”%ﬂdﬂ—A@wﬁ%ﬂmw@Dm

| "
1 s -]
<l}”‘4(p< )77 | 260 It
+/ HA@(ym —y(r) | dr <
LIL:”(“‘“—”(':‘; 2 / | 2(7) = (r) | dr + |4 / | +(r) —(r) Il dr =
(L1Ls<ti—:z-11><|x+ ) ) [ et st
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Maésrészt
tj

H/«B@Mﬂ”%ﬂWﬂ—B@@ﬁM%ﬂmﬂwT

<

Su/HB@@ﬁ%ﬂﬂ?—B@@ﬁ%ﬂﬁHMﬁﬂTﬁ

< LyLslo] / | 2(r) — y(r) | dr.

ti—1
Az || 2(7) — 2(tj—1) ||-re egyszerd becslés adhaté az integralt differencialegyenletbdl:

t

Hdﬂ—Z%1)%5/(Mﬂﬂdﬂﬂ%ﬂHHdﬂH+HB@@ﬁ%ﬂJHWMﬂH%ﬁé

ti—1

€
< (141 (Il +5) +1BI1) (¢ = t5-1)
Az A és a B egyenletesen folytonos, ezért minden &€ > 0-hoz létezik olyan 5 > 0, amelyre

I Ap,t) = Alp,t; 1) <& ha t—t; 1 <0, és
|| B(p7t)_B(p;t]—1) ||< 6:7 ha t_tj—l <(S

Az A-t tartalmazo tagok becslésének a negyedik, a B-t tartalmazo tagok becslésének a
harmadik tagja kivételével egyszerti normabecslést alkalmazva kapjuk a kovetkezd egyen-

16tlenségeket:
a) )
H / <A (p(2(7), 7),7) 2(7) = A(p(y(T),T),ﬂz(T))dT <
: /]HA<p(z<T)’T>’T) = Aply(r),7),7) ||2(7) || dT <

J—1

< LnLs (|| + ) / | 2(r) = y(r) | dr.

tj
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H [ (4660071720 A6t 707160t <
< / | A (), ), 7) I 27) = 2(t52) | dr <
< |4 / | =(r) = 2(t2) [l dr <
< 141 (1411l + 5) + Bllo]) / (r = t1)dr <
<141 (141 (Jal + 5) + |B|Té|1) (1~ 15 )3
(A (p(y(r), 7). 7) = Ap(y(7),7): ;1) ) 2(tj1)dr || <
(lol+ /uA (Ply(r).) ty-0) | dr <

(|x|+ >(t ti—1)€, ha t; —t;_ tiq <o.

<

Hj A(Q(?/(T),T),tj—l)Z(tj—l) _A(Q(y(T),T),T)z(tj_l)>d7—

CE / I 4 Alaly(n).7),2(0) | dr <

@d+ )@ —t;, )&, ha t;—t,_, <é.

/HA )l #(t50) = () | dr <

<141 (141 (jol + 5) +1B10l) [ (7= t-a)dr <

ti—1

<141 (141 (lel + 5) + BI10]) (&5 = -3,

79



dc_1281_16

tj

/ (A (q(y(1),7),7) 2(T) = A(q(y(T),7),T) y(7)>dr

<

t

< [ 1 A7) 1 260) - ) N dr <

<14l [ 120 - y(r) I .

tj

/ (B (p(2(1),7),7) — B (p(y(7), ), 7))U(T)dT

<

sw/wB@@mmxﬂ—wamﬂwnms

<loltats [ 1) 2() ~y(e) | o

ti—1

Hasonloan,

<

H](B (q(y(f),r),tj_l)—B(q(y(T)J),T))U(T)dT

S |U’(tj — tjfl)&;, ha tj — tj,1 < g

A negyedik A-t tartalmazo tag, és a harmadik B-t tartalmazo tag becslése hason-
l6an torténik, felhasznalva a v és a ¢ definiciojat a [t;_1,t;) intervallum tovabb
osztasaval. Feltessziik, hogy a két szakaszonként konstans fiiggvény definidlasakor
méar ugyanazt a t = (to,t1,...,t7_1,t;) felosztast hasznéljuk.
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\ / (). )t1) 2(50) = Alaly(r).7).7) ) 2(ty-)dr | =
|3 7A<p<y<f>m>tj1>z<tj1>dr7mA<q<y<r>m>,tj1>z<tj1> ir
|3 TA(p(y(T),T)tj1>z<tj1>>d77m,4(pm,tj1>dm<tjl) |-
|5 7A<p<y<f>,r>tj1>z<tj1>dr<tmi1>Az;:A<Pm,tj1>z<tj1> -
| / A<p<y<¢>,r>,tj_1>z(tj_odf—(tz-—ti_oA(ﬁﬁ_lﬂﬁ;,ti-l) ()| | -
| / (A (). 7)) 2(tm0) = AW(lt0). 1), ty) 2(00) e | <
) / (A 110 = A loter-0. - 60)| 1ot || <

S <|{L‘| + g) (tj - tj_l)Ez, ha tj - tj_l < S,

az A egyenletes folytonossaga kovetkeztében.

Hasonléan jarunk el a B-t tartalmazé harmadik tag becslésekor is. De ebben a
tagban két szakaszonként konstans fliggvénnyel vald approximacio is szerephez jut:

a
v:(0,t) > U ¢ésa

q: Ds,50 =P
approximal6 fiiggvények.

Legyen t = (to,t1,...,tr) a kiindul6 felosztas, amelyet az A, B egyenletes folyto-
nossaga és az u szakaszonként egyenletes folytonossaga kiovetkezményeként adott
e > 0-hoz valaszthatunk. Ezekbdl kiindulva definidljuk a v szakaszonként kons-
tans fliggvényt az U konvex poliéder csticsaiban felvett értékekkel. E célbol osztjuk
tovabb a [t;_1,t;) részintervallumot az

L L
u<tifl) = ZAZU’E Z)\l = 17 )\l Z 0
=1 =1

konvex kombinacionak megfelelGen, a

!
ti ="ti1+ (ti — tizq1) (Z)\k)
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osztopontokkal. Ekkor
v(t) =w;, ha tE€ty_1,ty), és v(T)=us.

Most a [t;;_1,t;) intervallumot is tovabb bontjuk.

Ha (:E?t) € Qém X [1,[ 1, ) akkor a

M
(Ot ) Zu‘””P Souim=1, >0
m=1

konvex kombinécidinak megfelelGen

titm = tiu—1 + (tiy — ti—1 (ZM )

lesznek [t;;_1,t;) osztopontjai. Ennek a felosztasnak megfelelen

C](SE,Zf) = Pma ha (.’I,t) € Qém X [ti—bti) és t € [tilm—btilm)a
Q(ZL',T):PM, ha er(Sm-

Ezek utan a

- ii / (BQ’(y(T) 7),tio1) — B(q(y(7), 7). ti 1)>U(T)d7- —

% [ (Bote e =33 [ Bt -
=1 m:1tilm—1 =1 mzlt“m )

- ii_ /(B<p(y<7>’7-)’ti1)U(T)d7_ii_ /Bpma i-1) usz =

] (s S8 (8 o)) o] -
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< | HB<p<y<T>,T>,t@-1>—B<p<y<ti1>,t“>,tu> | o(r) | dr| <

/ (B<p<y<r> ).t olr)dr = B (p(ylti-s) ). t) v<¢>df) -

< Lz\“’/ | p(y(7), ) = p(y(ti-1),tiz1) || d7 < Lofv|e(t; — tia),

ahol £ > 0-hoz létezik 5> 0, hogy a p és az y egyenletes folytonossaga kovetkezté-
ben t; — t;_1 < ¢ teljesiilése esetén

p(y(1),7) —p(y(ti1), ti) <&, ha 7€ [tii1,t).

Ezek utéan 6sszegezhetjiik a betiikkel jelolt becsléseinket.

10 -0 1<) ¢ =1+
+Z / (A(=(r).7).7) 2(7) — Aaly(m). 7). ) y(r) ) dr

-1
tj

+Z: /(B (p(z(7),7),7) — B(q(y(f),r),7)>v(7)d7

+

_|_

+ / <B (p(z(7),7),7) — B(q(y(1), 1), T))U(T)dT
a)

~—
)

i1 4
g
<tk (114 5) 3 JAEG
J= ti—1

b) fL
~~ -1

+AI (1Al (o1 +5) + B|v|)6§<tj )+ (lal + ) X

() || dr+

Jj=1

83



dc_1281 16

d) €)
\z-/g i—1 \8/-/ :z 1
+(+ 5>€j:1 (t; —ti) +141(14] (j21 +5) + 18] m)(sj:l
iy b /) t g
HAY / | 2(r) < y(r) || dr + L2L3|U|Z / | 2(7) < y(r) || dr+
j:1t 1
7)
N h si—1 1—1 N Z) ) 1—1
- _ E _
HIEY (8 — o) + [0IED ) (t — tjo1) + <|1U| + 5) EY (t—tj 1)+
j=1 j=1 j=1
k)
\/:
FLov|E )Y (t;—tj—1) =[| {—n || +
j=1

( 3(|a:|+ >+L2L3|v|+|A| /||z ) = y(7) [l dr+

+ (L (Jal + 5) + LaLofo] +141) / | 2(r) —(r) || dr+

i

12|14 (|A| (m + 5) +|B| |v|ti,1> 5+

19 _ _
n (3 <|a:| + 5) +2lu] + L2|v|> ti1E 4 Lofolti 1 =

= ¢ =+ (Tats (Jel + 5) + EaTalol +141) [ 112 =30 | r+
+2)A] (|A| (m + %) +1B| |vm-,1) 5+ L2|v|t“§+
+ (3 (Jal + g) + 20| + Lole]) ti18.

Jeloljiik az U konvex poliéder cstcspontjai normajanak a maximumét |/ |- val.

Vezessik be az

L= Ly (Joe| +5) + LoLaftd] + A,
K1 =214 (4] (|2l + 5) +|BIIT)
K (3 (Ja + E) 20| + Lofu]) T
K3 = Ly|U|T,
illetve a
o(t) =|| 2(t) —y(@) |
jeloléseket. Ekkor a kapott egyenlStlenségeket atirhato a

t

o(t) < p(0) + L/(,O(T)dT + Klg + Kyé + K3
0
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egyenlGséggé. FErre az eddigiekhez hasonlbéan eljarva a Gronwall-Bellman -szert egyen-
I6tlenséget kapjuk:

I 2(t) = y(t) I<II ¢ = n || exp Lt + K18 exp Lt+
+Kséexp Lt + Kséexp Lt.

Azt szeretnénk, hogy a jobboldal minden tagja legyen kisebb, mint %, igy az Osszeg

kisebb lesz, mint %.

1. Az A, p és az y egyenletes folytonossaga kovetkeztében a t — A (p(y(t),t),t;—1) is
egyenletesen folytonos, ezért a d-nak olyan kicsinek kell lenni, hogy teljesiiljon a
kovetkezd feltétel.

Hat;,—t,_1 < 5, akkor

| A(p(y(t),t), tic1) — A(p(y(tiz1), tiza), tica) ||< 876}{1)( 27)

minden ¢ € [t;_1,t;) esetén.

2. A p és y egyenletes folytonossiaga kovetkeztében a ¢t — p(y(t),t) is egyenletesen
folytonos, ezért ha t; — t;_1 < 0 teljesiilni kell, hogy

” p(y<t)7t) _p(y<tz 1) ) H< 8—[<3€Xp( LT),

minden ¢ € [t;_1,t;) esetén.

3. A tovabbi tagok kisebbek lesznek %—nal, ha a d-ra teljesiilnek, hogy

d < %exp(—LT) és 0 < SLKIeXp( LT).

Mindezek teljesiilése esetén
6 ’
I =)~ y(t) 1< 5 sy

e €
F(®) = y(@) [[<ll2(t) —2(t) | + ] () —y@) < 5+ 5 =¢
Ezzel a 4.2. approximécios tételt is igazoltam. |

Vegyiik észre, hogy annak ellenére, hogy az A és a B matrixfiiggvényektsl megkove-
teltiik a paramétertdl valo linearis fliggést, minden, a simasagi feltételeknek eleget tevd
(x,t) = A(z,t), (z,t) = Bz(t) esetén LPV rendszerré alakithatjuk az

&= A(x,t)x + B(z, t)u
rendszert. Ehhez tekintsiik az
A(l‘, t) (alj (I t))” 1> B(l’, t) - (bij<x7 t)):'ikll,jzl

matrixokat. Az a;;(x,t) helyett irjuk be a p;; paramétereket, a b;;(x,t) helyébe pedig a
¢;; paramétereket. Ezzel definialtuk az A(p) és a B(q) paraméter-valtozos matrixokat,
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amelyek nyilvinvaléan linearisak a p,q paraméterekben, ami nem més, mint a matrix-
Osszeadas linearitasa. Ezzel az

&= A(p)z + Blq)u

LPV rendszert kapjuk. A p;; = a;;(z,t) és a ¢;; = b;j(x, t) helyettesitéssel nyilvan vissza-
kapjuk az eredeti rendszert. Természetesen, nem sokat nyeriink ezzel az LPV-sitéssel, a
rendszer ilyen altalanos koriilmények kozott nem fog semmi érdekes tulajdonsagot mu-
tatni.

A konverteres példank jol illusztralja az approximéacios tételeink lehet&ségeit éppen
a konkrét alkalmazasok terén.

Tovabbi rendszerelméleti vizsgélatok tekintetében is sokat igérnek ezek a tételek,
igy a stabilitasi, iranyitasi és megfigyelési vizsgalatokban, kiilondsen a 4.2. tétel, ui.
ott csak a P konvex poliéder cstuicsaihoz rendelt allandoé egyiitthatos linearis rendszerek
kapcsolgatasaval kozelithetiink tetszdleges rendszertulajdonsagot.
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5. Approximal6 rendszerek iranyithatosaga

Az el6z6 fejezet approximécios tételeit figyelembe véve visszatérek a 2. és 3. fejezetben
targyalt rendszerek vizsgalatéra.

Ezeknek az irdnyitasi rendszerek vizsgilatanak a célja, — legyen az miszaki, koz-
gazdasagi, biologiai, pl. populécié-dinamikai rendszer, — mindig az, hogy el6készitsen
dontéseket, dontés sorozatokat (iranyitasokat) melyekkel tigy lehet befolyasolni az adott
rendszert, hogy az stabilan miikodjon, megvalositva a kivant célt. Ennek érdekében
fontos tn. rendszer-tulajdonsagokat kell vizsgalni. Ezek legfontosabbika a rendszerek
irdnyithatosaga, megfigyelhet&sége. Fzen tulajdonségok részletes és pontos vizsgalatara
sziikségiink van akkor, amikor a rendszer optimélis miikodésével kapcsolatos dontéseket
meghozzuk.

A rendszerek pillanatnyi allapotanak ismeretére tdmaszkodva hozzuk ezeket a donté-
seket, amelyekre mérések eredményeinek kiértékelésével ,megfigyel6k” alkalmazéasaval jut-
hatunk. A megfigyel6k is csak bizonyos rendszertulajdonsigok teljesiilése esetén készit-
hetsk. Ezek a tulajdonsagok nevezetesen az iranyithatosag és a megfigyelhetéség a rend-
szerek belsd tulajdonsiga és nem a pillanatnyi allapot fiiggvénye, a rendszer modellek pa-
ramétereinek az ismeretében allapithaté meg. Az els6 eredményeket a rendszertulajdon-
sagok fontossagat illetGen, L. Sz. Pontryagin [3] és R.E. Kalman [6] érték el, illetve ismer-
ték fel lényegében egyidében, egyméastol fiiggetleniil. Erdekes modon az eredményeket
(n-dimenzios allapottér esetében) egymassal dudlis formaban fogalmaztak meg a kovet-
kez6 alakban:

rang(B, AB,..., A" 'B) =n, (5.1)

rang(C*, A*C*, ..., A" 1C*) = n, (5.2)

formaban. Ezek koziil az (5.1) az

x = Ax + Bu, (5.3)
y =Cx+ Du '

megfigyelt iranyitasi rendszer iranyithatosagi, mig a (5.2) a megfigyelhet&ségi rangfelté-
tel. Lathato, hogy csak az A, B, C rendszermatrixok, paraméterek szerepelnek benne sem
az x allapot, sem az wu iranyitas, sem a kezdd, illetve végallapot, nem jatszik semmiféle
szerepet benne. Ezeket a klasszikus fogalmakat, az irdanyithatosagot, illetve a megfigyel-
hetdséget kivinom megvizsgalni a kapcsolasi rendszerekre, illetve az LPV rendszerekre,
amelyeket az el6z6 fejezetben éppen kapcsolasi rendszerekkel approximéltam. Nekiink az
approximacios tételek lesznek azok a technikai eszkozeink, amelyeket hasznalni fogunk
ezeknek a rendszerfogalmaknak a vizsgalatéra.

Szeretnék ramutatni, hogy mennyire évatosan kell eljarnunk, hogy nem olyan nyil-
vanvald, hogy az ide-oda kapcsolt rendszerek jo rendszertulajdonsigai automatikusan
atoroklédnek. Ugyan a stabilitasi vizsgélatok nem a f6 célja az értekezésemnek, de még-
is igen j6l ramutat arra, hogy a kapcsolasi rendszerek felmutathatnak anomalidkat nem
kell6en gondos targyalasmod esetén.
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Tekintsiik az R?-nek a Dy, Dy, D3, D4 kvadransokra val6 felbontasat az dbra szerint:

Dy | D,

Ds| D,

ahol Dy := {x = (z1,22); x1 >0, x5 >0},
Dy :={x=(x1,22); x1 <0, x>0},
D3 :={x=(z1,22); x1 <0, x9<0},
Dy :={x=(x1,22); x1 >0, x5 <0}.

Lathato, hogy ezzel az R?-nek az R* = {0} U D; U Dy U D3 U Dy péaronként diszjunkt
felbontasat kapjuk. Definidljuk most a p; : R? — R, illetve p, : R? — R allapot-valtozos
paraméter-fiiggvényeket a kovetkezSképpen:

0, ha x=0, vagy x € D;UDs,
pi(x) =
1, ha x&€ Dy U D4,
0, ha x=0, vagy X & DyU Dy,
pa(x) =
1, ha xe DU Ds.
Tekintsiik az ) )
& 1 L Y
1 - n 1
(.)I P1 4 1 +p2| 1 ( )7 (5.4)
U] 4 —1 Z_l —1 T2
illetve az ~ .
jﬁl -1 -4 —1 1 T
(. ) =Im| 1 + pa 4 ( ), (5.5)
T2 - -1 4 -1 T2
L 4 J
rendszereket. Igy az
i AN
1 1
(. ) - ( ) (5.6)
T2 - -1 T2
4
és az
. _1 _4 .
96
To —4 -1 T

allandoegyiitthatos rendszerek kétféle kapcesolasi stratégiaval adodoé rendszerrél van szo.

A (5.6) fazisterét
_( 2cost 4
x(8) = (0.5 sint) ‘

0.5cost\ _
y<t):(2sint)e t

jellegt spirdlok alkotjak melyeket rendre a kovetkezs abrakon lathatjuk:

mig a (5.7) fazisterét, az
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Z

7

W

Mindkét rendszer aszimptotikusan stabilis, mig (5.4) kapcsolt rendszer aszimptotikusan
stabilis, addig az (5.5) kapcsolt rendszer instabilis. Az approximacios tételeink kovetkez-
ményeként tudjuk, hogy az

€ -1 -4 —1 L T bl
(.1) == |p1 | 1 + D2 ( ) + ( ) (5.8)
T2 Z —1 4 -1 H) by

LPV rendszerek a p; € [0,1], p2 € [0,1] négyzeten, mint paramétertartomanyon sza-
kaszonként approximalhato a P = [0,1] x [0,1] négyzet csucsaihoz tartozd allando-
egyiitthatos rendszerekkel. Lattuk, hogy a stabilitas nem 6roklgdik a (5.8) tipust rend-
szerre u = 0 kontroll esetén. Most az iranyithatosdggal kapcsolatos tulajdonsagokat
vizsgaljuk a (5.8) rendszer esetére. A sima id6fliggd paraméterek esetén tanulméanyoz-
hatjuk a rendszer lényegét; ezt lehet atvinni az allapotvaltozos paraméterek esetére, majd
a kapcsolési rendszerekre is.

|

A szokésos definicié szerint teljesen irdnyithaté egy iranyitott rendszer, ha barmely
kezdGallapotbol barmely végallapotba atvihets a rendszer az irdnyitas alkalmas megva-
lasztasaval. Majd a differencidlegyenletek elméletébdl ismert integralasi eljarasok ko-
vetésével jellemezhets az irdnyithatosag a rendszer paraméterei segitségével, azaz az
irdnyithatosag a rendszer belsé tulajdonsaga, amelyben az allapot fogalma nem jatszik
szerepet, sem az integralasi eljaras mibenléte. Pommaret [43] eredeti modon interpretélja
az iranyithatosagot a gyakorlati irdnyitési szakember szemszogébdl. A rendszer miiszerei
méréseket végeznek, amelyek a rendszer és a mérémiiszerek dinamikajanak megfelelGen
az iranyitasoktol és azok derivaltjaitol fliggnek. Akkor irdnyithatoé a rendszer, ha tetszd-
leges mérés esetén mért fliggvényre igaz, hogy csak az irdnyitas segitségével elGallithato.
Ez nyilvanvaléan nincs igy, ha egy mérés kielégithet egy olyan differencidlegyenletet,
amelyik fiiggetlen az irdnyitasoktol, azaz ilyenkor a rendszer nem iranyithat6. Lineéris
rendszerekre ebbdl az irdnyitéasi fogalombol levezethetSk a szokésos rangfeltételek. De ez
a megkozelités nagymértékben altalanosithato parcialis differencidlegyenletekkel leirhato,
nemlinedris rendszerekre is, a megfelel6 matematikai apparatus segitségével.
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Az iranyithatoségi kérdések targyalasa olyan eszkozokkel torténik, amely simasagot
feltételez a rendszert definialod fliggvényekrdl, mig a vizsgalataink {6 céljat képezs kap-
csolasi rendszerek esetén ez nem teljesiill. Természetesnek tiiné gondolat, hogy sima
rendszerek iranyithatosagabol kovetkeztessiink a ,kozeli” kapcsolasi rendszerek iranyit-
hatosagara. Erre ugy tiinik, hogy van is eszkoziink , hiszen az el6z6 fejezetben az approxi-
mécios tételeink éppen sima (s6t, altalanosabb) rendszereket approximalnak kapcsoléasi
rendszerekkel. A most kovetkezs részben az LPV rendszerek iranyithatosagéat tessziik
vizsgalatunk targyava az approximéacios tételek és mas klasszikus eredmények egyiittes
alkalmazéasaval. R.E. Kalman [6] az id6t6] fliggd strukturamatrixok esetére vizsgalta az

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (5.9)

rendszerek iranyithatosagat, elérhetéségét. A ®(t, 7) alapmétrix segitségével, definialta
az iranyithatosagi és az elérhetGségi Gram-féle méatrixokat: a C[0, T, R[0, T] matrixokat,
ahol [0, T]-n definialtuk a rendszert:

C10,7] = / BT, 7| B(r)B(r) T, 7|dr (5.10)
R[0,T] = /@[O,T]B(T)B(T)*CD(O,T)*CIT (5.11)

A C[0,T] és az R[0,T] invertalhatosaga ekvivalensek, ugyanis
RI0,T] = ©(T, 0)"'C[0, T] (2(T,0)")"

Itt a ®(t,7) a rendszer alapmatrixa, amely megoldésa a

O(t,7)=At)®(t, 1), O(r,T)=1
méatrix differencidlegyenletek. Kalman azt bizonyitotta, hogy a (5.9) rendszer iranyitha-
tosaga ekvivalens a C'(T,0), mig az elérhetdsége az R(T,0) matrix invertalhatosagéaval,
ezért a rendszer iranyithatoséga és az elérhetésége egymassal is ekvivalensek. Hasznos
lesz szamunkra, ha tekintjik a [0,¢] C [0,7] részintervallumokra lesziikitett rendszer
iranyithatosagi Gram-féle matrixat is
t
C(t) = /@(t,T)B(T)B(T)*CD(t,T)*dT. (5.12)
0

A t := T helyettesitéssel éppen a (5.9) rendszer irdnyithatosagi matrixat kapjuk. Az
id6t tekintsiik paraméternek, amely szerint derivalunk a paraméteres integrélok derivalasi
szabalya szerint. Igy bizonyithat6, hogy a C'(t) métrix fiiggvény megoldésa az un. matrix
Riccati-féle egyenletnek:

C(t) = A(t)C(t) + C(H)A(t)* + Bt)B(t)*, C(0)=0 (5.13)
Az igy kapott egyenlet linearis inhomogén métrix differencidlegyenlet a C'(t)-re nézve.

Tekintsiik most az
&= A(p,t)z + B(p,t)u (5.14)

LPV rendszert a p id6fiiggs paraméterrel.

Ezzel az
X(t) = A(p(t), t)x(t) + B(p(t), t)u(t) (5.15)
LTV rendszert kapjuk.
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5.1. Tétel. (Az approximalo kapcesolési rendszerek iranyithatosaga.): Tegyik fel, hogy
az A, B folytonosak €s a t vdltozdban egyenletes globdlis Lipschitz-féle feltételt elégitenek
ki. A p paraméter iddfiggésérdl feltessziik, hogy szakaszonként folytonos (igy tetszdleges
szomszédos szakaddsi pont kézott egyenletesen is folytonos). Igy a (5.15) rendszerre tel-
jestilnek az 4.1.4.1. approximdcios tétel feltétele. Az approximdcids tétel dltal garantdlt
approrimdlo ) R

X(t) = A(t)Z(t) + B(t)u(t) (5.16)

kapcsoldsi rendszerben szerepld €, 09 paraméterek, melyek az approximdcid finomsdgat
gellemzik, gy is megudlaszthatok, hogy minden ennél finomabb approximdcio esetén
(5.16) is irdnyithatd lesz, ha a (5.15) rendszer irdnyithatd volt.

Ez azt jelenti, hogy az 4.1. approximéacios tétel altal leirt approximéciéra nézve, az
iranyithato rendszereket kozelité rendszerek is iranyithatéak. Nehéz lenne a rendszerek
objektumaban topologiat bevezetve arrél beszélni, hogy erre nézve az iranyithaté rend-
szer elég kis kornyezetében levs rendszerek is irdnyithatok, ezért beszéliink az approxi-
macios tétel szerinti kozelség terminusaban. Ennek a megjegyzésnek fokozottan nagy a
jelentGsége, amikor a 4.2. approximécios tétel szerinti approximal6 kapcsolasi rendszerek-
szakaszonként konstans, csak egy konvex poliéder cstcsaibol vett értékekkel approximal-
juk, ami pontonként nem approximalja jol a p szakaszonként folytonos p(t) fiiggvényt,
lasd a kovetkezd abrat.

Tekintsiik a (5.15) LTV rendszerhez rendelt Riccati-féle differencialegyenletet, mint egy
4j iranyitéasi differencialegyenletet az U = {1} egy pontbdl 4ll6 konvex poliéder esetén az
u(t) = 1 konstans iranyitassal, mint ilyen @ ez az egyetlen:

C(t) = A(p(t), )C(t) + C(HA(P(t), )" + B(p(t), ) B(p(1),1)"0(t), C(0) = 0. (5.17)

Ez nyilvanvaloan nem mas, mint a (5.15) rendszerhez rendelt Riccati-féle matrix egyen-
let, amely csak formalisan lesz iranyitasi rendszer, hogy igy kozvetleniil alkalmazhaté
legyen az 1. approximéacios tétel. Eszerint minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0,
hogy minden olyan d-nal finomabb a p paraméter szakadési pontjait is tartalmazo
t = (to,t1,t2,...,t1_1,t7), 0 =tg <ty <...<tj_1 <ty =T felosztasa az

A(t) = A(p(tic), tic), B(t) = (P(tic), ticn), t € [tir,ti),
A(T) = A(p(t;—1),t11), B(T) = B(p(tr-1), ti1)
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segitségével definialt

rendszerre teljestil, hogy

| Ct)—Ct) ||<e, Vtelo,T). (5.18)

Most azt vizsgaljuk, hogy hogyan kell megvalasztani az € szamot, hogy a (5.18)
teljesiilése esetén a C(T) invertdlhatosiga maga utan vonja a C(t) invertalhatosagat,
azaz a (5.15) LTV rendszer iranyithatosaga maga utédn vonja az approximalo (5.16)
kapcsolasi rendszer iranyithatosagat is. Ehhez tekintsiik a kovetkezé elemi azonossagot:

~

Ct=cw—cm(Cw - cm)em,
amibdl normabecsléssel azt kapjuk, hogy
1@ <t e +1ce™ -1 Co—-cwl-1I1Ce™ .

Ezért, feltéve, hogy

1Ct) - C) < (5.19)

1
201 )|
akkor R

ey~ l<2cw].

tehat a C(t)~' norma végessége miatt a C(t) invertdlhato. Tehat a tételiink az e =
1

2fe)-t

Tegyiik fel, hogy a P paramétertartomany egy konvex poliéder, az A(p,t) és a B(p,t)
fiiggvények linearisak a p valtozoban. Tegyiik fel, hogy a P poliéder p1,p2,...,Pum
cstcsaira a t +— A(pm,t) fliggvények szakaszonként folytonosak. Ebbdl mar kovetkezik,
hogy az A(p,t), B(p,t) fliggvények teljesitik a 4.2.4.2. approximéacios tétel feltételeit.
Ezt ugy lathatjuk be, hogy felhasznalva a paraméter tartomany konvexitasat, 1éteznek
minden p(t) € P esetén olyan Ay (t), Aa(%), ..., Ay (t) szamok, melyekre

véalasztassal adodik, az 5.1. approximacios tétel értelmében.

a poliéder cstucsok konvex kombinacidja.

Lathato, hogy amennyiben p(t) szakaszonként folytonos, akkor a A, (t) fiiggvények
is szakaszonként folytonosak, amelyeknek a szakadasi pontjai legfeljebb a p(t) szakadasi
pontjai lehetnek. Ebbdl, az

A(p(t),t) =

NE

A () A(Pin; 1) (5.20)

1

3
Il

elgallitas adodik, amibdl lathato, hogy az A(p,t), B(p,t) teljesitik a 4.2.4.2. approxi-
méacios tételben megkovetelt feltételeket minden szakaszonként folytonos p(t) paraméter
fliggvény esetén. Ezutan az elGkészités utan megfogalmazhatjuk a masodik tételiinket.
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5.2. Tétel. (Az approximalo kapcesolési rendszerek iranyithatosaga.): Tegyik fel, hogy
a P paraméter tartomdny konvez poliéder a py, P2, - - ., Pum csucspontokkal. Az A(p,t) és
a B(p) figguények legyenek linedrisak a p vdltozdjukban, és a t — A(pm,t), fliggvények
szakaszonként folytonosak. Az idévdltozds t — p(t) paraméterfiigguényrdl is feltessziik,
hogy szakaszonként folytonos. Adott eg > 0-hoz taldlhato olyan oy > 0, hogy minden dg-
ndl finomabb, az A(pp,t) szakaddsi pontjait is tartalmazo t = (to,t1,...,tr) felosztdashoz
a 4.2.4.2. approximdcids tétellel konstrudlt A\(t),é(t) mdtrizok, amelyek szakaszonként
rendre az A(pm,ti_1), illetve B(p,,) értéket veszik fel, és olyan kapcsoldsi rendszert defi-
nidl,

~

i(t) = A@®)x(t) + B(t)u(t),
amelyhez rendelt '
C(t) = AR)C(t) + C(t)A(t)* + B(t)B(t)*

mdtriz Riccati egyenlet megolddsa invertdlhato lesz a a(T) iranyitdsi Gram-féle mdt-
riz, ha a C*(T) is invertdlhato volt, amibdl kovetkezik, hogy ha a (5.15) LTV rendszer
irdnyithatd, akkor a (5.16) kapcsoldsi rendszer is iranyithato lesz.

Megjegyzés.

Vegyiik észre, hogy a B matrixfliggvény a tételben fiiggetlen az id6tsl. Ennek az
az oka, hogy kozvetleniil akarjuk alkalmazni a 4.2. approximéacios tételiinket, amelyet
akkor alkalmazhatunk, ha az iranyitdsok métrixa is linedris a p paraméterben. A BB~
pedig p-ben a feltételeink szerint bilinearis. Ezért két lépésre bontva a C'(t)~1, C(t)7 1,
tavolsagnak a becslését, amivel ,linearis™nak tekintheték a Riccati egyenletbdl definialt
rendszerek, de ehhez az kell, technikailag, hogy az te(Lé t)B (P, t) halmaz is konvex poliéder

)

legyen ugyanazokkal a pi,ps,...,pam csucsokkal. Ez a B(p,t) t-t6l valo fiiggetlensége
esetén teljesiil. Az approximacios tételt a B(p,t)-nek a p-ben valo bilinearitasa esetére
is be lehetne bizonyitani, hogy a méatrix Riccati egyenletre is lehessen alkalmazni, de
ezzel még komplikaltabbé tennénk a mar amugyis elég hosszi bizonyitast. Ilyen megszo-
ritas esetén pedig két 1épésben alkalmazva a 4.2. approximacios tételt és az abban leirt
konstrukciét mar egyszertien igazolhato a 5.2. Tétel.

Bizonyitas. Tekintsiik a Riccati-féle differenciél-egyenlet tjra fogalmazasaval kapott
irdnyitési rendszert.

C(t) = A(p(t), )C(t) + C(HA(p(1), )" + B(p(t))u(t), C(0) = 0, (5.21)

ahol u(t) = B(p(t))* € B*(P), és B*(P) olyan konvex poliéder, melynek a csucsai a
{B*(pm) :m=1,2,...,, M} halmaznak részhalmaza. Ekkor minden ¢ > 0 szdmhoz
létezik olyan 6 > 0, hogy minden 0 < § < 4, esetén teljesiil, hogy minden olyan

t:<t0,t1,...,t171,t1), O=to<ti <...<tj1<t;y =T

felosztasra, mely tartalmazza az A(p,,t),p(t) fliggvények szakadasi pontjait is, a
4.2.4.2. approximacios tétel konstrukciojaval megadott p(t) fiiggvényre, mely szakaszon-
ként a P csicsaibdl veszi az értékeit, a V(t) = B(p(t))* € B*(P) iranyitasra, amely
ugyanugy szakaszonként a B*(P) csucsaibol, azaz a { B*(p,,)} halmazbol veszi az érté-
keit, és a

C(t) = Alp(1). )C(t) + C(HA(P(t), )" + B(p(1))V(t), C(0) =0 (5.22)

93



dc_1281 16

C'(t) megoldasara teljesiil, hogy
| C(t) = C(t) ||< e. (5.23)

Tekintsiik az igy konstrualt p(t) fiiggvény segitségével megadhato, szakaszonként defi-
nialt A(t) = A(ﬁ(t),tz_l), hat € [ti_17t1)7 illetve A(T) = A(ﬁ(t[_l),t]_l) fuggvényt és
a

O(t) = AOC() + C)A) + BOV(), C0) =0 (5.24)

iranyitasi rendszert, ugyanazzal a V(t) iranyitéssal. A 4.2.4.2. approximacios tétel 2.
résznek bizonyitasabol azt kapjuk esetiinkben, hogy az £ > 0-hoz 1étezik olyan d5 > 0,
amelyre minden 0 < § < 0o esetén egy tetsz6leges J-nal finomabb t = (tg,ty,...,%;)
felosztason konstruélt p(t) esetén teljesiil, hogy

|1 C(t)—C) ||<e. (5.25)

Valasszuk most a §y = min {1, 62} szamot. Erre teljestil, hogy minden 0 < § < § esetén
tetszdleges d-nal finomabb t = (tg,ty,...,t;) felosztason konstrualt p(t) szakaszonként
konstans, a {F,,} halmazbeli értékeket felvevs approximécié esetén mind (5.23), mind
(5.25), teljesiil, igy || C(t) — C(t) ||< 2. Ezek utan, ha (5.21) iranyithato, akkor az
iranyitasi Gram-féle matrix C(0,¢) invertalhato. Most legyen € > 0 tetsz6leges szam,

amelyre
1

E< ——
Affe)-t

teljestil, erre fennall, hogy || a(T)*1 < 2| C(T)~! ||, amibél kovetkezik, hogy a (5.24)
iranyitasi Gram-féle matrix is invertalhato, tehat a (5.15) iranyithatosagabol kovetkezik
a (5.16) iranyithatosaga. Ezzel a 5.2. Tételt bebizonyitottam. [ |

A B fiiggvényrol feltettiik, hogy csak a p paramétertdl fiigg. De bebizonyithato
a 5.2. Tétel eredménye akkor is, ha a B p-t6l és t-tdl is fligg, a 5.2. approximacios
tétel hosszadalmas becslési technikajénak az alkalmazasaval, s6t, maga az approximacios
tétel is kiterjeszthetd arra az esetre, amikor a p — B(p,t) bilinearis fiiggvény. FEzzel a
kiterjesztett approximacios tétellel a 5.2. Tétel egyszertibben bebizonyithato.

A tovabbiakban szeretnénk a Riccati egyenlet segitségével kapott iranyithatoséagi fel-
tétel és a Kalman tipusti matrix rangfeltételek kapcsolatara rdmutatni. Ehhez vizsgéljuk
az

x = A(p)x + B(p)u (5.26)

LPV rendszer iranyithatosagat abban az esetben, amikor az A(p) és a B(p) p-ben
linedris, a p pedig hozzatartozik a P konvex poliéderhez, melynek a cstcspontjai
P1, P2, - - ., Pum vektorok. Ekkor egy idévaltozos p paraméter-fiiggvény felirhato a P kon-
vexitésa folytan

PI) =D An(®Pm: D Amt) =1, 0< Au(t) (5.27)

m=1 m=1

konvex kombinaciojat. Raadasul, ha p szakaszonként folytonos ez az elGéllitds olyan
Am(t) fiiggvényekkel is megkaphato, hogy ezek is szakaszonként folytonosak. Az LPV
rendszeriinket (5.27) segitségével atirhatjuk

(t) = Y Amlt) (A(Pm)x(t) + B(pm)u(t)) (5.28)
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alaka LTV rendszerré.

Az A(p1), A(p2), ..., A(pu) altal generalt asszociativ algebrat elgallithatjuk a kovet-
kez§ konstrukcioval. Tekintsiik az A(py), A(pa), ..., A(pa) altal generalt Lie-féle algeb-
rat: azaz az L C R™ ™ a legkisebb linearis altér, amelyik zart az [X,Y] = XY —Y X un.
Lie-féle szorzasra nézve is. Tekintsiik ennek egy linearis bazisat:

A, As, ... A € L C R™",

azaz minden A € L linearis kombinacidéja az Aj, As, ..., Ax matrixoknak, a Lie-féle
szorzast pedig kifejezhetjiik a bazis elemeken a kovetkezSképpen:

[4;, Aj] ZF’“Ak

A Lie szorzas bilinearitasabol nyilvanvaloan kifejezhets tetszéleges A, A € L métrix Lie
féle szorzata is az Ay, As, ..., Ak linearis kombinaciojaként.

5.1. Allitas. Az A(py), A(ps), ..., Alpa) dltal generdlt asszociativ algebra az
{ATMA? A 0<n; <n—1,0<ny<n—1,...,.0<ng <n-—1} € R™"

matrizok linedris kombindcidiként dllithato eld.

Bizonyitas. Azonnal meg kell jegyeznem, hogy &ltalaban ezek a szorzatok nem
lesznek az asszociativ algebra béazisai. Legyen o az A(py1), A(p2), ..., A(py) altal generalt
asszociativ algebra. Ezért ezek linearis kombinacidi is elemei az o algebranak, tovabba
az,

[A(pm1)> A(me)] = A(pm1)A(pm2) - A(pm2)A(pm1)

Lie szorzat eleme az a-nak. Igy a generalt L Lie algebra is altere, az o asszociativ algebra
linearis altere. Innen, az A7'A3? ... A% € a. Bebizonyithato (az ny + nao + ... + ng-ra
vonatkozo indukcioval), hogy az ilyen alakt elemek szorzata is az ilyen alaktak lineé-
ris kombinaciojaként irhato fel. A Cayley-Hamilton-tételbdl kovetkezGen feltételezhetd,
hogy az n;. kitevsk kisebbek, mint n .

Véve egy szorzatot, (A7 ... AW) (AP .. AJF)-t, ez az AT ... ARS alakiak linea-
ris kombinacidiként irhato fel. Ui, ha van két szomszédos szorzat, amelynek az alakja
AZTIAZ;“?, és k1 > ko, akkor

?’Lkl 'fL]’C2 TLkl TLk2—1 Tbkl—l nkQ—l
AT Ay, A, Al }:PMZ P T A AT AT A, Ay AT =

K

nkl 7’Lk2 k'l nkl —2 R . nk2—2
§ k1k2 k1 Ak + 2 : § :Flﬂkz k1 A/ﬂ Ak2Ak2 +
k=1

ki=1ky=1

+Ank1 Akz(AklAkg)AklAZ;”_Q = Z (tagok hossza < ny, + ng, )+

+ZA”’“1 LA A A Ap TR A TIAZ A2 AT

.+ Z tagok hossza < ng, + ng,) + Ank2 An'“.
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Igy a tagokban 16vG a szorzatok hosszara vonatkozo indukcioval
(A?W.hA%)(A?y.Jﬁ?>::E:aiﬁA?%gzn.A%,

ahol a n = (ny,ng,...,ng), 0 = (N1,Ne,...,Ng), 0 = (Ng,Ne,...,Ng). Tehat az
AT A% alaku elemek linearis kombinécidja az o asszociativ algebra.

A B(p1),B(ps),...,B(py) elemek altal generalt vektortér bazisa legyen
By, By, ...,Br. Igy a (5.28) rendszert atirhatjuk az A, As, ..., Ax, BiB,,..., By
bazisokban az

x(t) = (Z ak(t)AK> x(t) + Y bi(t)Bu(t), 2(0) = 0, (5.29)

alakba. Ez egy ismert alak régebbi, az LTV rendszerek irdnyithatosagara vonatkozo
gondolatmenetekbdl ([4]). u

A (5.29) alapmatrixa, amely megkeriilhetetlen szerepet jatszik a Riccati métrix egyen-
let megoldasaban, (a J. Wei és E. Norman [4]) el6allithaté méatrixexponencialisok szor-
zataként, mintegy altaldnositésa a kozismert ténynek, hogy az

t=Ax, x(r)=1

méatrixmegoldasa az exp(t — 7) A méatrix fiiggvény.

i(t) = (Z ak(t)Ak> x(t), o(r) =1 (5.30)

k=1

megoldasa, azaz, a (¢, 7) alapmatrix elGallithatd az exponencidlis szorzat alakban

O(t,7) = exp(g1(t, 7) A1) exp(ge(t, 7)As) ... exp(gr(t, 7)Ax),

ahol maguk a g(¢t,7) = (g1(¢,7), ..., gk(t, 7)) fliggvények is kielégitenek az A, Ay, ..., Ax
Lie-féle bazishoz és az a(t) = (a1(t),as(t),...,ax(t)) egyltthatokhoz rendelt differenci-
alegyenletet (lasd pl. [44] F. Szigeti, J. Bokor, A. Edelmayer). Igy, (5.29) megoldésa,

a
t

x(t) = /CD(t,T)B(T)u(T)dT =

0

= /eXp(gl(t7T>A1) ... exp(gx (t, 7)Ax) (sz(T)Bl> u(r)dr

mindvégig az

Ko=|m(...,Al"A  AWB, ... A7 A LAY L) (5.31)
altérben marad. Ismert tény a maéatrixexponencialisrol, s6t a matrixok analitikus fiigg-
vényeirsl is, hogy azok mindig az I, Ay, A2,... A7~ linearis kombincioi lesznek, igy
pl.

n—1

exp(gk(t, T)Ak) = Zpk,i (gk(t7 T)) A;cv
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ahol a p; fliggvények un. kvézi polinomok, alkalmas exponenciélisok, és trigonomer-
tikusok, is szerepelhetnek a polinomokban. Ezek az Aj sajatértékei altal megadha-
to fiiggvények (Hermite-Lagrange interpolacioval kaphatok meg). Igy az integral alatti
fiiggvényekbdl lathato, hogy

Ap) .. .exp(gr(t, ) Ar)B(T)u(r) =

(). (Ermne) ) )

i =0

xp(g1
= Z Zm 0 (16 T) - P (grc (6, 7)) by(T ) (T) A . A% Bre,,, € Ke.

i

Igy az integralja is, azaz x(t) € K¢, minden t € (0,t) esetén. Ez azt jelenti, hogy a
0-bol a (0,¢) intervallumon elérhetd allapotok halmaza, azaz, az elérhetéségi altér, a K¢
Kalman-féle elérhetdségi altér része, vagy az egész Kalman-féle altér lesz-e, erre a valasz
sokkal nehezebb. Az F. Szigeti, J. Bokor és A. Edelmayer [44] erre keresve a valaszt a
kovetkezs eredményt kaptak. Bevezetve az un. nem teljes Kalman-féle altér fogalmaét,
azaz azt, hogy, ha R R

AI,AQ, ce ,A[’% S V(Al,AQ, ce ,AK),

az Ay, As, ..., A Lie-algebra-bazis altal generélt vektortérnek, és K< K , agy, hogy a
szorzatok altal kifeszitett vektortér

~ ~ /\erA
V{...,A?A;”...Af(’(, O§n1<n,...,0§nf<<n}

nem feltétlentil asszociativ algebra, melyet A\l, e ,,Z 7 generalnak, tovabbé
El,EQ,...,EZEV(Bl,BQ,...,BL), ZSL,

akkor az R R
m{%ﬂ%?uggBhO§0<n,l:LZ”wL} (5.32)

egy nem teljes Kalman-féle altér.

Az emlitett cikkben arra adnak valaszt a szerzék, hogy az egyiitthato-fliggvényeknek,
az ai, as, . ..,ax 6s a by, by, ... by fiiggvényeknek milyen algebrai differencial-egyenletet
kell kielégiteniiik, hogy egy adott, (5.32), esetleg nem teljes Kalman-féle altérhez tartoz-
zanak a (5.29) iranyitasi differencial-egyenlet megoldasai, azaz az iranyithatosagi altér
a (5.32) altérben legyen. Ezek az algebrai differencialegyenletek, ha valamelyik teljestil,
azt eredményezik, hogy a (5.31) Kalman-féle méatrixra vonatkozo rangfeltétel nem elég-
séges. Azt mondhatjuk régebbi szohasznélat alapjan, hogy az egyiitthatok nem teljesitik
a perzisztens gerjesztés feltételét, ui. rajuk teljesiil, hogy Ko Kalman-féle altér vala-
mely, esetleg nem teljes Kalman-féle altérhez (5.32) rendelt algebrai differencialegyenlet
fennall, vagyis az egyiitthatok perzisztensen gerjesztik a rendszert, ha ezek az algebrai
differencial-egyenletek nem &llnak fenn. Vegyiik észre, hogy a perzisztens gerjesztést geo-
metriai nyelvén is megtudtuk fogalmazni. Ha a valészintiségszamitas, specialisan a szto-
chasztikus folyamatok nyelvezetével a fehér zajjal valo gerjesztéshez hasonlithatjuk, akkor
azt mondhatjuk, hogy az egyiitthatok a rendszeriinkre nézve ,fehér’-ek, amikor perzisz-
tensen gerjesztenek, és szinesek, amikor nem. Ez azt jelenti, hogy véges sok paraméter,
a rendszer altal generélt Lie-algebra Ay, As, ..., Ax béazisa és a By, Bs, ..., B, vektortér
bézisa hatarozzak meg azokat a feltételeket, a tiltott algebrai differencial-egyenleteket,
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melyek nem teljesiilése kell ahhoz, hogy az egyiitthatok ,fehér’-ek legyenek. Ezt a szo-
hasznalatot a szemléletessé tétel érdekében mi is kévethetjiik.

A tovabbiakban ezt a problémat én is vizsgalom, de sulyos differencidl-algebrai esz-
kozok helyett csak lineéris algebrat hasznéalva. Nézziik a példankban szerepls (5.8) rend-
szernél alkalmazott modszert. Legyen ¢ € R"™ tetsz6leges, nullatol kiilonb6zs vektor.
Ekkor derivaljuk a ¢ € R"™ vektorral definialt mérst: (lasd Pommeret [43])

z=c'x
K L
= (c"x)" = Z apc* Axx + Zblc*Blu
k=1 =1
zZ= ZZaklakQC Ak‘lAkQX + Zakc A}cX + ZZakblc Akblu—i—
k1 k2

+ ZélC*BlU_ + ZblC*Blﬁ =
! l
= Z (ak + Z A,y Oy Fk2k1> crApx + Zakc*A X + Z 2a, a, € Ag, A, X+

k1<ko k1<ko

+ Z (Zakblc*Ak + bc*) Blll + ZblC*Blfl.
! k l
Rekurzioval belathato, hogy

2= ST peslaa,.. )t AP AR L AT

0<nE<n—1

S Qg b e A A A B

7=0 1 0<ng<n

(5.33)

A rekurzi6é bizonyitaséhoz felhasznalhatjuk a Lie szorzasbol, hogy

[Akw Akz] = AklAkQ - Aszk1 Zrkl k:gAk7

majd esetleg a Cayley-Hamilton tételt, ha valamely A bazis elemének hatvanya n — 1
folé none.

A rekurzi6 kezd§ értékei a z-ra adodo értékbsl
P. 1(a,a,...)=ag, ahol e, =(0...,0,1,0,...,0) € RE,
QZI,O,O(aW a,...b, b, .. ) =0.

) d
Poiti(a,a,...) = o — Pl )+ ZZ% waxPai(a,a, .. .)
Itt a 79, egyiitthatok az AT AR?, ... ARk A, elséllitasabol adodnak:

AV AR, A% AL =D 0 AT AR LAY (5.34)

n,u
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1 (a,a,...b,b,...) _d i, (a,a,...b,b,...),

l,n,n

z+1( . bb )

ln,j
_ %Q;"n’j(a, a,...bb,..)+Qi, . (a4 .. .bb,..),

l(a,a,...bb,..)=Ql , (aa,...bb,. . )

I,ni
Peldéul, Qi ., 1(a,a,...b,b,...)=...=Q} (a4 ...bb,...) =
A bizonyités a (5.33) derivalasaibdl a (5.34)-bdl, és a vazolt modon azonnal belathato.

Tekintsiik most a (5.33) elsallitast az ¢ = 0,1,...,I szamokra, ha I > n® — 1.
Ekkor ezeket az egyenleteket egy linearis egyenletrendszernek tekintve, a lexikografikusan
elrendezett

c'X, c*A1X, ..., AT X, cF Apx, € AL Aox, . AT AT X

ismeretlenckre, amelybél egy nf-dimenziés vektort formalunk, majd az egyiitthat6ibol
egy I xn® tipusi métrixot, melynek az elemei a (5.33) egyenleteibél kapott P, ;(a, a, . . .)
egyiitthatoi lesznek az ismeretleneink rendezésének és a névekvd ¢ derivaltrendnek meg-
felelsen. Jelolje Pr(a, a,...) az igy kapott matrixot. Az R tér i-edik egységvektorat

jeloljiik e;-vel, a lexikografikusan elrendezett R™ tér n = (n1,na, ..., nf)-adik egység-
vektorat fo-nel. Ezzel a lineéris egyenletrendszeriinket atirhatjuk a kovetkezd alakba:
S B DS o AT A
-1 ‘ . (5.35)
> ZZ ZQZ nj b,b,...)e; | crAT - ATE By | ul).
7=0 n
Tekintsiik azt az esetet, amikor a P;(a,a,...) és a anc*A’fl, .., A matrixok teljes

ranguak. Ekkor a (5.35)-et szorozzuk be el6bb a

det (P;(a,a,...) P;(a,a,...) (Pi(a,a,...) Ps(a,a,...)  Pra,a,...)*

métrixszal, majd a

det KZ faCt AT .A}?) (Z faC AT A;;K)
Kiywm?mAy><§)¢m?mAy>(;ymm?mAy>

matrixszal. A determinansokkal valo beszorzasnak csak az a jelentGsége, hogy az a, a, . ..
egyiitthatoknak polinomiélis kifejezései legyenek a kapott egyenletben az egyiitthatok.
A jobboldalon az x allapotnak a

det [P;(a,a,...)*Pi(a,a,...)] det (Z fact AT .A?;g) (Z faCt AT .A;;K) (5.36)

szorzatat kapjuk. Igy a kapott egyenletet c*-gal beszorozva a z = c*x-nek kapjuk a
(5.36) alatti tényez6vel valo szorzatat, amely az aa, ... és a ¢ a polinomjaibdl all. Ezért
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ezt a baloldalra atvive, a z mérésének és a derivaltjainak az a,a,... és a ¢ polinomjai
I

lesznek az egylitthatoi, azaz, ZPi(a, a,...,c)z" alaki. A jobboldalon viszont, a (5.36)
i=0

alatt tényezdvel vald szorzas nem valtoztat az iranyitast tartalmazo tagok struktarajéan,
ezért egy polinom-egytitthatos

(5.37)

= ZZZQW b,b,... c)c Al ... AW Bl

egyenletet kapunk a z mér6 és a derivaltjai és az u irdnyitas és a derivaltjai kozott.
Vegyiik észre, hogy ezzel eliminaltuk az x allapotot.

Az iranyithatésdgnak az altalanositott Kalman-féle rangfeltétel sziikséges feltétele,
ezért teljesiil, hogy a kovetkezd matrix invertalhato:

DSOS AP AR AEB By ARS AR AT

A (5.37) formulaba helyettesitsiik be az u(¥ helyébe a

ZQn“ b.b,...,c)ud =

I
= BrATE AT (A AT BB AT Ay > Pia,a,... c)dz0)

(5.38)
egyenletbdl adodo értéket. Ha ez teljesithets, azonnal latszik, hogy a z mérésre adodo
kivanalmat az w iranyitassal el lehet érni, azaz a rendszer iranyithato.

DD AL A (ZQW(a, a,....b,b,... ,c)u@) _
n l 3 .
=3 ) AP AWEB B A AT (ZZA’I“ L AREBBRARE A;m>
n I n [
I
¢ . j * ni n x AXN *11
H c ||2 ij(av a,... 7C)Z] =C ZZ (Al R AKKBlBl AKKAl )
J=0 .
(ZZA’# - AE BB AT ~Ai”1) e HZZP )2 =
n |
Pi(a Lc)z0)
e HQZE:

azaz teljestl (5.37). A (5.38) megoldhatosaganak az a feltétele, hogy a

I-1
(ZZanlJ(a’ a,...,b,b,....c)Qou1;(a,a,...,b,b,... ,c))
n |

1,J=0

métrix legyen invertalhat6. Ez ekvivalens azzal, hogy a

det (ZZQm,,j(a, a,...,b,b,...,c)Quui(a,a,....bb,... ,c)) £ () (5.39)
u l
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teljesiiljon.

A (5.39) a (5.29) iranyitasi rendszerre vonatkozo gerjesztési feltétel. Ennek nem
teljestilése az egyiitthatokra, ill. azok derivaltjaira, valamint ¢ nem 0 R™-beli vektorokra
vonatkozo, polinomialis egyenlet. A ¢ konstans vektor ¢y, ca, . . ., ¢, koordinatait egyszeri
algoritmussal eliminalhatjuk. Tekintsiik a ¢;-ben legnagyobb fokua tago(ka)t:

D =det(...)=c"Di(a,a,...,b,b,...,¢) + Dy(a,a,...,b,b,... c), (5.40)

ahol €© = (0, ¢g,¢3,...,¢,), Do pedig ¢1-ben k-nal alacsonyabb foku. Derivaljuk a D-t

. d . d .
D=c*—Di(a,a,...,b,b,....¢) + —Dy(a,a,...,b,b,... c)
a d g o d (5.41)
DD, — DED, = L(Dy)D, — D, D,

dt dt dt

ez mar ci-ben k-nal alacsonyabb foka. Ezt ismételjiik, addig, amig a kapott polinom méar
nem fligg c;-t6l. Ezutan folytatjuk a bemutatott algoritmust a co-re, majd a c3-ra, és igy
tovabb. Igy végiil, kapunk csak az a, b egytlitthatokat, és azok derivaltjait tartalmazo

D(a,a,...,b,b,...)=0 (5.42)

algebrai differencidlegyenletet, amely annak a feltétele, hogy az egyiitthatok nem ,fehé-
rek”; vagyis perzisztensen gerjesztok a (5.29) iranyitasi rendszerre vonatkozoan.

Ezek utdn megfogalmazhatéd a kévetkezd tétel.

5.3. Tétel. Ha a (5.29) irdnyitdsi rendszerre teljesil az
Im{...,AT*A? .. AYB, ...} =R"
rangfeltétel, és az a,b iddfiggd egyiitthatokra teljesiil a
D(a,a,...,b,b,...)#0

gerjesztési feltétel, ahol D(a,a, ... .b.b,.. ) a (5.42)-beli differencidlpolinom, akkor a
(5.29) irdnyithato.

A fentiekben feltettiik a det (P;(a,a,...)*P;(a, a,...)) nem nulla voltat, azaz a mat-
rix invertalhatosagat. Ha ez nem teljesiilne, akkor még egyszertibb a dolgunk, ugyanis
a Pr(a,a,...)*Ps(a,a,...) szimmetrikus, igy a képterére mercgleges a magtere, amibdl a
matrix elemeibdl kiszamithato a képteret annulldld, magtérre képezé matrix az a, a. ..
polinomjaibol, amellyel beszorozva az egyenletet eliminalhatjuk az x allapotokat. Ugyan-
ilyen érveléssel tekinthet§ az az eset is, amikor a ZZA;” CAREBIBFAYE AT

n l
matrix nem invertalhato, akkor is van olyan az Ak és B; matrixok elemeibdl kiszamol-

hato, a képteret annullalo méatrix, mely eliminédlja az = allapotokat az egyenletbsl. A
folytatés ugyanaz, mint amit a tétel bizonyitasakor alkalmaztunk.

Tekintsiik most a (5.26) LPV rendszert a p-ben linearis B(p) ¢s A(p) matrixokkal,
amelyre a P paraméter tartomany konvex poliéder a pips,...,pan csicsokkal. Ekkor,
szakaszonként folytonos x — p(x) allapotfiiggd paraméterekre a (5.26) LPV iranyitasi
rendszer felirhaté az

X =Y Au(X)APn)X+ Y An(x)B(pm)u (5.43)
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alakban. Elvégezve ugyanazt a baziskonstrukciot az A(p,,) ésa B(pm), m=1,2,..., M
métrixokkal, mint az id6fliggs paraméteres esetben, a (5.29)-tel analog

Y

X = Z ag(z) Az + Z bi(z)Bu (5.44)

nemlinearis iranyitasi rendszert kapjuk. A nemlinearis iranyitasi rendszerek elérhetd-
ségi altere altaldban nem lineéris altér, hanem valamilyen feliilet. Igy kevés elénynek
latszik az (5.44) linearis strukturaltsaga. Végig kovetve a linearis idgvaltozos esetben
alkalmazott eljarast az (5.44) rendszerre is be lehet bizonyitani, hogy az altalanositott
Kalman-féle iranyitasi altér K., (5.31) tartalmazza az (5.44) iranyitéasi rendszer elérhets-
ségi feliiletét. Innen pl. azonnal addédik, hogy az altalanositott Kalman-féle rangfeltétel
az elérhetGségnek sziikséges feltétele. Lassunk egy példat. amikor az elérhetGségi altér
nem lineéris altér. Tekintsiik a 0-t6l kiilonboz6 pontbol, pl. az (1,0,0)* pontbdl valo el-
érhetdséget. Nyilvan ezt valtozo transzformécioval (0,0, 0)*-ba lehetne vinni, ehhez elég
lenne az x; «— x1 — 1 = &y 4j koordinatat bevezetni. Ez alig modosit az egyenleten:

i‘l 0 T T3 T i) 0 u
l"g = —I1 0 ) To | + | —11 xT3 (ul) .
L'Ug —x3 —T2 0 T3 0 —XT9 2
Kiszamithato, hogy barmilyen u iranyitasra az || x(¢) ||=|| x(0) ||=|| (1,0,0)* ||= 1, azaz,

a trajektoridk az egységgombon mozognak: valdban,
d 0 T, X3 Ty 0 u
|| £L‘( ) ||2 2x* —X1 0 To X+2X* —X1 XT3 ( 1) = U,
dt
—x3 —XT2 0 0 —XT2
azaz || x(t) ||* konstans, igy || z(¢) |= 1. Azt is bemutatjuk, hogy a z = ¢*x mérdket

hogyan kell derivalni az allapotfiiggé paraméterek esetén. Egy 1épést végzek csak el,
ebbdl mar latszik a processzus hasonlosaga.

z = Cc'X,

Z—Zak cAka;+Zbl )c* B,

2= a(x)’CAlx+ Y 2ap, (x)an, (X)¢" A, Ay xt
k

k1<kso
+ E E ak2 AkQ )C*Aklx—i—
k1 ko
2 § *
+ akl akQ Fk‘1k}2 AkX“‘
k1 ki<ko

+ Zzbl x)c" Apx ay,(x)(Bu) + ZZak x)c* A Bu+
+ ZZak x) (Ayx)c” Bu+
DI ALY &2k&u+zﬁ )c* By

i 2
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Lathatoan, itt is cA?x, c*Ag, Aj,x, c*Apx stb. tagokat kapunk, persze olyan egyiitt-
hatokkal, amelyek allapotvaltozosak, igy ai(x) = (0 ar(X),0ak(X),. .., 0, ax(X)),
b (%) = (O, b1(X), Oy bi(X), . . ., O, bi(X)).

Igy az id6valtozos esethez hasonloan lehet érvelni. Ekkor a gerjesztési feltétel egy par-
cialis differencidlegyenlet, de ez azt garantalja csak, hogy az elérhetdségi feliilet generalja
a Kalman alteret, de nem azonosak.

Most kapcsoljuk 6ssze a sima rendszerekre kapott iranyithatosagi eredményeinket a
kapcsolasi rendszerekkel valé approximalhatosaggal.

Lattuk, az approximacios tételek szerint minden szakaszonként folytonos és Lipschitz-
féle feltételnek eleget tevd rendszerek tetszélegesen approximalhatok kapcsoléasi rendsze-
rekkel. Azt is megmutattam, hogy ha egy simasagi feltételeknek is elegettevs rendszer
irdnyithato, akkor az alkalmas finomsaggal approximélé kapcsolasi rendszer iranyitha-
to lesz. Tovabba azt is bizonyitottam, hogy a Kalman-féle altalanositott rangfeltétel
sziikséges feltétele az iranyithatdsagnak, ez igaz a sima és az approximéld kapcsolasi
rendszerekre is. A sima rendszerekre, ha az egylitthatok teljesitik az un. perzisztens
gerjesztés feltételét, akkor a rangfeltétel elégséges is az iranyithatosagra. Ha egy kap-
csolasi rendszer esetén a Kalman-féle altalanositott rangfeltétel teljesiil, akkor persze
az approximalt sima rendszerre is teljesiil, és a sima rendszer egyiitthatoéi perzisztensen
gerjesztik a rendszert, akkor elég finom approximacié esetén a sima gerjesztési feltétel
perzisztens gerjesztési feltétel lesz a kapcsolt rendszerre is. Sajnos csak az approximécios
tétel kozvetitésével tudunk gerjesztési feltételt megadni a kapcsolt rendszerre, mert az
approximacié nem teszi lehetévé egy pl. differencidlegyenletek segitségével megfogalmaz-
hato gerjesztési feltétel megadasat.

Még mutatok egy példat, amely tovabbi bizonyiték arra, hogy az allapotvaltozos pa-
raméterek esetén egy LPV rendszert approximal6 kapcsolasi rendszerek iranyithatosaga
nem elég ahhoz, hogy az approximalt rendszer irdnyithato legyen:

Tekintsik az

[\

Ty 0 P11 D3 T b2 0 u
Tyl =|-p O paf |22+ ]|—-P1 D3 ( 1) =0, (5.45)
. U2
T3 —p3 —p2 O T3 0 —po

LPV-rendszert. Jeloljik a struktiraméatrixokat rendre a A(p)-vel és B(p)-vel. El6szor azt
vizsgéljuk meg, hogy fix p = (p1,p2, p3)T paraméterek esetén (5.45) mikor lesz iranyit-
hato, elérhets. Ehhez az kell, hogy barmely z = a2 mérés megfigyelhets a a # 0 esetén
teljesitse, hogy nem elégithet ki u-tol fiiggetlen differencidlegyenletet. (Lasd, Pommaret
[43]). Az A(p) matrix a Cayley-Hamilton tétel szerint megoldasa egy harmadfoka poli-
nomnak, hogy ezt megkapjuk szamoljuk ki az A(p) hatvanyait.

—(p1+p3)  —paps P1p2
A(p)? = —P2P3 —(p} +p3) —p1ps3 ;
P1p2 —P1P3 —(p3 + p3)
0 —p1(P +p5 +p3) —ps(pi +p3 + p3)
Alp)® = | ;(} + 03 + p3) 0 —p2(p} +p5+p3) | =
ps(pi + 03 +p3)  pa(pi + 03+ p3) 0

— (PP + P+ PAG),
azaz
A(p)® + (p} +p3 +p3)A(p) =0 (5.46)
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Ezek utan tekintsiik a 2 = a’x megfigyels derivaltjait:

i =a't =a" A(p)x + o’ A(p)z + o’ B(p)u,

Z=a"A(p)t +a" B(p)i =

a" A(p)*x + a" A(p) B(p)u + a" B(p)i,

7 =a" A(p)*s + a” A(p) B(p)u + a” B(p)ii =
= a' A(p)’z + a" A(p)*B(p)u + a" A(p) B(p)i + o’ B(p)ii,
felhasznélva az (5.45) differencidlegyenletet.
A (5.46) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

Y+ (P4 Py + P})z = (P! + P+ P§)a” B(p) + o A(p)*B(p)) u+

(5.47)
+a" A(p) B(p)i + a” B(p)il,
Ez csak akkor nem fiigg az u bemenettsl, ha
a”B(p) =0,
a”A(p)B(p) =0, (5.48)
a” A(p)*B(p) + (P{ + P3 + P3)a" B(p) = 0,
azaz, ha
a”B(p) =0,
a"A(p)B(p) =0, (5.49)
a’ A(p)*B(p) = 0.
Részletezve,
D2 0
(ah 2, Cl3) —P1 P3 = (a1p2 — Q2P1, A2P3 — a3p2) = (07 0), (5-50)
0 —P2
0 m p3|[p2 O —pi P1P3 — Pops
(Gh g, Cls) —P1 0 p —p1r P3| = (Gh 2, CL3) —P1P2 —P% =
—p3 —p2 O 0 —P2 P1P2 — P2p3 —Pp2p3
= (a3p1p2 — azpap3 — Cllp% — QgP1P2, A1pP1P3 — A1pP2p3 — Gng - a3p2p3) = (O, 0)7
(5.51)
—(pf +p3)  —pops p1p2 pe 0
(a1, ag, as) —p2p3 —(p3 +p3) —p1p3 —p1 p3 | =
P12 —pips —(p5+p3) 0 —po
P1P2ps — PiP2 — Papi —paps — P1P3 < 5o
= (a1, az,as) P+ Dip3 — P3P pipaps — Dipe — popi | = (5.52)
pip2 + Pips P + p2p3 — P1p3

= ay(p1paps — PiP2 — P2p3) + a2(pi + pips — Paps) + as(pups + pips).
as(p1paps — pips — pap3) + az(ps + p2p§ — p1p32,) - al(p2p§ + p1p§) = (0,0).
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A (5.50), (5.51), (5.52) egyenleteknek van nem 0 megoldasa, akkor és csak akkor, ha a
matrixnak a rangja kisebb, mint 3.

D2 —p1 0
0 D3 —P2
—n2 _ _
b1 p12p2 P1p2 — P2pP3 ‘ (5‘53)
P1p3 — P2p3 V&) —DP2p3
P1P2Ds — DiD2 — P23 DS+ Dips — D3ps p1p3 + Pips

—paPy —PiD3  DiPaPs — PiDs — DiPs D+ Daph — Pips
Néhany speciélis p = (p1, pe, p3) érték vizsgalataval kezdjiik.

p1 = 0 esetén nézziik az els6 harom sorboél alkotott métrix determinénsat.

p2 0 0
det |0 p3s —po | = pips
0 0 —pops

Ez pedig akkor és csak akkor 0, ha py = 0, vagy ps = 0. Ezekben az esetekben pedig
az Osszes 3 X 3 részmatrix determinansa is 0. Tehat a py és a p3 tengelyeken a méatrix
nem teljes rangi. po = 0 esetén a 6., az 1. és a 3. sorbdl alkotott matrix determinénsét
szamoljuk Kki:

0 —pips —pipj

0 m 0 | =pips,

-p 0 0

ez pedig nulla lesz akkor és csak akkor, ha p; = 0, vagy p3 = 0, de ekkor barmely 3 x 3-
aldeterminans 0 lesz. Ez azt jelenti, hogy a p; és a ps koordinata-tengelyeken a matrix
rangja nem teljes. Tehat a matrix a 3 koordinata-tengelyen nem lesz teljes rangu.

Most azt mutatjuk meg, hogy minden més p = (p1,p2, p3) paraméter esetén teljes
rangi a matrix. Ehhez sziikségiink lesz az 1., a 2. és a 3. sorokbol alkotott matrix Diog
determinansara, az 1. 2. és a 4. sorok alkotta méatrix D4 determinansara és végiil az
1. a 3. és a 4. sorok alkotta D;34 determinénsara:

D123 = pa(p1paps — paps — p1ps — D),
Doy = pa(p1paps — pips — paps — 1),
D13y = pa(pipaps + pips — P3ps + pipaps + Pips — pipaps)-

Mivel a koordinata-tengelyektdl kiilonb6z6 pontokban vizsgaljuk a méatrix rangjat, ezért
azt oktansonként végezhetjiik. Az mar eddigre kideriilt, hogy a ps = 0 esetén teljes rangi
a matrix, ezért feltehets, hogy ps # 0. Igy Doz esetén elég a

P1p2p3 — png - Plpg - p:f (5-54)

polinom gyokeit vizsgalni. Ha py,ps > 0, akkor ps < 0 esetén a (5.54) polinom elGjele
negativ, ezért ebben az ortansban (5.54)-nek nincs gyoke. Ha py,py < 0, és p3 > 0,
teljesen hasonloan, (5.54) elGjele pozitiv, ezért ebben az ortansban sincs (5.54)-nek gyoke.

A po,p3 > 0 feltétel esetén a Dqoy polinom gydkhelyeit is elég a

P1p2p3 — p?pg - P2p§ - pg (5~55)
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gyokhelyeiként vizsgélni (egyszertsithet po-vel). Ha p; < 0, akkor a (5.55) negativ,
ezért ebben az oktansban sincs (5.55)-nek gyoke. Hasonloan, a ps, p3 < 0, p; > 0 esetén
(5.55) pozitiv, ezért ebben az okténsban is teljes rang a méatrix.

A tovabbi 4 oktansban a gyokok keresését a D3y vizsgalatara alapozzuk. Ebbdl a
célbol faktorizaljuk Dq34-et:

D134 = pa(p1p3ps + pips — paps + pipeaps + pips — pipap3) =

= p2(P5 + p1ps) (P13 + Prpa — Paps)
Lattuk, hogy ps = 0 esetén p1p3 nem 0, igy a p; = 0 és p3 = 0 kivételével az egész sikon
teljes rangt a matrix, ezért feltehetjiik, hogy py # 0. Ekkor elég a

(P3 + p1ps) (p1ps + P12 — paps) = 0

megoldasait keresni. Ha pi,ps > 0, vagy pi1, p3 < 0, akkor p2 + pips > 0, ezért csak a

P1P3 + P1P2 — P2P3 (5.56)

gyokeit kell keresni. Legyen
P2pP3 = P1P3 + P1P2,
ezt behelyettesitve (5.54)-ba, azt kapjuk, hogy ez a gyokhely nem lehet kozos, ui.

P1D2ps — P1Ps — P1paps — Pips — pY = —p1(pi + ps + p3).
Mivel p? + p3 + p2 > 0, ezért p; = 0.
Azt pedig mar lattuk, hogy ebben az esetben pops # 0 esetén a matrix teljes rangu.

Osszefoglalva, az (5.45) paraméteres linearis rendszer a py, ps, ps koordinata-tengelyek
kivételével, minden p paraméterre elérhets (irdnyithato).

Most, hogy tisztaztuk a példankban bemutatott (5.45) paraméteres lineéaris rend-
szerr6l, hogy mely konstans paraméterek esetén lesz iranyithatd, természetes lenne azt
gondolni, hogy ha egy paraméteres linearis rendszerben olyan allapotfiigeé paraméter
olyan értékeket vesz csak, amelyekre a konstans LPV-rendszer iranyithato, maga is ira-
nyithato lesz. Tekintsiik e célbol az allapotfiiggd p(r) paraméterfiiggvényt, amelyrdl
feltessziik, hogy az értéke nincsenek a pi, ps, ps koordinata tengelyeken, ahol (5.45) nem
irdnyithato.

Az igy kapott
& = A(p(z))z + B(p(z))u, z(0) = #0
allapotanak, azaz x(t)-nek szamitjuk ki, majd becsiiljiik meg a norma négyzetét. Ehhez

szamoljuk ki a %(H x ||?) derivaltakat:

d

dt(H T H =2 )z + 2" B(p(x))u) =
0 x p2(1') Uy
= 2(x1, x9,23) | —p1(2) (x) zy | 4+ 2(x1, wows) | —pi(w) P3($) < > =
Ug
—p3(x) —po(z 0 pa(z)
= 2 (p1(x)x122 + p3(x) 123 + pa(X) 2223 — pr(T) X122 — P3(T) X123 — PalT)Taw3) +

+2 (pa(x)z1u1 + p3(x)zous — p1 (I)x2ul — pa()T3U2) =
= 2 (po(z)x1u1 + p3(T)TouUs — P1(T)T2U1 — Po(T)T3US) -
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Koneltsik  a  (p1(2), pa(e). ps(x)) fiigevényt egy adott m(z) esetén az
(217(2), 297(x), w37 (x)) fiiggvénnyel: ekkor a
— (2 1) = 2 (p2(2) 2101 + p3(@)T2u2 — P1(2) 7201 — P2(T)T3U2) =
=2 (p2(x) — @om(2)) 2101 + (p3(x) — 237 () wouz — (p1(2) — 217(2)) 2201 —
— (pa() — w7 (2)) Tyin (£2T10n + TyTatls — T1TIUL — TaTals) —
=2 (p2(x) — @om(2)) 2101 + (p3(x) — 237 () w2uz — (p1(2) — 217(2)) T2U1—
— (p2(2) — wam(x)) w3u2

approximaciot kapjuk. Integraljuk az igy adodé egyenlGséget, hogy aztan megbecsiilhes-
siik az (|| = ||*)-et:

g e = a0 17 = 1 ¢ 122 [ ((pale) = @) oaua

+ (p3(z) — 237 (x)) B2u2 — (p1(2) — 217 (2)) 21 — (P2(¥) — 227()) I3U2> dr.

z(0) = &, ezért, ameddig || z(t) |2 — || € |I*<|| € ||, addig || z(¢) ||*# 0, azaz az allapot
nem éri el a 0 allapotot. Tegyiik fel, hogy az |ui(t)|, |ua(t)| < U, azaz korlatosak a
bemenetek. Az || z(t) ||?< 2 || € ||*-nek is teljesiilnie kell a fentiekb6l. Ezek utan

[z 1P =1 e[ <20¢€] -U-/(lpz(w) — xom ()| + |ps(x) — wam(2)] +
+ [pa(2) — wﬂ(l‘)loJr |p2(x) — wom(z)]) dr

becslést kapjuk. Tegyiik fel, hogy az (xim(x), zom(x), z3w(z)) allapotfiiggd paraméter-
fiiggvényekkel, hogy adott € > 0 esetén

Ip1(x) — xy7(2)| < €,
Ip2(x) — xom(2)| < €,
Ips(z) — xsm(x)| < e.

Igy 2 2
[lz@) 1P =N <8Il -U-e-t

Tehat, hogy ez kisebb legyen, mint || £ ||?, az kell, hogy

€]l

t < .
8-U-¢

Tehat, minél finomabb approximaljuk az (z17(z), zom (), z3m(z)) allapotvaltozos para-
métereket, annal hosszabb intervallumon nem érhetik el a 0-t, (¢ — 0 esetén a felss

o L€
becslés ———— .
ecses8‘U'€—>oo)
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6. Vertikum tipust rendszerek

A modszertani bevezetében absztraktan mar definialtuk a vertikum tipusit rendszerek
specialis strukturajat. Egy a grafok nyelvén is megfogalmazhato hierarchiat jelent [25].

A feldolgozoéipar folytonos folyamatai, de a feldolgozo, 6sszeszereld ipari objektumok
is, pl. egy olajfinomitd, sok részegységre részrendszerre bomlik, azzal a specialis strukti-
raval, hogy lényegében nincs visszatérs folyamat, a részben feldolgozott termékek lesznek
a bemenetei egy kovetkezd folyamatnak, és igy tovabb. Ezt egy iranyitott graffal lehet
egyszerten érzékeltetni:

majd egy blokkséma segitségével (lasd 6.1. abra) lehet pontosabban leirni. Amennyiben
az egyes részrendszerek linearis bemenet-kimenet rendszerek, amelyeket az n; dimenzios
euklideszi térben modelleztiink, akkor k részrendszer esetén (n; + ng +...n; = n) a
kovetkez6 blokk-matrixos modellel adhatjuk meg:

5(1 All 0 Ce 0 X1 Bll 0 0 u
Xo | | An Ay o *2 4 By Ba U
cee 0 cee 0
Xk Apt Aro Ak Xk Bir1 B B Ug
= Ax + Bu
(6.1)
[Yo Y Y, Yz Yia Y
Xq
t X X, - %
= |4 T X e
3 37 k) L] L]x
X XI Xz LXQ L Xk—l i k-1
’ X X, | X, n g B O Y‘k, ]T‘Xkﬁ
Xo [~ Xo ! X, [|X Xo | - L1X L%
U, u | U, :xu Xo
% 0 u ' Uy Uy
- Y Ug 1 — Y, —
1 y 1, k-1 u,
u, U ___Hz k=2 gl |1 EO gl S
F u 1Y L u, I U2
1
Uy U 3 X
0 ] [
u, , U, Us Uy Uy
6.2. abra
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Ezekre a linearis rendszerekre is megfogalmazhatok, felvethetSk azok a kérdések (a gya-
korlatban is el6forduld esetek tanulmanyozasa soran), mint amelyeket az altalanos line-
aris rendszernél vizsgaltunk, lasd [21], [18], [19], [20], [25], [36], [40], [48]. A szokasos
rendszertulajdonsigok tanulmanyozéasara alkalmazhatjuk az altalanosan kapott kritériu-
mokat, az elérhetGségre, az iranyithatosagra, megfigyelhet&ségre és rekonstrualhatosagra.
Elvarjuk azonban, hogy a specialitast kihasznélva leegyszertisodnek az eredményeim. Itt
is természetes az id6t6l, allapottol fliged egyiitthatos rendszerek esete. Ha diszkrét idére
is gondolunk, pl. egy részrendszer ledllasa, legyen az hiba miatt vagy karbantartas cél-
jabol, azonnal felveti a tobb részrendszerbdl allo rendszer egyes részrendszereinek ki-be
kapcsolasaval kapott id6fliggs egyiitthatok esetének a vizsgalatat.

Az egyszertibb irasmod céljabol vezessiik be az alabbi tomorebb jeloléseket:

Ekkor vizsgalhatjuk az
koo i
(LX) (L 3w )
i=1 j=1 i=1 j=1
id6tél vagy allapottol fiiggs egyiitthatoju vertikum tipust lineéris rendszert.

Példaként megemlitjiik, hogy az i-edik részrendszer ki-be kapcsolasaval, ill. a tébbi
egylittes ki-be kapcsolasaval adodd kapcsolasi rendszert két 0 és 1 értékeket felvevd,
szakaszonként balrol folytonos fiiggvénnyel, a p, g-vel modellezhetjiik:

% = p (Aix + Biu) + ¢ (A x+ Bjj,u) +

NF#i JoFi (6 2)
- ((ZA\ + zA\m) o (zBm N z%) ) |
J1<i Jo2>i J1<i ja>i

Valoban, p = 1,q = 0 esetén az i-edik részrendszert kapjuk:
x = Ayx + B,
ha p =0 ¢ = 1, akkor az i-edik kivételével, az Gsszes tobbi bekapcsolasaval 1étrehozott
() (T )
J1# joFi J1#0 joFi

rendszert kapjuk, mig p = 1, ¢ = 1 visszaadja az egész rendszert, a p = 0, ¢ = 0 pedig
a trivialis © = 0 rendszert.

A konnyebb leirhatosag érdekében bevezetjiik még az egység matrix blokkjaira az
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jelolést is.

Ezzel pl. fennall az A;; = I;Al;; egyenlGség, ami a vertikum-tipust rendszerek
blokk-triangularis struktura-métrixai esetén azt eredményezi, hogy i > j esetén lesz csak
0-tol kiilonbozs a szorzat. Hasonlé alakban ifrhato fel a B matrix blokkjaibol a BB,
méatrixok is B;; = I;; B1;; alakban, csak a jobboldali egységmatrix-blokkok dimenzitja a
B oszlopainak a blokkositdsanak megfelelGek.

Az (6.2) egyenlet jobboldalan 1évé matrixokat a kovetkezsképpen is atirhatjuk:
& = [pl Al + (A — ;A — AlL;) + 1; AL + pg(1; A+ Al — 1;AL) | o+
+ [pliiBly + q(B — 1B — Bly; + 13 BI;) 4 pq(1i; B + Bly — I;;Bly;)| u
Bevezetem a kovetkezs jelolést
Ti(p, )X = pLiX 1 + ¢(X — ;X — X1 + 1; X 1)) + pg(I; X + XTI — I; X L),

ahol az X egy tetsz6leges dimenzios blokkositott matrix

X1 0 ..o 0
X — X21 X22
: 0
Xkl ng ka

Ezzel a jeloléssel az el6z6 egyenletet az
i = Ty(p, q) Az + T}(p, ¢) Bu (6.3)
alakra hozhatjuk.

Legyenek most 1 < iy <i9 < ...<i, <k, p,q¢cR" és tekintsiik az X métrix

T (p1a1)Ti2(p2q2) - - - Tik(Prs ) X

transzformaltjat, amelyik fiigg nyilvan az i = (i1,4s ...,4;) valamint a p,q € R¥ pa-
raméterektdl, illetve, elvben az iy, o, ..., 4 rendezésétsl is. Megmutatom, hogy ettdl a
rendezéstdl eltekinthetiink, ui., igaz, hogy a

Ti(p, )T;(p, 1) X = T;(p, ) Ti(p, ) X. (6.4)
Valoban,
Ti(p, )T5(p, X = qaX + qq(p — 1)1;;X + qq(p — 1) X 1j;+
+qq(p — DI X + qg(p — )X I + (Gq(1 — p) + pq) 1;; X I+
+ (pq + qq(1 — p)) 1 X I + (1 — p)(1 — p)gql;; X Li+
+ (1 =p)( = p)aqls X1;; = T;(p, ) Ti(p; ) X.

Tekintsiik most az ¢;-edik és az io-edik részrendszert, i1 < 19, valamint a pi, ps és q1, g2
paramétereket. Ekkor

Ty (p1, 1) Tia(p2; 2) A = 12 A + q1q2(p2 — 1) iy 1, A+

+ q1q2(p2 — 1) ALy, + 1q2(p1 — 1) AL i, + quge(pr — 1) AL, i, +

+ (1q2(1 — p2) + p2q1) Lin i Alin iy + (P12 + ©1G2(1 — p1)) iy iy ALy iy +
+ (1= p2)(1 = p1)gaqi Ly iy ALy iy
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ui. I, ,AlL,;, = 0, mivel az A matrix blokk-triangularis matrix. Hasonl6 igaz a B

matrix esetén is.

Ezek utan leirhatjuk a fenti rendszert is a T;(p, q) transzforméciok segitségével, mint
LPV rendszer a p, q paraméterekkel, amelyben az 1, 1o, . . . , ip-adik részrendszereket kap-
csolgatjuk: a

k k
+ > T5(p, ) (LA + Alj;) Z @) Liji ALy i+
Jj=1 Jj=1
Z Hlez (p’ q)]ihviﬂé Ajih gy 0 és
J1<j2

+ZH p.q) (I, B+ Bl ;) + +

’J 7’] CRC

IIM»

+ Z Hjl \J2 (p7 q)]i]-Q,i]-Q Bjih it

J1<j2
ahol I, II; és ﬁjm P és q polinomjai. Ezekkel az

x =T, (p1,q1)Ti, (P2, 2) - - - T (P, @) Ax + T3, (p1, 1) - - - Ty (P, i) Bu (6.5)

egy polinomiélis LPV-rendszer lesz az A, I;, ;. A+ Al ;., 1;; 3. Al 4., és az IZ] i AIij1 i,
matrixokkal. A polinomvaltozos (6.5) rendszer struktira matrixai igy polinomiélisak a

P, q paraméterekre nézve, de még igy is kellGen jo tulajdonsagokkal birnak. Tekinthetjiik
k

az (6.5) rendszerben 1é6v6 paramétereket idsfiiggdnek, amely esetén a p,q € x {0,1} C
1

Qr C RF k-dimenzios egység-kockajanak a cstcsaibol véve az értékeit, egy kapcsolé-
si rendszert forméalunk. A T;(p,q) ,kapcsolo™-k kommutélasa folytéan tekinthetjik (6.5)
paraméterezését egy paraméterenkénti 2-allasu kapcsolonak, azaz a rendszerbe beépitet-
tiink egy 4*-allast kapcsolot. Emlékeztetiink a bevezets fejezetben emlitett Buck-Boost
konvertere (2-allasa kapcsoloval), amellyel bevezetem az approximécios tételemet. A
vertikum struktirdju komplex ipari rendszerekben az egyes részrendszerek beéllitasaval
kapott rendszer a konverterrel analég kapcsolasi rendszernek tekinthetd egy 4% allasi
ykapcsolo™-val ellatva. Ennek az ipari komplexum esetén a célja az lehet, hogy az id6-
ben lefoly6 idealis gazdasagpolitika, a nyereség maximalasa, a sziikségletek szezonalis
valtozasai megkivanjak, hogy valtozo struktirat, valtoztathatd termelést tervezhessiink.
Tekinthetjiik azt az ideélis esetet, amikor a p, q paraméterek idsfiiggsek, azaz p(t), q(t))
idéfiiges paraméterekkel tekintjiik az

X(t) =T;, (p1(t), u(t) ... Ty, (pr(t), i (t)) Ax(t)+
+Ti, (p1(t), (1)) - .. Ty, (pi(t), qx(t)) Bu(t)

rendszert, amelynek az ideédlis mitikodését szeretném meghatarozni. Majd ezt appro-
ximaljuk a @, C R* kockdn, mint konvex poliéderen egy olyan szakaszonként kons-
tans kapcsolasi rendszerrel, amelyben a (p(t),q(t)) értékei a Q; cstcsai, azaz a pj, ¢;,
Jg = 1,2,... k értékei a 0, vagy 1 értékeket vehetik fel a meghatarozott részinterval-
lumokon, azaz részintervallumonként olyan vertikum-tipust rendszerrel approximaljuk,

(6.6)
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amely az eredeti vertikum bizonyos részrendszereink kikapcsolaséval, ledllitasaval adod-
nak. Hogy ilyen approximéciot alkalmazhassunk, a 4.2. approximécios tételemet kellene
tovabb altalanositani a linearis fiiggés helyett polinomiélis fiiggésre. Ennek az altaldno-
sitasnak elvi korlatai nincsenek, csak a 4.2. approximécios tétel modszerét kellene tovabb
finomitani, hogy azt polinomiélis paraméter-fiiggés esetére is altalanosithassuk. Lathato,
hogy a vertikum-tipust rendszerek és az approximécios tételiink 6sszekapcsolasa egészen
Ujszerd nagyipari alkalmazast is lehetévé tesz. Ezek utén tekintsiink egy vertikum tipust
rendszert és vizsgaljuk annak a rendszertulajdonségait.

Az altalanos esetben lattuk, hogy az id6tél fliggs rendszerek fundamentalis méatrixa-
nak a kiszamitédsadhoz ki kell szamitani a rendszer struktirajihoz rendelt Lie-algebrat,
azaz az A;; matrixok altal generalt Lie-algebrat.

1. Minden lehetséges i, j parra
[Ai, Ayl = AyAy; — Ay Ay = 0

legyen i = j, vagy i # j.

2. Most tekintsiik altalaban az A,;; és az Ay, elemeket, legalabb az egyik matrix nem
diagonélisbeli, azaz i # j, vagy [ # m teljesiil. Ekkor

0, ha j#I, ésm#1i

—Ay,Apj, ha m=i

Mivel 7 > j és | > m teljesiil, csak ezekre definidltuk az A;;, Ay, matrixokat, ezért
[Aj, Ay,] # 0 csak akkor lehetséges, ha i > j =1 > m, vagy | > m =1 > j teljesiil.

Ebbél mar sejthets, hogy egy szorzat csak akkor lehet nem 0, ha a tényezéi atrendez-
hetk elemek (méatrixok) cseréjével, hogy igy az indexek egy monoton csokkend szorzatot
alkossanak, és hogy egy métrix masodik indexe legyen egyenl§ a rakovetkezd matrix elsé
indexével. Ebbdl konnyen lathato, hogy akarmilyen zarojelzéssel egy szorzat, ha teljesiti
a fentieket, akkor

iAilizAizisAisu s 'Aizfziz&Aizfm

alakt, ahol 11 > 19 > i3 > ... > 49 > 41 > iy, és legaldbb egy egyenlGtlenség szigorian
teljesiil, az

szorzat, mint lattuk az els6 pontban nem lehet eredménye Lie-zardjelnek. Ha a kiilonb6z6
indext elemeket jeldljiik csak kiilonbozdknek, azaz

Ailigv A2'21’37 ceey A’il_lilv
teljesitve, hogy i1 > is, 5 > i3,...,4;,_1 > 1;, akkor a szorzatok altalanos alakja
+A™ A; AT A AT AMLA A

1101 1112 1212 1213 4313 * " " t—1%1—1 111 (TN

Ezt a szorzatok hosszara vonatkozo teljes indukcidval lehet bizonyitani. A kéttényezds
(A0, Ayyi,| Lie-zarojelre azt kapjuk, hogy ez is = i3 esetén A; ;,A,,;, (is-et Gjra nevez-
hetjiik ig-nak), és i; = iy esetén —A,,;,, A,,;, (itt is atindexezhetjiik az indexeket). A
lényeg ismét, hogy teljesiil az 11 > 19 15 > i3 > iy, illetve i3 > 14 = 11 > 15 monotonitas
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az indexekre. Tegyiik fel, hogy az M-tényezss Lie-zéarojelekre (és a rovidebbekre) méar
tudjuk a fenti szabalyt. Akkor, ha az utols6 Lie-zardjelezés két tényezGjét tekintjik,
mindegyike M vagy kevesebb tényezds:

[Ala A2]7

ahol
Ay = |:[Aijij+17 - Ha ]}
Ay = {[Aij, i AZM],A]],...}

11929

Ezek mindegyikére igaz, hogy

mi mo mp—1 my
Al j:AllllAZl'LZA’LQZQ o A’L[’Ll lAll 14, Allll

mpAL AT AT
Ay = iAmlA””JrlAilHilH T il+l'71il+zl1A’l+l’—lzl+l’ YTl

Hasznalhattuk az Ap, illetve az A, esetén is az i; indexet mint utolsot, illetve mint
els6t. De ugyanugy felcserélhets az Ay és A, szerepe, azért az itt 4;,-lel jeldlt index is
megegyezhetett volna az i;-gyel, akkor is hasonld eredmény adédott volna természetesen
atindexezve a matrixokat. Innen,

[
Ay ATETTA, !

t—181 40 CURSRIEER RS N (0

[Ay, Ag] = £AT A,

1111 1192 * *

Tehét az L{A;;:i> j} generalt Lie-algebra éppen az {A7" A;;, AT2 . A, Al

1121 1112 1212 1117 zm}
matrixszorzatok altal generalt vektor-altér az R™*™-ben. A bazist valasszuk ki névekvs

hossz szerint, a tényezdk szamanak névekedd sorrendjében minden olyan baziselemre,
amely fix 4, j-re AJ"VA;, AT A, ]Aml alakt. Ezeket igy rendezve alkotjak a bazis

2212

A;; blokkjat. Ezeket a blokkokat pedig rendezziik i-ben novekvéen, j-ben csokkenden
minden fix i-re.

Legyen A;; vagy ires: ha A; = 0, vagy egyelemid A; = {A;} (ha A; # 0).

A= LJ LJ Aij-
Ebben a sorrendben felirhatéo a Wei-Norman-egyenlet, amelyben az [4].

AP = AT AT A,

d191 igdg t o P

AZ”’L'Z € Aij
elemhez rendelhets a ¢™(t,7) megoldas. Ennek segitségével az alaprendszer felirhato

exponencialisok szorzataként

k1

“TIIT T1 ewtorenam.

1=1 j=i AfP€A;;

Az A;; € A;; baziselemekre

n;—1

gu
€xXp (gu t T Z iz - Z Pil (gu (ty T Aiw
=0

ahol a Py (g, (t, 7)) fiiggvények a g;;(t, 7)-nak kvazipolinomjai.
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Egyszertibb kiszamitani a tobbi baziselem exponencialisat, de a formuldnak vannak
érdekes kovetkezményei.

Koénnyt belatni, hogy minden ¢ > j esetén az A € A;;-re teljesiil, hogy
(AP)” =0,

azaz
exp(gi”(, T)AT) = I + g7 (1, T) AT

tovabba két baziselem, A* € A;; és A?‘ € A 5 szorzata i > j &s pi, > J esetén szintén
2
0: ~
APAT = 0.
Ha A = A™ A

1141 11929 * *

A, A™akkor i # iy esetén

U—14; " ")

exp (gi; (t, T)Ay) A" = A"

Igy az exponencialis szorzatok lényegesen leegyszertisodnek. Példaul

II II ew(@enam =

J=IAMEA;;

exp (g:i(t, 7)Ay) (I+ > gim(t,T)A‘im) .

1>5 APeA;;

Koénnyen lathato, hogy az (i,4) blokkban egyediil exp (gi;(t, 7)Ay;) van, az (i, j) blokkban
pedig

Z exp (gai(t, 7)Ayi) g (¢, T) AT (6.7)
AMeA;;

all. A tobbi diagonalis blokkban az egységmatrixok n;(l # i)-dimenzios egységek, mig
az Osszes tobbi blokkban 0-all.

Majd a ®(¢,7)-t agy kapjuk, hogy ezeket mind Osszeszorozzuk. Ezzel minden
i =1,2,..., k-ra hasonloképpen irjuk be a (6.7)-beli sorok blokkjait anélkiil, hogy bar-
mit moédosulnénak a sorok. Lattuk, hogy a Cauchy-féle formulaban, ill a Kalman-féle
elérhetdségi matrixban a ® (¢, 7)B(7) szorzatot kell szamolni, amely esetiinkben

O(t,7)B(T) =
k k i
H gn t 7— zz I+ Z Z gl t T Am X (ZZbU(T)BZ]> .
i=1 i=1 AMEA; i=1 j=1

Mielétt folytatnank a részletesebb targyalést, vizsgaljuk meg, hogy milyen specialitasa
van az exp gii(,r)As; exponencialisoknak. Azt tudjuk, hogy altalaban a ®(¢,7) alapméat-
rixot kifejezhetjiikk a W(t) = ®(¢,0) matrix segitségével, amit ugyancsak alapméatrixnak
neveznek, amely a speciélis

kezdetiérték-problémanak a megoldasa. Ezek szerint
d(t,7)=V()¥(r)"".
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Vizsgaljuk meg, esetiinkben ez mit jelent az atloban levé A;; blokkok exponencidlisaira.
A W(t) atloinak az exponencidlisaira azt kapjuk, hogy azok a definici6 szerint éppen
az exp (g;i(t,0)A;;) matrixok. W(¢)"'-ben az exp (—gi;(t,0)Ay;) elemek allnak, mert az
atloban levd blokkok inverzei lesznek az inverz atlos blokkjai, annak kdvetkezményeként,
hogy a méatrixunk blokk-triangularis. Tehét

exp (gii(t, 7)Ayi) = exp (gii(t, 0)Ay) exp (—gii(7,0) Ayy)

= exp ((gii(t,0) — gii(7,0)) Ay;) .

d
Z (gi:(t,0)). Ekkor foz“ ds = g;;(t,0) — g:(7,0), azaz g;(t,7) =

= ¢;i(t,0) — gii(7,0), vagy ezt az exponen(nahsba beirva

Legyen most «;(t) =

t

exp (gii(t, T)Ay) = exp/aii(s)dsAii.

T

Az ay;(t) fiiggvényrdl ennél tobb is mondhato. Ehhez kiszamoljuk a W(¢) alapmegoldas
egy részét, a diagonalisban allo blokkokét a

¢
Ua(t) =1+ /A(tl)\pj(tl)dtl
0
iteraciobol, a Wy(t) = I kezdéértékbdl kiindulva.

t
Ui (t) =1+ bfA(tl)dtl,
to

Wy (1) —I+fA t)dty + = ! (fA t1) dtl)z—%bf {A(tz),fA(tl)dtl] dts

0

Az utols6 tag integral alatti Lie-zardjele abbol adodik, hogy formula kiszamitasdban
szerepet jatszo

% (bf A(tl)dt1)2 = (fA dtl) + <Oft A(tl)dtl) Alt) =

t t
(t) [ Aty)dt; + [fA ty)dty, A(t )}
0

0

t

derivalas esetén az A(t) és [ A(t1)dt; nem feleserélhetSek ezért sziikséges a
0

t
[ [ A(th)dty, A(t)} Lie-zarojeles korrekcio, ugyanez a harmadik hatvany esetén
0

t 3 t t t
% (f A(tl)dtl) - <fA tl dtl) + fA tl dtl fA tl dtl—l—
0 0 0 0

2
(fAtl dtl) (t) ( (t1 dtl) +
t

+2 [f A(tl)dtl,A(t)] JA(t)dt; + fA(tl)dtl lj A(tl)dtl,A(t)] ,

0
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ezért

(OftAtl dtl) -

J‘ (t1)dty {J"/i ty)dty, A(t )]

oolr—t
ODIP—‘ g‘

A1) (fA(tl)dtl) _
—g{oft/l(tl)dtl, ]OftA ity —

Ezt a rekurzidba beirva

t1 2

t t
Ua(t) = [+ / AtV + / At) / Alty)dtadty + — / (1) / Ata)dts | dty
0 0

0 0

t t1 to t

_%/mm/JM%/A@Wgﬁmpd+/AmWﬁ

0 0

1 d 1
0 0 0 0

t t 3 t Tt ty

+%/ditl /A(tg)dtZ dt, —é/ /A(tg)dtg,A(tl) /A(tg)dtgdtl

0 0 0 0 0

t1

g-j/u/n (to)dty U/n (ty)dty, A(ty) | dty =
0 O

0

t

t
1
:I+/A(t1)dt1+5 /A(tldtl +— /Atldtl +
0 0 0

+ [Lie-zarojelet tartalmazo tagok].

Indukcioval lehet igazolni, hogy
l t i
1 S .
(t) = E = / A(ty)dt; | + [Lie-zarojelet tartalmazo tagok].
— ;!
j=0 0

A 9y(t) egyenletes konvergenciaja is igazolhaté minden kompakt intervallumon.

Raadasul a ,
! t /

jg:_l J/ (t)dt,

!

is egyenletesen konvergél az exp f A(ty)dt; exponencidlishoz, azaz 1(t) = llim (t) #
0 — 00

t
exp f A(ty)dt; a nemkommutativitds miatt. Azonban a Lie-zérojeles tagok i tipu-

st diagonéalis blokkjai mind 0-k, ezért a (t) expg;(t,0)A;; blokkjaira igaz, hogy

116



dc_1281 16

t
az exp [ A(t;)dt, diagonalis blokkjaival egyenl6k. Ezekre azonban exp g;(t,0)A; =
0

t

t
exXp (f a”(tl)dtlA”), am1b61 gu(t, 0) = faii(tl)dtl, AZaAZ Oéll(t) = (l”(t)
0 0

Most mar visszatérhetiink az (6.7) alakitasahoz.

®(t,7)B(1) =

k t i—1

i=1 0 Jj=1 AMeA;
k A

(E3wom,) -

i=1 j=1

k ¢ i1

=1 T j=1 APeAy;

Tehéat

x(t) = jq)(t,T)B(T)U(T)dT = Zﬁloftexp <Oft aii(tl)dtlAii) .
: (bii(T)IBiiui(T) + ;Zi AWZEDA“ bij(T)gim(tﬁ)A?’Bijuj(T)) dr

irja le a rendszer dinamikit. Ebbdl az i-edik sorban levé blokkmatrixnak megfelels x;
allapotra a kovetkezd egyenletet kapjuk:

zi(t) = Oftexp (ft aii(tl)dtlj&ii) Biibyi (T)w;(T)dT+

+£6Xp (j au<t1)dt1A”) <7§ Z A:nIBZ]bZ](T)gfn(t?T)UJ(T)dT)

Jj=1 AP A;;

Vajon ez milyen differencidlegyenlet megoldé képletének, Cauchy-féle formulajanak te-
kinthet6? Hogy ezt megkapjuk, derivaljuk a kapott egyenletet, felhasznalva, hogy egy
in. paraméteres integralt, amelynek a paramétere az integral fels6 hataraban is benne
van, a

t t
% /f@ﬂm zf@®+/@ﬂtﬂW
0 0

formula alapjén derivalunk, rdadasul a mi esetiinkben az integrandus szorzat, amelyet a
szorzat derivalasi szabalyaval derivalunk.
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t t

0 T

Biibii(T)ui<7—)+Z_: > A?Bijbij(ﬂ(gim(taT))uj(T) dr+

J=1 APcA;;
t t i—1 d
+/exp /(I”(tl)dtlAu Z Z AntB”bU(T)% (g?(t,T))uj(T) dT:
0 . 7j=1 AimE.Ai]‘
t t
0 T
i—1 d
DY AP Bisby (1) (gim<t77_)>uj(7_) dr.
Jj=1 AMeA;;

Lathatd, hogy az eredeti, az i-edik részrendszer egyenletéhez hozzajarul egy az
uy(t), ua(t), ..., u;—1(t) el6z6 bemenetekbdl fliggs integralos beavatkozo tag. Viszont az
igy kapott k részrendszernek az éllapotfiiggs dinamikaja szétcsatolodott k darab fligget-
len dinamikara. Az id6tél fliggd egyiitthato is maradt az eredeti a;;(t).

Az elérhets allapotok leiraséara is elég az elérhetd x;(T) allapotokat leirni minden

1 =1,2,...,k esetén. Ehhez definidljuk az 0j B-k szerepét jatszo matrixokat:
i—1
B, = (B, ..., A"B,j,...), A" € UAU‘
j=1

Az i-edik Kalman-féle iranyithatosagi-elérhet6ségi matrix az a kovetkezs:
(Bi,A;B,,..., A 'B)), i=1,2,... k.
A perzisztens gerjesztés feltételeként nem tudunk semmi specilist mondani, ugyanis a

Wei-Norman-differencidlegyenlet megoldasara az egyetlen specialis allitasunk az, hogy
t

gi(t,7) = [ a;(t1)dt;. Tehat létezik olyan gerjesztési feltétel, és ez generikusan teljesiil,

J
amely mellett az elérhetdségi altér az x; allapotok elérhetGségi altereinek a direktosszege
(a szétcsatolas miatt), és ez az

Im(B;, A;B;, ..., AZI‘IBJ

alterek direktosszege.
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Végiil abran is szemléltetjiik a rendszerek szétcsatolasat.

Vertikum tipust rendszerek

SIS

WEI - NORMAN
REORGANIZACIO

=1

Szétcsatolt dinamikaju rendszerek

6.3. abra
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7. Vertikum tipusa rendszerek alkalmazasai

A dolgozatomban megfogalmazott absztrakt rendszerelméleti keret lehetévé teszi, hogy
a korabban vizsgalt vertikum tipusd rendszerosztélyt széles kérben alkalmazzuk. Eb-
ben a fejezetben révid attekintést adok egyes jellemzd mérnoki és populéciéckologiai
alkalmazésokrol.

A vertikum tipust rendszereket bizonyos ipari rendszerek modellezése céljabol ve-
zettem be. Ezek a rendszerek hierarchizélt lineéris ,alrendszerekbél” allnak oly modon,
hogy az alrendszerek allapotvaltozoi a kovetkezd rendszer allapotvaltozoira hatnak. A
megfigyelhetGségre és iranyithatoségra sziikséges és elégséges feltételeket adtam ilyen
rendszerek esetében [19], tovabbi rendszerelméleti tulajdonsagaikat vizsgaltam [19], [22],
[20] és [25] szerint.

A vertikum tipusi rendszerek egyik fontos jelenlegi alkalmazasa a populaciéokologia
teriiletén talalhato. A populaciok kolesonhatasa jellemzSen nemlinearis, de [67] meg-
mutattam, hogy egy tipikus, eréforras — termels — elsGdleges felhasznalé — masodlagos
fogyaszto lancot lehet egy konkrét okologiai kolesonhatasrendszerben vertikum-tipust
rendszerként azonositani. Ezzel pedig az eredeti modell megfigyelhetdségét lokalisan egy
linearis rendszer megfigyelhet&ségére redukalhatjuk. A tovabbiakban néhany fontos al-
kalmazast a témaban irt cikkeim alapjan tekintek at.

7.1. Kornyezeti valtozasok monitorozasa okoszisztémakban

Az emberi (pl. szennyezés) tevékenységek hatasanak detektalasa és a kornyezet valtoza-
sanak (pl. klimavéltozas) megfigyelése fontos részét képezik a bioszféra mint Gsszetett
rendszer elemzésének. Feltessziik, hogy egy abiotikus valtozas a populacio-rendszer para-
métereire gyakorol valamilyen hatast, ekkor egyidejtileg akarjuk becsiilni a folyamatot és
a paraméterek valtozasat, megfigyelve bizonyos indikatorpopulaciok denzitésat. A prob-
léma megoldasanak fontos része a megfigyelhetGség, amely ebben a kontextusban azt
jelenti, hogy egy vagy tobb (de nem az Gsszes) allapotvaltozé megfigyelésébdl az egész
populacio-rendszer allapotfolyamata elvben egyértelmtien visszanyerhets (anélkiil hogy
konstruktiv modszert adnank a folyamat meghatarozasara). Amint egy 1étezs egyensuly
koriili lokalis megfigyelhetGség igazolast nyer, sziikség van az allapotfolyamat becslésé-
nek konstruktiv modszerére, e célbol pedig egy segédrendszert, in. megfigyel6rendszert
alkalmazhatunk. Ezt a megfigyelt adatokbol allithatjuk Ossze, és a teljes allapotfolyamat-
hoz exponencialis sebességgel konvergald becslést ad. Ekkor, ha emberi tevékenységhbdl
szarmazo6 kornyezeti zavar (pl. szennyezés) jelentkezik a rendszerben, ez megvaltoztat-
hatja a populacié-rendszer modelljének paramétereit, amit e paraméterekhez hozzaadott
ismeretlen (konstans vagy id6tdl fiiggs) paraméterek segitségével fejezhetiink ki.

Két esetet kiillonboztethetiink meg, az els6é esetben bizonyos biologiai paraméterek
kapcsan (ismeretlen) additiv konstansok jelenlétét feltételezziik, és megfigyelésekbdl be-
csiiljiik mind az ismeretlen paramétereket, mind a populacié-rendszer megoldasat. A
masodik esetben bizonyos biolégiai paraméterek ismert dinamika szerint valtoznak, ame-
lyet egy kiegészitG, in. exorendszer ir le.

A kovetkezGekben ezt a két esetet tekintem at egy megfigyelérendszer kialakitasan és
numerikus példan keresztiil. Ha a fenti folyamatbecslési eljarast a populacidodinamikét
és exorendszert egyarédnt tartalmazo Osszetett rendszerre alkalmazzuk, akkor nemcsak
az allapotvaltozok, de az abiotikus zavarokat jelz6 ismeretlen konstansok aszimptotikus
becslésére is modszert adunk.
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7.1.1. Megfigyel6 konstrualasa egy rendszerben bekovetkezd ismeretlen kor-
nyezeti valtozas esetén

A modell feltételezése szerint az adott 6koszisztémaban egyrészt az adott élGhelyen tobb,
egymaéssal kolesonhatasban levé populacio van jelen, masrészt egy abiotikus (nem biolo-
giai jellegt) kornyezet.

Ez utobbi klimabeli valtozasoknak (pl. évszakok) és/vagy emberi hatasoknak (mint
pl. szennyezések) van kitéve, amelyek bizonyos rendszerparaméterek megvaltozasaban
nyilvanulnak meg. A ragadozo-préda modellek esetében feltessziik, hogy az abiotikus
paraméterek referenciaértéke ismeretlen (konstans) értékre valtozik. A valtozas hata-
sat egy kis additiv értékkel (zavarral) irjuk le bizonyos modellparaméterekben, amelyet
w € R -rel jeloliink. A koévetkezd példa azt illusztralja, hogy a rendszer részleges meg-
figyelésébdl hogyan nyerhetjiik vissza a teljes populacio-rendszer allapotfolyamatat és
becsiilhetjiik az ismeretlen zavarokat a vonatkozé megfigyel6i rendszer konstrualasaval
és megoldasaval. Az elsé esetben mindegyik Malthus-i paraméterben, mig a mésodik
esetben a kolcsonhatasi paraméterekben engediink meg abiotikus zavar6 hatést.

Tekintsiik az alabbi populacié-rendszert, melyet egy w-re vonatkozo trivialis egyen-
lettel egészitettiink ki:
&1 = w1(a1 + crw — bywy — biowy)
To = x9(ag + cow + by1xy — bagxy + bogs) (7.11.1)
i3 = w3(az + czw — bzpwy — b3zrz)
w=0
ahol a;, b;j, ¢; > 0 minden 7, j = 1, 2, 3 esetén.
Vilagos, hogy ha z* > 0 az eredeti (w = 0 melletti) rendszer aszimptotikusan stabil

egyensulya, akkor az (z*,0) a fenti rendszer egyensilyat szolgéltatja.

A (7.1.1.1) rendszer mindkét (z,w) komponensének, vagyis az allapotfolyamat és az
ismeretlen paraméter becsléséhez feltessziik, hogy a két zsdkmanyfaj denzitasat figyeljiik
meg:

y = h(z) = (1 — a7, x3 — 23).

Ekkor a h megfigyelési fliggvény és a (7.1.1.1) rendszer egyensilybeli linearizéacioja:

—bllfL'T —b12$>f 0 CliL‘T

_ 1 0 00 ’A: bglf[‘; —bggxz bggl’; Cgl’; . (7112)
0 01 0 0 —b32$§ —b33$§ 6327;:
0 0 0 0

Egyszertien adodik, hogy rang[C|CA|CA2|CA3]T = 4. Ekkor a rendszer lokalisan megfi-
gyelhet6 az egyensily kérnyezetében, és egy megfelel6 megfigyels rendszer konstrualhato.

Egy példan keresztiil vizsgalhatd az az eset is, amikor valamilyen kornyezeti hatas
lép fel minden fajkozi kolesonhatasi paraméterben. Ekkor a rendszer a kovetkezs alakot
olti: .

&y = x1(a1 — by — (b2 + crow)ws)
fEQ = .TQ(&Q + b21 + 021w)x1 — b22$2 + (b23 + Co3W $3)
( ) (7.1.1.3)

&3 = x3(a3 — (bsa + c32w)xe — b33w3)
w =0
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ahol a;, b;j, ¢;; > 0 minden 4, j = 1, 2, 3. esetén.

Ahogy az el6z8 esetben is, itt is x* > 0 esetén (z*,0) a rendszer egyenstlya lesz.
Ismét a két zsakméanypopulaciot megfigyelve adodik

y = h(x) = (v1 — 27,13 — 3).

Ekkor a linearizéciéboél adodo

1000
C‘(oo 10)’

—byx} —(b12 + crow)x] 0 —crpxirh
(bo1 + coqw) s —baoxh (bag + cozw)xy  corxiTh + Cozria;
B 0 —(b32 + CgQU})iL‘g —b331'§ —632x§:13§
0 0 0 0

(7.1.1.4)
métrixokbol ismét azt kapjuk, hogy rang[C|CA|CA?|CA%]T = 4. Felhasznélva Lee és
Markus eredményeit, adodik a megfigyelhetGség, és egy megfelel6 megfigyel§ rendszer
ismét megkonstrualhato [56].

7.1.2. Megfigyel6 exorendszerrel leirt kornyezeti valtozasok esetén

Ebben a szakaszban egy olyan populacid-rendszerhez terveziink megfigyel6t, ahol fel-
tessziik, hogy az abiotikus kornyezetben folyamatos véltozas van valamilyen dinamikus
torvényszertiség szerint, amelyik érinti a populacié-rendszer bizonyos paramétereit.

Az abiotikus folyamat lehet példaul egy ipari lizembdl szarmazo szennyezés, egy sze-
zonalis hémérsékletingadozés, vagy globalis éghajlatvaltozésbol szarmazé monoton no-
vekv6 hémérsékleti trend.

A kovetkezd példaban az egyes eltérd dinamikékat eltérd differencidlegyenletekkel
irjuk le. A helyzetet egy Osszetett megfigyelési rendszer irhatja le, amely az abiotikus
rendszert egy exorendszerként dbrézolja.

Feltehets, hogy a és § ismert pozitiv konstansok, és a kiils6 rendszer

W = qw
P (7.1.2.1)
wg = —5’11]1

alakt. Ez olyan periodikus valtozast ir le, amely a zsakmany és ragadozd kozotti inter-
akcio egyiitthatoit az alabbiak szerint befolyasolja:

&1 = w1(a1 — by — (bi2 + crowy) )

Ty = ma(—ag + (ba1 + co1w1) w1 — byawa + (baz + cazwy)w3)

13 = w3(az — (b3 + c3owy )Ty — bazws) (7.1.2.2)
W] = QWy

Wy = —Owy,

ahol az Gsszes paraméter pozitiv. Legyen tovabbra is z* > 0 a rendszer aszimptotikusan
stabil egyensilyi pontja. Mivel a nulla stabil egyensulyi pontja a (7.1.2.1) rendszernek,
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ezért (1d. pl. Isidori, 1995) az (x*,0) a (7.1.2.2) stabil egyensulya. Ezzel az észrevétellel
az y = h(x) = (x, — z], v3 — x3) az el6z6 példakhoz hasonléan és Sundarapandian (2002)
8. tételét felhasznalva a rendszer megfigyel§jét konstrualhatjuk.

Tegyiik fel most, hogy a zsakmanypopulacié reprodukcios rataja és a ragadozok kiha-
lasi rataja a hGmérséklettel névekedd. Az ilyen abiotikus hatést leird, Osszetett rendszer

az alabbi lehet: ‘
I, = xl(al +cw — bll.’lfl — blgxg)

Ty = Xa(—ag — cow + by — booo + bazxs)

: (7.1.2.3)
T3 = w3(as + czw — bypwy — bazws)
w = a(l - dw),

ahol az Osszes paraméter pozitiv.

Mivel w* := 1/§ aszimptotikusan stabil egyenstlya a w = a(1 — dw) egyenletnek, az
(z*, w*) egyenstly Ljapunov-stabil lesz a (7.1.2.3) rendszerre nézve. Igy az y = h(z) =
(x1 — 27, x5 — %) megfigyelés esetén megfelel6 megfigyel6t tudunk konstrualni.

A fenti eredmények az 6koszisztémék monitorozasi moédszertananak tovabbfejlesztését
adtak kornyezeti valtozas esetén. Az alkalmazott modszertan nem csak a populacié alla-
potfolyamatanak becslésére szoritkozik, vagy rendszermodell konstansaiban (bels§ nove-
kedési rataban vagy predécios ratdban) bekovetkezett valtozasok detektalasara alkalmas,
hanem lehet&vé teszi adott abiotikus tényezSkben bekovetkezs folytonos valtozasok (pl.
ipari szennyezés, klimavaltozas) biologiai hatasanak vizsgalatat.

A populacié-rendszer ismeretlen megoldasanak megkeresése egyértelmten ekvivalens
a vizsgalati id6tartam kezdeti értékére vonatkozo informacioé birtoklasaval, ezért a meg-
figyels kezdeti értékét tetszélegesen, de az egyensulyhoz kozel valasztjuk.

A fenti megkozelités természetesen Kkiterjesztheté a bemutatott egyszert
okoszisztéma-modellen tul komplexebb modellekre, igy nem Lotka-Volterra tipusi
modellekre is, ilyen pl. az er6forrdas — termel§ — elsédleges fogyasztd rendszer, 1d.
Shamandy (2005).

Valos gyakorlati alkalmazas soran a modell diszkrét ideji kiterjesztése is sziikséges
lehet, példaul diszkrétideji nemlinearis megfigyels tervezésére Id. pl. Sundarapandian
(2005).

7.2. Nemlinearis vertikum tipust rendszerek megfigyelésének al-
kalmazasa 6kolbégiai monitorozas teriiletén

Ebben a szakaszban a 7.1. fejezetben megfogalmazott eredményeket altalanositom.

Elgszor az altalanos (nemlineéris) vertikum tipusia megfigyelési rendszer fogalmét
vezetjik be. A vertikum tipustu rendszerek tobb alrendszerbdl allnak, amelyek szekven-
cialisan kapcsolodnak egyméshoz. Kapcsolatuk sajatossdga abbol fakad, hogy az adott
alrendszer allapotvéltozoinak egy része a kovetkezé rendszerben exogén valtozoként je-
lenik meg, amely tehéat értelmezhets az exorendszer altal generdlt iranyitasként. Ezért
ezek az alrendszerek nem megfigyelési rendszerek, de formaélisan iranyitasi-megfigyelési
rendszerekként értelmezhetSek. Az ilyen rendszerek esetében a megfigyelhetGség kér-
dése az alrendszerek rangfeltételeire redukalhaté. A  nagy”, vertikum tipusi rendszer
egyensilyi megoldasara tett Ljapunov-stabilitasi feltétel mellett megmutathato, hogy a
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linearizalt alrendszerekre teljesiils Kalman-féle rangfeltételbdl kovetkezik az eredeti nem-
linearis vertikum tipust rendszer megfigyelhetGsége.

A fenti linearizalhatosagi eredményt illusztralando, egy allapotstrukturalt halaszati
modellt mutatok be tilalmi zénéaval (reserve area). Ennek a rendszernek a megfigyelhets-
sége a fenti linearizacios és dekompozicids eredménybdl adodik. Tovabbéd megmutathato,
hogy egy megfelels megfigyels kialakitasaval minden alrendszerre a kifejlett egyedek rész-
populéacidja denzitasanak megfigyelésébdl a halaszhaté méreten aluli, juvenilis egyedek
denzitéasa is hatékonyan becsiilhet6.

A tovabbiakban elégséges feltételeket adok a lokélis megfigyelhetségre, a bizonyités
egy természetes dekompozicio, amely Lee és Markus linearizaciés modszerén alapszik.
Ezek utan egy nemlinearis vertikum tipust rendszer segitségével egy allapotstrukturalt
halaszati modellt adok meg, ennek a monitorozasi probléméjat mutatjuk be, el6szor a
lokalis megfigyelhet&séget elemezve az el6z8 eredmény segitségével, majd Sundarapan-
dian megfigyelGtervezési modszerét minden alrendszerre alkalmazva megmutatjuk, hogy
a kitermelhetd kifejlett egyedek denzitédsabol hatékonyan becsiilhets a juvenilis egyedek
denzitasa.

7.2.1. Allapotstrukturalt halaszati modell tilalmi zénaval

Az &ltalanos linearizaciora vonatkozo eredmény illusztralasara a Guiro et al. [|[2] altal
javasolt allapotstrukturalt haldszati modell egy modositott valtozatat tekintjiik, feltéte-
lezve, hogy van egy halaszati tilalmi zéna. A kovetkezSekben az NN;; denzitas elsé indexe
a zonat jeloli, 2 = 1 esetén a tilalmi zoénat, + = 2 esetén a szabad z6nat, a masodik index
a fejlédési fazisra utal, j = 0 a juvenilis egyedekre (ikrak, halivadékok, méreten alul
kifejlett egyedek), 7 = 1 pedig a lehalaszhato egyedekre utal. A rendszer dinamikajat a
kovetkezd autondém differencidlegyenlet-rendszerrel modellezhetjiik:
Nl() = —myoN1o + f11N11 — p11NioN1u1 — p10N120 ( )
Nip = a1 Nig — mi Ny — BNy ( )
Nag = —migNoo + f21Na1 — pa1NogNay — p2oN220 (7.2.1.3)
No1 = a1 Nag — ma1 Not + BN11 — qE Ny, ( )

ahol:

m;; = az 1j osztaly természetes mortalitasa,
a;1 = a juvenilis fazisbol a haldszhato fazisba vald atmenet rataja az i = 1,2 zénaban,
pio = a juvenilis egyedek kompeticidjara jellemz6 paraméter az ¢ = 1,2 zoénakban,

fi1 = a halaszhato egyedek szaporodési rataja az ¢ = 1,2 teriileteken,

p;1 = a halaszhat6 egyedek predacios ratdja a juvenilis egyedekre vonatkozoan az

1 = 1,2 zoénakban,
q = a halaszhato egyedek kitermelési rdtaja a nem védett zonédban,
£ = a halaszhato egyedek migracids ratdja a tilalmi zonabol a szabad zona felé,

E = alland6 halaszati intenzités.
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A kovetkezSekben feltessziik, hogy
firon — mag(mag + 5) > 0. (7.2.1.2)

A fenti modellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy tilalmi zénéaval rendelkezg allapot-
strukturaltsag nélkiili halészati modellt tanulményozott Gamez logisztikus novekedés
feltétele mellett.

Pozitiv egyensily létezése

A (7.2.1.1) rendszer pozitiv (tehat nemtrivialis) egyenstlya a (7.2.1.2) feltétel mellett a
fenti eredményeket figyelembe véve garantalhato, és az egyensily egyértelmii.

A pozitiv eqyensily aszimptotikus stabilitdsa

A vertikum tipusi rendszerben két, Vy és Vi alrendszert definidlhatunk a korabbiak
szerint

7.2.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy (7.2.1.2) teljestil,
f11 — pllNik() < O, €s f21 — P21N2*0 < 0, (7213)

ekkor az NI* és NJ* egyensilyok aszimptotikusan stabilak rendre az aldbbi rendszerekben:

]\:[10 = —myoNio + f11 V11 — priNioN11 — p10N120 (7.2.1.4)
Ny = a31 Ny — mqi1Nyp — BNy

és . ;
Nog = —mogNayg + fo1Nar — pa1NogNay — pao N3y (7.2.1.5)

N21 = 91 Nyg — ma1 Noy + 5N11 — qE Ny

Az aszimptotikus stabilitds biologiai interpretdcioja mindkét fejlddést fazis stabilis koeg-
zisztencidja mindkét terileten.

7.2.1.2. Tétel. Ha a (7.2.1.2) és (7.2.1.4) feltételek fenndllnak, akkor N* = (N{*, NJ*)
aszimptotikusan stabil pozitiv eqyensilya a (7.2.1.1) rendszernek.

Muwvel az aszimptotikus stabilitdasbol kovetkezik a Ljapunov-stabilitds, ezért a kovetkezd
részben alkalmazhatjuk a megfeleld nemlinedris vertikum tipusi megfigyelési rendszerre
vonatkozo eredményiinket.

Megjegyzés: Konnyt belatni, hogy a (7.2.1.5) rendszer triviélis egyensulya instabil, ha
fiiany —mag(ma +8) >0, & faram — mag(mar — qE) > 0;

és aszimptotikusan stabil, ha az egyenl6tlenségek ellenkezd iranytak.

7.2.2. Megfigyelhetiség és megfigyel6 tervezése a modellben

Megfigyelhetdség

A h: R* — R? megfigyelési fiiggvényt feltételezziik, amelyet az alabbi egyenléség definial:
Yy = h(Nl, Ng) = (NH - Nikl,qE(Ngl - N; )) (7221)
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7.2.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (7.2.1.2) és (7.2.1.4) feltételek fenndllnak. FEkkor
a (7.2.1.4),(7.2.2.1) megfigyelési rendszer lokdlisan megfigyelheté az N* = (N*, N}*)
egyensuly kornyezetében.

Megfigyeld rendszer konstrukcidja

A (7.2.1.2),(7.2.1.4) megfigyelési rendszer esetén, Sundarapandian megfelels megfigyels
konstrukci6jat alkalmazva, elegends egy olyan K'! métrixot talalni, hogy A, — K'C,
Hurwitz-tipusu legyen [56].

Diszkusszid

A populaciookologiai modellezésben a vertikum tipust rendszerek két helyzetben for-
dulnak el: egyrészt amikor fajok kozott egyoldalti hatas van, pl. kommenzalizmus (egy
kommenzalista allatfaj példaul egy névényt hasznal élettereként, anélkiil hogy kart tenne
benne). Méasrészt, amikor egyiranyt biomassza-aramlas van az egyik éléhely iranyabol a
mésik felé, a jelen szakaszban ez utébbit tanulmanyoztuk. Evégett sziikséges volt a ver-
tikum tipusu rendszer altalanositdsa nemlineéris esetre is. Az ilyen rendszerek monitoro-
elégséges feltételét terjesztettiik ki a nemlinearis esetre. Szintén megmutattuk, hogy
a rendszer részleges megfigyelésén alapulé hatékony allapotbecsléséhez egy Luenberger-
tipust megfigyels rendszert lehet 1étrehozni az alrendszerekre valé dekompozicioval.

Az eredményeket egy tilalmi zénéval rendelkezé halaszati modellen keresztiil illusztral-
tuk, de kiterjeszthetSek egy bonyolultabb vertikum tipust populacié-rendszerre is, amely
tartalmazhat abiotikus hatasokat és/vagy valtozo kornyezetet is.

7.3. Megfigyel6k konstrualasa taplalékhaloézatban

A populacioskologiadban és a természetvédelem (konzervacio-ckologia) korében gyakran
meriil fel az adott populacio kivanatos egyensulyi allapotba vald iranyitasanak felada-
ta. FEzt megel6z6en azonban a rendszer aktuélis allapotanak megfigyelése sziikséges.
Gyakran viszont az allapotvektornak csak bizonyos komponenseit tudjuk megfigyelni
(gazdaségi vagy technikai okokbol). Dinamikus kornyezetben azonban a megfigyelt kom-
ponensekbdl az egész allapotfolyamatot els kell allitani tudnunk. A matematikai rend-
szerek megfigyelhetGsége lehetGséget ad elméletben az allapotfolyamat egyértelmit meg-
hatarozésara a megfigyelésekbdl, de a vonatkozé eredmények nem adnak erre konstruktiv
modszert. Erre vonatkozoan javasoltunk egy megfigyelsi rendszert (megfigyelst) amelyik
az indikdtorfajok megfigyelésével az egész allapotfolyamat rekonstrudlasara alkalmas az
egyensily kozelében, legalabb aszimptotikusan.

Nemlinearis dinamikus rendszerek lokélis megfigyelhet&ségre altalanos elégséges feltételt
talalunk a szakirodalmi forrasokban. Ezt a feltételt kés6bb eredményesen hasznéltak kii-
16nb6z6 frekvenciafiiggs populaciogenetikai modellben, evolicios modellekben és reakcid
kinetikai modellekben. Lotka-Volterra modellekbeli megfigyelhet&ségre mutat példat,
egyszeri taplaléklancra adva lokalis megfigyelhetGségi feltételt.

A nemlineéris megfigyelési rendszerek tervezése f6leg a mérnoki tertilet problémaibol
fakadoan a matematikai rendszerelmélet széleskorben tanulméanyozott része, a tovabbiak-
ban [47] altal adott j eredményekre alapozva mutatunk alkalmazast lokalis exponencialis
megfigyeld kialakitaséra ctfajos taplaléklanc esetében.
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Eredmények

A vizsgalt taplaléklanchalozatban (a tovabbiakban: héaloban) 6t faj talalhato, egy
ragadozo, két novényevs és két novény, a kolesonhatasok az alabbiak: a ragadozo
(3. faj) az A novényevobdl téplalkozik (2. faj), amelyik az A novénybsl taplalkozik
(1. faj). A ragadozo a masodik névényevsbdl (4. faj) is taplalkozik amely a B novényt
fogyasztja (5. faj). Méas kolesonhatés nincs, és a fajokon beliili kolesonhatas a ragadozo
fajt leszamitva elhanyagolhato.

A kolcsonhatasi matrix alakja:

0 72 0 0 O
Y1 0 723 0 0
I'=1] 0 72 733 734 O

0 0 v 0 s
0 0 0 "4 O

ahol 33 > 0, Y21, V32, V34, Va5 < 0 €8 Y12, Y23, Va3, Y54 > 0.

Feltételezziik, hogy a fajok viselkedését Lotka-Volterra modellel jellemezhetjiik, gy, hogy
az 1. faj id6fiiggs strtségét leird differencialegyenlet az alabbi:

5

@y = fi (21,29, 13, 04, 75) == 2 [&‘ - Z%‘j%‘] ; i€{1,2,...,5}

j=1

ahol az ¢;-k a Malthus paraméterek, v-k a kolcsonhatasi métrix elemei, az z; denzitasok
x vektora lesz a populacio allapotvektrora, és f : R}, — R®.

Feltessziik, hogy van egyetlen pozitiv egyensiilya a rendszernek: I' invertalhato, és z* =
['le pozitiv. Legyen m € {1,2,3,4} é¢s 1 < j; < ... < j,, < 5. A megfigyelési matrixot
C-vel jelolve tetszGleges x allapotvektor esetén a Cx vektor koordinatai a megfigyelt
koordinatéak, technikai okokbol az aktualis stirtiségek helyett az egyensulytol valo eltérést
tekintjiik:

h:R5 — R™, h(x) :=C(x — x")

Az egyszertiiség és a biologiai értelmezhetdség kedvéért vizsgalatainkat az allapotvektor
egy koordinatajara korlatozzuk, és felhasznéalva egy linearizacios eljarast [11] kapunk
lokalis megfigyelhetségi feltételt rendszeriinkre.

A ragadozo fajok megfigyelése esetében a megfigyelési matrix C = [00100] alakuként
definialhato, és rovid levezetés utan kapjuk az alabbi tételt:

7.3.1. Tétel. Teqgyiik fel, hogy a fenti kélcsénhatdsi mdatrixzszal leirt halo fajkozi kdleson-
hatdsi egyiitthatoira teljesilnek, hogy vs3 > 0, Va1, V32, Y34, Va5 < 0, €8 Y12, V23, V43, V54 >
0, tovdbbd 127217175 # Va5 V54T 4T

Ekkor a rendszer a ragadozo faj megfigyelésével az x* egyensulyi pont kornyezetében lo-
kdlisan megfigyelhetd.

Vagyis barmikor, amikor az abiotikus (pl. kornyezeti vagy emberi eredeti) hatas kell6en
kicsi, a rendszer megfigyelése lehetséges csak a ragadozofaj egyedszamanak mérésével. A
kovetkezGekben hasonlo allitasokat vizsgalunk eltéré megfigyelési helyzetekre.
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A névényevdk nem megkiilonbeztethetd megfigyelése

Tegyiik fel, hogy két novényevs fajt figyeliink meg, és nem tudunk koztiik kiilénbséget
tenni, a megfigyelési matrix ekkor C = [0 1 0 1 0] alaka. Tegyiik fel tovabbéa, hogy a fen-
ti tételben megfogalmazott feltétellel ellentétesen vi97212725 = YasVsazirs. A ragadozod
fajjal kapcsolatban feltessziik, hogy a konverzios ratak (novekedésiik az egyes zsdkméany-
fajok novekedésének hatasara) nem egyenlGek, 30 # v34. Akkor megmutathato, hogy a
két novényevs egylittes megfigyelése az egyensily kozelébeni lokélis megfigyelhet&séget
biztositja.

Novényfaj megfigyelése

Ha a novényfajt figyeljiik meg, akkor a megfigyelési matrix C = [1 0 0 0 0] alaku,
ekkor a megfigyelési matrix rangja teljes, tehat a névénypopulacié megfigyelésével a
teljes rendszer megfigyelhetd.

Megfigyels konstrualasa

A fenti modellhez kapcsoloddan megfigyel6t konstrualtunk a ragadozofaj megfigyelésén
keresztiil. Az A és C matrixok felhasznaldsa mellett feltessziik, hogy a 3.1. tételben
megfogalmazott feltételek teljesiilnek, ekkor a rendszer lokalisan megfigyelheté x* kor-
nyezetében. Ekkor definialjuk a K maétrixot ugy, hogy A — KC stabil legyen, ekkor a
Routh-Hurwicz tételt felhasznalva megmutatjuk, hogy lokalisan exponenciélis megfigyeld
rendszert kapunk. Ezeket az alabbi tételben foglalhatjuk ossze

7.3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a fent leirt tdplaléklanc-halo teljesiti a 7.3.2.. tételben
megfogalmazott feltevéseket, x* Ljapunov-stabil. Ekkor a

s=f(z)+ Ky —h(2)]

dinamikus rendszer a fentiek szerint definidlt K mdtrizszal lokdlisan exponencidlis meg-
figyeld rendszer a ragadozdfaj megfigyelésével.

Kovetkeztetések

Az Okologia és természetvédelem teriiletén a hatékony monitoring-eljaras kialakitasa
kulcsfontossagi. A matematikai rendszerelmélet eszkozoket ad a teljes allapotfolyamat
rekonstrualasara bizonyos indikatorfajok megfigyelései alapjan. A fajok stabil egyiittélé-
sének feltevése mellett tudunk az egyensily kozelében megfigyel6t konstrualni tgy, hogy
a utobbi megoldasa aszimptotikusan megadja az allapotfolyamat megoldasat, exponen-
cialis konvergenciasebességgel.

A megfigyel6i rendszer konstruélasabol lathaté modon a segédmaéatrix megfelel6 megva-
lasztésaval a becslési id6 tranziens periddusa rovidithetd, igy felgyorsitva a konvergenciat.

Ugyanezt a modszert lehet tobbszereplGs taplalék-halozatokban is alkalmazni, de itt az
algebrai feltételek bioldgiai értelmezése nehézkesebb lehet.

7.4. Finomitasi eljarasok
A fejezet utolsod alkalmazasat a vegyiparbol vettem, a példahoz kapcsolodo részletes

miiszaki matematikai leiras megtalalhato a [60] cikkben. Itt csak a probléma és a kapott
eredmények ismertetésére szoritkozunk.
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A finomito6i rendszerek csatolt valtozata a finomkémia, a gyogyszeripar, a kozmetikai
ipar és a biokémiai ipar fontos alkalmazésa, ahol kis mennyiségii nyersanyagot dolgoznak
fel nagy hozzaadott értékkel. Fontos a nagymértéki precizitas, emiatt olyan szabalyo-
zasi eljarast kell alkalmazni, amely a termékek és folyamatok minGségét szavatolja. A
teriilet egyre nagyobb jelentéségii, mivel az igény a magas finomitottsdgi vegyszerek és
Osszetevok irant egyre novekszik.

A csatolt finomitoirendszerek operativ iranyitasa a keletkezd termékek Gsszetételének
ismeretét igényli a teljes folyamat sordn. Egyes esetekben modelprediktiv irdnyitést al-
kalmaznak, amelyek az allapotbecslésbdl szarmazo pontos adatok rendelkezésre allaséat
igénylik. Ehhez hagyoméanyosan Gsszetételanalizatorokat alkalmaznak, amelyek bar na-
gyon pontosak, de egyben igen draga berendezések is, emellett a teljes mérés manuélisan
zajlik. Fejlett szintd eljarasok esetén ez nemkivanatos. Az analizatorok {6 alternativaja-
ként hémérséklet-visszacsatolasos szabalyozokat alkalmaznak, ezek azonban az 6sszetétel
varidciojanak nem pontos indikatorai.

system with
condenser

e D
L Reflux
-~ l—n% Vn
z I 77777
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I
o
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v Ln Vn—f
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A 4
Mg Qr
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7.4.1. dbra: Finomitasi folyamatabra

Egy masik alternativa allapotbecslések alkalmazasa, amelyek szekunder hémérsékletmé-
résekre tamaszkodnak megfigyelésként.

A csatolt finomitasi eljarasok komplex, magasabbrendii, nemlineéris folyamatokat
kovetnek, idében valtozé dinamikaval. Nemlinearis rendszerek robosztus allapotbecs-
lésének externalis zavarok ellenében valé megallapitasara szamos esetben sziikség van:
szenzorok meghibasodasa, a mérési jelekben bekovetkezs zavarok stb.

A becslési modszerek kozil valo valasztas soran egy adott probléma esetén az adott
dinamikus rendszer legalabb két tulajdonsaga értékelendsé helyesen: a bizonytalansag és
az exogén zavarok természete.

A bizonytalansag modellezésének mell6zése és a zavarok statisztikai tulajdonsaganak
megbizhato ismerete feltételei mellett (pl. adott paraméterd normalis eloszlas esetén)
a Kalman-sztirg évtizedek ota egyeduralkodd, mind optimalitdsa, mind robosztussaga
miatt, valamint egyszert implementalhatosaga révén. Nemlinearis rendszerek esetében
a kiterjesztett Kélman-sziir6 adja a megfelel§ nemlinearis sztirét.
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Az alkalmazasoknak két {6 teriilete ismert, ahol a kiterjesztett Kalméan-sztiré (KKSZ)
megkiilonboztetett figyelmet érdemel: folyamatiranyitas és a vegyipar. Erdekes moédon
éppen ezen a két teriileten deriil fény a KKSZ megoldésainak tarthatatlansidgara.

Egyik probléma a trajektoria koriili linearizaciobol fakad, ez instabilitast, nagy elté-
réseket okoz.

A KKSZ masik tulajdonsaga, hogy akkor is az aktuélis &llapothoz kell konvergélnia,
amikor részlegesen ismert kezdeti feltételekkel inicializaljuk.

Laborkisérletekkel igyekeztiink talalni egy, a KKSZ korlatait meghaladé alternativ
sziirési eljaras lehetGségét [59]. Valos, nem szimulélt, gyaregység-szintii adatok segitsé-
gével sikeriilt alternativ megfogalmazést adni egy csatolt finomitasi eljaras segitségével,
amely a vertikumtipusu rendszerek egyik jo gyakorlati példaja.

370 T T T T T T T T T T
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(A3
o
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7.4.2. abra: Analitikusan redundans hémérsékletmérések

A sziirési probléma megfogalmazasa

A kotegelt finomitasi folyamat és érzékel6rendszere nemlinearis dinamikus rendszer-
ként modellezhets, amelyeket az alabbi kozonséges differencialegyenlet-rendszer és meg-

figyelési egyenlet ad meg;:
x(t) = o(x(t), u(t)),

¢(t) = h(x(t)).

Specialis esetben ez atirhato allapottérformaba, az allapotegyenletek és a megfigyelési
egyenletek segitségével, az additiv zaj hatasat figyelembevéve:

(7.4.1)

T = Zgz(x)ul + Wi
i1
¢ = hi(z) + v, 1<e¢<p,

(7.4.2)

ahol x € R", u € R™, ¢ € RP rendre az allapot, input és outputjai a rendszernek. A
w(t) és v(t) zajok, amelyek hatnak a rendszerre és a mérési egyenletre normalis eloszlast,
nulla varhato értéki egymastol és z(0)-tol fiiggetlen fehérzajfolyamatok

Legyenek tovabba @); és R; rendre v; és w; kovarianciaméatrixai minden i-re
Qi =E{vw}, R =E{wuw} (7.4.3)
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A kovetkezGekben statisztikai sztir6t adok meg, amely robusztus Z becslést ad az x
allapotra.

A sziirs eldfeltételei

A 7.4.1. abra altal leirt folyamat 10 elkiiloniilé finomitasi fazisbol all, a 8 oszloptal-
cabol, a reboiler-bol és a kondenzatorboél a szokésos esetben.

A talcakat az NT paraméter azonositja, a control-input az iizemben levs folyadék-
aramlas visszarama, az érzékel6k outputja az egyes talcak hémérsékletadatai (talcanként
egy, ez a (minimalis) elégséges feltétel a megfigyelhetdségre).

A sziirési algoritmushoz a standard linearis Kalman-sziirs kiterjesztését alkalmazzuk.
Az unscented sziir6

A KKSZ tovabbfejlesztéseként tekintsiik az (unscented) megoldést, amely azon az
intuitiv varakozason alapul, hogy rogzitett szamu véletlen paraméter esetén egyszertibb
egy normélis eloszlast becsiilni, mint egy tetszbleges nemlineéris fliggvényt. Ezért a rend-
szer allapoteloszlésat egy véletlen, normalis eloszlast valtozoval kozelitjiik, de minimalis
szamu mintavételezési ponttal reprezentaljuk, amelyet az = atlag koriil valasztunk, a P
kovariancia pedig az aldbbi vektorokban jelenik meg:

X; =2+ [(n+ \)P]V2, i=1,...,n,
X;=z—[n+ NP2, i=n+1,..2n,

i—n’

ahol X; € R®"*1 &5 )\ skalazasi paraméter. Részletes definici6 [?]-ban talalhato. Az
ugynevezett szigma-matrix k idépontbeli értékét és a A\ specifikus skalédzast az alabbiak
szerint szamithatjuk ki

Xk:: jk7jl+7P]:/27jk_7P]:/2 )

ahol v = (n — \)'/2,
Szimulaciés eredmények (lasd [60]).

A folyamatszimulaciokat MATLAB-bal végeztiik. ElsGdlegesen az EKF és UF algo-
ritmusokat implementaltuk, és a sztirGket valés adatokra alkalmaztuk, melyeket a pro-
batlizembdl nyertiink, a szimulécids eredményeket valos kisérleti adatokkal hasonlitottuk
0ssze.
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A nyers hémérsékletmérések alapjan az egyes sztirék teljesitményét mutatja talcan-
ként a szimulalt folyamatok esetében a 7.4.2. abra.
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7.4.3. dbra: SziirGkonvergencia a) mérsékelt és b) nagy kezdetifeltétel-eltérés esetében.
EKF becslési hiba (kék vonal), UF becslési hiba (piros gorbe).

A becslési pontossagot az atlagos négyzetes hiba segitségével vizsgalhatjuk az EKF és
UF esetében, 1d. 7.4.1. tablazat. A legfontosabb teljesitménymutatd, vagyis a végtermék
Osszetétel becslési pontossaganak jellemzése érdekében, a 7.4.4. 4bra mutatja a becsiilt
aranyokat a kondenzatorban végzett pontos stirtiségmérésekkel Osszevetve.

A kezdeti feltételekre vonatkozo érzékenységvizsgalat sordn két kisérletet mutatunk
be, a 7.4.3. dbra mutatja a konvergenciat mérsékelt és erds kezdetifeltétel-eltérés esetén
(rendre 5% és 25% a eltérés a nominalis allapotvaltozotol).

7.4.1. tablazat. Atlag-négyzeteshibamutatok az EKF és UF becslésekre

MSE
EKF UF
Kondenzator 0.0079 0.0026
1. talca 0.0139 0.0120
2. talca 0.0104 0.0114
3. talca 0.0076 0.0074
4_talca 0.1050 0.0080
5. talca 0.0089 0.0116
6. talca 0.0131 0.0184
7. talca 0.0135 0.0177
8. talca 0.0098 0.0081
Reboiler 0.0024 0.0018

A masodik télcan az adaptiv hibatiir6 szlirét keriilt dsszehasonlitasra a standard EKF-
megoldassal. A sziir6 abnormalis bemeneti jelekre valo reagalasat kiilonbozs kisérleti
szcenariokban vizsgéltuk. A hérom sztirébeéllitast, nevezetesen a normélis EKF-et, az
adaptiv EKF-et, és a hibattir6 adaptiv EKF-et két jellemz6 szenzorhiba-eseménnyel tesz-
teltiik, 6sszehasonlitva a kimenetet. Az elsd forgatokonyvben a kisebb bemeneti jelvalto-
zasok és kezd6dé jelhibak hatasat vizsgaltuk, ehhez a mérési zajban mérsékelt novekedést
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alkalmaztunk 120 alkalommal a sziir6 bemenetén. A masodik forgatékényvben egy folya-
matos torzitast vittiink be a bemenetre egy konstans tag hozzdadasaval 150 alkalommal,
ez szintén egy jellemzd szenzorhiba szimulalt esete. A szlir6k Gsszehasonlitasara kapott
szimulacios eredményeket a 7.4.4. és 7.4.5. dbra mutatja.
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7.4.4. abra: Font balrol jobbra lefelé: a) A mért sztir6hémérséklet valtozésa a bemeneti
zaj varidlasanak hatasara a 120. id6pillanatban. b.) Az EKF reziduélis hibéi. ¢) A
rezidualis hibak kiiszobértékének elérésekor miikodésbe 1éps egyedi sziir6k
J-statisztikai. d) A becslés pontossaga (piros: EKF, zold: adaptiv EKF, kék: adaptiv
EKF sztiréajrakonfiguralassal, pontozott fekete: a tényleges folyamat).

zaj variadlasanak hatasara a 150. idgpillanatban. b) Az EKF reziduélis hibéi. ¢) A
rezidualis hibdk kiiszobértékének elérésekor mikodésbe 1ép6 egyedi sztirsk
J-statisztikai. d) A becslés pontossaga (piros:EKF, zold: adaptiv EKF, kék: adaptiv
EKF sziréajrakonfiguralassal, pontozott fekete: a tényleges folyamat).

Lathato, hogy az adott sziirési megkozelités hogyan befolyésolja a becslési pontossé-
got a két hibaszcenarioban. Mig a standard EKF-becslés a hibabejuttatas utan szinte
azonnal sem képes a valos allapotot kovetni, az adaptiv sziir§ képes a hibat kompenzalni
és a hibattir6 mechanizmussal kiegészitett verzidja szinte érzéketlenné valik a bevezetett
abnormalitasokra.

133



dc_1281 16

Hivatkozasok

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Earl A. Coddington, Norman Levinson: Theory of Ordinary Differential Equations,
New York: McGraw-Hill; New Delhi: Tata McGraw-Hill, p. 429, 1955.

A. Seidenberg: An elimination theory for differential algebra, University of Califor-
nia Press, p. 31-66, 1956. ASIN: BOO7F6ILXU

Pontryagin, L.S., V.G. Boltyanskii, R.S. Gamkrelidze and E.F. Mischenko:
Mathematical Theory of Optimal Processes, Pergamon Press, The Macmillan Co.,
New York, 1964.

Wei, J. and E. Norman: “On Global Representation of the Solutions of Linear
Differential Equations as a Product of Exponentials”, Proc. Amer. Math. Soc
15(12), pp. 327-334, 1964.

Fattorini, H. O.: On complete controllability of linear systems, J. Diff. Equations 3,
pp- 391-402, 1967.

R.E. Kalman, P.L. Falb and M.A. Arbib: Topics in Mathematical System Theory,
McGraw-Hill Book Company, New York, San Francisco, St. Louis, Toronto, London,
Sydney, p. 353, 1969.

I. Kaplansky: An Introduction to differential algebra, Hermann, Paris, p. 62, 1976.
ISBN-10: 2705612513, ISBN-13: 978-2705612511

[.R. Shafarevich, Basic algebraic geometry, Springer, 1977. (Translated from
Russian.)

Gambkrelidze, R.: Principles of Optimal Control Theory, In: Mathematical Con-
cepts and Methods in Science and Engineering, Plenum Press, New York and Lon-
don, p. 175, 1978. ISBN-13: 978-1-4684-7400-8, e-ISBN-13: 978-1-4684-7398-8, DOLI:
10.1007/978-1-4684-7398-8

Kamen, E.W.: Lectures on algebraic system theory: Linear systems over rings,
NASA Contractor Report # 3016, 1978.

Fuhrmann, P. A.] Linear Systems and Operators in Hilbert Space, McGraw-Hill,
New York, 1981.

Kamen, E.-W. and P.P. Khargonekar: On the control of linear systems depending
on parameters, I[EEE Transactions on Automatic Control, Vol. 29, pp. 25-33, 1984.

Molnar S.: Néhany 4j eredmény a megfigyelési rendszerekkel kapcsolatban, Marx
Kdroly Kézgazdasagtudomanyi Egyetem, Matematikai és Szamitdstechnikai Intézet,
Budapest, 1984.

A. Isidori: Nonlinear Control Systems: an introduction, Lecture notes in Control
and Inform. Sciences 92, Springer, Berlin, p. 297, 1985.

Molnar S.: Megfigyelési rendszerek vizsgalatarol, Kozponti Bdnydszati Fejlesztési
Intézet Kozleményer, 27., pp. 85-89, 1985.

M. Fliess, A new approach to the structure at infinity of nonlinear systems, Systems
Control Letters 7, pp. 419-421, 1986.

134



dc_1281 16

[17]

18]

[19]

20]

21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

29]

[30]

Molnar S., Szidarovszky F.: A Stochastic Multiobjective Dynamic Programming
Method with Application to Energy Modelling, Book Series: Lecture Notes in
Control and Information Sciences, Book: System Modelling and Optimization,
(Eds.:  Molnar, S; Szidarovszky, F)) Springer, Vol. 84, pp. 601-609,
Berlin/Heidelberg, 1986. ISBN: 978-3-540-16854-6, ISSN: 0170-8643, DOI:
10.1007/BFb0043885

Molnar S.: Observability and Controllability of Decomposed Systems 1., Math.
Anal. and System Theory, Vol. 5., pp. 57-66, (Marx Karoly Koézgazdasagtudomanyi
Egyetem), 1988.

Molnar S.: Observability and Controllability of Decomposed Systems II., Math.
Anal. and System Theory, Vol. 5., pp. 67-72, (Marx Karoly Kézgazdasagtudomanyi
Egyetem), 1988.

Molnar S.: Observability and Controllability of Decomposed Systems III., Math.
Anal. and System Theory 5., pp. 73-80, (Marx Karoly Kozgazdasdgtudomanyi
Egyetem), 1988.

Molnar S.: Realization of Verticum-Type Systems, Math. Anal. and System Theory,
Vol. 5., pp. 11-30, (Marx Karoly Kézgazdasdgtudomanyi Egyetem) 1988.

Molnar S., Szidarovszky F., Okuguchi K.: On a General Scheme in the Theory
of Conflicts, Math. Anal. and System Theory, Vol. 5., pp. 31-37, (Marx Kéroly
Kozgazdasagtudomanyi Egyetem), 1988.

A. Haddak: Differential algebra and Controllability, In. Proc. IFAC Symposium,
on Nonlinear Control Systems Designs, June 14-16, 1989, Capri, Italy, Pergamon
Press, pp. 434-437, 1989.

Fiist Antal, Gondoz6 Gyorgy, Molnar Sandor, Szidarovszky Ferenc: Széleshomokt
fejtések teljeskord geoinformécios rendszere, BKL Bdnydszat, Vol. 122., pp. 458-461,
1989.

Molnar S.: A Special Decomposition of Linear Systems, Belgian Journal of
Operations Research, Statistics and Computer Science, Vol. 29. No. 4, pp. 1-19,
1989.

Molnér S., Bahill T.A., Szidarovszky F.: On Stable Adaptive Control Systems, Pure
Math. and Appl., Ser. B., Vol. 1. No. 2-3, pp. 115-121., 1990.

S.P. Novikov and A.T. Fomenko: Basic Elements of Differential Geometry and
Topology, p. 500, 1990. ISBN: 0-7923-1009-8

Diop, S.: Elimination in control theory, Mathematics of Control, Signals and
Systems, Vol. 4 No. 1, pp. 17-32, 1991.

Fliess, M.: Controllability Revisited in Mathematical System Theory: The influence
of R.E. Kalman, A.C. Antoulas (Ed.) Springer-Verlag , Berlin, 1991.

Fliess, M.: Controllability Revisited, In: The influence of R.E. Kalman,
A.C. Antoulas (Ed.) Springer, pp. 463-474, 1991.

135



dc_1281 16

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

|43

[44]

[45]

[46]

Szigeti, F.: A differential-algebraic condition for controllability and observability of
time varying linear systems, Proceedings of the 31st IEEE Conference on Decision
and Control, Tucson, Arizona, Vol 4., pp. 3088-3090, December 1992. ISBN:
0-7803-0872-7, DOI(Digital Object Identifier): 10.1109/CDC.1992.371050

Szigeti, F.: “ Kalman’s Rank Conditions for Infinite Dimensional Time Dependent
Linear Systems”, Proc. Conf. EQUADIFF, pp. 927-931, Barcelona, Spain, 1992.

Serre, J-P., Lie algebras and Lie groups. 2nd Edition, Springer-Verlag, New York,
p. 168, 1992.

Molnéar S.: Kalman’s Rank Conditions for Time Dependent Linear Systems, Pure
Mathematics and Applications, Vol. 4. No. 3, pp. 353-361, 1993.

Molnar S., Szigeti F., Carmen, E. Vera: Kalman-féle rangfeltételek az id6tél fiiged
lineéris rendszerekre, Alkalmazott Matematikai Lapok, 17. kot., 3-4. sz., 279-286.
old., 1993.

Molnar S.: Stabilization of verticum-type systems, Pure Mathematics and Applica-
tions, Vol. 4. No. 4, pp. 493-499, 1993.

Molnéar S., Szidarovszky F.: A dinamikus termelGi-fogyasztéi modell irdnyithatosa-
gérol, SZIGMA, Vol. 26. No. 1-2, pp. 49-54, 1994.

Molnar S., Szidarovszky F.: A note on the coverability problem in input-output
systems, Pure Mathematics and Applications, Vol. 5. No. 4, pp. 425-429, 1994.

Molnar S., Szigeti F.: On time varying discrete-time linear systems: reachability,
distinguishability and identifiability, Pure Mathematics and Applications, Vol. 5.
No. 1, pp. 415-424, 1994.

Molnéar S.; Szigeti F.: “On “Verticum”™Type Linear Systems with Time-Dependent
Linkage”, Applied Mathematics and Computation , Vol. 60., pp. 89-102., 1994.

Molnar S.: On the optimization of INPUT-OUTPUT systems cost functions, Pure
Mathematics and Applications, Vol. 5. No. 4, pp. 403-414., 1994.

Molnéar S., Szidarovszky F.: A dinamikus oligopélium probléma irdnyithatosagarol,
SZIGMA, Vol. 25. No. 3, pp. 95-102, 1994.

J.-F.. Pommaret: Partial Differential Equations and Group Theory: New Perspec-
tives for Applications, Kluwer Academic Publisher, Dordrecht, Boston, London, p.
473, 1994.

F. Szigeti, J. Bokor and A. Edelmayer: On the reachability subspaces of time vary-
ing linear systems, Proceeding of 3rd European Control Conference, Rome, Italy,
September, 1995.

Edelmayer, Andras and Szigeti, Ferenc and Varga, Z. (1995) Algebraic computation
of the solution of first order linear partial differential equations in control with

examples. In: ECC’95. Proceedings of the third European control conference. Roma,
Vol. 4, 1995. (Part 1.)

Molnéar S., Szidarovszky, F., Yen, J.: On the Price-Trajectory Control of a Discrete
Dynamic Producer - Consumer Market, Appl. Math. and Com., Vol. 73, No. 2-3,
pp. 249-256, 1995.

136



dc_1281 16

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

Szigeti, F. and Vera, C.E.: State elimination and reachability of infinite-dimensional
time varying linear systems. Eds.: JJ Gertler and JB[JR| Cruz and M Peshkin,
In: Preprints of the 13th world congress of International Federation of Automatic
Control. San Francisco, pp. 317-322, 1996.

Molnar S.: 1d6t6l fliggs vertikum-tipusi lineéris rendszerekrél, in MTA Kozgytilési
eladésok, 2000 majus II. kotet, pp. 645-657, 2001, MTA. ISSN: 1585-1915

Molnar S.: An algebraic condition to reachability of time varying discrete-time linear
systems, Proc. of IEEE International Conference on Systems 2001, Systems, Man,
and Cybernetics, Tucson, AZ, USA, Vol. 1, pp. 669-671, 2002. ISBN: 0-7803-7087-2

Molnar S., Szigeti F.: Algebraic Conditions for Controllability and Reachability of
Time-Varying Discrete-Time Linear Systems, In: “ Control Aplications of Optimisa-
tion 20037, a proceedings volume from the 12th IFAC Workshop, Visegrad, Hungary,
30" June - 27¢ July 2003, Edited by: R. Bars, E. Gyurkovics, Published for IFAC
by Elsevier Ltd. 2003.

Molnar S., Szigeti, F.: Controllability and Reachability of Dynamic Discrete-time
Linear Systems, Proceedings of the 4th International Conference on Control and
Automation, 2003, Montreal, Canada, pp. 350-354, ISBN: 0-7803-7777-X, Library
of Congress: 10-12 June 2003.

Molnéar S., Szidarovszky, F., Molnar, M.: Controllability of Time-varying
Oligopolies, Proceedings of the 4th International Conference on Control and
Automation, 2003, Montreal, Canada, WA05-5, [FAC-IEFEE, pp. 570-573. ISBN:
0-7803-7777-X, Library of Congress: 10-12 June 2003.

Molnar S., Szigeti, F.: Controllability and Reachability of Dynamic Discrete-time
Linear Systems, Proceedings of the 4th International Conference on Control and
Automation, 2003, Montreal, Canada, pp. 350-354, ISBN: 0-7803-7777-X, Library
of Congress: 10-12 June 2003.

Hebertt Sira-Ramirez, Sunil K. Agrawal: Differentially Flat Systems (Automation
and Control Engineering), Marcel Dekker Inc., New York, Basel, p. 450, 2004. ISBN
10: 0824754700, ISBN 13: 9780824754709

Edelmayer, A., Bokor J., Szabo6 Z., Molnar S.: Inversion-based residual generation
for robust detection and isolation of faults by means of estimation of the inverse
dynamics in linear dynamical systems, Proc. Int. Workshop of Principles of
Diagnosis, DX’07, pp. 67-74. Nashville, TN., 2007.

Molnéar S., Lopez 1., Gamez M.: Observability and observers in a food web,
Applied Mathematics Letters, Vol. 20, Issue 8, August 2007, pp. 951-957, 2007.
Impact Factor: 0.699

Molnéar S., M. Gamez, 1. Lopez: Monitoring Environmental Change in an Ecosystem,
Biosystems, Vol. 93. No. 3, pp. 211-217, 2008. ISSN 0303-2647, Impact Factor: 1.08

Molnar S., Szigeti F.: Generalized Fuhrmann’s rank condition for Controllability
and Reachability of Time-Varying Discrete-Time Linear Systems, Pure Mathematics
and Applications, Vol. 19, No. 1, pp. 55-66, 2008.

137



dc_1281 16

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

|66]

[67]

|68

[69]

[70]

71

72|

Molnéar S., Szigeti Ferenc, Molnar Mark: A Rank Condition for Controllabil-
ity and Reachability of Time-Varying Discrete-Time Linear Systems, Mechanical

Engineering Letters, Vol. 3, pp. 8-16, Szent Istvan University Faculty of Mechanical
Engineering, Godolls, 20009.

Miranda M., Edelmayer A., Molnér S.: Federated filtering: classical approaches
in new approximations for distributed systems estimation, Mechanical Engineering
Letters, (Szent Istvan University, G6dolls) Vol. 4, pp. 266-280, 2010.

Molnar S., Alexandros Soumelidis, Andras Edelmayer, Ferenc Szigeti: On the
qualitative properties of hierarchical systems, Mechanical Engineering Letters,
(Szent Istvan University, G6dolls) Vol. 4, pp. 37-47, 2010.

Molnar S., F. Szigeti: A generalisation of Fuhrmann’s rank condition for discrete
dynamic systems, Int. J. System of Systems Engineering, Vol. 2, No. 4, 2011.

Alexandros Soumelidis, Molnér S., Ferenc Schipp: Identifying Harmonics in
Mechanical Systems by Using Hyperbolic Wavelet Constructs, Mechanical
Engineering Letters, Szent Istvan University, Vol. 6, pp. 20-38, 2011.

K. Tanczos, Molnar S., A. Térok, M. Molnar: Future trends in road transport
systems in Hungary and in the EU, Int. J. of Critical Infrastructures, Vol. 7, No. 2,
2011.

Molnéar S., Miranda M, Molnar M., Soumelidis A.: Establishment of Optimal
Realization-Independt Cost Functions, Mechanical Engineering Letters, Szent Istvan
University, Vol. 6, pp. 9-19, 2011.

Miranda Moira, Edelmayer Andras, Molndr Sdndor: Performance Verification of
Advanced Filtering Alternatives for Robust Fault Tolerant State Estimation in
Nonlinear Processes, Mechanical Engineering Letters, Szent Istvan University,
Vol. 6, pp. 234-255, 2011.

Molnar S., M. Gamez and I. Lopez: Observation of nonlinear verticum-type systems
applied to ecological monitoring, International Journal of Biomathematics, Vol. 5,
No. 6, pp. 1250051-1-1250051-15, 2012, DOI: 10.1142/S1793524512500519, 1F:1.667

Molnar S.; M. Géamez, 1. Lopez, T. Cabello: Equilibrium control of nonlinear
verticum-type systems, applied to integrated pest control, BioSystems, Vol. 113,
pp. 72-80, 2013. DOI: 10.1016/j.biosystems.2013.05.005

Molnér S.: On the properties of linear time varying systems, Mechanical Engineer-
ing Letters, Szent Istvan University, Vol. 10, pp. 42-59, Go6dolls, 2013.

Molnar S.: On the Reachability of Linear Time Varying Systems, Acta Polytechnica
Hungarica, Vol. 11, No. 3, pp. 201-217, 2014.

Hebertt Sira-Ramirez: Sliding Mode Control, Birkhauser Verlag Gmbh, p. 258,
2015.

Molnar Sandor, Inmaculada Loépez, Manuel Gamez, Jozsef Garay: A two-agent
model applied to the biological control of the sugarcane borer (Diatraea saccharalis)
by the egg parasitoid Trichogramma galloi and the larvae parasitoid Cotesia flavipes,
BioSystems, Vol. 141, pp. 45-54, 2016. doi:10.1016/j.biosystems.2016.02.002

138



dc_1281 16

[73] Molnar S.: An alternative method in optimizing random outcomes, Acta
Polytechnica Hungarica, Vol. 13, No. 4, pp. 77-86, 2016. (ISSN: 1785-8860), DOTI:
10.12700/APH.13.4.2016.4.5

139



