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1. A DISSZERTACIO TUDOMANYOS PROGRAMJA

A doktori disszertaciom témaja merev testek, illetve tobb merev testbdl allé6 mechanikai
rendszerek egyensulyi helyzeteinek vizsgélata, kiilonds tekintettel az egyensulyi helyzetek
szamdra ¢és stabilitasara. Ezen rendszerek mozgasegyenletei és az egyensuly feltételei
¢vszazadok ota ismertek. Nyitott tudomanyos kérdéseket elsdsorban akkor talalhatunk ezen a
tertileten, ha a fenti alapkérdést valamilyen mas matematikai vagy fizikai jellegii problémaval
kombindljuk. A disszertacio olyan feladatokat targyal, ahol az egyenstlykeresés problémaja
egy geometriai kényszerrel Osszekapcsolva jelenik meg, illetve olyanokat, ahol olyan
¢rintkezési kolcsonhatdsok vannak a rendszerben, melynek fizikai modellezése, illetve a
modellek viselkedésének leirasa is kihivast jelent. Mindkét feladattipusnal Kkitérek az
eredmények alkalmazhatdsagara mérnoki vagy biolodgiai teriileten.

Egy vizszintes feliileten nyugvd merev targy egyensulyi helyzeteit és azok stabilitasat
egyszerlien meg lehet allapitani, ha ismerjiik a sulypontja helyzetét. Kevésbé magatol értetddo
kérdés azonban az, hogy hogyan konstrualhato, illetve egyaltalan 1étezik-e olyan alakzat,
amelynek eldirt szdmu stabil, illetve instabil egyensulyi helyzete van. A probléma két
dimenzios, egyszerisitett valtozatat Domokos, Ruina és Papadopoulos vizsgalta el6szor [6].
Vladimir I. Arnold orosz matematikus mutatott rd 1995-ben arra, hogy ennek a problémakdrnek
a kulcskérdése az, hogy minimum hany egyensulyi helyzete van egy konvex és homogén
tomegeloszlasu testnek [7]. A disszertaciom a probléma 3 dimenzios valtozataval foglalkozik.
Domokos Gaborral kézés munkamat Osszefoglalva olyan mono-monostatikus alakzatok
konstrualasat mutatom be, amelyeknek mindossze 1 stabil és 1 instabil egyenstlyi helyzete van
(1.atézis) [S4] [ST7]. Ezek segitségével teljes valasz kapunk az egyensulyi helyzetek lehetséges
szamanak kérdésére is. A kérdés Osszetettsége abban rejlik, hogy az egyensulyi feltétel
vizsgalata igényli a sulypont helyének ismeretét, amely azonban csak a konstrualés
végeredményének ismeretében adhato meg. Igy egy kapcsolt mechanikai-geometriai feladattal
allunk szemben.

Az egyensulyok szama alapjan a merev testek osztalyozhatoak. A disszertacioban bemutatom
az osztalyozasi modszert és annak egy biologiai alkalmazasat is (Szintén kozés munka
Domokos Gaborral) [S1]. Tekn6sok parametrikus, merev test-szerii morfologiai modelljét
vizsgaljuk. A modellek osztalyozasa, valamint €16 tekndsokkel végzett kisérleti megfigyelések
segitségével kimutatjuk, hogy a teknésok a szamukra létfontossagu talpra allasra [25]
kiilonb6z6 modon valtak képessé. Az egyes stratégiak jol elkiilonithetdek €s erds korrelacioban
vannak az egyes teknés fajok geometriai modelljének egyenstlyi osztalyaval (1.b tézis). Az
egyensulyi osztalynak kiilondsen nagy jelentésége van monostatikus azaz egyetlen stabil
egyensullyal rendelkez6 alakzatok esetén. A disszertacioban nem térek ki viszont részletesen
az egyensulyi osztalyoknak a geoldgia teriiletén valo szintén kutatott alkalmazasi lehetdségeire

[8] [9].

Az Arnold féle problémanak szamos lehetséges altalanositdsa van. Ezek koziil részletesen
vizsgéalom egy egységnyi stirliségli folyadékban usz6 p siirliségli test egyensulyi helyzeteinek
lehetséges szamat. Ez a kutatési feladat Arnold kérdésének altalanositasa, mivel a p—0 és a
p—1 hatarérték lényegében szilard, sikfeliiletre helyezett testet jelent. Az egyensulyok
minimalis szamaval kapcsolatos eredményeim [26] nem szerepelnek a disszertacidban.
Részletesen foglalkozom viszont egy Stanislav Ulam altal javasolt feladattal: mely
alakzatoknak van a lehetd legtobb egyensulyi helyzete? Az 1930-as években vetette fel [1], és
1957-ben publikaltak angol nyelven [17] a Scottish Book cimii problémagyiijteményben az
alabbi, Gsz6 test probléma néven ismert kérdést: létezik-e a gombtol eltérd test, amely
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tetszoleges iranyba forditva egyensulyban tud maradni egy folyadékban uszva? Korabbi, gombi
sorfejtés technikajat hasznalé munkak alapjan mar valoszintisithetd volt, hogy 1étezik ilyen test
[27]. Ugyanakkor a sorfejtés konvergenciajat nem sikeriilt bizonyitaniuk, igy ezek nem
tekinthetdek egzakt eredménynek. A disszertacidban a problémat tort rendii derivaltak
alkalmazasaval nem-standard kezdetiérték-feladatta alakitom, és a Picard-Lindelof tételt erre a
az egyenlettipusra Kiterjesztve bebizonyitom, hogy a problémanak létezik megoldasa. Ezzel
teljes értékii bizonyitast adok Ulam kérdésére, valamint numerikus modszerekkel példakat is
konstrualok ilyen tulajdonsagi testekre (3. tézis) [S3]. A disszertacioban nem térek ki a

crer

kapillaris erék hatasat veszi figyelembe [12].

Az Arold féle probléma egy masik altalanositasaként o sugart, surloddsmentes gomb
belsejébe helyezett test egyensulyi helyzeteinek lehetséges szamat is vizsgalom [S6]. Itt az
a—oo hatarérték egyenértékii az eredeti problémaval. Az altalanositas gyakorlati jelentoségét
az a megfigyelés adja, hogy az a paraméter csokkentése jellemzden csokkenti a stabil
egyensulyi helyzetek szamat, a kellden kicsiny értéke esetén majdnem minden test egyetlen
stabil egyensulyi helyzettel rendelkezik (2. tézis). Egy ilyen test mozgasa tehat olyan dinamikai
rendszerrel modellezhetd, amely egyetlen attraktorral rendelkezik, és igy hossza id6 utan a
viselkedése megjosolhatd a kezdeti allapot ismeretétdl fliggetleniil. Ez olyan mérnoki
alkalmazasok szdmara nyit utat, melyekben egy fizikai rendszert az elkeriilhetetlen kezdeti
bizonytalansag ellenére robusztus moédon szeretnénk egy kivant végallapotba eljuttatni. A
disszertacioban részletesen targyalom a gyakorlati alkalmazas lehetéségeit automatizalt
alkatrész-adagolok tervezésében.

Szintén az alkatrész adagolas problémakore volt az egyik kiindulépont az egyensulyok
stabilitdsdnak és attraktivitdsdnak vizsgalata soran. A legnépszeriibb ipari alkatrész adagolok
miikodési elvének lényege az, hogy az egyforma alkatrészeket egy vizszintes feliiletre ontik,
ahol azok az egyenstlyi helyzeteik valamelyikét veszik fel. Ezutan alkatrész-specifikus
mechanikai beavatkozasok segitségével kivalasztjak azokat a példanyokat, amik egy adott,
preferalt helyzetben vannak, a tobbit pedig eltavolitjak (és Gjra felhasznaljak) [3][10]. Egy ilyen
adagolo mitkdodése szempontjabdl nem a stabil egyensulyok szama a kritikus kérdés, hanem
azok vonzasi tartomanyanak nagysaga, konkrétabban egy olyan egyensuly létezése, amelybe a
véletlenszeriien leejtett targyak nagy hényada jut el. Az adagolok, illetve az adagolhato
alkatrészek tervezésének tehat fontos eszkoze egy targy egyensulyi helyzeteihez rendelhetd
leérkezési valoszinliségek (az un. leérkezési statisztika) meghatdrozasa, amely szamitogeépes
szimulaciok és fizikai kisérletek segitségével is elvégezhetd. Mindkét modszer munka, illetve
1d6igényes, ezért sokan javasoltak egyszerii becslési modszereket a leérkezési valdszintiségekre
[4] [11] [18]. A disszertaciomban, numerikus szimulacioval 1étrehozott referencia adathalmazt
felhasznalva, els6ként modszeresen vizsgdlom €s dsszehasonlitom ezeket a becslési eljarasokat,
valamint 1], a korabbiaknal pontosabb becslési modszerre teszek javaslatot (4. tézis) [S2] [S9].

Az alkatrészadagokkal ellentétben a gépészeti, €s robotikai rendszerek tobbségénél, illetve a
szabalyozastechnikdban a stabilitasvizsgalat kozponti kérdése jellemzden az, hogy ha egy
rendszer mar eljutott egy preferdlt allapotba (pl. egyensulyi helyzetbe), akkor ellenall-e a
kornyezetében jelen 1évo kiszamithatatlan zavard hatasoknak, vagyis megmarad-e az
egyensulyi helyzetében. Mivel a ,,zavar6 hatasok”, illetve a ,,megmaradas” fogalma is
sokféleképpen definialhatd, a stabilitdisnak szamtalan definicioja létezik. A dinamikali
rendszerek  elméletében  kozponti  helyet  elfoglald  szokdsos  stabilitdsfogalmak
alkalmazhatdsagat behatarolja, hogy nehéz azok teljesiilését egy viszonylag komplex rendszer
esetén ellendrizni. Emiatt a gyakorlati robotika teriiletén gyakran hasznalnak olyan ,,stabilitasi
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feltételeket”, melyek ellendrzése egyszerti, ugyanakkor nem nyujtanak garanciat semmilyen jol
koriilhatarolhatd zavaras-tipussal szembeni ellenallasra. Ezekre példa a Pang és Trinkle [23]
altal definialt egyértelmii egyensuly fogalma, melynek lényege az, hogy az egyensulyi
helyzetben a mozgasegyenleteknek a statikus megoldas az egyetlen konzisztens megoldasa (1.
abra).

A disszertaciomban két stabilitdsi fogalmat
. vizsgalok. A statikus stabilitds fogalma olyan
egyensulyokat takar, melyek egy potencialis

energiafiiggvény lokalis minimumpontjainak
felelnek meg. A stabilitasvizsgalat {6
I. 4bra. példa nem egyértelmii egyensilyra nehézségét az jelenti, hogy egy merev testekbol
(baloldal: nem-statikus megoldas; jobboldal: a allo rendszerhez nem rendelheté folytonos
statikus megoldashoz tartoz6 tdmaszerdk) potencialis energia filiggvény jol definialt
lokalis minimumpontokkal. Ennek 4thidaldséara
a rendszer regularizalasanak modszerét alkalmazom [14], azaz a merev test modellt az
érintkezési pontok kornyezetében deformalhatdo modellel helyettesitem, és ennek viselkedését
vizsgalom a deformalhato modell merevségének végtelen nagyra ndvelése mellett. Fo
eredményként megmutatom, hogy a merev testekbdl allé rendszerek egy széles csoportja
rendelkezik statikus stabilitassal (5.a tézis), ezzel altalanositom Howard és Kumar [13] egyetlen
merev testre vonatkozo hasonlo eredményét. A statikus stabilitds még az egyertelmii egyensuly
kritériumanak nem megfeleld rendszerekre (1. dbra) is gyakran teljesiil. Az eredményeket egy
kvazi-statikusan mozg6 robot példajaval illusztralom.

A disszertacioban vizsgalt masik fogalom a Lyapunov stabilitas, amely azt garantélja, hogy egy
egyensulyi allapot kellden kicsiny megzavarasa utan a rendszer az egyensulyi allapot kis
kornyezetében marad. A Lyapunov stabilitas a robotika és a targymanipulacié teriiletén a
legtermészetesebb stabilitasi fogalom, gyakorlati hasznalata mégsem elterjedt [16]. Merev
testekbdl all6 mechanikai rendszerek Lyapunov stabilitdsanak vizsgalata elsGsorban azért
nehéz, mert az egyenstlyi allapot végteleniil kicsiny kornyezetében a rendszer egymassal
¢érintkezé elemei tobbféle viselkedést mutathatnak: az elemek egymdson gordiilhetnek,
elcsuszhatnak, illetve szétvalhatnak, ezenkiviil a rendszer iitk6zéseken is keresztiilmegy. Az
igy kialakulo dinamikus viselkedés nem-sima, hibrid dinamikai rendszerrel modellezhetd,
amely nem linearizalhat6 [2]. Emellett a rendszer végtelen sok allapotatmeneten (pl. litkdzésen)
mehet at véges id6 alatt. A kialakuld ,,Zeno pontok™ [29] utani viselkedést is sziikséges
vizsgalni. Tovabbi modellezési nehézséget jelentenek a merev modellekben surlodas
jelenlétében sziikségszertien fellépd nemlétezési és nem-egyértelmiiségi paradoxonok (az un.
Painlevé paradoxonok) [5] [22]: a merev test modellek segitségével bizonyos allapotokban nem
hatarozhato meg egyértelmiien a rendszer pillanatnyi gyorsulasa. A probléma hatterében a kozel
merev elemekbdl felépiil6 mechanikai rendszerek nehezen mérhetd paraméterekre vald
rendkiviili érzékenysége, azaz egy kikiiszobolhetetlen fizikai jelenség all. A nehézségek miatt
a disszertaciomban a legegyszerlibb, komplex viselkedést mutaté modellproblémat vizsgalom,
melyet elséként Or és Rimon vizsgalt [20] [21]: egy lejtdn allo, két pontszerli timasszal
rendelkez6 két dimenzidés merev testet. Joel W. Burdick-kel és David Gontier-vel kozos
munkam [S5] Gsszefoglalasaként a stabilitas elégséges feltételét mutatom be a Lyapunov
figgvények modszerének altalanositasat felhasznalva (5.b tézis), tovabba kimutatom, hogy bar
egyértelmii egyensuly esetén a stabilitas elvesztését csak exponencialisan novekedd intenzitasu
litkdzési sorozatok okozhatjak, de ennek ellenére az iitkdzések csillapitaisa nem elég a
Lyapunov stabilitas biztositasara (5.C tézis). A disszertacio nem tartalmazza a feladattal
kapcsolatos legfrissebb kutatasi eredményeimet, melyek publikalasa folyamatban van [27].
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2. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

1. tézis (kozos eredmény Domokos Gaborral)

Vizszintes feliileten nyugvo merev testek egyensulyi helyzeteit vizsgalva

a) bebizonyitottuk, hogy léteznek konvex, homogén, mono-monostatikus testek és példakat is
mutattunk ezekre.

b) megalkottuk a teknGspancél egy parametrizalt geometriai modelljét, a modell paramétereit
kiilonbozo tekndsfajok pancéljanak formajahoz illesztettiik, és az eredmények elemzésével
kimutattuk, hogy egyes fajok forméja monostatikus vagy kozel monostatikus, amely
lehetdvé teszi, hogy minimalis erdfeszitéssel talpra alljanak vizszintes feliileten.

2. tézis

Surlodasmentes kor belsejében nyugvo sikbeli merev testek, illetve gdmb belsejében nyugvod

térbeli merev testek egyensulyi helyzeteit vizsgalva

a) kimutattam, hogy egy sikbeli test vagy akkor monostatikus, ha a kor sugara egy kritikus
értek alatt van, vagy a sugartdl fiiggetleniil mindig monostatikus.

b) szamitasi algoritmust dolgoztam ki, amellyel meghatarozhato, hogy egy sikbeli poligon
alaku vagy egy térbeli poliéder alaku test a kor, illetve gdbmb sugardnak mely értékeire
monostatikus.

C) ramutattam, hogy gomb, illetve kor alaku “ketrecek” alkatrész adagolokban valo hasznalata
részleges megoldast kinal a harom dimenzids, univerzalis adagolok kifejlesztésének
probléméjara.

3. tézis

Bebizonyitottam, hogy a gdmbon kiviil 1éteznek mas olyan alakzatok, amelyeket 1/2 stirtiségii
homogén anyagbol megformalva a kapott test barmilyen iranyultsaggal egyensulyban lebeghet
egy egységnyi stirliségli folyadék felszinén.

4. tézis

Vizszintes feliiletre ejtett targyak dinamikajanak egy fenomenologikus, Markov-lanc modelljét
felhasznalva 1j mddszereket javasoltam az “egyensulyi statisztika” gyors becslésére. A becsiilt
valoszinliségeket szamitogépes szimulaciok eredményével Osszevetve kimutattam, hogy az
egyik 1j becslési mddszer 1ényegesen jobb eredményeket ad az irodalomban megtaldlhato
koréabbi eljarasoknal.

5. tézis

Egyoldali, pontszerii, surlddasos érintkezési kapcsolatokkal rendelkezd merev testek és merev

testekbdl allo Osszetett rendszerek egyensulyi helyzeteinek stabilitdsat vizsgéaltam, és

a) az ¢érintkezési pontok  kornyezetében 1étrejové  deformaciok  egyszerUsitett
figyelembevételével, a deformalhato kapcsolat merevségének végtelen nagyra ndvelésével
kimutattam, hogy egy merev testekbdl allo rendszer statikus stabilitassal rendelkezik,
amennyiben (i) a kapcsolati er6k egyike sincs a megcsuszas hataran ¢€s (i) az €rintkezési
pontok megcsuszasat vagy elvalasat megakadalyozva a rendszer elsé rendben merevvé
valna.

b) (kozos eredmény Joel W. Burdick-kel és David Gontier-vel) egy lejtore helyezett, két
ponton tamaszkodo6 sikbeli merev testnek az egyensulyi helyzete kozelében 1étrejovo
mozgasat szakaszonként linearis, hibrid dinamikai rendszerrel modellezve kidolgoztuk az
egyensulyi helyzet Lyapunov stabilitasdnak egy elégséges feltételét.

c) Kimutattam, hogy egy egyensuly végtelen iitkdzési sorozatok létrejottének lehetdsége
miatt elveszitheti a Lyapunov stabilitdsat még abban az esetben is, ha az {itk6zések
tokéletesen rugalmatlanok.
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