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1.  A DISSZERTÁCIÓ TUDOMÁNYOS PROGRAMJA 
 

A doktori disszertációm témája merev testek, illetve több merev testből álló mechanikai 

rendszerek egyensúlyi helyzeteinek vizsgálata, különös tekintettel az egyensúlyi helyzetek 

számára és stabilitására. Ezen rendszerek mozgásegyenletei és az egyensúly feltételei 

évszázadok óta ismertek. Nyitott tudományos kérdéseket elsősorban akkor találhatunk ezen a 

területen, ha a fenti alapkérdést valamilyen más matematikai vagy fizikai jellegű problémával 

kombináljuk. A disszertáció olyan feladatokat tárgyal, ahol az egyensúlykeresés problémája 

egy geometriai kényszerrel összekapcsolva jelenik meg, illetve olyanokat, ahol olyan 

érintkezési kölcsönhatások vannak a rendszerben, melynek fizikai modellezése, illetve a 

modellek viselkedésének leírása is kihívást jelent. Mindkét feladattípusnál kitérek az 

eredmények alkalmazhatóságára mérnöki vagy biológiai területen. 

 

Egy vízszintes felületen nyugvó merev tárgy egyensúlyi helyzeteit és azok stabilitását 

egyszerűen meg lehet állapítani, ha ismerjük a súlypontja helyzetét. Kevésbé magától értetődő 

kérdés azonban az, hogy hogyan konstruálható, illetve egyáltalán létezik-e olyan alakzat, 

amelynek előírt számú stabil, illetve instabil egyensúlyi helyzete van. A probléma két 

dimenziós, egyszerűsített változatát Domokos, Ruina és Papadopoulos vizsgálta először [6]. 

Vladimir I. Arnold orosz matematikus mutatott rá 1995-ben arra, hogy ennek a problémakörnek 

a kulcskérdése az, hogy minimum hány egyensúlyi helyzete van egy konvex és homogén 

tömegeloszlású testnek [7]. A disszertációm a probléma 3 dimenziós változatával foglalkozik. 

Domokos Gáborral közös munkámat összefoglalva olyan mono-monostatikus alakzatok 

konstruálását mutatom be, amelyeknek mindössze 1 stabil és 1 instabil egyensúlyi helyzete van 

(1.a tézis) [S4] [S7]. Ezek segítségével teljes válasz kapunk az egyensúlyi helyzetek lehetséges 

számának kérdésére is. A kérdés összetettsége abban rejlik, hogy az egyensúlyi feltétel 

vizsgálata igényli a súlypont helyének ismeretét, amely azonban csak a konstruálás 

végeredményének ismeretében adható meg. Így egy kapcsolt mechanikai-geometriai feladattal 

állunk szemben. 

 

Az egyensúlyok száma alapján a merev testek osztályozhatóak. A disszertációban bemutatom 

az osztályozási módszert és annak egy biológiai alkalmazását is (szintén közös munka 

Domokos Gáborral) [S1]. Teknősök parametrikus, merev test-szerű morfológiai modelljét 

vizsgáljuk. A modellek osztályozása, valamint élő teknősökkel végzett kísérleti megfigyelések 

segítségével kimutatjuk, hogy a teknősök a számukra létfontosságú talpra állásra [25] 

különböző módon váltak képessé. Az egyes stratégiák jól elkülöníthetőek és erős korrelációban 

vannak az egyes teknős fajok geometriai modelljének egyensúlyi osztályával (1.b tézis). Az 

egyensúlyi osztálynak különösen nagy jelentősége van monostatikus azaz egyetlen stabil 

egyensúllyal rendelkező alakzatok esetén. A disszertációban nem térek ki viszont részletesen 

az egyensúlyi osztályoknak a geológia területén való szintén kutatott alkalmazási lehetőségeire 

[8] [9].  

 

Az Arnold féle problémának számos lehetséges általánosítása van. Ezek közül részletesen 

vizsgálom egy egységnyi sűrűségű folyadékban úszó ρ sűrűségű test egyensúlyi helyzeteinek 

lehetséges számát. Ez a kutatási feladat Arnold kérdésének általánosítása, mivel a ρ0 és a 

ρ1 határérték lényegében szilárd, síkfelületre helyezett testet jelent. Az egyensúlyok 

minimális számával kapcsolatos eredményeim [26] nem szerepelnek a disszertációban. 

Részletesen foglalkozom viszont egy Stanislav Ulam által javasolt feladattal: mely 

alakzatoknak van a lehető legtöbb egyensúlyi helyzete? Az 1930-as években vetette fel [1], és 

1957-ben publikálták angol nyelven [17] a Scottish Book című problémagyűjteményben az 

alábbi, úszó test probléma néven ismert kérdést: létezik-e a gömbtől eltérő test, amely 
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tetszőleges irányba fordítva egyensúlyban tud maradni egy folyadékban úszva? Korábbi, gömbi 

sorfejtés technikáját használó munkák alapján már valószínűsíthető volt, hogy létezik ilyen test 

[27]. Ugyanakkor a sorfejtés konvergenciáját nem sikerült bizonyítaniuk, így ezek nem 

tekinthetőek egzakt eredménynek. A disszertációban a problémát tört rendű deriváltak 

alkalmazásával nem-standard kezdetiérték-feladattá alakítom, és a Picard-Lindelöf tételt erre a 

az egyenlettípusra kiterjesztve bebizonyítom, hogy a problémának létezik megoldása. Ezzel 

teljes értékű bizonyítást adok Ulam kérdésére, valamint numerikus módszerekkel példákat is 

konstruálok ilyen tulajdonságú testekre (3. tézis) [S3]. A disszertációban nem térek ki a 

probléma mások által kutatott alternatív interpretációjára, amely a nehézségi erő helyett a 

kapilláris erők hatását veszi figyelembe [12].  

 

Az Arnold féle probléma egy másik általánosításaként α sugarú, súrlódásmentes gömb 

belsejébe helyezett test egyensúlyi helyzeteinek lehetséges számát is vizsgálom [S6]. Itt az 

α határérték egyenértékű az eredeti problémával. Az általánosítás gyakorlati jelentőségét 

az a megfigyelés adja, hogy az α paraméter csökkentése jellemzően csökkenti a stabil 

egyensúlyi helyzetek számát, α kellően kicsiny értéke esetén majdnem minden test egyetlen 

stabil egyensúlyi helyzettel rendelkezik (2. tézis). Egy ilyen test mozgása tehát olyan dinamikai 

rendszerrel modellezhető, amely egyetlen attraktorral rendelkezik, és így hosszú idő után a 

viselkedése megjósolható a kezdeti állapot ismeretétől függetlenül. Ez olyan mérnöki 

alkalmazások számára nyit utat, melyekben egy fizikai rendszert az elkerülhetetlen kezdeti 

bizonytalanság ellenére robusztus módon szeretnénk egy kívánt végállapotba eljuttatni. A 

disszertációban részletesen tárgyalom a gyakorlati alkalmazás lehetőségeit automatizált 

alkatrész-adagolók tervezésében. 

 

Szintén az alkatrész adagolás problémaköre volt az egyik kiindulópont az egyensúlyok 

stabilitásának és attraktivitásának vizsgálata során. A legnépszerűbb ipari alkatrész adagolók 

működési elvének lényege az, hogy az egyforma alkatrészeket egy vízszintes felületre öntik, 

ahol azok az egyensúlyi helyzeteik valamelyikét veszik fel. Ezután alkatrész-specifikus 

mechanikai beavatkozások segítségével kiválasztják azokat a példányokat, amik egy adott, 

preferált helyzetben vannak, a többit pedig eltávolítják (és újra felhasználják) [3][10]. Egy ilyen 

adagoló működése szempontjából nem a stabil egyensúlyok száma a kritikus kérdés, hanem 

azok vonzási tartományának nagysága, konkrétabban egy olyan egyensúly létezése, amelybe a 

véletlenszerűen leejtett tárgyak nagy hányada jut el. Az adagolók, illetve az adagolható 

alkatrészek tervezésének tehát fontos eszköze egy tárgy egyensúlyi helyzeteihez rendelhető 

leérkezési valószínűségek (az ún. leérkezési statisztika) meghatározása, amely számítógépes 

szimulációk és fizikai kísérletek segítségével is elvégezhető. Mindkét módszer munka, illetve 

időigényes, ezért sokan javasoltak egyszerű becslési módszereket a leérkezési valószínűségekre 

[4] [11] [18]. A disszertációmban, numerikus szimulációval létrehozott referencia adathalmazt 

felhasználva, elsőként módszeresen vizsgálom és összehasonlítom ezeket a becslési eljárásokat, 

valamint új, a korábbiaknál pontosabb becslési módszerre teszek javaslatot (4. tézis) [S2] [S9]. 

 

Az alkatrészadagokkal ellentétben a gépészeti, és robotikai rendszerek többségénél, illetve a 

szabályozástechnikában a stabilitásvizsgálat központi kérdése jellemzően az, hogy ha egy 

rendszer már eljutott egy preferált állapotba (pl. egyensúlyi helyzetbe), akkor ellenáll-e a 

környezetében jelen lévő kiszámíthatatlan zavaró hatásoknak, vagyis megmarad-e az 

egyensúlyi helyzetében. Mivel a „zavaró hatások”, illetve a „megmaradás” fogalma is 

sokféleképpen definiálható, a stabilitásnak számtalan definíciója létezik. A dinamikai 

rendszerek elméletében központi helyet elfoglaló szokásos stabilitásfogalmak 

alkalmazhatóságát behatárolja, hogy nehéz azok teljesülését egy viszonylag komplex rendszer 

esetén ellenőrizni. Emiatt a gyakorlati robotika területén gyakran használnak olyan „stabilitási 
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feltételeket”, melyek ellenőrzése egyszerű, ugyanakkor nem nyújtanak garanciát semmilyen jól 

körülhatárolható zavarás-típussal szembeni ellenállásra. Ezekre példa a Pang és Trinkle [23] 

által definiált egyértelmű egyensúly fogalma, melynek lényege az, hogy az egyensúlyi 

helyzetben a mozgásegyenleteknek a statikus megoldás az egyetlen konzisztens megoldása (1. 

ábra).  

 

A disszertációmban két stabilitási fogalmat 

vizsgálok. A statikus stabilitás fogalma olyan 

egyensúlyokat takar, melyek egy potenciális 

energiafüggvény lokális minimumpontjainak 

felelnek meg. A stabilitásvizsgálat fő 

nehézségét az jelenti, hogy egy merev testekből 

álló rendszerhez nem rendelhető folytonos 

potenciális energia függvény jól definiált 

lokális minimumpontokkal. Ennek áthidalására 

a rendszer regularizálásának módszerét alkalmazom [14], azaz a merev test modellt az 

érintkezési pontok környezetében deformálható modellel helyettesítem, és ennek viselkedését 

vizsgálom a deformálható modell merevségének végtelen nagyra növelése mellett. Fő 

eredményként megmutatom, hogy a merev testekből álló rendszerek egy széles csoportja 

rendelkezik statikus stabilitással (5.a tézis), ezzel általánosítom Howard és Kumar [13] egyetlen 

merev testre vonatkozó hasonló eredményét. A statikus stabilitás még az egyértelmű egyensúly 

kritériumának nem megfelelő rendszerekre (1. ábra) is gyakran teljesül. Az eredményeket egy 

kvázi-statikusan mozgó robot példájával illusztrálom. 

 

A disszertációban vizsgált másik fogalom a Lyapunov stabilitás, amely azt garantálja, hogy egy 

egyensúlyi állapot kellően kicsiny megzavarása után a rendszer az egyensúlyi állapot kis 

környezetében marad. A Lyapunov stabilitás a robotika és a tárgymanipuláció területén a 

legtermészetesebb stabilitási fogalom, gyakorlati használata mégsem elterjedt [16]. Merev 

testekből álló mechanikai rendszerek Lyapunov stabilitásának vizsgálata elsősorban azért 

nehéz, mert az egyensúlyi állapot végtelenül kicsiny környezetében a rendszer egymással 

érintkező elemei többféle viselkedést mutathatnak: az elemek egymáson gördülhetnek, 

elcsúszhatnak, illetve szétválhatnak, ezenkívül a rendszer ütközéseken is keresztülmegy. Az 

így kialakuló dinamikus viselkedés nem-sima, hibrid dinamikai rendszerrel modellezhető, 

amely nem linearizálható [2]. Emellett a rendszer végtelen sok állapotátmeneten (pl. ütközésen) 

mehet át véges idő alatt. A kialakuló „Zeno pontok” [29] utáni viselkedést is szükséges 

vizsgálni. További modellezési nehézséget jelentenek a merev modellekben súrlódás 

jelenlétében szükségszerűen fellépő nemlétezési és nem-egyértelműségi paradoxonok (az ún. 

Painlevé paradoxonok) [5] [22]: a merev test modellek segítségével bizonyos állapotokban nem 

határozható meg egyértelműen a rendszer pillanatnyi gyorsulása. A probléma hátterében a közel 

merev elemekből felépülő mechanikai rendszerek nehezen mérhető paraméterekre való 

rendkívüli érzékenysége, azaz egy kiküszöbölhetetlen fizikai jelenség áll. A nehézségek miatt 

a disszertációmban a legegyszerűbb, komplex viselkedést mutató modellproblémát vizsgálom, 

melyet elsőként Or és Rimon vizsgált [20] [21]: egy lejtőn álló, két pontszerű támasszal 

rendelkező két dimenziós merev testet. Joel W. Burdick-kel és David Gontier-vel közös 

munkám [S5] összefoglalásaként a stabilitás elégséges feltételét mutatom be a Lyapunov 

függvények módszerének általánosítását felhasználva (5.b tézis), továbbá kimutatom, hogy bár 

egyértelmű egyensúly esetén a stabilitás elvesztését csak exponenciálisan növekedő intenzitású 

ütközési sorozatok okozhatják, de ennek ellenére az ütközések csillapítása nem elég a 

Lyapunov stabilitás biztosítására (5.c tézis). A disszertáció nem tartalmazza a feladattal 

kapcsolatos legfrissebb kutatási eredményeimet, melyek publikálása folyamatban van [27]. 

 
1. ábra: példa nem egyértelmű egyensúlyra 

(baloldal: nem-statikus megoldás; jobboldal: a 

statikus megoldáshoz tartozó támaszerők) 
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2. ÚJ TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK 
 

1. tézis (közös eredmény Domokos Gáborral)  
Vízszintes felületen nyugvó merev testek egyensúlyi helyzeteit vizsgálva 

a) bebizonyítottuk, hogy léteznek konvex, homogén, mono-monostatikus testek és példákat is 

mutattunk ezekre.  

b) megalkottuk a teknőspáncél egy parametrizált geometriai modelljét, a modell paramétereit 

különböző teknősfajok páncéljának formájához illesztettük, és az eredmények elemzésével 

kimutattuk, hogy egyes fajok formája monostatikus vagy közel monostatikus, amely 

lehetővé teszi, hogy minimális erőfeszítéssel talpra álljanak vízszintes felületen.  

2. tézis  
Súrlódásmentes kör belsejében nyugvó síkbeli merev testek, illetve gömb belsejében nyugvó 

térbeli merev testek egyensúlyi helyzeteit vizsgálva 

a) kimutattam, hogy egy síkbeli test vagy akkor monostatikus, ha a kör sugara egy kritikus 

érték alatt van, vagy a sugártól függetlenül mindig monostatikus.  

b) számítási algoritmust dolgoztam ki, amellyel meghatározható, hogy egy síkbeli poligon 

alakú vagy egy térbeli poliéder alakú test a kör, illetve gömb sugarának mely értékeire 

monostatikus.  

c) rámutattam, hogy gömb, illetve kör alakú “ketrecek” alkatrész adagolókban való használata 

részleges megoldást kínál a három dimenziós, univerzális adagolók kifejlesztésének 

problémájára.  

3. tézis  
Bebizonyítottam, hogy a gömbön kívül léteznek más olyan alakzatok, amelyeket 1/2 sűrűségű 

homogén anyagból megformálva a kapott test bármilyen irányultsággal egyensúlyban lebeghet 

egy egységnyi sűrűségű folyadék felszínén. 

 

4. tézis 

Vízszintes felületre ejtett tárgyak dinamikájának egy fenomenologikus, Markov-lánc modelljét 

felhasználva új módszereket javasoltam az “egyensúlyi statisztika” gyors becslésére. A becsült 

valószínűségeket számítógépes szimulációk eredményével összevetve kimutattam, hogy az 

egyik új becslési módszer lényegesen jobb eredményeket ad az irodalomban megtalálható 

korábbi eljárásoknál. 

 

5. tézis  
Egyoldali, pontszerű, súrlódásos érintkezési kapcsolatokkal rendelkező merev testek és merev 

testekből álló összetett rendszerek egyensúlyi helyzeteinek stabilitását vizsgáltam, és  

a) az érintkezési pontok környezetében létrejövő deformációk egyszerűsített 

figyelembevételével, a deformálható kapcsolat merevségének végtelen nagyra növelésével 

kimutattam, hogy egy merev testekből álló rendszer statikus stabilitással rendelkezik, 

amennyiben (i) a kapcsolati erők egyike sincs a megcsúszás határán és (ii) az érintkezési 

pontok megcsúszását vagy elválását megakadályozva a rendszer első rendben merevvé 

válna.  

b) (közös eredmény Joel W. Burdick-kel és David Gontier-vel) egy lejtőre helyezett, két 

ponton támaszkodó síkbeli merev testnek az egyensúlyi helyzete közelében létrejövő 

mozgását szakaszonként lineáris, hibrid dinamikai rendszerrel modellezve kidolgoztuk az 

egyensúlyi helyzet Lyapunov stabilitásának egy elégséges feltételét. 

c)  Kimutattam, hogy egy egyensúly végtelen ütközési sorozatok létrejöttének lehetősége 

miatt elveszítheti a Lyapunov stabilitását még abban az esetben is, ha az ütközések 

tökéletesen rugalmatlanok. 
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